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Introduction genérale

1 Le contexte de travail

Dans le domaine de l'intelligence artificielle, la programmation par contrai@i@égéur Constraint
Programming est un paradigme permettant de traiter entre autres les probléemes comémdeoina-
ture décisionnelle. Résoudre un probléme de décision, c'est réptmdteou "non" a la question qui
est de savoir si une solution existe ou pas pour ce probleme. Appansdedaannées 1970, I'approche
CP consiste a modéliser certains de ces problémes en réseaux de canf@inbeur Constraint Net-
work) : ils sont définis par un ensemble de variables, représentant desiiresyret un ensemble de
contraintes représentant certaines limitations sur les inconnues. Le mpebdsultant est appefdo-
bléeme de satisfaction de contraint6SSP pour Constraint Satisfaction Problenet une instance de
ce probléme, obtenue en spécifiant précisément les variables et lesim@strest résolue par un pro-
gramme appeléolveur Une instance est satisfaisable si elle admet au moins une solution, c’est a dir
une affectation de valeur a chaque variable permettant de satisfaire legitemtraintes, sinon elle est
insatisfaisable. Un solveur (complet) fournit une solution a toute instanBesC&le existe et si on lui
donne suffisamment de temps (potentiellement infini). Le probleme de satisfaetioontraintes est
un probléme fortement combinatoire dans le sens ou trouver une solutipnoaer qu'il n’en existe
aucune, néecessite généralement de considérer un nombre expatectehbinaisons pour y parvenir.
La progression de la puissance des ordinateurs ne peut rien y chaogeréduire cette combinatoire,
la programmation par contraintes propose un ensemble de techniques dénidligrtificielle : des
heuristiques, de l'inférence pour filtrer 'espace de recherchepddbodes d’apprentissage, etc. Des
instances CSP peuvent alors étre résolues efficacement en pratiqué lealgorte complexité théo-
rique. De plus, de nombreux problémes décisionnels complexes réelsedplgpification” (chaine de
montage en production, etc.), "ordonnancement” (séquencage dagéndiologie moléculaire, etc.),
ou "allocation/affectation de ressources" (emploi du temps, etc.) s'imigaturellement au cadre de la
programmation par contraintes.

Considérons par exemple le probléme consistant & établir un emploi du terppss précisément
une instance d’emploi du temps scolaire introduite dans la figure 1. L'obgsttde proposer un emploi
du temps permettant & chaque formation (F1, F2, etc.) de suivre les ligucesirs prévues dans son
programme pour chaque matiére (mathématiques, informatique, etc.) et iresufpprédifférents ensei-
gnants (E1, E2, etc.) dans plusieurs salles a disposition dans I'écolel(sa#ide 2, etc.). La figure 1
illustre une solution partielle d’emploi du temps ciblée sur la formation F2 : on ypasiexemple que
cette formation a cours d’informatique le lundi matin de 10h & 12h avec I'emseid=1 dans la salle 3,
puis un cours de mathématiques le mercredi aprés-midi de 14h a 16h assidigant E2 dans la salle
1, etc. A premiére vue, proposer un tel emploi du temps semble facile et oimergge le nombre de
solutions possibles est important. Cependant, certaines contraintesddites toivent étre satisfaites
par ces propositions pour que I'emploi du temps soit réalisable (acceptalnbeenseignant ne peut
pas donner deux cours différents durant le méme créneau horargadaux pratiques d’'informatique
doivent se tenir dans une salle équipée d’ordinateurs, etc. A partirfibpite 2, on peut imaginer une
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FiG. 1 — Solution partielle d’'une instance d’emploi du temps scolaire.
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modélisation possible (basique) du probléeme d’emploi du temps. Pour cbhagple "créneau horaire -
salle", nous allons définir trois variables : une variable pour I'ensetgnae variable pour la matiére et
une variable pour la formation. Une fois toutes ces variables assigrgesanrons ainsi un enseignant,
une matiere et une formation désignés pour chaque couple "crénesrehasalle”. Cependant, n'ou-
blions pas les contraintes (rappelées par des fleches sur la figureld définissons donc entre autres
des contraintes portant sur les variables prévues pour les affectdBomstieres (une salle doit étre
adaptée a une matiére), ainsi que sur les variables prévues pourlgsatidhs d’enseignants (un seul
cours a la fois). Résoudre cette instance CSP correspond doncas@ram emploi du temps résultant
de I'affectation dans chaque créneau horaire et pour chaque salleseignant, d’'une matiére et d’'une
formation de telle maniére que toutes les contraintes soient satisfaites.

Salles
Salle 1 Salle2 | ... ... ... Salle n

Créneaux

Lundi 8h-10h )} ( " | oottt Tttt T

Enseignant <«+— Enseignant <«4+— Enseignant <4—>» Enseignant

Lundi 10h-12h Matiére Formation| Matiére Formation| Matiére Formation | Matiére Formation

Vendredi 16h-18h{§ """ | TTTTTUTTTTo 0 Tt T

FIG. 2 — Modélisation CSP du probléeme d’affectation d'un emploi du temps scolaire

Pour 'emploi du temps, nous avons également besoin de contraintessditgse’. Ces contraintes
sont souples car elles peuvent ne pas étre satisfaites par une propd'sitiploi du temps et garantir
malgré tout que I'emploi du temps proposeé soit réalisable. Cependanpraiotes permettent d’ex-
primer despréférenceset de leur satisfaction ou non dépendra alorpréférenced’une proposition
d’emploi du temps par rapport a une autre. Dans notre emploi du tempgecofe contrainte souple
correspond par exemple a éviter les créneaux horaires creux (ueacréoraire vide, c’'est a dire dans
lequel il n'y a pas de cours a donner, entouré de deux créneaus)tizins une méme journée pour un
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enseignant : une proposition d’emploi du temps pourra donc inclureéesaux creux et étre réalisable,
mais celle qui les minimisera sera préférée. Au carrefour de l'intelligenifeiatle et de la recherche
opérationnelle, la programmation par contraintes a introduit au début déssa#000 un cadre permet-
tant de traiter des problémes avec des contraintes dures et des consaimikes : il s'agit du probléme

de satisfaction de contraintes pondéré¥€SPpourWeighted Constraint Satisfaction Problgiar op-
position aux contraintes dures présentées précédemment (qui autousetierdisent des affectations de
valeurs aux variables), on va donc autoriser la violation des contramiptes. Cette souplesse se traduit
au travers deegrés de pénalitésu coltsattribués aux différentes affectations (de valeurs) dans chacune
des contraintes. Uoodt interditest défini pour les contraintes souples d’un réseau de contraintes pon
dérées\WCN pourWeighted Constraint Netwoylet permet malgré la souplesse introduite de continuer
a refuser des affectations irréalisables (inacceptables). Une &ffactat alors soit totalement autorisée
(codt de0), soit totalement interdite (codt interdit), soit autorisée avec le coltgmorelant qui lui est
attribué par la contrainte. Un exemple d’attribution de colts au sein de la icbatsauple consistant a
éviter les créneaux creux pour un enseignant dans une journéelédanobleme d’emploi du temps) est
proposé dans la figure 3.

Lundi
Contrainte souple 8h-10h
b cré : 0 2 10h-12h
‘ C nb créneaux creux @ -
coiit : 0@ 10 14h-16h
16h-18h

FiG. 3 — Colts attribués par la contrainte souple.

Un co(t de0 est attribué s'il n’y a aucun créneau creux de prévu durant la jeyuméco(t del est
attribué si un créneau creux est prévu, un codt@est attribué pour deux créneaux creux. On distingue
clairement que plus le nombre de créneaux creux prévus durant umegoast conséquent pour un
enseignant, plus le colt est important dans la contrainte souple et moinol €inpemps correspondant
sera préféré. La solution d'un WCSP correspond alors a une ditecde valeur a chaque variable
satisfaisant complétement les contraintes dures et minimisant les codlts daostlaites souples. |
ne s'agit plus simplement ici d'un probleme de décision, il s’agit d’'un [gnole d’optimisation : non
seulement une solution doit étre trouvée, mais en plus celle-ci doit étre optatestea dire avec le colt
le plus faible possible au niveau des contraintes souples. Le cadre BiGSRIifferentes techniques de
résolution qu'il propose permettent de résoudre ces problémes.

2 Problématiques abordées et contributions apportées

Lefficacité des techniques proposées dans le cadre CSP est atéréeesse de s'améliorer de-
puis des décennies. Les techniques dans le cadre WCSP sont plusxasdptause des opérations de
transferts de codt et d’un point de vue plus général parce qudite problemes d’optimisation. La
plupart d’entre elles ont été définies et/ou utilisées pour les réseawnttaintes binaires ou ternaires
pour lesquelles elles sont assez efficaces. Cependant, elles paunesrar & une explosion combinatoire
dans le cadre de contraintes de grande arité. L'idée générale sodtmieette thése est que l'intégra-
tion de techniques proposées dans le cadre CSP peut permettre d’anfiéfiicacité dans la résolution
d’instances WCSP.
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La premiéere partie de ce mémoire trace un état de I'art de la programmatioanteaintes, et plus
précisément des cadres CSP et WCSP, qui représente réellemerteldede nos différentes contribu-
tions. La seconde partie aborde nos deux contributions. Nous prgpdans notre premiére contribution
un algorithme pour maintenir la cohérence d’arc souple généralisée €dLi soit optimisé pour les
contraintes tables souples de grande arité. Cette contribution se composgEmiére version de tra-
vail ayant été publiée dans [Lecoug®al., 2012] et étendue par une contribution en cours de soumission.
Nous proposons ensuite dans notre deuxiéme contribution une apple@ofsolution pour les instances
WCSP basée sur I'extraction de noyaux insatisfaisables minimaux, se camhpiagne partie ayant été
publiée dans [Lecoutret al, 2013] et étendue par des travaux n’ayant pas été soumis.
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Chapitre 1

Le probleme de satisfaction de contraintes
CSP
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1.1 Reéseaux de contraintes

1.1.1 Définitions et notations

Avant d’introduire le concept de réseau de contraintes et le problersatidéaction de contraintes
associé, il convient dans un premier temps de définir les composants auwlecee cadre, a savoir,
variables et contraintes.

Définition 1 (Variable) Une variable est une entité a laquelle il est possible d’affecter une valeur.
chaque variable est associé un domaine : il s’agit de I'ensemble desirgadistinctes pouvant étre
affectées a cette variable. Une variable est discrete (resp. contingdesest associée a un domaine
discret (resp. continu). Une variable est soit assignée (une valeur lui a &étée), soit libre (aucune
valeur ne lui a été affectée). Une variable dont le domaine ne contieninguseule valeur est dite

singleton.

!Dans ce manuscrit, nous considérons uniguement les domaines finis
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1.1. Réseaux de contraintes

Nous nous sommes intéressés dans le cadre de notre travail aux vadiabtetes. Nous notons
dom(z) le domaine fini de valeurs associé a une variable (disciet8ans perte de généralité, pour les
différents exemples présentés dans ce manuscrit, des lettres de I'alpdraioe utilisées (sauf indication
contraire) pour désigner les valeurs contenues dans les domainexidéses : par exemple, la variable
x telle quedom(xz) = {a, b} est une variable dont le domaine contient les valeuesb. Nous verrons
également par la suite que les domaines des variables évoluent par lassimpde valeurs durant la
résolution d’un réseau de contraintes. Nous notons dlers™"(z) le domaine initial de la variable,
c'est a dire le domaine constitué de toutes les valeurs pouvant étre efféatitéalement &:. La valeur
a appartenant dom'™(z) est notée aussir, a). Le domaine courant de la variabite c’est a dire le
domaine constitué des valeurs pouvant étre affectéea an instant donné de la résolution, est noté
dom(z) et il respectelom(z) C dom™"(x). Affecter une valeur € dom(x) ax consiste a restreindre
dom(x) a{a} : la variablex est alors assignée (par la valeyret on notex = a. Une valeur est
valide pour une variable si elle appartient au domaine courant de ceitbleal a taille dedom(z),
représentée généralement parm(x)| (cardinalité de 'ensembléom(z)), correspond au nombre de
valeurs appartenantdm (z).

Exemple 1 Soient deux variables ety avecdom™*(z) = dom™(y) = {a, b, c}, dom(z) = {a, b} et
dom(y) = {c}. Les domaines initiaux des variablesty contiennent les valeurs, b etc. Le domaine
courant de la variable: ne contient plus que les valeuretb. La variabley est singleton et son domaine
courant contient uniqguement la valeur

Définition 2 (Instanciation) Une instanciation/ d'un ensembleX = {z1,...,z,} de ¢ variables est
un ensemblg (z1,v1), ..., (z4,v,)} tel quevl < i < g,v; € dom™*(z;) et la variablex; n'apparait
gu’une seule fois.

Nous notonsars(I) 'ensemble des variables dans une instanciatid®oitz € vars(I) : la valeur
associée a la variabledans! est notéd [x]. Soit X un ensemble de variables : une instanciafiest
dite compléte suX sivVx € X,z € vars(I), sinon elle est dite partielle. Une instanciatibest valide
si et seulement 8z € vars(I), I[z] € dom(x).

Exemple 2 Soit un ensemble de variabl&s= {z, y, z} avecdom"(z) = dom™(y) = dom™(z) =
{a,b,c}.

— I = {(x, a)} est une instanciation partielle suf avecvars(l) = {x}.

— I ={(x,a), (y,c)} estune instanciation partielle suf avecvars(I) = {z,y} etI[y] = c.

— I ={(z,a),(y,c),(zb)} estune instanciation compléte skiravecvars(l) = {z,y, z}.

Au dela des variables, les contraintes représentent bien sdr 'autre fommdamentale au coeur des
réseaux de contraintes. Avant de définir ce concept, il est utile d'mit®edvant tout les notions générales
de produit cartésien et de relation, puis de les appliquer au cadre ihesn#@ associés aux variables.

Définition 3 (Produit cartésien) SoientD1, D», ..., D, des ensembles finis d’entiers. Le produit carté-
sienD; x Dy x ... x Dy, noté auss[ []_; D;, correspond a I'ensembl(vy, ..., v,) | V1 < i < q,v; €
D;}.

Définition 4 (Relation) Une relation définie sur une séquenbe, Ds, ..., D, est un sous-ensemble du
produit cartésier] [L_; D;.

Dans le cadre d'un réseau de contraintes, nous allons parler detpradéasien des domaines de
variables. Soientom(z1), dom(xz), ..., dom(z4) les domaines respectifs devariablesz, x, ..., x4 :
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le produit cartésierlom(z1) x dom(z2) X ... x dom(x4), noté aussi[{_, dom(z;), correspond a
I'ensemble{(v1,...,vq) | V1 <i < gq,v; € dom(z;)}. Une relation définie sur[!_, dom(x;) est donc
un sous-ensemble dg7_; dom(x;).

Exemple 3 Soient trois variables, y etz avecdom(z) = {a, b}, dom(y) = {a, c} etdom(z) = {b, c}.
Le produit cartésien des domaines de ces trois variables correspond a

dom(z) x dom(y) x dom(z) =

Un exemple de relation sur le produit cartésien des domaines de cesdra@bles est donné par :

(a,a,b)
(a’ C’ b)
(a,c,c)
(b,a,b)

)

Nous abordons maintenant le concept de contrainte. A noter que daasire des réseaux de
contraintes, il s’agit de contraintes dures contrairement aux contraotgses introduites dans le cha-
pitre 2.

Définition 5 (Contrainte) Une contrainte (dure} porte sur un ensemble de variables (totalement or-
donné) appelé portée (ou scope) et netg(c). Toute variable descp(c) est dite impliquée dans.
Elle est définie par une relation notéel(c) qui autorise (et indirectement interdit) les valeurs que
peuvent prendre simultanément (dans leurs domaines) les varigipiestanant a sa portée et qui véri-
fierel(c) C [Tuesep(e) dom™(z).

L'arité d'une contrainte: correspond au nombre de variables contenues dans sa porté@, diest
|sep(c)|. Principalement, I'arité permet de qualifier et de catégoriser les contraimpescontrainte avec
une arité égale & est appelée contrainte unaire et porte sur une seule variable, poaritthégale
a2 c'est une contrainte binaire portant sur deux variables, et pour ritéeégale a3 (ternaire) et au
dela, nous parlons de contraintes n-aires. Pour les contraintes ybaieges et ternaires, nous placons
généralement le nom des variables en indice de la lettRar exemple, pour une contrainte unaire
impliquantz, nous noterons,, pour une contrainte binaire impliquanety, nous noterons,,, et pour
une contrainte ternaire impliquanfy, etz, nous noterons,,.. Plus généralement, pour une contrainte
d’arité quelconque, nous noterogg la contrainte donscp(cg) = S. Deux variables impliquées dans
au moins une méme contrainte sont dites voisines ou connectées. Le dé@ (fmne variable est
le nombre de contraintes dans lesquelles elle est impliquée. Une contraicteuestte si toutes les
variables appartenant a sa portée sont assignées.

Définition 6 (Tuple) Un tuple est représenté par une séquence de valeurs entouréegatehgaes
et séparées a l'aide de virgules. Au niveau d’une contraintéarité r, un tupler = (vy,...,v,)
correspond a une instanciation de I'ensemble des variables de la patétetle quevl < i < r,v; €
dom™(z;), z; € sep(c). Un tuple contenant valeurs est appelé urtuple.
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La valeur affectée a une variabtelans un tuple est notée-[z]. Chaque élément du produit cartésien
[1;_, dom™"(x;) des domaines des variables de la portée el représenté par urtuple.

Exemple 4 Soitc,,. une contrainte dure avedom(z) = dom(y) = dom(z) = {a,b,c} et soit une
instanciation/ = {(z,a), (y,¢), (z,b)} dansc,,.. Le tupler correspondant & sur c,,. est notér =
(a,c,b), avecr[z] = a,7[y] = cetr[z] = b.

Une contrainte peut étre représentée en intention, en extension ou deenvapiécite. Nous parlons
alors de contraintes en intention, de contraintes en extension et de castgobales.

Définition 7 (Contrainte en intention) Une contrainte en intention est une contrainte dans laquelle les
instanciations autorisées sont définies par un prédicat, c’est a dirdanmaion qui associe vrai ou faux
a toute instanciation. Ce prédicat est défini a partir d'opérateurs logsquelationnels et arithmétiques.

Définition 8 (Contrainte en extension) Une contrainte en extension est une contrainte dont la relation
est représentée sous la forme d’'une liste de tuples. On parle de relatitypelesupport (resp. conflit)
guand il s’agit de la liste des tuples autorisés (resp. interdits) par la camtiea

Une contrainte en extension est aussi appelée contrainte table. Noumsoible|c,, .| la liste des
tuples autorisés dans, . dans le cas d’une représentation dite "positivetéte|c,,,.] |a liste des tuples
interdits dans le cas d’une représentation dite "négative" : nous paidormntraintes tables positives ou
négatives. Notons queble[c,,.] = rel(cyy:) et quetablelcay:] = [T, coep(e) dom™ (z)\rel(cey:). La
tabletable|c,, .| est représentée par un tableau de tuples indiceé de-08 avect qui représente la taille
de la table, ce qui correspond pauble[c,,.] au nombre de tuples autorisés daps . Le i*™tuple dans
table[c,y.] est donné patable[c,,.][i]. Les tuples peuvent étre stockes par ordre lexicographique : dans
ce cas, pour tout tuplg avec0 < i < t, 7; < 7,41 avecr; = table[cyy.][i]. Le nombre de tuples pouvant
étre conséquent, il est important de choisir la sémantique de la représegatport ou conflit) qui va
permettre de minimiser le nombre de tuples de la relation.

Exemple 5 Soient deux contraintes, et ¢,,,, avecdom(z) = dom(y) = {a,b,c}, représentées en
intention et en extension :
— rel(c;) : x # a, est la représentation de, en intention, tandis queable[c,] = {(b),(c)} (ou
table[c,] = {(a)}) est la représentation de, en extension.
— rel(cgy) : @ # y, est la représentation de,, en intention, tandis quawble|c,,| = {(a,b), (a,c),
(b,a), (b,c), (c,a), (c,b)} (outablecy,] = {(a,a), (b,b), (c,c)}) est la représentation de,, en
extension.

Définition 9 (Tuple valide) Untupler = {(x1,v1), ..., (2., v,) } estvalide si et seulementsi < i < r
v; € dom(x;), sinon il est non valide.

Exemple 6 Dans la contraintec,,, définie ci-dessus, le tuple, b) est valide carc € dom(z) etb €
dom(y), par contre le tuplde, b) n'est pas valide cae ¢ dom(x).

Définition 10 (Tuple autorisé (resp. interdit)) Un tupler est autorisé (resp. interdit) dans une contrainte
c si et seulement si € rel(c) (resp.7 ¢ rel(c)).

Définition 11 (Tuple support (resp. conflit)) Un tupler est un support (resp. conflit) dans une contrainte
c si et seulement si est un tuple valide et autorisé (resp. interdit) dans
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Exemple 7 Dans la contrainte:,, définie ci-dessus, le tuple valide, b) est autorisé car il appartient
arel(cgy) : {(a,b),(a,c),(b,a),(b,c),(c,a),(c,b)} il sagit donc d’'un tuple support dans,,. Par

contre, le tuple validgb, b) est interdit car il n‘appartient pas ael(c,,) : il s'agit donc d’un tuple
conflit.

Définition 12 (Projection/restriction d’'une instanciation) Soit un ensemble de variabl&set une ins-
tanciation/. La projection/restriction dd sur X, notéel[X] ou ]| x, est définie pal[X]| = {(z,a) |
(x,a) e I[Nz € X}.

Définition 13 (Instanciation satisfaisante/insatisfaisante)Une instanciation/ couvre une contrainte
¢ ssisep(c) € vars(I). Une instanciatiorn/ satisfait une contrainte si et seulement si elle couvreet
que le tuple correspondant a la restriction desur scp(c) est un support dans; on dit également que
la contraintec est satisfaite pad. A contrario, l'instanciation/ ne satisfait pas la contrainte si elle
couvre cette contrainte et que le tuple correspondant a la restrictioh sl scp(c) est un conflit dans
c¢; la contraintec est alors insatisfaite (ou violée) pdr

Définition 14 (Contrainte globale) Une contrainte globale est une contrainte avec une sémantique im-
plicite et dont la portée peut contenir un nombre quelconque de variables

Ce type de contraintes permet généralement de capturer des problearesms (ré-utilisabilité) et
d’intégrer des techniques spécifiques dédiées (c’est a dire spéaifiol adaptées a la sémantique de la
contrainte).

Exemple 8 Une des contraintes globales les plus connues est sans doute la con#&ifef ferent
dont la sémantique impose que les valeurs affectées aux variables detiésa goient toutes différentes.
Elle peut étre définie pour deux variable8] Di f ferent(x, y) (similaire & la contrainte en intentiog,,
avecrel(cgy) : « # y), tout comme elle peut étre définie pouvariables,AllDif ferent(x1, ..., xy).
La sémantique est la méme dans ces deux utilisations : que ce soientpawueh variables, les valeurs
choisies doivent étre toutes différentes. Méme si la contrainte globidle: f ferent est équivalente a
un ensemble de contraintes binaires, son intérét réside dans sa teetdediltrage dédiée : pour plus
d’'informations, voir [Régin, 1994, Puget, 1998].

Définition 15 (Réseau de contraintes)Un réseau de contraintes se compose d’'un ensemble fini de va-
riables et d'un ensemble fini de contraintes portant sur ces variables.

Nous utiliserons la notatio®? = (X, C) pour tout réseau de contraintes (CN pour Constraint Net-
work) P composé de I'ensemble des variaklest de I'ensemble des contrainteésL’'ensemble des va-
riables du probléemé associé a ce réseau de contraintes serauaeté P) et 'ensemble des contraintes
sera noteons(P). Lensemble des variables déja assignées (variablesphitestesdansP sera géné-
ralement notéussigned(P) tandis que I'ensemble des variables non encore assignées (variabdes dite
future9 sera notéunassigned(P). Pour toute contrainte € cons(P), nous avonscp(c) C vars(P).
Nous notons: le nombre de variablegars(P)|, d la taille du plus grand domaine des variablesitje
e le nombre de contraintésons(P)| etr I'arité maximale des contraintes dafs L'arité maximaler
dansP permet de qualifier et de catégoriser le réseau de contraintes. Un tésqaer = 1, r = 2 et
r = 3 est appelé respectivement réseau unaire, binaire et ternairer Podt nous parlons de réseau
n-aire.

Introduisons a présent plusieurs définitions qui seront illustréesldaestion 1.1.2.

Définition 16 (Réseau de contraintes normalisélJn réseau de contraintes est normalisé si et seule-
ment si quelles que soient les contrainte®tcy € cons(P), c1 # ca = scp(c1) # sep(ca).
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Pour normaliser un réseau (qui ne I'est pas), toutes les contraintesrde pdtée doivent étre
fusionnées.

Définition 17 (Instanciation localement cohérente)Une instanciation/ est localement cohérente sur
un réseau de contrainteB si et seulement & est valide et que toutes les contraintes couvertes par
I sont satisfaites. Siars(I) = vars(P), I correspond alors une instanciation localement cohérente
compléte, sinon elle est partielle.

Définition 18 (Solution) Une solution d'un réseau de contraintésest une instanciation localement
cohérente compléte sur.

L'ensemble des solutions d’un réseau de contraiftest notésols(P).

Définition 19 (Instanciation globalement incohérente)Une instanciation est globalementincohérente
si elle ne peut pas étre étendue a une solution, sinon elle est globaleoigméste. Une instanciation
globalement incohérente est appelée aussi nogood.

Une instanciation localement incohérente est nécessairement globaleooddrante, cependant la
réciproque n’est pas vrai.

Définition 20 (Réseau de contraintes satisfaisable)n réseau de contraintes est satisfaisable si et seule-
ment si il admet au moins une solution, sinon il est insatisfaisable.

Définition 21 (Sous-réseau de contraintespn sous-réseau de contraint®sd’un réseau de contraintes
P est un réseau de contraintes obtenu en supprimant des contrainfeetleu des variables d&.

Définition 22 (Réseaux de contraintes équivalentsPeux réseaux de contraintéset P’ sont équiva-
lents si et seulement sls(P) = sols(P’).

Dans certains cas, il peut s'avérer utile de connaitre les raisons datikfiagsabilité d’'un réseau
de contraintes, c’est a dire les contraintes (et donc les variablesytiefages qui participent a la non
satisfaction globale du réseau. En effet, ces informations peuvent fhere comprendre et d’apporter
les réparations ou modifications nécessaires a ce réseau pour le setisf@sable quand c’est néces-
saire. Ces ensembles de contraintes (et variables) sont appeléyalas ingatisfaisables et peuvent étre
minimaux :

Définition 23 (Noyau insatisfaisable)Un noyau insatisfaisable d'un réseau de contrainfé®st un
sous-réseau de contraintes fequi est insatisfaisable.

Définition 24 (Noyau insatisfaisable minimal) Un noyau insatisfaisable est minimal (MUC pour Mi-
nimal Unsatisfiable Core) si et seulement si tout sous-ensembledsrize noyau est satisfaisable. Eli-
miner une contrainte de ce noyau le rend donc satisfaisable.

Ces noyaux, minimaux ou pas, constituent ymeuve d’insatisfaisabilitéd’'un réseau insatisfai-
sable. Diverses méthodes, comme [de Siqueira et Puget, 1988], [J20&4], [Hemenyet al., 2006] et
[Wieringa, 2012], ont été proposées pour déterminer et extraireog@siR. Nous décrirons plus en détail
dans le chapitre 4 la méthode proposée dans [Hertal, 2006], méthode d’extraction que nous avons
mise en place et exploitée dans le cadre de notre deuxiéme contribution.

11



Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

1.1.2 Un exemple concret : le probleme de coloriage de carte

Afin de mettre en pratique les différents concepts présentés dans la padieiente, nous allons
nous intéresser au probléme de coloriage de carte. Ce probléme cqrmistene carte plane découpée
en régions adjacentes, a colorier chacune de ces régions tout suratagjue deux régions adjacentes
ne soient pas de la méme couleur. Depuis le théoréme des quatre couldsws @WNash, 2003], nous
savons qu'il est possible de colorier n'importe quelle carte avec seuteguatre couleurs. Nous al-
lons donc modéliser sous la forme d'un réseau de contraintes une inptaticaliére du probléme de
coloriage de carte basée sur quatre couleurs.

. Noir
. Gris foncé

D Gris intermédiaire
D Gris clair

FiGc. 1.1 — Carte découpée en régions a colorier avec quatre couleursgrigioncé, gris intermédiaire
et gris clair.

L'objectif est donc de colorier la carte illustrée de la figure 1.1, c’est & dffecter une couleur
parmi les couleursoir - gris foncé- gris intermédiaire- gris clair & chaque région, tout en res-
pectant la contrainte imposant que deux régions voisines ne soient peasndene couleur. Dans ces
termes, la modélisation de ce probléme en un réseau de contraintes detiegeliencEn effet, les va-
riables représentent chacune une région a colorier et les domaimestassont constitués des diffé-
rentes couleurs disponibles. Nous choisissons de faire corregptandaleurn a la couleur noire, la
valeurgf au gris foncé, la valeug: au gris intermédiaire et la valeye au gris clair. La figure 1.2
illustre 'ensemble des variables de notre réseau de contraintes. Pludléonem, soitP? = (X, C) le
réseau que nous modélisons, nous awns {xg, x1,x2, 3, T4, T5, T, L7, T8, T9, T10, T11, L12} AVEC
V0 < i <12, dom™*(z;) = {n, gf, gi, gc}.

Les contraintes interdisent une couleur identique pour deux régionsamisNous pouvons repré-
senter cela par une contrainte binaire en intention, définie par le prédinégalité £, pour chaque
couple de régions voisines. Ainsl,définit 'ensemble des contraintes binaires représentées en intention
de notre réseau :

Crozy © O 7 T1 Crozs © TO 7 T3 Crizs t X1 F T2 )
Corwy T1F T3 Croxs * T2 # T3 Caszy * T3 7 T4
Cpzxs - T3 7& Ty Crzzg - L3 7& Ze Cryxs + T4 7é T5
Coyws - T4 F T8 Cesae - T5 7 T6 Casar © T5 # T7

C= Crszs © T5 7 T3 Cagar @ X6 F X7 Crgzo L6 7 T9

Crexy; L6 # r11 Cyrxg * L7 # 38 Corxg * LT # Tg
Crgzg T8 7& Z9 Crexr * L6 7& x7 Cxgz19 + L9 # T10
Crozrin L9 F T11  Caygzny : T10 # T11 Criozrs © T10 7 T12
Cri1712 * T11 # T12
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1.1. Réseaux de contraintes

Fic. 1.2 — Chaque région est représentée par une variable. Pour cvexiplge, quatre valeurs (de
couleurs) possiblesr, g f, gi etge.

Dans ce résedd = (X, C) :

- {(=zo, gc), (x1,n), (z2, gi), (x3,9f), (x4, gc), (x5, g7)} (figure 1.3) est une instanciation locale-
ment cohérente partielle. En effet, elle est valide et toutes les contrairiéde gouvre, a savoir
Croz1r Cxowsy Caoiwar Coizsr Coamsr Caszas Cosas € Cayzs, SONt Satisfaites. Elle est partielle car toutes
les variables n’ont pas été assignées.

- {(xo0, gc), (x1,n), (x2, gi), (x3,9f), (x4, gc), (x5, 9f), (xe,97)} (figure 1.4) est une instanciation
incohérente partielle. En effet, parmi les contraintes couvertes, lesaguasc,,,, et cy 4, NE
sont pas satisfaites. Toute instanciation compléte obtenue par extensiettedestanciation sera
forcément incohérente.

- {(xo,gc), (xlvn)v <m279i)7 (x3ugf)7 (x4ugc)7 (1’5,92’), (xﬁugc)v (%7,71), ($8,gf)7 (:U97gi)a (33107“)7
(x11,9f), (x12,97)} (figure 1.5) est une solution. Toutes les variables du réseau ont &réess
et toutes les contraintes sont satisfaites.

FiG. 1.3 — Une instanciation localement cohérente partielle.

Le réseau de contraintes défini gaf, C) est normalisé. En effet, toutes les contraintes appartenant
a C ont des portées strictement différentes. De plus, il est satisfaisabtssége au moins une solution
représentée par la figure 1.5.

La représentation graphique d’un réseau de contraintes normalisétpeobtenue a partir de son
hypergraphe, appelé aussi graphe (primaire) de contraintes daadrke dun réseau de contraintes
binaire. Il s’agit d’'une macro-structure du réseau de contraintesoles les variables et les portées
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

FiGc. 1.5 — Une instanciation localement cohérente compléte (solution).

des contraintes du réseau sont représentées. Pour les réseas bies sommets représentent les va-
riables et les arétes représentent les contraintes. Deux variablateappa a la portée d’'une méme
contrainte sont liées par une aréte. Le graphe de contraintes assoes@aw de contraintes du probleme
de coloriage de carte est donné par la figure 1.6. Par ailleurs, naoéseeperons également parfois les
contraintes par des micro-structures appelées graphes de compatibgiié,[1693]. Comme illustré
dans la figure 1.7 pour la contraintg, ., les deux variabless etz9 sont représentées avec les valeurs
de leurs domaines respectifs et les tuples supports sont représeniés pzéte.

FiG. 1.6 — Le graphe de contraintes pour le probléme de coloriage de carte.
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1.1. Réseaux de contraintes

gf
gt
gc

FiG. 1.7 — Le graphe de compatibilité de la contraintg,, du probleme de coloriage de carte.

1.1.3 Résolution d’'un réseau de contraintes

La résolution d’'un réseau de contraintes consiste (généralement) arntkey solution ou prouver
I'absence de solution(s). Il s’agit du probléme de satisfaction de dotgsa(appelé aussi CSP pour
Constraint Satisfaction ProbleimLa démarche consiste donc a modéliser un probléme sous la forme
d’'un réseau de contraintes (abordé dans la section précédentedefdrisésoudre dans le cadre de la
programmation par contraintes [Rossial., 2006] par un programme appelé solveur. Nous abordons
dans cette partie la complexité que représente la résolution du probleme tectatisle contraintes
et nous présentons le solvedibsCon qui a été utilisé pour implémenter et expérimenter les différentes
contributions présentées dans ce manuscrit.

Probléme de décisiorNP- Conpl et

Le probléme de satisfaction de contraintes est un probléeme de décisioteqoella question que
I'on se pose est : existe-t-il une instanciation compléte satisfaisant toutesrigaintes ? En d’autres
termes, le réseau de contraintes est-il satisfaisable ou insatisfaisabler@dlénge de décision est dé-
cidable s’il existe un algorithme qui peut répondre en un nombre d’éfapesla question posée par
ce probléme, cependant il est intéressant de savoir si cet algorithmdgmer la réponse efficacement
ou non. La théorie de la complexité, branche fondamentale de I'informatigoeidoe qui s'intéresse
principalement aux problémes de décision, permet de caractériserot¥snpes en termes de quantité
de ressources en temps et en espace nécessaires pour les algorithleeségolvent. Les problemes
sont ainsi regroupés par classe de complexité. Dans le cadre durpeotiesatisfaction de contraintes,
nous nous intéressons plus particulierement aux clds9e¢B, NP-Difficile etNP-Complet . La
classeP (Polynomial) regroupe les problémes de décision pouvant étre décidés phyorithme s'exé-
cutant en temps polynomial (par rapport a la taille de I'entrée) sur une neadhiifuring déterministe
[Turing, 1936]. Par exemple, le probléme dennexité dans un grapheui consiste a déterminer si
toutes les paires de sommets sont reliées par un chemin, appartient a laPclasseeffet, il existe
un algorithme en temps polynomiaD(n?), avecn le nombre de sommets) pour répondre a ce pro-
bleme. La class®&lIP (Non-déterministe Polynomial) regroupe les problémes de décision poétrant
décidés par un algorithme en temps d’exécution polynomial sur une machfiogidg non-déterministe
[Papadimitriou, 1994]. Il existe pour ces problémes un algorithme en temypédadiion polynomial sur
une machine de Turing déterministe qui permet de tester la validité d'une sghatientielle. Pour les
probléemesNP qui ne sont pas darg il n’existe donc pas d’algorithme polynomial pour les résoudre si
bien srP # NP comme on le conjecture a I'heure actuelle, le probleme de savBie=sNP ou P #
NPrestant non résolu. Le probléme de satisfaction de contraintes fait partecthsse des problemes
NP-Complets , c’'est a dire les problemes qui sdwiPet NP-Difficiles . Plus précisément, il s’agit
des problémes pour lesquels : 1) il existe un algorithme en temps d’exécotisromial permettant de
tester la validité d’une solution potentielle (propri&t®), 2) tous les problemes de la claddP se ra-
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

meénent a ces problémes via une réduction polynomiale [Black, 1999]r{gr®pP-Difficile ). |l

s’agit donc d'un probléem&lP qui est au moins aussi difficile que tous les problémes appartenant a la
classeNP. Contrairement a un probléniNP-Complet , un probléemeNP-Difficile n'a pas besoin
d’étre dans\NPet peut correspondre a un probléme d’'optimisation comme expliqué darsitmsz2.3.

Une illustration des inclusions de ces différentes classes de complexit®pssée dans la figure 1.8.

NP

<D

NP-Complet NP-Difficile

FiG. 1.8 — Représentation des inclusions des claBsB$, NP-Difficile etNP-Complet dans la
conjectureP = NP.

La preuve deNP-Complétude d’un probléme se fait généralement en prouvant qu’il existe une
réduction polynomiale d'un probléme déja proiNi-Complet vers ce probléme. La premiére preuve
deNP-Complétude a été démontrée par le théoréme de Cook [Cook, 1971] pour le problénae de s
tisfaisabilité propositionnellSAT (pour probléme de SATisfaisabilité booléeheédepuis, bon nombre
de problémes ont pu étre prouMdBP-Complets par réduction polynomiale de ce probléme. C'est le
cas notamment pour le probleme de satisfaction de contraintes.

Un solveur générique : AbsCon

Dans le cadre de la programmation par contraintes, la modélisation et la résautioCSP sont
deux étapes distinctes. Nous utilisons un programme appelé solveur dairt@stipour résoudre un
réseau de contraintes. Les solveurs sont des programmes qui traiseriisgaux de contraintes et qui
prouvent soit la satisfaisabilité d’un réseau en retournant au moinlui®e, soit son insatisfaisabilité.
On trouve trois catégories d’utilisateurs des CSP : ceux qui modélisenolelemes (vision du solveur
comme une boite noire), ceux qui programment les solveurs chargésodelré ces problémes et ceux
qui réalisent les deux. Cependant, dans une recherche d’efficeestdlifférentes catégories d'utilisa-
teurs doivent avoir une vision globale de la programmation par contraifiesffet, méme si les étapes
de modélisation et de résolution sont relativement indépendantes, la mdmigradéliser un probléme
a un impact sur I'efficacité de sa résolution, tout comme la fagon de prognaumsslveur peut avoir
des conséquences sur I'efficacité pour des problémes bien particlligiste ainsi des solveurs dédiés,
développés pour la résolution efficace de probléemes spécifiquess sbbeurs génériques qui vont
étre capables de traiter tout type de probléme dans une efficacité relativeonecte par rapport aux
solveurs spécifiques dédiés. Différents solveurs existent : desuselpeopriétaires comm@omet? et
ILOGS, et des solveurs libres comni&hoco?, Gecode® et Minion®. Dans le cadre des contributions
présentées dans ce manuscrit, c’'est le solvBuCon’ qui a été utilisé. Il s’agit d’une plateforme gé-
nérique de satisfaction de contraintes développée en Java. Le formatddisation pour les problemes
traitables paribsCon estle XCSP [Roussel et Lecoutre, 2009]. La platefodheCon permet de traiter
des problémes des cadres CSP et WCSP en offrant des possibilitébelehe compléte et de recherche

2Comet technical papers website : http ://dynadec.com/resources/techateal-papers/
3ILOG Solver website : www.ilog.com

4Choco constraint programming system website : http ://choco.sougesfi@t

SGeneric constraint development environment website : http ://www. geoay

5Minion Open Source software website : http ://minion.sourceforge.net/

"AbsCon website : http ://www.cril.univ-artois.fr/ lecoutre/software.html|
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1.2. Inférence

locale ainsi que la mise en ceuvre des différentes techniques d'inférkarges dans les sections 1.2 et
2.3 de la partie I. A noter que la plateformiésCon permet également de travailler sur des problémes
des cadres Max-CSP et COP (non présentés dans ce manuscrit).

Généralement, les solveurs de contraintes résolvent des CSP en altes@hases d'inférence et
de recherche. Nous présentons les spécificités de ces phasesdaims<isections suivantes.

1.2 Inférence

Dans le cadre de la programmation par contraintes, toutes les combinaigoeisveat pas étre tes-
tées jusqu'a trouver une solution (ou absence de solution) sans entragexplosion combinatoire.
L'inférence consiste a faire des déductions qui vont permettre de simpdifi€seau de contraintes a ré-
soudre, I'objectif étant d’éviter de parcourir des zones inutiles ded@spe recherche. Ces déductions
vont en effet permettre I'identification et la suppression de valeurs neapb participer a aucune solu-
tion pour le réseau. Certaines instanciations globalement incohérentesngmpouvoir étre identifiées
et évitées. Par exemple, considérons l'instanciafion, gc),(x1, n),(x2, gi),(z3, 9f),(x4, gc),(z5, i) }
illustrée dans la figure 1.3 dans le cadre du probléme de coloriage deseatierf 1.1.2). L'inférence va
alors consister & supprimer, ou filtrer, pour chaque variable certa@tesrs de son domaine ne permet-
tant pas d'étendre cette instanciation a une instanciation localement dehé&eur rappel, nous avons
dom(z¢) = dom(z7) = dom(xg) = {n, gf, gi, gc} dans le réseau aprés l'instanciation. Les déductions
qui peuvent étre ainsi faites en considérant cette instanciation partietleeppésentées dans la figure

1.9.

= SINON Cyyzy €St Violée
= x6 # gf sinon ¢,,,, est violée
-

g # gc sinon ¢, ., est violée

SINON Cyyrg, Cosar € Cogag

&
I
]
¢

sont violées

FiG. 1.9 — Déductions faites via un mécanisme d'inférence simple.

Suite & cette instanciation partielle et au processus d’inférence, nouobtainsi un réseau sim-
plifié dans lequetom(zg) = {n,gc}, dom(z7) = {n,gf, gc} etdom(xzs) = {n,gf}. A noter que
les déductions faites sur la variabig (réduction de son domaine{&, gc}) nous permettent notam-
ment d’éviter I'instanciation globalement incohérente illustrée par la figuredt.ka valeur: n'est plus
présente dandom(z¢) suite a I'inférence. Nous verrons méme qu'il est possible de pouesléwrai-
sonnement et de propager des déductions par un mécanisme appelgation de contrainte$1éme si
dans le pire des cas le probleme CSP n’est pas solvable en temps polyrsehoiald conjecture actuelle
P - NP), la majorité des algorithmes d’inférence s’exécutent en temps polynomidgieimce est donc
centrale dans le cadre de la programmation par contraintes et permet &d&desolution d’'un grand
nombre d’instances du probléme CSP. En pratique, on cherche a étabjirapriété particuliére sur le
CN appeléaohérenceCette propriété peut étre établie sur le réseau initial uniguement (prévteaite
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ou/et maintenue lors du processus de résolution.

1.2.1 Notion de cohérence dans un réseau de contraintes

Définition 25 (k-cohérence) Soit P un réseau de contraintes &tun entier tel quel < &k < n =
lvars(P)|. Le réseauP estk-cohérent [Freuder, 1978] si et seulement si pour tout ensedibdie & — 1
variables, une instanciatioh sur X qui est localement cohérente siirpeut étre étendue, considérant
une variabley € vars(P) \ X et une valeun € dom(y), en une instanciation localement cohérente
telle quel’ = I U {(y,a)}. Sinon, il est-incohérent.

Afin de définir la cohérence globale, introduisons a présent la définiedrodhérence forte.

Définition 26 (k-cohérence forte) Un réseau de contrainteB estk-cohérent fort, aved < k < n et
n le nombre de variables du réseau, si et seulemeRtesti-cohérent pour tout < i < k.

Définition 27 (Cohérence globale)Un réseau de contraintes est globalement cohérent si et seulement
si il estn-cohérent forty, étant le nombre total de variables du réseau. Un réseau de contrailuiea-g
lement cohérent est satisfaisable.

Pour établir lak-cohérence, un algorithme d’'inférence va modifier le réseau initial. Qe plars de
filtrage park-cohérence [Freuder, 1978]. Le réseau obtenu corresporégdajément a un réseau équi-
valent plus explicite (ou simplifié). Nous noteronda cohérence cible eb(P) le réseau obtenu en
établissant sur P. Si la cohérence est vérifiée suP, on dit queP vérifie ¢.

Afin d'illustrer ces notions de cohérence et leur maintien, nous allonsapsemier temps nous
intéresser plus particulierement alacohérence dans le cadre de réseaux binaires (normalisés). Ap-
pelée aussi arc-cohérence, il s’agit d’'une cohérence fondalmemtgprogrammation par contraintes.
Nous verrons également que de nombreuses tentatives d'optimisatio@tpblir I'arc-cohérence ont
été proposées depuis un bon nombre d’années a travers des algopthmes moins efficaces. Dans
un deuxiéme temps, nous nous intéresserons dans la section 1.2.3 aliérerce généralisée dans le
cadre de réseaux n-aires (normalisés).

1.2.2 Arc-cohérence et algorithmes

D’aprés la notion générale decohérence, I2-cohérence ou arc-cohérence correspond a la pro-
priété que toute instanciation localement cohérente d’une variable pesétdidhie en une instanciation
localement cohérente de deux variables dans un réseau binaire. Edigfiast pour les valeurs, puis
étendue aux contraintes et aux réseaux de contraintes.

Définition 28 (Valeur arc-cohérente) Soitc une contrainte binaire telle quesp(c) = {z, y}. Une va-
leur a € dom(x) est arc-cohérente danssi et seulement si il existe au moins une vale@w dom(y)

telle que(a,b) € rel(c). La valeurb est appelée support de pour la contraintec. De plus, par la
propriété de bi-directionnalité [Bessiert al, 1999], a est réciproquement un support depour la
contraintec.

Définition 29 (Contrainte arc-cohérente) Une contraintec est arc-cohérente si toutes les valeurs pré-
sentes dans le domaine des variableg dent arc-cohérentes dams

Définition 30 (Réseau arc-cohérent)un réseau est arc-cohérent si et seulement si toutes les contraintes
de ce réseau sont arc-cohérentes.
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Considérons un exemple de résdaueprésenté par son graphe de compatibilité a la figure 1.10.
Ce réseau se compose de trois variableg et z avecdom(xz) = dom(y) = dom(z) = {a,b,c}.
Trois contraintes binaires définies en extension portent sur ces variable : {(a,b), (a,c), (b,c)},
oyt {(b,a),(c,a),(c,b)}, cy> = {(a,c),(b,b),(c,a)}. Le réseau” n'est pas arc-cohérent car certaines
valeurs appartenant aux domainesiglg et z ne sont pas arc-cohérentes. Par exemple, la valéans
dom(z) n'a pas de support parmi les valeurs déns:(z) pour la contrainte:,,. Méme constat pour
la valeura dansdom(z) pour la contrainte:,,. Cela implique que les contraintes. et c,, ne sont
pas arc-cohérentes (au contrairecgg). Afin d’établir I'arc-cohérence suP, nous allons effectuer un
filtrage par arc-cohérence. Il faut d’abord établir I'arc-cohéegpour les contraintes,, etc,..

FiGc. 1.10 — Un résea® non arc-cohérent.

Pour cela, les valeurgr, ¢) et (z,a), qui nont pas de support pout,., sont supprimées (figure
1.11). La suppression de ces valeurs entraine également la pertaigportsdans:,,, pour les valeurs
(y,a) et(y,b) et dansc,. pour (y,c), ce qui est représenté par des traits en pointillés dans la figure.
Etablir 'arc-cohérence d’une contrainte peut avoir des réperaussiar les autres contraintes du réseau.
Dans notre exemple, la contraintg, qui était a I'origine arc-cohérente ne I'est plus car la valgur)

n’'a plus aucun support pouy.. Ce phénoméne correspond au processus de propagation de ¢esirain
Cette valeur n'ayant plus de support, contrainte redevient alors mecoagrente. Le résedt obtenu
(figure 1.12) n’est toujours pas arc-cohérent.

Fic. 1.11 — On traite la contrainte... FiG. 1.12 — Un réseau non arc-cohérent.
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Dans un second temps, I'arc-cohérence des contraipjest c,. doit étre établie. Les valeu(s, a),
(y,b) et(y, c) sont supprimées, ce qui a pour but de faire perdre des supponsleuxs(z, b) et(z, c)
(figure 1.13). La valeutz, b) n'ayant plus de support pous,., I'arc-cohérence de,, est établie en
supprimant(z, b). Le réseau résultant(P) illustré par la figure 1.14, aveg étant I'arc-cohérence, est
arc-cohérent : en effet, les contraintgs, c,, etc,. sont toutes arc-cohérentes.

a b b
x x
GQ >
Y z
a
c
FiG. 1.13 — On traite les contrainteg, etc,.. FiG. 1.14 —¢(P) est un réseau arc-cohérent.

Nous avons vu que des contraintes a l'origine arc-cohérentes patidaieenir non arc-cohérentes
lors du filtrage par arc-cohérence. Les contraintes peuvent aissepd'un état a I'autre durant tout le
processus de filtrage. Le processus de filtrage s’exécute tant qupiha atteint un point fixe, c’est a dire
gue l'arc-cohérence est établie pour toutes les contraintes du résgaant le cas ou un domaine vide
apparait. Il est important de noter que ce processus de filtrage dlstectrpar la propriété de stabilité
par union [Bessiere, 2006]. Le réseau obtenu est arc-cohéreatrespond au plus grand sous-réseau
équivalent au réseau d’origine : il est unique et représente la ferengdn arc-cohérence.

Bon nombre d’algorithmes ont été proposés dans le but d’établir de &ffjoace I'arc-cohérence
dans un réseau. La plupart d’entre eux se composent d’'un algorithprepagation incorporant une pro-
cédure de révision. lls sont regroupés en deux familles : les algorithomeae AC3 [Mackworth, 1977],
AC2001/3.1 [Bessiéret al.,, 2005], AC3; [van Dongen, 2002], AC3.2/3.3 [Lecoute¢ al, 2003], AC3™
[Lecoutre et Hemery, 2007], dits a gros grain, et les algorithmes commé¢M@i# et Henderson, 1986],
AC6 [Bessiere, 1994], AC7 [Bessiéet al,, 1999], dits a grain fin. La distinction entre approche a grain
fin ou gros grain se fait a travers la nature et le niveau des donné&gescet traitées lors de la propaga-
tion : tripletscontrainte-variable-valeupour le grain fin, couplesontrainte-variablgour le gros grain.
Les procédures de révision des algorithmes a grain fin sont plus fiapp@tent certaines optimisations.
Cependant, les structures qu’elles nécessitent sont souvent a@xiegusspace et requiérent une implé-
mentation relativement complexe. Nous présentons plus en détail ici lesttaiges AC3, AC2001/3.1
et AC3™.

L'algorithme de propagatiodoAC (algorithme 1) est commun pour AC3, AC2001/3.1 et AC3
I'algorithmereviser(appelé a lalignd de I'algorithme 1) étant quant a lui spécifique a chaque approche.
L'algorithmedoACprend en entrée un réseau de contraiftes (X, C) et retourne un booléen : vrai sila
fermeture deP par arc-cohérence permet d’'identifier une incohérence globalariipp d’'un domaine
vide), faux sinon. Il parcourt un ensemiglecontenant, pour chaque contrainte € et chaque variable
z € X, un couple ¢, x) appelé aussi arfc, x). Tous les arcgc, z) présents dan§ sont révisés via
l'algorithmereviser: les valeurs appartenantlam (z) n'ayant pas de support poasont supprimées de
dom(x). Sila révision est effective (au moins une valeur supprimée), alorofidthgnereviserretourne
vrai. Si tel est le cas et qu’en plus le domaine de la varialgst vide, cela veut dire qu’une incohérence
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Algorithm 1: doAC (P = (X, C) : CN) : Booléen

1 Q={(c,z) | ce CAx € sep(c)}
2 tant que Q # () faire
Choisir et éliminer(c, z) de @
sirevisel(c, z) alors
sidom(x) = () alors Retourner faux
L Q—QU{(dy)|deCnaesep(d)Ny€sep(d)Ny#xNd #c}

7 Retourner vrai

o g b~ W

globale est détectée (faux est retourné). Si ce n’est pas le caspaloret a jout). Toutes les contraintes
impliquant la variabler dans leur portée doivent étre révisées : les arcs correspondahésrs ajoutés

dansq@.

Algorithme AC3 [Mackworth, 1977]

L'algorithme AC3 propose la technique de révisiawiser-3(algorithme 2) qui est la plus simple.
Considérant un arg:, ), on vérifie que chaque valeur appartenatit@ () posséde un support dans la
contraintec. Dans le cas contraire, la valeur est supprimééoghe(z). Si au moins une valeur appartenant
adom(x) est supprimée, alorsrai est retourné (casuppression = vrai) : la révision est effective,
c’est a dire que le domaine dea perdu au moins une valeur.

Algorithm 2: reviser-3¢ : contrainte aveecp(c) = {x, y}, = : variable) : Booléen
1 suppressior— faux

2 pour chaquea € dom/(x) faire
3 | sidbe dom(y)tel que(a,b) € rel(c) alors

4 L dom(x) «— dom(z) \ {a}

5 suppression = vrai

6 Retourner suppression

Dans le cadre d’'un réseau binaire, I'algorithme de cohérence d’aBcaie complexité en temps
deO(ed?), ote correspond au nombre de contraintes dBret d la taille maximale parmi les domaines
des variables. Il n’est pas optimal en temps comme nous allons le voir daasalgrgphe suivant avec
I'algorithme AC2001/3.1.

Algorithme AC2001/3.1 [Bessiére et Régin, 2001, Zhang et Yap, 2QMessiérest al., 2005]

Une explication de la non-optimalité de AC3 est la recherche systématiqu@plersupour toutes
les valeurs appartenantiam (z) dansc pour un ardc, z), et cela en recommengant au début du domaine
a chaque fois. Nous savons qu’une contrainte peut étre réviséeyphfsies pour établir I'arc-cohérence.
Lors de chaque nouvelle révision, il suffit de repartir du derniersupmuvé. C’est a partir de ce constat
gu'a été proposé l'algorithme AC2001/3.1.

Soit I'arc (¢, z) avecsep(c) = {x,y}. Lidée est de chercher pour chaque valétra) un support
dansdom(y) pour ¢ uniguement lors de la premiére révision @ex), puis de le stocker dans une
structurelast|c, x, a] : le support dgx, a) dans le domaine dg pourc. Lors de la révision suivante,
avant de chercher un support pour la valeura), on teste si le dernier support trouvé est encore valide,
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Algorithm 3: reviser-2001(c : contrainte aveecp(c) = {x,y}, = : variable) : Booléen

1 suppressior— faux

2 pour chaquea € dom(x) faire

3 Silast[c,z,a] ¢ dom(y) alors

4 sifb € dom(y) | b > last[c,z,a] A (a,b) € rel(c) alors
5 dom(zx) < dom(x) \ {a}

6 L suppression = vrai

sinon

8 L last[c,z,a] — b

~

9 Retourner suppression

c’est a dire siast[c, z,a] € dom(y). Si ce support est toujours valide, on passe a la valeur suivante de
x, sinon on cherche a partir dest|c, =, a] dansdom(y), appelé point de reprise, un nouveau support
pour(zx,a) (de par la propriété d’uni-directionnalité [Bessieteal,, 1999] selon laquelle la recherche de
supports est effectuée dans une seule direction). Tout nouveparsest stocké. S'il existe au moins
une valeur appartenantd@m(z) pour laquelle aucun support n'a été trouvea: est retourné : la
révision est effective. Dans le cadre d’'un réseau binaire, I'algorittheneohérence d’arc AC2001/3.1 a
une complexité en tem3(ed?) et une complexité en espaCéed). Il est optimal en temps{(ed?) au

lieu deO(ed?) pour AC3) mais nécessite une structure supplémentaire

Algorithme AC 3"™ [Lecoutre et Hemery, 2007]

Algorithm 4: reviser-3"™ (c : contrainte aveecp(c) = {x,y}, x : variable) : Booléen

1 suppressior— faux
2 pour chaquea € dom/(x) faire
3 Si supplc, z,a] ¢ dom(y) alors
4 si #b € dom(y) tel que(a,b) € rel(c) alors
5 dom(zx) < dom(x) \ {a}
6 suppression = vrai
7 sinon
8 supple, x,a] «—b;
supple,y,b] — a;

10 Retourner suppression

Pour améliorer AC2001/3.1 en pratique, I'algorithme3AC (rm pour résidus multi-directionnels)
exploite partiellement la bi-directionnalité des contraintes (multi-directionnalité lgacas non binaire)
déja introduite dans AC3.2 : si une valeuf, b) est un support de la vale, a) pour une contrainte
czy, @lors lavaleugz, a) est réciproquement un support de la valguib) pourc,,. Les supports stockes
sont appelés supports résiduels ou plus simplement résidus. Lidégedstrsgue un support= (a, b)
est trouvé pour une valedr:, a) dans la contrainte telle quescp(c) = {x,y}, il va étre également
enregistré pour les autres valeurs appartenarnt @, b) va étre ainsi enregistré comme résidu(dea)
et(z,a) comme résidu déy, b). Comme dans AC2001, une structure additionnelle est nécessajig :
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permet de stocker pour chaque valeur le dernier résidu bi-directiommeié. Lors de chaque révision
d’arc, comme dans AC2001, la validité du résidu est testée, et dans leidha’est plus valide, un
nouveau tuple support doit étre trouvé. Dans le cadre de la bi-direatithhdes contraintes, la propriété
d’'uni-directionnalité ne peut pas étre exploitée. C'est a dire que laracguipport est devenu invalide,
nous n’avons pas de point reprise et on doit rechercher un nowggoort a partir de zéro (début du
domaine). En effet, avec la bi-directionnalité nous n’avons aucune dertijue le dernier support trouvé
corresponde au dernier plus petit support trouvé. Dans le cadrerdaeau binaire, I'algorithme de
cohérence d’arc A€™ a une complexité en temjg¥(ed?) et une complexité en espaCéed).

Pour résumer, nous avons donc présenté trois algorithmes a gros graialgorithme non opti-
mal AC3, puis un algorithme optimal qui est AC2001/3.1, et enfin I'algorithm@&"AC L'algorithme
AC3"™™ n'est pas optimal en théorie. Cependant il est mieux adapté et doncffibase en pratique,
notamment pour des réseaux comportant des contraintes dont la dureti®lesou forte (c’est a dire
acceptant beaucoup ou peu de supports) [Lecoutre et Hemery, R@3T tout a fait compétitif vis a vis
de AC2001/3.1. Comme nous le verrons dans la section 1.3.5, consacné&sallgion, les algorithmes
établissant I'arc-cohérence (et la cohérence en général) pettventtilisés en pré-traitement et/ou en
cours de la recherche. Dans ce cadre, maintenir la cohérence d'ardeade I'algorithme AG™ a
chaque étape d'une recherche s’avére notamment étre plus effide gnaintenir la cohérence d'arc
AC2001/3.1.

1.2.3 Arc-cohérence généralisée et algorithmes

La notion d’arc-cohérence s’applique également aux réseaux naindsn on parle d’arc-cohérence
généralisée (notée GAC pour Generalized Arc Consistency) ou d’aypeohérence [Krzysztof, 2003].

Définition 31 (Réseau arc-cohérent généralisé¥oit ¢ une contrainte d'aritér > 2 et une variable

x € scp(c). Une valeur(z, a) est arc-cohérente généralisée dansi et seulement si il existe un tuple
T € rel(c) tel quer soit valide etr[z] = a. La contraintec est arc-cohérente généralisée si et seulement
si toute valeur(x, a) est arc-cohérente généralisée, avec scp(c) eta € dom(x). Un réseau est
arc-cohérent généralisé si et seulement si toutes ses contraimtearsecohérentes généralisées.

Dans le cadre de ce manuscrit, nous représenterons les contraintes deagrande arité par des
contraintes tables. Pour rappel, ces contraintes sont définies eniextpas une table positive (resp.
négative) contenant la liste des tuples autorisés (resp. interdits) pantfaiote. Pour établir GAC via
ces algorithmes sur ces contraintes tables, il existe plusieurs techniquesshdeche de supports pour
une valeur. Nous distinguons deux types d’approches : les techrilassgues traitant la liste originale
des tuples autorisés valides et invalides pour une contrainte, puis de&jtehoptimisées traitant uni-
quement la liste des tuples autorisés valides via I'utilisation de structures adéitas) A noter que ces
différentes techniques peuvent étre utilisées en pré-traitement ou/@tiaude la recherche.

Algorithmes classiques

Parmi les algorithmes classiques, une premiére approche appeléde@pét&AC-validconsiste a
itérer les tuples valides pour une contrainte jusqu’a ce qu’un tuple soiistit®e maniere réciproque,
une deuxiéme approche appelée générale@a-allowedconsiste cette fois-ci a parcourir la liste des
tuples autorisés jusqu’a ce qu’un tuple soit valide. Malheureusemengyrarla liste des tuples valides
ou autorisés peut s'avérer colteux et trés pénalisant, le nombre dg papieant augmenter de fagon
exponentielle avec 'arité de la contrainte. Pour pallier cet inconvénieatraisieme approche proposée
consiste a alterner parcours des tuples valides et parcours des tutplésés (méthode appelée naturel-
lementGAC-valid+allowed. Le principe est de chercher le premier tuple valide contenant cettervaleu
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et de chercher parmi la liste des tuples autorisés supérieurs ou égaipecen tuple autorisé. Si un tel
tuple existe, alors un support a été trouveé. L'intérét de cette appretba@ement de réaliser des sauts
dans les listes de tuples et ainsi éviter de considérer bon nombre de tiggestie et Szymanek, 2006].

Les algorithmes AC3, AC2001 et AC3 abordés dans la section précédente ont été présentés dans le
cadre de contraintes binaires. lls sont généralisables pour desigtagnaaires et sont appelés GAC3,
GAC2001 et GAC3™. Concernant les techniqu&sAC-valid GAC-allowedet GAC-valid+allowed
elles peuvent étre exploitées au niveau des algorithmes de révision 2, 3 et

Réduction tabulaire simple STR [Ullmann, 2007] et STR2 [Lecoutre, Q09, Lecoutre, 2011]

L'un des algorithmes de filtrage les plus efficaces pour établir 'arcreoloé généralisée sur des
contraintes tables positives non binaires est appelé technique de radatiitaire simple (STR pour
Simple Tabular Reduction) [Ullmann, 2007]. A la différence des app®ch@ssiques présentées ci-
dessus, le principe de STR est de maintenir dynamiquement la liste des tupléséaiet valides pour
une contrainte et permettre ainsi de trouver plus rapidement un sugportpe valeur. L'une des par-
ticularités de STR est qu'il permet, au dela de maintenir les tuples autoriséssvdlidant I'avancée de
la recherche, de récupérer efficacement la liste des tuples autotisés Vars d'un retour en arriére (la
notion générale de retour en arriere dans un arbre de recherchigoedée dans la section 1.3.4). Pour
cette raison, nous présenterons 'algorithme STR maintenant GAC dawmsitaxie de recherche.

Soit une contrainte tabledéfinie par la tableable|c]. L'algorithme STR utilise les quatre structures
additionnelles suivantes :

— Un tableawosition|c] de taillet = table|c].length qui fournit un accés indirect aux tuples appar-
tenant &able[c|. Les valeurs dangosition|c|] représentent une permutation g 1, ...,¢ — 1}.
Le i®*M€tuple valide (et autorisé) damsest accessible pauble|c|[position]c][i]].

— Une valeurcurrent Limit[c] qui correspond & la position du dernier tuple valide dabse]c].
La table courante deest composée d’exactementrrent Limit|c] + 1 tuples. Les valeurs dans
position[c] aux indices d® acurrent Limit|c] sont les positions des tuples courants:de

— Un tableaulevel Limits[c] de taillen + 1 (n étant le nombre de variables dans le réseau) ou
level Limits|c|[l] correspond & la position du premier tuple invalide daibée[c] supprimé quand
la recherche était au levé| le level correspondant au nombre de variables assignées durant la
recherche. Autrement ditevel Limits[c][l] est une sauvegarde de la valeurrent Limit|c] au
level I dans le cas ou au moins un tuple est supprimé au lew&honlevel Limits|c|[l] = —1.
Exploité pour les retours en arriéfiepel Limits|c] est indicé de an, le level0 correspondant
aux tuples supprimés lors d’une éventuelle phase de pré-traitement. lessgupprimés au level
[ sont accessibles via les valeurs dansition|c] aux indices allant deurrentLimit[c] + 1 &
level Limits[c][l].

— Un tableawaleursGAC de taille égale a I'arité de et contenant pour chaque variable apparte-
nant ascp(c) les valeurs prouvées comme étant GAC-cohérentes.

Pour résumer, le principe de STR est de découper une table en dessgrsmmbles tels qu’'aprés
chaque étape de la recherche, chaque tuple appartient a un et ute smd sous-ensembles. L'un de
ces sous-ensembles correspond a la table courante et regroupesttwsde courants, c’est a dire les
tuples autorisés et valides pour une contrainte (autrement dit les syp@mtsmencgons par présenter
l'algorithme doGAC!" (algorithme 5).

Contrairement aux approches présentées précédemment, I'algorithrA€tfo@lgorithme 5) main-
tient globalement GAC sur chacune des contraintes du réseau ethleffgas de révisions successives
d’arcscontrainte-variable Il est appliqué au réseau dés qu’une décision (positive ou négativesec-
tion 1.3.3) a été prise sur une variahlegpassée en paramétre. Une queue de propag@tioantient
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Algorithm 5: doGAC*" (P = (X, €) : CN, z : variable) : Booléen
Q= {z}
tant que @ # () faire
Choisir et éliminerr de @
pour chaquecontraintec € C | = € scp(c) faire
Xreduits < STR(P7 C)
pour chaquevariablex € X, 4.5 faire
L sidom(z) = () alors Retourner faux

0w N o g~ W N B

Q@ — QU {x}

Retourner vrai

©

initialement la variable: et contiendra les variables dont le domaine a été modifié durant I'établissemen
de GAC. Tant que la queue de propagation n’est pas vide, une vagialglst extraite et STR est appli-
gué (algorithme 6) a chaque contrainte contenant cette variable dangé&a pnsembleX,..q,i:s de
variables dont le domaine a été réduit durant I'application de STR suramiemte est retourné : si au
moins I'une de ces variables a un domaine vide alors le réseau est pr@u@AC-cohérent (faux est
retourné), sinon chacune de ces variables est ajoutée dans la quptapdgation. Si aucun domaine
n'est vide aprés I'établissement de GAC, alors le réseau est GAGerth{@rai est retourné).

Aprés avoir initialisé la structurealeursG AC a vide pour toutes les variables non assignées de la
portée, I'algorithme STR (algorithme 6) parcourt les tuples aux indices at®t current Limit|c]
dansposition[c]. Si le tuple est valide (vérifié par I'algorithme 7), alors pour chaque bkria on
ajoute dangaleursGAC|[z] (si elles ne s’y trouvent pas déja) les valeurs respectives dans legpupnle
lesquelles un support vient d’étre trouvé et qui sont donc GAC+eoités. Si par contre le tuple est
invalide, alors il est supprimé de la table courante via un appel a l'algorithave@comme paramétre
la position du tuple et le level courant, c’est a dire le nombre de variabjasadéignées. Si c’est le
premier tuple supprimé durant ce level, alewsel Limits[c|] est mis & jour aveeurrentLimit|c]. Un
tuple est supprimé en inversant sa position demstion|[c] avec le dernier tuple courant pointé par
current Limit[c] (swap & la ligne 3), et en décrémentant ensuite la valeutgteent Limit[c|. Une fois
les tuples courants parcourus, on veérifie pour chaque variable s§testealeurs de son domaine sont
GAC-cohérentes (autant de valeurs dans le domaine quevdéns-sG AC). Si au moins une valeur
n'est pas GAC-cohérente, le domaine de la variable est mis a jour poiendomniquement les valeurs
GAC-cohérentes. De plus, si le domaine est vide, le réseau n'estA@sc@hérent et c’est un échec
(FAILURE est retourné), sinon la variable est ajoutée dans I'enseiihlg,;:s contenant les variables
pour lesquelles le domaine a été réduit.

L'algorithme 9 est appelé lors d’'un retour en arriére pour restauréupdss supprimés dans un level
précédent. Cette restauration de tuples se fait en manipulant la strisatelrBimits[c] au niveau de ce
level. Si des tuples ont étés supprimés lors de ce level, alors on met a jour ladesitaples courants
currentLimit[c] afin qu’elle pointe vers le premier tuple supprimé lors de ce level qui eésterété par
level Limits[c], puis on réinitialisdevel Limits|c] a -1.

Il est a noter que les décisions négatives ne sont pas considéréds petour en arriére. En effet,
nous considérons la stratégie de recherche qui consiste pour clzaigide a d’abord affecter une valeur,
puis ensuite la réfuter (branchement binaire, voir section 1.3.3). Unedsideux décisions prises, on a
tout exploré pour cette variable. Si un échec apparait, le retour ereadtné étre alors effectué sur une
assignation de variable antérieure (décision positive). C'est notammmaigda pour laquelle la taille de
level Limits|c| est égale au nombre de variables (pour une variable, une affectatiatede a la fois).
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Algorithm 6: STR(P = (X, C) : CN, c: contrainte) : ensemble de variables

1 pour chaquevariablex € scp(c) | « ¢ assigned(P) faire
2 L valeursGAC[x] — ()

31+ 0

4 tant que i < currentLimit[c] faire

5 index «— position|c|[i]

6 T « table|c|[index]

7 si estUnTupleValide(c, ) alors

8 pour chaquevariablex € scp(c) | ¢ assigned(P) faire
9 si7[z] ¢ valeursGAC|z] alors

10 L L valeursGAC|x] « valeursGAC[z] U {7[z]}

11 t—i+1

12 | sinon

13 L supprimerTuple(c,i, |assigned(P)|)

14 Xyeduits < 0
15 pour chaquevariablex € scp(c) | x ¢ assigned(P) faire
16 si |valeursGAC|[z]| < |dom(x)| alors

17 dom(x) < valeursGAC|z]
18 Sidom(x) = () alors

19 | RetournefFAILURE

20 Xreduits — Xreduits U {x}

21 RetournerX,cquits

Algorithm 7: estUnTupleValided: contrainte;r : tuple) : Booléen

1 pour chaquevariablex € scp(c) faire
2 | sit[z] ¢ dom(x) alors Retourner faux

3 Retourner vrai

Algorithm 8: supprimerTupled: contrainte; : entier,p : entier)

1 silevel Limits|c|[p] = —1 alors
2 L level Limits|c|[p] < current Limit|c|

3 swap(position|c][i], position|c][current Limit[c]])
4 currentLimit|c] « currentLimit[c] — 1

Algorithm 9: restaurerTuples:( contraintep : entier)

=

Silevel Limits|[c|[p] # —1 alors
currentLimit[c] « level Limits|c][p]
level Limits[c|[p] « —1

w N
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La complexité en temps de STR (algorithme 6) pour une contraicoerespond & (r'd + rt’) avec
r’ le nombre de variables non assignées dap$c) ett’ la taille de la table courante de(lnombre de
tuples). On y retrouve les complexités respectiés’), O(rt') et O(r'd) des trois boucles qui consti-
tuent STR. La complexité spatiale pour cette méme contraiest deO(n + rt) avecn pour la taille de
la structurdevel Limits|c], rt pourtable[c], r pourvaleursGAC ett pourposition|c|.

Afin de bien comprendre comment fonctionne I'algorithme STR, nous allors@érer une contrainte
ternaire et I'évolution de ces différentes structures lorsque I'algorithfiReest appliqué a cette contrainte
au cours d’'une recherche.

Exemple 9 Soitc,,, une contrainte table positive ternaire avee(c,,.) = {z,y, 2} etdom™"(z) =
dom™(y) = dom™(z) = {a,b,c}. Elle est définie parel(cyy.) = {(a,b,a), (a,c,a), (a,c,b),
(a,c,c), (b,c,a),(b,c,c),(c,a,b)}. Lafigure 1.15 illustre la contrainte table,, . ainsi que les structures
STR a l'initialisation.

r vy =z
currentLimit 6 010 > nla |b |a
101 > Tnla |Cc |a
219 > nla |c |b
313 > T131aq |C |C
level Ltmits -1 14 = b |c|a
-1 519 > b |c |c
0(-1 616 > Tl C | a
position table

FiG. 1.15 - Les structures STR initialisées pour la contraipfe.

Avant le début de la recherche, tous les tuples autorisés«agnsont valides : la table courante,
représentée par la partie grisée dans le taljjeaition|[c,, .|, regroupe donc tous les tuples appartenant a
tablelc,y ). De ce fait, la position du dernier tuple courant stockée dansent Limit|c,,.] correspond
a la position du dernier tuple deble|c,,.]. Le tuple référenceé pasosition|c,,.][0] correspond au
premier tuple valide dans,, ., c'est a direry : (a,b,a). La recherche n’ayant pas encore commence,
aucun tuple n'a été supprimé et donc le tablkaul Limits est initialisé a1. Considérons maintenant
gue la phase de recherche débute par la décigienc : nhous sommes au leve| c’est a dire lors de
I'assignation de la premiére variable.

L'algorithme STR doit étre appliquéad,.. Le tableawosition|c,,.] €st parcouru et les tuples aux
différentes positions sont analysés. Le premier tuple consigé&da position) n’est plus valide : il est
alors échangé avec le dernier tuple courant, en I'occurrence lerigdpla positiorcurrent Limit[cyy.| =
6 etlevel Limits[cyy.|[1] est mis & jour (figure 1.16). De plus, le pointewrrent Limit|c,,.] est dé-
crémenté (figure 1.17). Ensuite, c’est le tupjequi est considéré (tout juste échangé, il arrive a présent
en téte deposition|c,y.]). Le tuplers n'est pas valide. Il est échangé lui aussi avec le dernier tuple va-
lide, en l'occurrence le tuples a la positioncurrent Limit|c,,.]. Les autres tuples dable[c,, .| sont
valides. Le résultat de STR appliqué a la contraifig apres la décisiop = c est illustré dans la figure
1.18. A noter que les tuples supprimés au cours du level 1 correspgandetuples aux positions allant
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currentLimit 6 016 \ currentLimit 5 0 6
1 ]_ \\ 1
1
\
2 (92 \l 519
|
313 : 513
level Limits -1 14 ll -1 414
16 5 15 // level Limits
y 116 515
01l-1 610 \
position 0]-1 6 O
position
Fic. 1.16 — Inversion dansposition des o )
tuples aux position® et 6 et mise a jour de Fic. 1.17 —currenthmzt est décrémenté. La
level Limits 6 pour le niveau. table courante ne contient plus gu&uples.
r Yy =z
currentLimait 4 0 5 To| A b a
1] nla |c |a
2|2 =laq |c | b
313 sla | c | c
2| = 4
level Limits 1 4 | b ¢ a
1 6 \5 6 75 b C
0|-1 26 | 0 wlc |a
position table

Fic. 1.18 — STR appliqué a la contraintg,. apres la décisiop = c.

decurrentLimit([cgy.] + 1 &level Limits[c,y.][1], & savoir les tuples des positiohs 6 (en pointillés
sur la figure).

Aprés une seconde assignation de variable (level 2), imaginons quatiafionz # o soit pro-
pagée &, depuis une autre contrainte du réseau. Selon le méme principe qu'au légsltuples
non valides sont échangés avec les tuples valides et la valetent Limit|c,,.] est décrémentée. De
plus, la valeur(z,b) n'a plus de support : en effet son seul suppert= (a,c,b) a été supprimé du-
rant 'exécution de l'algorithme STR. Le résultat de cette deuxieme exéaesiaiiustré dans la figure
1.19. Imaginons maintenant qu’un retour en arriére d'un level soit &aligartir du level. La struc-
ture level Limits[c,y.][2] permet de restaurer en temps constant les tuples qui avaient été supprimes
lors de ce level : en effet, si on revient en arriére sur la décisiontayaené la propagation de l'in-
formationz # a, ces tuples redeviennent valides : on affecte alorgraentLimit[c,,.| la position
stockée dan&wel Limits|cy.]|[2] pour englober & nouveau ces tuples dans la table courante et la valeur
level Limits|c,,y.][2] est remise al- L'état des structures STR apres un retour en arriere depuis le level
2 estillustré dans la figure 1.20. On peut remarquer a la fin que les tupless/akidsont pas ordonnés de
la méme fagon gu'ils ne I'étaient lors de I'initialisation. Ce n’est pas importans$ tlatechnique STR :
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x Yy z
currentLimit 1 \0 5 ola |b |a
114 nla |c |a
213 =la |c |b
32 sla |c |c
level Limits 4 —|>4 1 nulb e |a
116 \5 6 =lb |c|c
0]-1 6 [0 wlc |a |b
) -position table

FiG. 1.19 — STR appliqué a la contraintg,. apres la propagation de+# a depuis une autre contrainte.
La valeur(z, b) n"ayant plus de support, elle est supprimée du domaine de

ce qui est primordial, c’est réellement le partitionnement entre tuples valideples non valides.

x Yy =z
currentLimat 4 0 5 10| A b a
114 nla |c |a
213 nla |c |b
312 mla |c |c
level Limits 2 |- 4 1 T4 b |c |a
116 \5 6 =l b |c |c
0-1 6 | () | C | a
B .position table

FiG. 1.20 — Etat des structures STR pour la contraifte apres la restauration conséquente au retour
en arriere au level.

Une version optimisée de STR appelée STR2 [Lecoutre, 2009, Lec@Qirg] a été proposée. Deux

remarques pouvant étre faites sur STR sont a l'origine de cette noueetien :

— Il est inutile de chercher des supports pour les valeurs du domaine dariable si toutes les
valeurs du domaine ont déja étés prouvées GAC-cohérentes.

— Aprés I'exécution de STR sur une contrainte, tous les tuples restantdesotuples valides. Cela
veut dire que tant que le domaine d’'une variable n’est pas réduit, lestrgdeent valides par
rapport a cette variable et donc les tests de validité des valeurs pourargtaes n'est pas utile.

Pour éviter ces recherches de supports et ces tests de validité inutilgsrittene exploite trois

structures additionnelles :

— Un ensembl&*“? qui contient les variables non assignées dont le domaine contient au meins u
valeur pour laquelle aucun support n’a encore été trouvé.
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

— Un ensembles?® qui contient les variables non assignées dont le domaine a été réduis tepu
dernier appel de STR2.
— Un tableaulastSize[c|[x] qui contient pour chaque variable la taille de son domaine aprés
chaque appel a STR2.

L'exploitation de ces structures pour optimiser STR (algorithme 6) peut ésereée dans STR2
(algorithme 10). La structur§v® est initialisée avec la derniére variable assigriéet@ssigned(P))
si elle appartient & la portée de la contrainte. En effet, cette variable ésdigest la seule) doit étre
contenue dansS** car son domaine a été réduit. La struct§fé? est quant a elle initialisée avec toutes
les variables non assignées de la portée de la contrainte. Le parceurgot#s courant est identique
a STR, cependant le test de validité d’'un tuple différe : en effet, I'algnetiil considére uniquement
les variables présentes dasig. Dés qu'il est vérifié que toutes les valeurs du domaine d’une variable
sont GAC-cohérentes, alors cette variable est supprimée®@e Pour finir, on ne s’'intéresse qu'a la
recherche d’un support pour les variables appartenantia

La complexité en temps de STR2 (algorithme 10) pour une contracderespond & (r'd + r"t")
avecr” le nombre de variables non assignées dapé&) pour lesquelles les tests de validité sont néces-
saires (taille de I'ensemblg’®) et la taille de la table courante de On y retrouve les complexités
respectiveD(r’), O(r"t’) (le test de la validité d’'un tuple dans STR2 correspor@(a’) au lieu de
O(r) pour STR) eD(r'd) des trois boucles qui constituent STR2. Tout comme pour STR, la complexité
spatiale pour cette méme contraintéans STR2 est d@(n + rt) : la complexitéO(n + rt) héritée des
structures STR, associée aux complexités spatiale3(depour les structurekstSize, S*P et SV
(S5 et Sv% devant étre partagées par toutes les contraintes).

1.3 Stratégies de recherche

A ce niveau du manuscrit, nous avons présenté les réseaux de destetinlifférentes techniques
d’inférence qui permettent de simplifier un réseau par un processdédietion : la propagation de
contraintes. Il arrive quelques fois que l'inférence appliquée erirpitement suffise pour prouver la
satisfaisabilité ou I'insatisfaisabilité d’un probléme (apparition d’'un domaine,\&tt.), mais cela reste
rare. Généralement, une phase de recherche est donc nécesganespudre un réseau de contraintes.
On distingue deux types de recherche : recherche compléte et reelmcompléte.

Parmi les méthodes de recherche incompléte, la recherche locale copsigiediune instanciation
compléete initiale et de passer de maniére itérative a des instanciations qavatrées meilleures que
les précédentes (c’est a dire satisfaisant plus de contraintes). @rdpgparcours du voisinage d’'une
instanciation, chaque instanciation voisine étant obtenue par une traasifor plus ou moins légére de
I'instanciation courante. La transformation utilisée ainsi que le nombre diésasont paramétrables
et trés souvent ces critéres sont spécifiques aux problemes et empéaitéveloppement d’algorithmes
de recherche locale génériques efficaces. De plus, les rechtchles peuvent amener a damimaux
locaux(instanciations évaluées comme les meilleures parmi celles dans le voisinag®nsl faut
alors accepter de re-définir ce voisinage et changdéoaddité pour tenter d’'atteindre des instanciations
encore meilleures (si elles existent). Enfin, on parle de recherche ih&tengar rien ne garantit de
trouver une solution et le fait de trouver une solution permet de prowmetegréseau est satisfaisable,
mais ne pas trouver de solution ne prouve pas l'inverse. Nous ne détasless plus dans la section CSP
les approches incomplétes qui sont hors du contexte de nos contribgtpesidant nous y reviendrons
plus en détail dans le contexte d’optimisation des CSP pondérés (sectidhet25).

Dans le cadre des CSP, une recherche compléte de type arborestantelée généralement par
un schéma de branchement consistant a traverser I'espace dechegheest a dire le produit carté-
sien des domaines des variables du réseau, en assignant les varimblessaprés les autres jusqu’a
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1.3. Stratégies de recherche

Algorithm 10: STR2(P = (X, C) : CN, c: contrainte) : ensemble de variables

1 .8%P — ()

2 Sval — 0

3 silastAssigned(P) € scp(c) alors

L Sval « sval U {last Assigned(P)}

N

5 pour chaquevariablex € scp(c) | x ¢ assigned(P) faire
6 | valeursGAC[z] — ()

7 SsUP — Ssup {z}

8 Si |dom(x)| # lastSize|c|[x] alors

9 L Sval - Sval U {:E}

10 lastSize[c][z] < |dom(z)|

114+ 0

12 tant que ¢ < currentLimit|c] faire

13 | index «— position[c|[i]

14 T «— tablec][index]

15 si estUnTupleValide(c, S*™, ) alors

16 pour chaquevariablex € S*'P faire

17 Si7[x] ¢ valeursGAC|z] alors

18 valeursGAC|x] < valeursGAC[z] U {7[z]}
19 Si [valeursGAC|z]| = |dom(x)| alors
20 L SEUP — SSUP\ {z}

21 1 1+1

22 sinon

23 L supprimerTuple(c, i, |assigned(P)|)

24 Xy eduits < 0

25 pour chaquevariablex € S*"P faire
26 | dom(z) «— valeursGAC|x]

27 | sidom(z) = () alors

28 | RetournefFAILURE

29 Xreduits < Xreduits U {l‘}
30 | lastSize[c|[z] « |dom(x)]

31 RetournerX,.quits

Algorithm 11: estUnTupleValided: contrainte, 5% : ensemble de variables,: tuple) : Booléen

1 pour chaquevariablez € S* faire
2 | sit[z] ¢ dom(z) alors Retourner faux

3 Retourner vrai
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

I'obtention d’'une solution ou jusqu’a ce que I'espace de recherchéosaiément parcouru. Nous com-
mencerons dans un premier temps par présenter une approche basigive ele recherche compléte
non optimisée appelé@énérer et TestelEnsuite, nous présenterons le modele BPBAafchement
Propagation Retour-arrieére Apprentissggaur lequel sont basés les algorithmes de recherche compléte
les plus efficaces. Par une utilisation combinée de ses quatre composantjé&le propose de mettre
en ceuvre des techniques pour parcourir efficacement I'espaceltsraiee (Branchement) tout en fil-
trant I'espace de recherche durant I'exploration (Propagation) effectuant des retours en arriére dés
I'apparition d’échecs (Retour-arriére). De plus, bon nombre d'mftions pourront étre enregistrées
(Apprentissage) durant la recherche et exploitées par les autre®santp de ce modéle. Durant toute
cette section, nous ne parlerons donc plus simplement de méthodes dehrechais véritablement de
méthodes de résolution des CSP.

1.3.1 Meéthode Générer et Tester

La méthodeGénérer et Testeest une méthode de résolution compléte naive et non optimisée. Elle
consiste comme son nom l'indique a générer toutes les instanciations completisgs pour un réseau
de contraintes les unes apres les autres et de tester si elles sont Heasphwur le réseau. De ce fait,
cette méthode permet de trouver toutes les solutions pour un réseau dentesiimais également de
prouver l'insatisfaisabilité d’un réseau si aucune des instanciatior&@gnn’est solution. L'ensemble
des instanciations générées et testées correspond au produit nadEsidomaines des variables du

réseau. Il est évident que cette méthode n’est pas du tout efficace.

1.3.2 Le modéle de recherche BPRA

Les algorithmes de résolution compléte de CSP les plus efficaces sonsbhasgsnodéle BPRA
(Branchement Propagation Retour-arriere Apprentisgdgdassieret al, 2002, Lecoutre, 2009]. L'effi-
cacité obtenue par la mise en place de ce modéle réside généralementalatibsation combinée des
différentes techniques proposées par ses composants :

— Branchement : le parcours de I'espace de recherche (branctigimaire, non-binaire, profondeur
d’'abord, largeur d’'abord, etc.) et quelles décisions prendre auehétgpe (heuristiques statiques
et dynamiques de choix de variables, valeurs, etc.).

— Propagation : mécanismes d'inférence mis en ceuvre, les cohérences phoins fortes établies
pour filtrer le réseau apres la prise de chaque décision et réduiradesie recherche.

— Retour-arriére : la maniére, plus ou moins intelligente, de revenir enetaggu’'un échec est
atteint durant la recherche arborescente : derniere décision pridéaigion plus ancienne et
réellement responsable de I'échec, etc.

— Apprentissage : les informations enregistrées durant la propagasiteu(s supprimées) et lors-
gu’'un échec est rencontré (nogood), puis la maniére de les exploit@ntde branchement, la
propagation et le retour en arriére.

Nous présentons plus en détail dans la suite de cette section différeteisjtes des composants
Branchement, Propagation et Retour-arriere qui sont généralemisdtas. Nous avons fait le choix de
ne pas nous étendre sur le composant Apprentissage car, méme #itisiag partie importante dans
la résolution des CSP, il représente plutdt un composant complémenta@etaes et nous avons penseé
gu'il n'était pas indispensable de I'aborder plus en détail dans le cdeleette thése. Nous verrons
tout de méme dans la section 1.3.4 que la technique basée sur les conflits petoun en arriére plus
pertinent exploite des informations apprises durant le mécanisme de ptiopagn I'occurrence les
explications des différentes suppressions de valeurs (conflits)t tlome important de souligner que
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différentes techniques d’apprentissage existent et qu’elles sont ptilesaméliorer la résolution des
CSP. De plus amples informations sont accessibles depuis les ouvrag&fgmece : mémorisation
de nogoods [Dechter, 1990, Frost et Dechter, 1994, Lecetiik 2007], gestion des explications de
conflits [Prosser, 1993, Ginsberg, 1993] présentée dans la se@idnédic.

1.3.3 Branchement et heuristiques pour orienter les choix
Recherche arborescente par branchement binaire

Deux schémas principaux de branchement existent : le branchemeine l{gqapelé ausst-way
branching et le branchement non-binaire (appelé aussag-branching. A chaque étape d’un branche-
ment non-binaire, une variable non assignée est choisie et toutesitpwmtions de cette variable par les
valeurs de son domaine sont considéréewdg-branchingcar d branches possibles pour une variable
associée a un domaine de taille Concernant le branchement binaire, une variable non assignée ains
gu’'une valeur de son domaine sont choisies a chaque étape et I'affleqtais la réfutation de cette
valeur pour cette variable sont considéréesvay branchingcar exactemer? branches possibles). A
noter que ces deux schémas garantissent une exploration complétepded'e® recherche et que le
branchement binaire a été montré théoriquement dans [Hwang et Mitcr@dl, @mme le plus efficace
pour prouver l'insatisfaisabilité de réseaux dans le cadre des CSf.r@wirellement celui-ci qui a été
suivi dans le cadre de nos contributions et que nous présentons sdiit& mplusieurs techniques d’ex-
ploration de I'arbre de recherche existent : en profondeur d’afatapoth-first search), en largeur d’abord
(breadth-first search), etc. Nous considérons ici une appraz$éelsur une exploration en profondeur
d’abord qui représente, par rapport a une exploration en largabomd, un meilleur compromis entre
espace mémoire utilisé et efficacité pour trouver (rapidement) une solution.

La figure 1.21 représente 'arbre de recherche binaire partiel pquobdéme de coloriage de carte
présenté en section 1.1.2. La racine de I'arbre (nceud noirci) repedseréseau de contraintésau
début de la résolution. Chaque branche de I'arbre corresponddéaision. Généralement, les branches
gauches de I'arbre représentent des décisions positiyes=(n), tandis que les branches droites re-
présentent des décisions négatives £ n). Chaque nceud de I'arbre représente le réseau modifié (et
simplifié) par la prise en compte d’'une part de 'ensemble des décisionsng@intené a ce nosud,
puis par la propagation des contraintes d'autre part. Par exemple, le gris@ideprésente le réseau
P|po—na1+gf,20+gi ObDtENU & partir deP aprés les décisionsy = n, 1 # gf etxy # gi. Dans le
cadre d’'un branchement binaire, la réfutation d’'une valeur pour ariable peut étre suivie par I'affec-
tation d'une valeur a une autre variable (£ gf suivie dexs = gi), ce qui donne de la flexibilité a
I'exploration.

Le branchement binaire n’est pas suffisant en lui-méme pour optimisesdtién d’'un CSP. En-
core faut-il prendre les bonnes décisions : dans quel ordre as$gneariables et pour chacune de ces
variables, dans quel ordre lui affecter les valeurs de son domainé@radmt, les bonnes décisions sont
celles qui vont permettre soit de se diriger trés rapidement vers une solkid de se diriger treés rapi-
dement vers un échec et ainsi éviter de parcourir inutilement des zetiesghce de recherche. |l existe
des heuristiques qui guident les choix de variables et de valeurs pqaraours plus ou moins rapide
de I'espace de recherche en fonction du probléme considéré.

Heuristiques statiques, non adaptatives dynamiques et adaptatis de choix de variable

On distingue trois catégories d’heuristiques de choix de variables : statiqae adaptatives dy-
namiques et adaptatives. Le type d’'une heuristique dépend de la natuigfarmations utilisées pour
estimer et évaluer parmi les variables celles permettant d’améliorer lesrparfces de parcours de I'es-
pace de recherche. Cependant, la plupart des heuristiques de ehairiable sont basées sur le principe
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FiG. 1.21 — Arbre de recherche partiel avec schéma binaire pour le prodiécworiage de carte.

de fail-first émanant du célébre "Pour réussir, essaies d’'abord la ou tu as le pthantee d'échouer”
[Haralick et Elliott, 1980]. En d’autres termes, la tendance de ces heusstigst de choisir d’assigner
en priorité les variables ayant le plus de chance de mener a un échesi eegoas trop s’enfoncer dans
I'arbre de recherche. Nous présentons brievement ces différeatisgories ainsi que certaines d’entre
elles.

Les heuristiques statiques, ou catég@MO pour Static Variable Ordering, sont des heuristiques
qui exploitent I'état initial du réseau a résoudre pour ordonner léablas : domaine initial et degré
initial des variables, etc. Durant toute la recherche, cet ordre restarigé malgré les simplifications et
modifications du réseau qui peuvent se produire.

— lexico: les variables sont choisies par ordre lexicographique de leurs n@sisaclire par exemple
que la variable nommee; sera choisie avant la variable nommegepour tout: < j. L'intérét
de cette heuristique réside uniquement dans la maniére dont a été modélsgidener: si une
réflexion particuliére a été menée et a abouti a nommer d'abord les vatiebfdas contraintes du
réseau, alors cette heuristique est intéressante. Sinon, elle peut étée etilisomplément d’'une
heuristique plus pertinente afin de casser I'égalité (tout comme I'heuristqua@mconsistant a
choisir une variable aléatoirement).

— deg(maxded [Dechter et Meiri, 1989] : les variables sont choisies par ordreaizant de leur
degré initial. Il est naturel de penser que les variables impliguées dahsslgnand nombre de
contraintes correspondent aux variables les plus contraintes et inmnatineelles ayant le plus de
chance de mener a un échec. C’est tout I'intérét de cette heuristique.

Les heuristigues (non adaptatives) dynamiques, ou catégéepour Dynamic Variable Ordering,
sont des heuristiques qui exploitent I'état courant du réseau adspaur ordonner les variables : do-
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maine courant et degré dynamique (courant) des variables, etc. k& dgtamique d’'une variable est
le nombre de contraintes dans lesquelles elle est impliquée et dont la parté&mttau moins une autre

variable qui ne soit pas singleton. Une critique pouvant étre faite auistiques statiques est le fait

gu’elles exploitent la structure initiale du réseau alors que celui-ci évolii@atolong de la recherche :

réductions des domaines des variables, degrés des variables qui ditrloreque des contraintes de-
viennent universelles, etc. En d'autres termes, une variable qui étatdérée prioritaire au début de
la recherche l'est peut étre moins a un autre instant de la rechera.itidéniable que prendre des
décisions basées sur I'état courant d’un réseau améliore les penfrande résolution.

— dom(mindon) [Haralick et Elliott, 1980] : les variables sont choisies par ordre canitsge la taille
de leur domaine courant. L'idée est que si une variable contient pealeiers dans son domaine,
cela signifie que le nombre d’assignations possibles a considérer ptrivaeable est faible et
gu’ainsi donc un échec éventuel peut étre détecté plus tot.

— ddeg: les variables sont choisies par ordre décroissant de leur degaénityure. Le principe est le
méme que pour I'heuristique statique sauf que la déduction est baséel@s degrés courants.

— dom/ddedBessiere et Régin, 1996] : les variables sont choisies par ordesart du ratio entre la
taille du domaine courant et le degré dynamique. A noter qu’une variaptéaoom/degexiste
et qu’elle est basée sur le ratio entre le domaine courant et le degré initial.

— dom+ddegou Brelaz [Brélaz, 1979] : les variables sont choisies par ordre croissant tilla
de leur domaine courant, et en cas d'égalité elles sont choisies parcooidsant de leur degré
courant. Cette heuristique a pour but de casser les égalités de taille de eé@main

Les heuristiques adaptatives sont des heuristiques qui exploiter partla structure courante du

réseau et d’autre part les enseignements de ce qui a été fait précaudenomearle d’adaptation par
rapport a I'expérience acquise durant la recherche.

— wdeg[Boussemaret al,, 2004] : I'idée de cette heuristique est d’associer a chaque contrainte u
poids, initialisé a 1, et de I'incrémenter dés que cette contrainte est violéatdarrecherche.
L'intuition ici est que plus une contrainte est violée, plus elle doit étre difficsatisfaire : plus le
poids d’une contrainte est élevé, plus cette contrainte est dure. Aing,marler de degré pondéré
pour les variables : il correspond pour une variable a la somme des psuisiés aux contraintes
impliquant cette variable et possédant dans sa portée au moins une vaoalsiagleton. L'heu-
ristique consiste donc a considérer les variables par ordre décitaiedenr degré pondéré. Le fait
de se concentrer sur les contraintes les plus difficiles a satisfaire vatperaessi de se focaliser
sur des noyaux de contraintes difficiles et conduire a une détectiongerééventuels noyaux
insatisfaisables.

— dom/wdeg les variables sont choisies par ordre croissant du ratio entre la tailleidddeaine
courant et leur degré pondéré.

— impact[Refalo, 2004] : cette heuristique est basée sur le concept d'impawce dariable. L'im-
pact d'une variable dans un réseau correspond au nombre desvalgprimées dans les domaines
des (autres) variables de ce réseau (en d'autres termes, I'ampleurédieitdion de I'espace de
recherche) suite a I'assignation de cette variable et a la propagatiomuteaictes. Plus préci-
sément, I'impact d’une variable correspond & la somme des impacts de chesigeation de
cette variable par une valeur de son domaine. Les différents impacts sdsuaét la recherche
pour une variable sont enregistrés et, au niveau du nceud couraattces impacts moyens de
ces variables qui sont exploités pour le choix de la variable & assigestracdire les moyennes
des différents impacts mesurés pour ces variables durant la reclesgh&u noeud courant. Les
variables sont choisies par ordre décroissant de leur impact moyen.

— last conflict[Lecoutreet al,, 2006] : cette heuristique consiste a s’intéresser aux décisions qui ont
conduit a un échec. Plus précisément, le principe est de choisir en plaovaiéiable ayant mené
au dernier échec rencontré. Clairement, I'objectif de cette heuristiquieagiider la recherche
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vers la source des conflits.

Heuristiques de choix de valeur

Juxtaposées aux heuristiques de choix de variable, la plupart déstioges de choix de valeur sont
basées sur le principe decceed-firsfSmith, 1996]. En d’autres termes, la tendance de ces heuristiques
est d’affecter en priorité aux variables les valeurs ayant le plus deelde mener a une solution.

— lexico: les valeurs sont choisies selon I'ordre dans lequel elles se trousaatlel domaine cou-
rant de la variable. Comme pour les variables, I'heuristigaéco permet d’effectuer des choix
pertinents s'il y a eu un effort qui a été fait dans ce sens lors de la mdit#lishu probléme,
mais généralement elle est utilisée uniguement pour casser les égalité oot ¢heuristique
randomconsistant a choisir une valeur aléatoirement).

— min-conflitgMinton et al, 1992, Frost et Dechter, 1995] : les valeurs sont choisies pa¥ ordis-
sant du nombre total de conflits qui leur est associé. Pour une valewmribre total de conflits
correspond a la somme du nombre de conflits (valeurs non supportstgtteivaleur présentes
dans les domaines courants des variables voisines a cette variable.

— impact: les valeurs sont choisies par ordre croissant de leur impact, c'ést Bidpact de leur
affectation a la variable associée.

Pour conclure, il est évident que chacune de ces heuristiques fametaoplus ou moins efficacement

en fonction du probleme traité, les spécificités de chacune d’entre elles ebthparaisons pouvant étre
consultées dans les différentes publications associées et réf&r@nééédemment.

1.3.4 Retour en arriére : techniques de look-back

Lors du parcours de I'arbre de recherche, il peut arriver deaminer un échec : instanciation par-
tielle courante incohérente ou ne pouvant étre étendue par au moinsriatdevaans violation d’'une
contrainte, ou encore apparition d’'un domaine vide pour une variabtplorse cohérence est appliquée
sur le réseau courant comme nous le verrons dans la section 1.3.5ldregtvident qu’étendre une telle
instanciation partielle en solution est impossible. Au lieu de continuer d’avamteffectue alors un re-
tour en arriére dans I'arbre afin d’éviter de parcourir toute zone dpdee de recherche que I'on sait
stérile. Différentes approches dites techniquesod&-back[Dechter et Frost, 2002] existent et consti-
tuent une approche rétrospective (on regarde vers l'arriere@)hasaméliorer le parcours de I'espace de
recherche. D’un point de vue général, ces techniques sont basékigdée "Souviens toi de ce que tu
as fait pour éviter de répéter les mémes erreurs" [Haralick et Elliott, 1980¢therche a identifier pour
chacune des valeurs supprimées du domaine d’une variable I'explicdtioiyéne de cette suppression.
En effet, I'idée est de déterminer la ou les décisions anciennes déja @rigassont responsables de
I'échec rencontré, d'y revenir et de les réparer en prenant @adiécisions. Ne pas prendre en compte
les décisions qui ont amené cet échec n'empéchera pas de retombes dae prochaine fois. Nous
présentons les trois techniques de retour en arriére les plus connues.

Retour en arriére standard (SBT pour Standard BackTracking)

Le retour en arriére standard, appelé aussi retour en arriereatbgigue, est le retour en arriére de
base. Lors d’'un échec, il consiste a revenir dans I'état avant laéderdécision positive prise, consi-
dérée alors comme la décision coupable de I'impasse. Les structuresedu résdifiées suite a cette
décision coupable sont restaurées et on passe a la décision veremntetpe décision coupable selon
le branchement et les heuristiques utilisées. Considérons I'exemple wrdsépsobléeme de coloriage
de carte introduit dans la sous-section 1.1.2 et illustré a la figure 1.22.dsegnationsry = n et
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xr1 = n, qui ont amené au réseau représenté par le noeud grisé et dans o @iat(zy) = {n}
etdom(z1) = {n}, générent une incohérence car la contraing, est violée. La derniére décision

x1 = n est considérée comme la décision coupable et le retour en arriére staendent juste avant
cette décision. De ce fait, le domaidem (z,) impacté par cette derniére décision est restauré et corres-
pond &dom(x1) = {n, gf, gi, gc} (en effet, la décisiom; = n ayant entrainé la suppression des valeurs
gf, gi et gc de dom(z), ces valeurs doivent étre ré-intégrées), puis on passe a la déaisiante

1 # n.

/ AN
1 , N

FiG. 1.22 — Apparition d’'un échec aprés les assignatigns- n etx; = n et retour en arriere standard
dans le probléme de coloriage de carte.

Saut en arriére basé sur les conflits (CBJ pour Conflict-directed BekJumping) [Prosser, 1993]

Le retour en arriére standard est limité dans le sens ou la derniére déxrisin’est pas forcément
la cause de I'échec rencontré, et dans ce cas revenir juste avamtgasien n'empéchera pas de tomber
a nouveau dans la méme impasse et de fairthdishing(reproduire les mémes erreurs constamment).
La technique de saut en arriére basée sur les conflits, appeléeedossien arriére intelligent, consiste
donc a s’intéresser plus précisément aux décisions qui ont conaetiéglec. Pour chaque suppression
de valeur (conflit) d’'un domaine, une explication d’élimination est enregistilés’agit des décisions a
I'origine de cette suppression. Lorsqu’un échec est rencontrégiehle des explications d’élimination
al'origine de I'échec est analysé et le retour en arriere est effeatn&@au de la décision la plus récente
(la plus profonde dans I'arbre) parmi ces explications.

Afin d'illustrer cette technique de retour en arriére, nous allons coreidé@ns un exemple le réseau
de contrainteP : {X, C} défini parX = {w, z,y, z} avecdom(w) = dom(x) = dom(y) = dom(z) =
{a,b} etC = {cwz, Caz} AVECCy,, : {w # 2}, Cyy : { # 2}. SOIt {w = a,x = b,y = a} 'instanciation
partielle courante illustrée dans la figure 1.23. Quand l'algorithme de ohéente d’étendre cette
instanciation par I'assignation de la variablaun échec est rencontré car aucune valeur du domaine de
n’est compatible avec I'instanciation partielle ce qui a pour conséqueaqmedtition d’'un domaine vide
pourz. En effet, I'assignation = « viole la contrainte,,,, et I'assignatior: = b viole la contrainte:,,.

Il faut donc effectuer un retour en arriére. Effectuer un retowarepre standard consisterait a revenir a la
derniére décision, c’est a dige= a. Cependant, si on prend effectivement la nouvelle décigigna et
plus précisémenj = b, on s’apercoit que I'on rencontre la méme impasse : en effet, aucung dales

3