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Introduction genérale

Le probléme de satisfiabilit&AT) en logique propositionnelle capture I'essence
de nombreux problémes difficiles présents dans de nomlzaliseiplines telles
que l'intelligence artificielle, la recherche opératiolmestc. C’est un probléme de
décision qui consiste a déterminer si une formule propositelle mise sous forme
normale conjonctive admet ou non un modéle. La simplicitBamncé et du lan-
gage propositionnel sous-jacent cache une difficulté ip@germajeure SAT est
le premier probleme a avoir été montré complet pour la clag3€Non détermi-
niste Polynomial) ( ) - lui donnant ainsi une place centrale en théorie de
la complexité et rendant son intérét pratique encore plgp®itant. On le retrouve
au centre de nombreuses applications d’intéréts majeunsneola vérification de
matériels et de logiciels, la configuration de produit, ldutgtion automatique, la
bioinformatique, la planification, et la cryptographie. Effet, par sa simplicité,
la logique propositionnelle permet de représenter unedgraariété de problemes
complexes et surtout d’étudier plus finement les algorithohe résolutions asso-
ciés. C’est donc, un langage de représentation des coaneessqui offre 'un des
meilleurs compromis entre la puissance d’expression Hickeité algorithmique,
vieux probleme en représentation des connaissances dffetteation énoncée sou-
vent par nos prédécesseurs du domaine est aujourd’huéegtidr les progres al-
gorithmiques spectaculaires réalisés dans le cadre dedlutidn pratique du pro-
bleme de la satisfiabilité propositionnelle. La modélmad applications du monde
réel en logique propositionnelle et I'extension des réssitiesAT a des probléma-
tiques autour dsAT est devenue aujourd’hui une pratique courante. Cette tleuve
situation suscite un réel débat sur le fait que la complexitpire cas généralement
privilégié par la théorie de la complexité est loin de refideéalité de la résolution
de problémes en pratiquérdi ( ). C’est dans ce contexte et cette dynamique
gue se situe cette these.

Ce contexte de recherche active ouvre de hombreuses pirepeaat pose de
nouveaux défis a relever pour consolider et asseoir dansestees avancés, sa-
chant que la taille et la complexité des problemes ou desell@svapplications
émergentes évoluent sensiblement. Ces défis émergentlieanent en analysant
finement ces progres au niveau de l'efficacité algorithmigireeffet, les compé-
titions internationales des prouveurs SAT organiseesughaqnée montrent d’une
part (1) gu’'une classe de problémes avec des millions deseta(ou contraintes)
et des millions de variables peuvent étre résolus efficaneste(2) elles mettent
également en évidence toute une classe d’instances qu'algarithme connu a
I'heure actuel ne peut résoudre.

De maniére générale, I'objectif de cette these est de pesgesnouvelles ameé-
liorations algorithmiques capablent de résoudre ces pnogs difficiles et ouverts
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Introduction générale

afin d'élargir la classe des problémsear que I'on peut résoudre en pratique et
d’étudier les instances issues d’applications.

Ce manuscrit est organisé autour de deux grandes parties.

La premiere partie composée de 3 chapitres est consacrgaéskntation de
I'état de l'art du problémesAT. Nous introduisons au premier chapitre quelques
notions essentielles a la compréhension de ce manuscravair s les bases de
la théorie de la complexité, la définition formelle du prab&sAT, ainsi que la
notion de classes d’instances. Dans le deuxieme chapaus, eécrivons les prin-
cipales approches de résolution du problesag. Finalement, avant de conclure
cette partie, nous détaillons les différents composargsdireurssAtT modernes :
les solveurscbcL dans le troisieme chapitre. Nous présentons égalementm la fi
de ce chapitre quelques approches utilisées pour la résollgsAT dans un cadre
parallele.

La deuxiéme partie contenant 4 chapitres et est essent@ileconsacré a la
présentation des différentes contributions que nous agppsertées dans le cadre
de la résolution du problénsaT.

Notre premiére contribution (Chapit®® propose une technique originale de
substitution dynamique de fonctions booléennes. Cetteoapp consiste a effec-
tuer dans une phase de prétraitement, la reconnaissantesigdemble de fonc-
tions booléennes a partir d’'une formule booléenne sousdamnmale conjonctive
(CNF). Ces fonctions sont ensuite utilisées pour réduirtilie des différentes
clauses apprises en substituant les arguments d’entréesparguments de sortie.
Ceci conduit a une facon originale d’intégrer une formereaste de résolution
étendue ( ), 'un des plus puissants systemes de preuve par résaolution
Des expérimentations montrent la faisabilité de notre @gpe sur certaines classes
d’instances SAT prises des récentes compétitions SAT etFGRE.

La seconde contribution (Chapittg présente une approche de résolution basée
sur le principe d’intensification de la recherche dans Iégesws SAT modernes.
Plus précisément, nous proposons une technique permeégaoimbiner deux des
composantes les plus importantes des solveurs SAT modeérsasoir le redémar-
rage et I'heuristique d’ordonnancement des variablesteGetmbinaison permet
au solveur d’intensifier la recherche et en méme temps @€hdttrashing, c’est a
dire de visiter le méme sous espace plusieurs fois. Des iex@étations que nous
avons effectuées montrent que ce simple principe d’infieaon apporte des amé-
liorations significatives lorsqu’il est intégré aux solve $SAT modernes. Ce travail
nous a permis de montrer qu’il reste encore des possibdiggséliorations des
heuristiques d’ordonnancement des variables et que ddesplus poussées sur
le lien entre les redémarrages, les heuristiques d’ordur@ment des variables et
I'apprentissage sont nécessaires.
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Dans la troisieme contribution (Chapisg nous proposons un nouveau schéma
d’apprentissage pour SAT. Cette approche consiste a seviergraphe d’'implica-
tions séparément a chaque conflit a partir des deux littécanfits » et —z= et
a dériver une nouvelle classe de clauses Bi-Assertives
( ) qui peuvent conduire a un graphe d’implications plus corhpdorigi-
nalité de ces nouvelles clauses Bi-Assertives réside dafatlqu’elles sont plus
courtes et tendent a induire plus d’implications que leas#a Bi-Assertives clas-
siques (¢ ). Les clauses Bi-Assertives classiques qui
sont généralement dérivées en utilisant I'apprentissagiionnel et les nouvelles
clauses Bi-Assertives que nous proposons ici differentsrtains aspects. Premie-
rement, les nouvelles clauses Bi-Assertives (respecamemiauses Bi-Assertives
classiques) sont satisfaites (respectivement falsifgms I'interprétation courante.
Deuxiemement, les deux classes de clauses sont générégsantwn parcours
différent du graphe d’'implications.

Dans la quatriéme contribution (Chapi#g nous révisitons les différentes stra-
tégies de réduction de la base des clauses apprises utiliaés les solveurs CDCL
et proposons plusieurs autres nouvelles stratégies bawgdagpertinence des clauses
apprises. Nous dérivons premierement une simple stratigieeduction, appe-
lée "Size-Bounded Randomized Strategy” (abrégée SBRYanserve les courtes
clauses (de taille inférieure ou égalekj tout en supprimant aléatoirement les
clauses de taille supérieureka La stratégie résultante est plus performante que
celle de I'état de I'art, a savoir celle basée sur le LBD, &% ihstances satis-
fiables prises de la derniere compétition SAT 2013. Convajar I'importance
des courtes clauses, nous avons proposé plusieurs var@ymamiques efficaces
qui nous permettent de garder les clauses apprises qui kensypsceptibles de
couper des branches en haut de I'arbre de recherche. Casxragus ont permis
de montrer que les stratégies d’apprentissage baséeslsuitédion d’une borne
sur la taille, proposées il y a plus d’'une quinzaine d’anri¢es

( ), ( ), ( ) restent
de bonnes mesures pour prédire la qualité des clausesegpplis travail nous a
permis également de montrer que I'ajout de la randomisatikapprentissage par
la limitation d’'une borne sur la taille des clauses est un inmyen de parvenir a
une diversification controlée.

Finalement, une conclusion générale et de nombreusesepérgs ouvrant des
voies de recherches futures viennent conclure ce manuscrit



Introduction générale




Premiere partie

Satisfiabilité propositionnelle :
Modeles et Algorithmes



Introduction

Le problémesAT, probléme de décision qui vise a savoir si une formule de la
logique propositionnelle mise sous forme normale conjeagtossede une évalua-
tion vrai, est le premier probleme a avoir été momtr&-complet ( ( ),

il occupe un réle central en théorie de la complexité. Le |@nmie SAT est un pro-
bleme générique, de nombreux problémes provenant d’adiresines tels que le
probleme de modele checking, la déduction automatiquelalaifigation, la bio-
informatiqueetc. peuvent étre réduits au probléragr. Depuis plusieurs années,
de nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudreobéepre, la résolu-
tion ( ( ), ( )), 'énumération ( ( )), la procédure
DPLL ( ( )), et avec I'avenement des solvesrsr modernes cDCL
(Conflict Driven, Clause Learnirfjgdes instances industrielles de centaines de mil-
liers de variables et de millions de clauses peuvent ét@ugés en quelques mi-
nutes.

Cette partie comprend trois chapitres. Le premier chapgteonsacre a la pre-
sentation du probléemgAat. Nous commencons par introduire quelgues notions de
complexité afin de situer au mieux le problesra et son intérét théorique. Ensuite,
aprés avoir défini le formalisme de la logique propositidien@ous définissons le
problemesAT et présentons quelques problemes autoursadteAvant de conclure
ce chapitre, nous présentons les différentes classesatioes permettant d’évaluer
les performances des prouvesrsr.

Dans le deuxieme chapitre, les méthodes de résolution sboduites, nous
présentons les différentes méthodes de résolution du@masAT ainsi que les
composantes qui ont conduit a I'élaboration des prouvearsnodernes.

Le dernier chapitre de cette partie est consacré au prowastit, nous y dé-
taillons les principales composantes d’'un solvear moderne de typeDpcL. Plus
précisément, le redémarrage, I'analyse de conflits, laggaipon unitaire et I'heu-
ristiquevsiDs sont présentés dans ce chapitre. Nous terminons par une lies-
cription des principales approches utilisées pour la tdégol du problémesAT en
paralléle



Problématique, Définitions et Notatio
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E CHAPITRE a pour objectif de fournir aux lecteurs les notions élémesdade
la logique propositionnelle. Nous commencons par l'intrcicbn de quelques
notions de complexité afin de situer au mieux I'importanatique et pratique
du probléme de la satisfiabilité d’'une formule propositielia (en d’autre mot le
problémesAT). Ensuite, nous définissons de maniére formelle ce qu'gsbldeme
SAT. Aprés avoir definit quelques problemes autours de SALsSNterminons ce
chapitre par une revue des différents types de problémesdésc l'aide de la
logique propositionnelle. Ces problémes ainsi codés soplus souvent nommeés
instances et sont utilisés pour I'évaluation des prouvears

1.1 Théorie de la complexité des algorithmes

Cette section a simplement pour objectif de situer le problgaT dans la hié-
rarchie polynomiale. Aprés avoir situé la théorie de la claxipé dans le contexte
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Chapitre 1. Problématique, Définitions et Notations

historique, Nous donnons seulement des notions et prépmétcessaires. Pour plus
de détails sur la théorie de la complexité, des ouvrages ( ),
( ), ( ) peuvent étre consultés.

La théorie de la complexité a été introduite afin de permegrenesurer la dif-
ficulté d’'un probleme algorithmique en fonction de la taille ses instances. De
maniére plus générale, la théorie de la complexité mesuddfieulté d’un algo-
rithme résolvant le probléme considéré.

La complexité d’'un algorithme pour résoudre un problemeiastmesure des
ressources nécessaires pour son exécution. Les ressqursest prises en compte
sont le temps et I'espace mémoire informatique. La théogidadcomplexité des
algorithmes étudie formellement la quantité de ressouréesssaires pour I'exécu-
tion d’un algorithme ainsi que la difficulté intrinseque gesblemes calculables.
Plus précisément, I'objectif de cette théorie est d’étuleolution des ressources
nécessaires pour résoudre un probleme en fonction deleadag données fournies
en entrée. Formellement, étant donnée un algoritdia théorie de la complexité
s'intéresse a estimer le temps ou I'espace memoire necessacalcul de4 ) en
fonction den, oun est la taille de la donnée d’entrée.

On distingue deux types de complexités lorsqu’on abordadstipn de la com-
plexité de maniére générale : la complexité temporelle ¢4 demplexité spatiale,
généralement, le temps de calcul est considéré comme lauresda plus signifi-
cative pour évaluer la complexité d’un algorithme. Dans emuscrit, lorsqu’il est
fait mention de complexité et sauf mention contraire, il @&$inis que c’est de la
complexité temporelle qu'il s’agit.

1.1.1 Généralité

De maniere générale, soient un algorithshpour résoudre un probleme eta
taille de la donnée d’entrée, on natg(n), une fonction sur I'entier positif, le temps
nécessaire a I'exécution de l'algorithmdepour la donnée de taille. D’ou le temps
nécessaire est une définition précise comme le nombre dibpés élémentaires
qui ne dépend pas de la vitesse d’exécution de la machinelaiglealité du code
écrit par le programmeur.

Exemple 1.1. Supposons que le probléeme posé soit de trouver un nom dans un
annuaire du personnel qui consiste en une liste de tailleée alphabétiquement.
Pour résoudre ce probleme, il existe plusieurs méthoddéreiftes. Considérons
I'approche la plus naive, que nous nommehsjui consiste a parcourir 'annuaire
dans 'ordre a partir du premier nom jusqu’a trouver le nontinerché. Pour cette
méthode, plusieurs cas peuvent arriver :
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1.1. Théorie de la complexité des algorithmes

— Le meilleur cas arrive si le nom recherché est juste le pgembm dans
'annuaire, dans ce cagj4(n) = 1

— Le pire cas arrive si le nom recherché est situé au derniegrdans I'an-
nuaire, dans ce cagiy(n) =n

— Le cas moyen dépend de la répartition probabiliste des éhésndans I'an-
nuaire. Dans le cas d’une distribution uniforme, le nombmyen d’opéra-

tions pour trouver le nom recherché &5t(n) = 5.

Définition 1.1 (complexité algorithmique)Soitn la taille de la donnée en entrée,
f(n) une fonction définie sur I'entier positif. Un algorithrogé est de complexité
O(f(n)) dans le pire des cas s'il existe certaines constants\V, telles que :

Vn > No; Ta(n) < cx f(n)

C’est-a-dire7 4(n) croit au plus aussi vite qu&n).
Exemple 1.2.L’algorithme utilisé dans I'exemplé.1 est de complexit®(n).

Définition 1.2 (algorithme polynomial)Un algorithmeA exécuté sur une entrée de
taille n est dit polynomial s'il existe un entieétel que.A est de complexité®(n).

Exemple 1.3. Supposons que le nombre d’opérations nécessaire a la taisoim
d’'un algorithme.A sur une entrée de taille est exactemeritn? — n — 7, alors

A est un algorithme polynomial. Au lieu de dis est enO(n?), nous écrivons
communémenty(n) = O(n?).

Notons bien que la notion de complexité est utilisée poucifipé une borne
supérieure sur la croissance de la fonction. Elle n’est pasée de maniére exacte.
L'observation importante est que si la fonction du tempxédaition est quadra-
tique, alors si on double la taille d’entrée, le temps d’'exién va augmenter a
quatre fois du temps actuel, et ceci ne dépend pas de lae/itbssécution de la
machine.

Définition 1.3 (algorithme exponentiel)un algorithme. A exécuté sur une entrée
de taillen est dit exponentiel s’il existe un réelstrictement supérieur & et un
polyndmef (n) en n tel queA est de complexité d@(r/ ).

En pratique, il y a évidement une différence de temps de uésaol entre les
algorithmes polynémiaux et les algorithmes exponentiétaur donner un ordre
d’idée sur les différentes complexités, le tableau ci-deggésente les différents
types de complexités et leur temps d’exécution.

Les différences de temps nécessaires a la résolution depreb avec des com-
plexités différentes peuvent étre vues clairement darebleaul.l, elles peuvent
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Complexité Type de Complexité | Temps pour, = 10 | Temps pour, = 250 | Temps pour = 1000
0(1) constante 10ns 10ns 10ns
O(log(n)) logarithmique 10ns 20ns 30ns
O(y/n) racinaire 32ns 158ns 316ns
O(n) linéaire 100ns 2.5us 10us
O(nlog(n)) linéarithmique 100ns 6us 30us
O(n?) quadratique (polynomial 1ps 6254 10ms
O(n?) cubique (polynomial) 10us 156ms 10s
O(e™) exponentielle 10us 10°%ans > 10"%%ns
O(n!) factorielle 36ms > 101%qns > 101%%ans

TABLE 1.1 — Evolution du temps de calcul en fonction de la compéestitin algo-
rithme et de la taille des données. Les temps d’exécutiomsestimés sur la base
d’'un acces mémoire dns par étape.

étre phénomeénales. Plus précisément, les problemes dom@exité exponentielle
ou factorielle sont impossibles a résoudre sur 'ensemideddnnées de taille rai-
sonnable (n>250). Compte tenu de cette particularité, deestions s'imposent :
— existe-t-il des problémes qui n’admettent pas d’algarglpolynomial ?
— sioui, est-il possible de déterminer qu’un probleme n’atipas d’algorithme
polynomial ?
Ce sont a ces questions que tente de répondre la théorie defpdexité présentée
dans la section suivante.

1.1.2 La machine de Turing

Les machines de Turing ne sont pas des machines matér@les sont une
abstraction des ordinateurs. Une machine de Turing se ceengfone partie de
contrble et d’'une bande infinie sur laquelle se trouvent®des symboles. La par-
tie de contrdle est constituée d’'un nombre fini d’états fodesiet de transitions
qui régissent des calculs de la machine. Les symboles detielsont lus et écrits
par I'intermédiaire d’'une téte de lecture. La partie de dalatreprésente le micro-
processeur. Un élément essentiel est que le nombre d’é&tatisie Ceci prend en
compte que les microprocesseurs possedent un nombre deételeregistres d'une
taille fixe et que le nombre de configuration possible est ffiaibande représente
la mémoire de 'ordinateur. Ceci comprend la mémoire cémtmmsi que les mé-
moires externes telles les disques durs. La téte de leaprésente le bus qui relie
le microprocesseur a la mémoire. Contrairement a un omlingda mémoire d’'une
machine de Turing est infinie. Ceci prend en compte qu’on geuiter des disques
durs a un ordinateur de facon (presque) illimitée. Une alitiérence entre une ma-
chine de Turing et un ordinateur est que I'ordinateur pecéder a la mémoire de
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1.1. Théorie de la complexité des algorithmes

maniére directe (appelée aussi aléatoire) alors que laéékecture de la machine
de Turing est décrite par les transitions de la machine.

Nous donnons maintenant la définition précise d’'une maafenturing :

Définition 1.4 (la machine de Turing)La mise en ceuvre concréte d’'une machine
de Turing est réalisée par les éléments suivants :

1. Un «ruban » divisé en cases consecutives. Chaque casermonh sym-
bole parmi un alphabet fini “I'”. L'alphabet contient un symbole spécial
«blanc » :"#", et un ou plusieurs autres symboles. Le ruban est supposé
étre de longueur infinie vers la gauche ou vers la droite, e@uties termes la
machine doit toujours avoir assez de longueur de ruban poarexécution.

Les cases non encore écrites du ruban contiennent le symltdec » ;

2. Une «téte de lecture/écriture » qui permet de lire et drédes symboles sur
le ruban, et de se déplacer vers la gauche ou vers la droiteutdam ;

3. Un «registre d’état »¥'¢” qui mémorise I'état courant de la machine de Tu-
ring. Le nombre d’états possibles est toujours fini et il &xi; état spécial
appelé « état de départ » qui est I'état initial de la machivart son exécu-
tion;

4. Une «fonction de transitions’%” qui indique a la machine quel symbole
écrire, comment déplacer la téte de lectufé&( pour gauche,”D” pour
droite), et quel est le nouvel état, en fonction du symbosaifle ruban et de
I'état courant de la machine. Si aucune action n’existe pamg combinaison
donnée d’'un symbole lu et d’'un état courant, la machine §tr

De maniere formelle,

Une machine de Turing1 est un septuplé®, >, ', £, qo, ', #) ou :

— () estl'ensemble des états de contréle. C’est un ensembiefini, ¢, } ;

— X est I'alphabet d’entrée. C’est un ensemble fini de symbalese&jcontient
pas le symbole blanc#. Cet alphabet est utilisé pour écrire la donnée ini-
tiale sur la bande;

— I" est l'alphabet de la bande. C’est un ensemble fini qui contptens les
symboles qui peuvent étre écrits sur la bande. Ceci incknt bilr I'alphabet
d’entréeY et le symbole blangt;

— FE est un ensembile fini de transition de la forfpea, ¢, b, z) ou p et ¢ sont
des étatsq etb sont des symboles de bande:etst un élément d&€,D. Une
transition(p, a, q, b, x) est aussi noté&, a — ¢, b, x);

— qo est I'état initial. C’est un état spécial d@ dans lequel se trouve machine
au début d’un calcul;

— F estl'ensemble des états finaux appelés aussi état d’adempia
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— # estle symbole blanc qui, au départ, remplit toutes les wrsitde la bande
autres que celles contenant la donnée initiale.

L'ensembleF de transition est aussi appelé fonction de transition et@sies.

Définition 1.5 (machine de Turing déterministeyne machine de Turing\ :
(Q, 2,1, E, q, F,#) est déterministe si pour tout étatdans( et tout symbole
a dansr’, il existe au plus une transition de la fornig a — ¢, b, ).

Définition 1.6 (machine de Turing non-déterministd)a seule différence entre une
machine de Turing déterministe et une machine de Turingdé&erministe porte
sur la fonction de transition. Lorsque la machine est déteiste, la fonctiond
associe a chaque paire(a) I'unique triplet(g, b, z), s'il existe, tel que(p,a —

q, b, x) soit une transition. Lors que la machine est non-déterrtenia fonctions
associe a chaque paifg, a) 'ensemble des triplets;, b, =) tels que(p,a — ¢, b, x)
Soit une transition.

En dépit de la contradiction apparente des termes, une nedei Turing dé-
terministe peut étre considéré comme un cas particulieratdime de Turing non-
déterministe : c’est le cas pour lequel 'ensemble desetisg, b, ) possible est un
singleton.

Bien que d’apparence tres frustres, les machines de Tusumgissent un mo-
dele universel pour les ordinateurs et les algorithmes.aiipdlles permettent de
calculer toutes les fonctions récursivest la « thése de Church » (de ce fait présen-
tée parfois comme la « these de Church-Turing ») peut semefer, en termes non
techniques de la maniére suivante : tout ce qui est cal@ilast avec une machine
de Turing. Plus précisément, il est possible de montrerautectlcul nécessitant un
tempsf(n) sur une machine a accés aléatéipeut étre traduit sur une machine de
Turing effectuant le méme calcul en tem@$f(n)%), voire mémeO( f(n)?) avec
une machine a plusieurs rubams( )

Malgré cette augmentation non négligeable du temps néoessbexécution
d’'un programme, cette propriété permet 'utilisation dekchine de Turing comme
référence dans les définitions théoriques des classes qeeaota.

1. Les fonctions récursives désignent la classe des farsctialculables, autrement dit les fonc-
tions dont les valeurs peuvent étre calculées a partir de fErametres par un processus meécanique.

2. Les ordinateurs actuels sont congus d’aprés un modeleagbine a acces aléatoire. Ces
machines possédant une mémoire adressable ont un aca@sdimgformation, contrairement a la
machine de Turing qui est obligée de parcourir séquentigig son ruban pour obtenir un résultat
intermédiaire.
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1.1.3 Classes de complexité des problémes de décision

La machine de Turing peut étre utilisée pour définir des ekase problémes
selon leurs difficultés intrinséques, ce que I'on appellmgiexité des problémes
(non des algorithmes).

La théorie de la complexité vise a savoir si la réponse a ubl@noe peut étre
donnée tres efficacement ou au contraire étre inatteigealpeatique et en théorie,
avec des niveaux intermédiaires de difficulté entre les ég&trémes ; pour cela, elle
se fonde sur une estimation théorique des temps de calcallesbin de mémoire
informatique. Dans le but de mieux comprendre comment leisiemes se placent
les uns par rapport aux autres, la théorie de la complex@itties hiérarchies
de difficultés entre les problémes algorithmiques, donhiesaux sont appelés des
« classes de complexité ».

Dans ce manuscrit, comme indiqué précédemment, nous neimeéusssons
gu’a la complexité temporelle.

Classes de complexité

Définition 1.7 (classeP). La classeP (pour polynomial) regroupe I'ensemble des
problémes de décision qui peuvent étre résolus en tempe@ulgl par une ma-
chine de Turing déterministe.

Par définition, la classé contient les problemes de décision polynomiaux :
les probléemes qu’on peut résoudre a I'aide d’'un algorithétemniniste en temps
polynomial par rapport a la taille de l'instance. Nous afl@#finir similairement
une classe plus vaste :

Définition 1.8 (classeN P). La classeN P regroupe I'ensemble des problémes de
décision qui peuvent étre résolus en temps polynomial pamoachine de Turing
non-déterministe.

Définition 1.9 (classeCoN P). La classeCoN P regroupe I'ensemble des pro-
blemes de décision dont les problemes complémentairestagpeent a la classe
NP.

Comme indigqué précédemment, une machine de Turing détisimiest une
machine de Turing non-déterministe particuliére, nougmims tout de suite la
propriété suivante :

Propriété 1.1. Nous avons P C NPetP C CoNP.
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Définition 1.10(C-difficile et C-complet) SoitC' une classe de complexité (comme
P, NP, etc.). Ondit qu’'un probléme e&tdifficile si ce probléme est au moins aussi
difficile que tous les problemes dafisUn problemeC-difficile qui appartient &'

est ditC-complet.

Afin de définir une véritable classification des problémespkon de réduction
polynomial est utilisée. En fait, la notion de réductionmet de « savoir » si un
probléme est aussi difficile qu’un autre.

Définition 1.11 (réduction polynomial)Soientl] etII’ deux problemes de décision,
une réduction dél a I’ est un algorithme polynomial transformant toute instance
dell’ en une instance dé. Ainsi, sil'on a un algorithme pour résoudié, on sait
aussi résoudrél’

Remarque 1.1.Quand on parle de problemg-difficile ou C-complet, on s’auto-
rise uniguement des réductions ddrftSGSPACE

La relation de réduction étant réflexive et transitive, diinit un préordre sur
les problemes.

On a N P-completC N P-difficile, par contre un problemé/’ P-difficile n’est
pas nécessairement daNg$’.

Si un problémeV P-complet est dans la clas$e(N P-completnP # (), alors
P = NP. Mais malheureusement ou heureusement, personne n’g&talgo-
rithme polynomial pour un problém¥ P-complet. En outre, personne n’a pu prou-
ver qu’il n’existe pas.

Elle constitue I'une des questions ouvertes fondamentdes théorie de la
complexite.

Les problémes sont classés de fagon incrémentale, la dlass@eouveau pro-
bléeme étant déduite d’'un ancien probléme. Il a toutefoisnétessaire de définir
un « premier » problémé’ P-complet afin de classer tous les autres. Ce premier
probleme a avoir été démontréP-complet, par ( ), est le probleme de
la satisfaisabilité propositionnellesAT).

1.2 Le probleme SAT

Le probleme de la satisfiabilité d'une formule propositiehau « probleme
SAT » est un probléme de décision visant a savoir s’il existe wateation sur un
ensemble de variables propositionnelles telle qu’une @iterpropositionnelle don-
née soit logiquementrai . La résolution du problémgAT est trés importante en
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théorie de la complexité (il représente le probleME-complet de référence

( )) et a de nombreuses applicationganification classiquevérification for-
mellg bioinformatique et jusqu’a la configuration d’un ordinateur ou d’'systeme
d’exploitation etc. Le probléme SAT étant un probleme de logique promositlle,
nous commencgons par introduire quelques notions de ladegigopositionnelle
afin de permettre une meilleure comprehension de ce dernier.

1.2.1 Logique propositionnelle
Syntaxe

Nous abordons ce sujet par la définition des principaux éiésyntaxiques
de la logique propositionnelle. Pour spécifier la syntab@stinécessaire de définir
d’abord les atomes pouvant étre utilisés pour formuler des&és :

Définition 1.12 (atome) Une proposition atomique (ou atome) est une variable
booléenne prenant ses valeurs dans I'enserhblex ,vrai ou 0,1 oul,T.

Définition 1.13 (langage propositionnelSoit Prop un ensemble fini de symboles
propositionnels appelés également variables ou atomes.dP@aque sous-ensemble
Y deProp, Propy, désigne le langage propositionnel construit & partir dgmboles
deV, des parentheség” et”)”, des constantes booléenriesux (L) etvr ai (T),

et des connecteurs logiques::;pour la négation/ est utilisé pour la conjonction,
V pour la disjonction=- pour I'implication, < pour I'équivalence et> pour le ou
exclusif. Une suite finie d’éléments du langage est une ssiome.

Définition 1.14 (formule propositionnelle)L’'ensemble des formules proposition-
nelles est le plus petit ensemble d’expressions tel que :
— les atomed. et T sont des formules;
— siF est une formule alors.F est une formule;
— si.F et F’' sont des formules alors :
— (F A F') estune formule;
— (F Vv F') estune formule;
— (F = F’) estune formule;
— (F & F') estune formule;

Définition 1.15 (littéral). Un littéral est une variable propositionnelle (littéral
positif) ou sa négatiorrz (littéral négatif). Les deux littéraux et —z sont dits
complémentaires. On note égalemehbu/ le littéral complémentaire dé

Définition 1.16 (littéral pur (monotone))Un littéral [ est dit pur (monotone) pour
une formuleF si et seulement giapparait dansF et—[ n'apparait pas dans-.
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Nous fixons ici quelgues notations supplémentaires usualbeessaires pour
la suite. Sil est un littéral alorg/| désigne la variable correspondante. Pour un
ensemble de littéraug, £ désigne I'ensemblgl € L. Etant donnée une formule
propositionnelleF appartenant a®p,,, on noteV(F) I'ensemble des variables
propositionnelles apparaissant danet £(F) I'ensemble des littéraux apparaissant
dansF. L£(F) est dit complet ssi pour tolte £(F), onal € L(F).

Sémantique

Définition 1.17 (interprétation) Une interprétatiorZ en calcul propositionnel est
une application associant a toute formule propositiora&llune valeurZ (F) dans
faux ,vrai . LinterprétationZ(F) d’'une formuleF est définie par la valeur de
vérité donnée a chacun des atomesAleZ(F) se calcule par I'intermédiaire de
regles suivantes :

1. Z(T)=vrai ;

Z(L)=faux;

Z(~F)=vrai ssiZ(F)=faux;
I(FAG)=vrai sSiZ(F)=Z(G)=vrai ;
Z(FV@G)="faux ssiZ(F)=Z(G) = f aux;
I(F = G)=faux ssiZ(F)=vrai etZ(G) = f aux;
I(F < G)=vrai ssiZ(F)=1(9);

.\‘.O’.U"P.‘”!\’

LinterprétationZ d’'une formuleF est dite compléte ssiz € V(F), on a soit
Z(x) =vrai ,soitZ(z) =faux ;elle estdite partielle sinon.

Remarque 1.2.Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’aucune informatioast’
apportée sur la nature de l'interprétation, elle est cosi&e comme compléte.

On représente souvent une interprétafi@momme un ensemble de littéraive,,
re€ZsiZ(x)=vrai ,—x € ZsiZ(x)="faux .On noteS(F)I'ensemble des
interprétations d’une formul&. Si F posséde exactementvariables proposition-
nelles alorgS(F)| = 2". Nous définissons la distance entre deux interprétaions
etZ’ deS comme suit :

Définition 1.18 (distance de hamming entre deux interprétatio@s)ientZ et 7’
deux interprétations d’une formule propositionneHelLa distance entr& etZ’ est
la distance de Hamming entre eux, noféss, (Z,Z'), est définie pafEy(Z,7')| tel
queEy(Z,7") = {z € Vr telle queZ(z) # Z'(x)}.
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Exemple 1.4.SoientF = aV(bAc),Z = {a,b,c} etZ’ = {—a, b, c}; Ey(Z,7') =
{a,b} etDisy(1,7") = 2.

Définition 1.19 (modéle) Une interprétatior satisfait une formuler si Z(F) =
vrai . On dit alors queZ est un modéle d&. Inversement, SI(F) = f aux , on
dit queZ falsifie 7 et queZ est un contre-modele dE (ou nogood), et qu’on note
communémert = —F.

On noteM (F) 'ensemble des modeéles d’une formufe

Définition 1.20 (impliquant premier) Soit 7 une formuleCNF etZ un modéle de
F, T est appelé impliquant premier dg si pour toutx € Z, Z \ = n’est pas un
modele deF.

Définition 1.21(formule satisfiable)Une formule propositionnell& est satisfiable
si elle admet au moins un modeéle, i & (F) # (.

Définition 1.22 (formule insatisfiable) Une formule propositionnellé= est dite
insatisfiable s'il elle n"admet pas de modéle, i®.(F) = 0.

Définition 1.23 (tautologie) Une formule propositionnell& est une tautologie si
toute interprétation deF est un modele d&, i.e., M (F) = S(F)

Définition 1.24 (conséquence logiquepoientF, G deux formules proposition-
nelles, on dit qu¢ est conséquence logique @enotéF = G, ssiM (F) C M(G).
F etG sont équivalentes s&i = G etG = F.

Remarque 1.3.De la définition d’'une interprétation on déduit les équivales
suivantes (F = G)=-FVGet(F & G)=(F=G)A(G=F).

A ce niveau, nous introduisons un théoréme trés importanhqus permet
d’énoncer un résultat fondamentale en démonstration aiique (preuve par I'ab-
surde).

Théoréme 1.2(déduction) SoientF et G deux formules propositionnelles, = G
ssiF A =G est une formule insatisfiable.

Ce théoréme indique que prouver 'implication sémanticgi€guivalent a mon-
trer I'inconsistance d’une formule. Il est exploité par lagart des algorithmes de
démonstration automatique autour du problé&ane
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Formes normales

Nous nous intéressons dans cette section aux differemee$onormales. De
ce fait, il est intéressant d’introduire tout d’abord laipatde clause :

Définition 1.25 (clause) Une clause est une disjonction finie de littéraux. Une
clause ne contenant pas de littéraux complémentaires statidamentale, sinon
elle est dite tautologique.

Définition 1.26 (différentes variantes de clauseSpitc une clause , elle est dite :

— (UNITAIRE) ssi elle contient uniquement un seul littéral.

— (BINAIRE) binaire ssi elle contient exactement deux littéraux.

— (POSITIVE, NEGATIVE, MIXTE) positive (resp. négative) si elle ne contient
gue des littéraux positifs (resp. négatifs). Une clausestirée de littéraux
positifs et négatifs est appelée clause mixte.

— (VIDE) La clause vide, notée, est une clause ne contenant aucun littéral.
Elle est par définition insatisfiable.

— (CLAUSE TAUTOLOGIQUE) elle contient un littéral et son complémentaire.
Elle est par définition vraie.

— (CLAUSE HORN, CLAUSE REVERSEHORN) Une clause Horn (resp. reverse-
Horn) est une clause qui contient au plus un littéral pogiBsp. négatif).

Définition 1.27 (Différents types d’instancesyoit F une instancesAT, F est une
instance :
— k-SAT si toutes ses clauses contiennent exactemenh littéraux. Hormisl -
SAT et2-SAT ( ), le problémek-sAT est généralement P-complet;;

— Horn-sAT (respectivement Reverse-HasnaT) si toutes ses clauses sont Horn
(respectivement reverse-horn). Il a été démontré dangté@aditure que le test
de satisfiabilité d’'un ensemble de clauses de Horn ou reveose se fait
en temps polynomiale, mieux encore en temps linéaire ux ( ),

(1999, (1999;

Définition 1.28 (terme) Un terme est une conjonction finie de littéraux.

Définition 1.29 (formes normales)Nous distinguons deux formes normales parti-
culieres pour les propositions :
— (FORME CNF) Une formuleF est SOUSFORME NORMALE CONJONCTIVE
(CNF) si et seulement st est une conjonction de clauses.
— (FORME DNF) Une formuleF est SOUSSFORME NORMALE DISJONCTIVE
(DNF) si et seulement sk est une disjonction de termes.

Exemple 1.5.Les formuleg(a V b) A ((—¢) V d)] et[(a A b) V ((—¢) A d)] sont
respectivement sous forme normale conjonctive et digjenct
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1.2. Le probléme SAT

Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’il sera fait référeénaae formule propo-
sitionnelle, sauf mention contraire, il s’agira d’'une fadesous forme CNF.

Propriété 1.3. Toute formule de la logique propositionnelle peut étre réésous
une forme normale.

Une approche permettant de transformer en temps et espae@di toute for-
mule booléenne sous forme quelconque en une formule sous fogrmale conjonc-
tive équivalente du point de vue de la satisfiabilité est psée par ( ).

1.2.2 le problemesAT

Toutes les notions introduites dans les sections précésiaous permettent de
donner a présent la définition concréte du probléameainsi que quelques regles
fondamentales permettant de simplifier une formule CNF.

Nous commencons tout d’abord par introduire le problémesgdéstbn :

Définition 1.30 (Probléme de décision)Jn probleme de décision est une ques-
tion mathématiquement définie portant sur des parameétmeséks sous forme ma-
nipulable informatiquement et demandant une réponse : «@ui « Non ». C'est-
a-dire que I'ensembléy; des instances dH peut étre scindé en deux ensembles
disjoints :
1. Y : 'ensemble des instances telles qu’il existe un prograreseésolvant
et répondant « Oui »;

2. Ny : I'ensemble des instances pour lesquelles la réponse esh®N

Définition 1.31 (probleme de décision complémentair&pit IT un probléme de
décision, le probleme complémentaiié de II est aussi un probleme de décision
tel que :

D = DIC—I etYg = Nﬁ

De nombreux problémes informatiques peuvent étre réduitssaproblémes
de décision. Un probleme dont la réponse n’est ni « Oui » ni m N@eut étre
simplement transformé en un probleme de décision : « Exigtene solution au
probleme ? »

Définition 1.32 (problémesAT). Le problemesAT est un probléme de décision qui
consiste a décider si une formule sous forme normale cotij@a(€NF) admet ou
non un modele.
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Exemple 1.6.Soit une formule booléenne mise sous fo@NF F = (a VbV ) A
(maVb)A(=bVc)A(—cVa), alaquestionF admet-elle un modele ? La réponse
est oui : l'interprétationZ = a, b, ¢ satisfait la formuleZ. En plus,Z est le seul
modele deF, donc la nouvelle formul& A (—a VvV —b Vv —¢) est insatisfiable.

Plusieurs techniques peuvent étre appliquées sur lessldiime formule CNF
sans pour autant en changer sa satisfaisabilité. Géndmalerlles visent soit a
ajouter ou supprimer de la redondance dans les formules CNF.

La premiére approche présentée ici qui est la régle de ttésolest sans aucun
doute I'une des regles les plus fondamentales de la logicpmopitionnelle.

Définition 1.33 (résolution) Soient deux clauses = (v V ;) ete; = ((—z) V ;)
contenant respectivemenet—z, une nouvelle clause= «;V o; peut étre obtenue
par la suppression de toutes les occurrences du littérel —x dansc; etc;. Cette
opération, notée |z, ¢;, ¢;|, est appelée résolution et la clause produitsst appelée
résolvante.

Exemple 1.7.Soiente; = (a VbV c) etey = (—a VeV d) deux clauses, nous avons
nla, ci,co) = (bV e Vd).

Proprieté 1.4. SoientF une formuley la résolvante de; etc; deux clauses d&
contenant respectivementet —z. Les deux propriétés suivantes sont vraies :
—cNcjEr
— F = F A r (de point de vu satisfaisabilite)

Une autre regle importante est la reglefdsion qui consiste a remplacer les
multiples occurrences d’un littéral par une seule occueate ce littéral.

Définition 1.34(fusion). Soitc; = {1, 2, , ...Tp, L, Y1, Y2, -y Ym, L, 21, 22, oy 2k, L},
une clause dans une formulg ¢; peut étre remplacée par

¢ = {x1, %2, T, Y1, Y2, oy Yms 21, 22, -, 2k, L} Cette opération est appelée fu-
sion.

Les deux régles ci-dessus sont des régles permettant ofiéliras littéraux dans
les clauses. Nous introduisons a présent deux techniquegfiant de supprimer
les clauses dans une formule.

Définition 1.35 (subsumption) Une clause; subsume une autre clausgssic; C
¢;. Dans ce casg; = ¢;

Exemple 1.8.Soiente; = (z1 V x2) etey = (1 V 29 V 23) deux clauses, la clause
c; Subsume la clause.
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1.3. Problemes autour de SAT

Définition 1.36 (auto-subsumption)Une clause:; auto-subsume une autre clause
¢; ssi la resolvante de; etc; subsume;

Exemple 1.9.Soientc; = (27 V x2) etcs = (—xy V 22 V x3) deux clauses, la
résolvante de;; etc, : 7 = (2 V x3) subsume la clause,, alors ¢, est auto-
subsumée par; .

Définition 1.37 (clause redondanteyoitc une clause dans une formuNF F, ¢
est dite redondante s \ ¢ |~ c.

L'application de ces techniques (subsumption et autotsuption) permettent
de détecter des clauses redondantes, et la suppressi@udestedondantes permet
de simplifier la formule en préservant sa satisfiabilité.

1.3 Problémes autour de SAT

Le nombre de problémes qui gravitent autour du probléeme SA4€rgue I'im-
portance de ce probleme et élargit ses champs d’applicatMéme si ces pro-
blemes sont généralement beaucoup plus difficiles que &Aénéficient régulie-
rement de transferts ou d’extensions de résultats obteanssld cadre SAT. Nous
rappelons certains des problémes qui suscitent un intéosé&dsant ces dernieres
années.

Définition 1.38 (MaxSAT). MaxSAT est le probléme d’optimisation associé a SAT.
Il s’agit, pour une formuléCNF donnéeF de déterminer le nombre maximal MaxSAJ (
de clauses d& qui peuvent étre satisfaites.

Remarque 1.4.Pour une formuleCNF F satisfiable composée declauses, on a
MaxSATF) =n.

On peut noter aussi que méme restreint aux formules 2-SA&noare 2-SAT
monotone, le probléme MaxSAT reste un problémg-Difficile. MaxSAT est un
cas particulier du probléme MaxSAT pondéré

("Weighted MaxSAT"). En effet, pour Weighted MaxSAT, un geiest associe
a chaque clause, I'objectif est de maximiser la somme detsp#s clauses satis-
faites.

Définition 1.39 (#sat) SoitF une formuleCNF. #SAT est le probleme qui consiste
a déterminer le nombre de modélesBe
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Chapitre 1. Problématique, Définitions et Notations

Le probleme de dénombrement de solutions #SAT est un pre#ErComplet.
Au-dela de I'intérét pratique que revét la connaissanceotuhme de solutions d’'une
instance, la résolution du probléme## trouve des applications dans différents
domaines de l'intelligence artificielle tels que le diagimmd’inférence dans les
réseaux bayésiens, etc.

1.4 L'évaluation empirique

Le caractereNV P-complet du problémeAT est toujours un verrou théorique
majeur, les performances des différents algorithmes [@gpafin de résoudre ce
probleme sont généralement évaluées sur un ensemble delésrou d’'instances
SAT. Mais comparer les différents prouveurs entre eux est wieetdifficile. 1l est
tres difficile de déterminer a I'avance les performances dlgorithme sur un pro-
bleme donné. Toutesfois, Pour évaluer les performancedifiésents algorithmes
(ou prouveurs) et pour encourager la recherche d’algogthtoujours plus per-
formants, des compétitionssgt Race sAT Competitionet SAT Challengé sont
organisées. Les algorithmes sont comparés avec des ressdinnitées (temps et
mémoire) sur un large panel de probléemes SAT (benchmarkstarioes SAT) de
différents types{léatoire, élaboré, industriel)e. Dans la suite de ce manuscrit,
lorsque les expérimentations sont présentées, les irstaoat issues de ces diffée-
rentes compétitions.

1.4.1 Instances aléatoires

Historiquement, la motivation d’étudier les instancesati#es est de mieux
comprendre la dureté des instances « typiques ». Bens ( ) les
auteurs ont proposeé I'analyse des instances aléatoisas.

Définition 1.40 (instance aléatoiré-sAT). Une instance aléatoiré-SAT est une
formulesATt F,(n, m), avecm clauses sur. variables. toutes ses clauses sont choi-
sies aléatoirement parn?’* (}) clauses de taille:, ou les clauses sont construites
en tirant uniformément littéraux distincts parmi I'ensemble d@sx n littéraux du
probléme.

Les instances aléatoires sont trés convenables pour etadipropriétésdu p
roblemesAT et pour évaluer les solveusaT.

Plusieurs générateurs d’instances aléatoires sont pgepos1co( ), mais
le générateur d’instances aléatoikesAT est le plus étudié.
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1.4. L’évaluation empirique

Sur cette catégorie d’'instances, le seuil de difficulté esiné en fonction du
rapport ™. En effet dans ( ), les auteurs ont montré que pour
k > 3, il existe un intervalle du rapport entre le nombre de clatetde nombre
de variablesy = ™, dans lequel c’est difficile décidersi une instance aléatoire
de k-SAT est satisfiable ou pas. Nous pouvons alors prévoir la diféalé telles
instances.

Par exemple, pouk = 3, sir < 4, une assignationrai peut étre trouvée
presque facilement pour tous les instances ; et pourd.5, tous les instances sont
quasiment insatisfiables. Pour~ 4.25, une affectatiorvrai peut étre trouvée
pour une moitié des instances, et autour de cette valew{ikde calcul pour trou-
ver une affectationrai , si celle existe, est maximisé.

1.4.2 Instances élaborés

Les instances élaborées sont souvent les instances acadénbmme les pro-
blemes de coloration de graphes, des pigeons ehdemes. Ces instances sont
souvent créées a la main en codant le probleme initial commpeabléme de satis-
faction de contraintesaT. Ces instances ont leurs propriétés mathématiques dont
le degré de difficulté est difficile a prévoir.

1.4.3 Instances industrielles

Les instances industrielles sont issues de problémestigsgsels que les pro-
blemes de vérification de circuits intégrés ( ), Vérification for-
melle bornée ( ) et planification ( ). Ces ins-
tances n’ont pas réellement de caractéristiques perneggorévoir leur degré de
difficultés, mais elles ont souvent leurs structures is&ques.

Alors gu’il 'y a aucune relation entre variables (et cla)s#ans une instance
aléatoire, Il peut y avoir différentes relations entre &hies (et clauses) dans une
instance industrielle. Parmi ces relations, nous pouvit@sentre autre : Lesyme-
tries (deux variables sont symétriques si leur permutation daf@inule donne la
méme formule) et ledquivalencegdeux littéraux sont équivalents si leur valeur est
la méme dans tous les modéles). Ces informations strulegsisgluvent perdues lors
de la transformation en CNF peuvent s’aveérer utiles pougdalution
( ), ( ). Nous proposons au chapi#gune nouvelle technique
qui extrait et exploite certaines structures cachées @@BlF pour réduire la taille
des clauses.
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1.5 Conclusion

Ce chapitre qui s'acheve a fait I'objet de la présentatiompibbléme de la sa-
tisfiabilité propositionnellsAT. Ce probléme revient a décider si une formule boo-
léenne mise sous forme normale conjonctive est satisfiabiten. Il est le premier
problemeN P-complet et est au coeur de la théorie de la complexité oud jou
réle fondamental. De ce fait, pour une meilleure compreiarde ce probléme, il
était important pour nous d’introduire tout d’abord quedgunotions autour de la
théorie de la complexité.

Le problémesAT qui est considéré comme le "pére" des problémes combina-
toires de décision existe également sous plusieurs vasalunt quelques unes ont
été présentées ici. Pour étudier les propriétés de ce pnebdé par la méme éva-
luer les performances des solvesrs, il est important de bien choisir 'ensemble
d’instances qui servira de base de tests. Trois catégdnnstahces ont été présen-
tées dans ce chapitre : les instances aléatoires, leséestatabores et les instances
industrielles. Dans les chapitres qui suivent, nous ptéssrplusieurs paradigmes
pour la résolution pratique du probleraarT.
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Ans la littérature, il existe plusieurs algorithmes perargtte résoudre le pro-
blemesAT. Ces algorithmes reposent en générale sur des princigesare
riés : énumération

solution

(

(

( )’ ( )’ ( )! re-
( ), ( ), recherche locat ( ),
), diagrammes binaires de décisiohers( ), ( ),
), algorithmes génétiques et évolutionnistés ( ),
(2002, (2009 etc.

Plusieurs recherches sur la satisfiabilité propositidaseint focalisées sur trois
méthodes de résolution, a savoir : les approches inconspléete approches com-
plétes et les approches hybrides.

La plupart des algorithmes incomplets sont fondés sur tecqpe de recherche
locale, trés utilisé en recherche opérationnelle. Le pande base des méthodes
de recherche locale consiste a se déplacer judicieuserapat’dspace des confi-
gurations en ameéliorant la configuration courante. llsrétant un temps fixé (une
constante) et donnent deux types de réponses : soit ilsrnetaiioui’ et indiquent
que l'instance est satisfiable, ou ils retournent I'expoes8mpossible de conclu-
re’. Dans le cas des instances satisfiables, les confignsamnt des interprétations
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complétes de la CNF et I'amélioration se juge en terme de nemé clauses fal-
sifiées par les interprétations. Alors, les méthodes deerebk locale permettent
de trouver des interprétations pas nécessairement madigllesformule mais de
bonne qualité dans des temps de calcul raisonnables. Una@s/gnients majeurs
de ce type d’algoritmes est qu’ils sont limités a la recherdtun modele sans ga-
rantir son obtention (sauf adaptation particuliere) méareswlérant un temps infini.
Dans ce cas I'instance admet peut-étre une solution mégetithme est incapable
de la fournir. La recherche locale pour SAT s’appuie sur urtquas non systé-
matique de I'espace de recherche, c’est-a-dire de I'esp@deutes les interpréta-
tions possibles. A chaque pas seulement quelques intatiprét sont examinées. lls
permettent d’explorer I'espace de recherche de maniésefigxible. En effet ces
méthodes de recherche n'imposent pas un ordre sur I'exae®imterprétations
par rapport aux méthodes complétes basées sur la proagelureou les interpreé-
tations sont testées suivant un ordre induit par I'hewgpstide branchement. De
nombreuses techniques de recherche locale ont été apgBi@saT avec plus ou
moins de succes. Néanmoins, Ces techniques se sont mdndeeiicaces pour la
recherche des modéles des formules CNF sur les instanegsisds.

Les algorithmes complets parcourent, en un temps fini tatkile de recherche,
et garantissent de trouver pour toute formule exprimée fmuse CNF une so-
lution satisfiable si elle existe, sinon de prouver que lanfde n'admet pas de
solution. Ces algorithmes donnent toujours une réponse Isiuy accorde assez de
temps et d’espace car ils effectuent une recherche expétgxhaustive dans I'es-
pace des instanciations. lls s’appuient généralementrsparcours en profondeur
d’un arbre de recherche, ou chaque nceud correspond ataféecd’'une variable,
ce nceud représente une sous-formule obtenue a partir derlaléooriginale sim-
plifiée par l'instanciation courante des variables et clkeachemin correspondant a
une interprétation partielle des variables de la formulkeci@ermet de construire
progressivement un modéle, variable par variable. L'difjjest donc de détermi-
ner un chemin de la racine a une feuille. Ce chemin représamgenterprétation
compléte des variables de la formule qui satisfait I'endendes contraintes du
probleme ou de déterminer gu’il n’existe pas un tel chemmnbmbre d’'étapes
nécessaires pour ce type d’algorithme est proportionnebatbre d’instanciations
possibles, et est donc d’ordre exponentiel en fonction duobre de variables de la
formule. Au pire des cas on doit essayer 2&8snstanciations possibles. Il est par
conséguent quasiment impossible d’obtenir une réponsewdendurée raisonnable
si la taille du probleme devient trop grande. La complextdtiale est linéaire pour
ces algorithmes puisqu’on stocke uniquement les clausss @ile I'instanciation
courante.

Les approches hybrides permettent de combiner les algughde recherche
locale et les approches complétes pour résoudre un mémimabl'idée ici est
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Chapitre 2. Méthodes de résolution

de tirer profit des avantages offerts par chacun des algweghafin d’obtenir un
algorithme au moins aussi efficace que chacun des approcises péparement.
le but de la combinaison est de produire sur chaque instanésoadre un ordre
d’exécution des algorithmes dans le temps et dans I'espace.

Dans ce manuscrit, nous nous attelons uniqguement sur lescgs complétes,
lesquelles ont fait I'objet des travaux de cette thése. @anshapitre, nous rappe-
lons tout d’abord la notion de systémes de preuve, par la,saptés avoir introduit
la résolution de ( ) et un ensemble d’approches s’appuyant sur ce
principe, nous présentons une approche énumérative basée 1sotion d’arbre
sémantique ainsi que les améliorations apportées a dgadteai ont conduit a I'ap-
proche DPLL (algorithme dé ( ), simplification et heuristique de choix
de variable). Ce chapitre se termine par la présentatiosaesurs SAT modernes
(cbcl) ainsi que des différents composants participant a lewaefté (redémar-
rage, heuristique de choix de variable VSIDS et apprergeysa

2.1 Systemes de Preuve

Un systéme de preuve (propositionelpk ( )) est un algorithme en temps
polynomial SP tel que pour toute formule propositionelkaiisfaisabler, il existe
une preuve p telle que SP accepte I'entrée), c’est a dire que SP vérifie que p
est bien une preuve d’insatisfaisabilité potir En d’autres termes, un systéme de
preuve est un moyen efficace de vérifier la validité d’'une yeealiinsatisfaisabilité.
Mais trouver une telle preuve reste difficile dans le cas gg#nkes systemes de
preuves ont été étudiés en informatique théorigue commdago® de comparer
les problemes NP et co-NP. lls permettent également de aemfes systémes
d’inférences les uns par rapport aux autres en permettaeipanple d’établir une
hiérarchie de ces derniers reflétant leurs puissanceweslat

Un systéeme de preuves SP admet des preuves courtes (regpesdpour une
famille d’instanced silataille de la plus petite preuve croit polynomialemeesg.
exponentiellement) avec la taille des instanceg.d@n dit alors que est simple
(resp. difficile) pour SP.

2.2 Systemes de Preuve par résolution

La technique de preuve par résolution est importante caresli a la base des
systémes de programmation logique qui permet de calcularté ge programmes
décrits de maniére logique par des clauses.
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2.2. Systemes de Preuve par résolution

La regle de résolution ou principe de résolution-de ( ) est I'appli-
cation la plus fondamentale de la logique propositionné&lk est principalement
utilisée dans les systemes de preuve automatiques. Celti@iqae de preuve par
résolution est trés importante car elle est a la base desnsgstde programmation
logique qui permet de calculer a partir de programmes dedeatmaniere logique
par des clauses.

Appliqué a une formule, il nous permet de dériver des claagastir des clauses
de la formule.

Définition 2.1 (dérivation par résolution)SoientF une formuleCNF et ¢ une
clause, on dit que est une dérivation par résolution a partir d€ s'il existe une
séquencer = [c1, ¢, ..., ¢, = c| telle queV: € (1, k], soit (1)¢; € F, soit (2)
cr = nlx, ¢, cj] avecl <i,j < k.

On appelleréfutationtoute dérivation par résolution d’une clause vide= 1)
a partir d’'une formuleF, dans un tel cas, la formulg est insatisfiable.

Les trois régles présentées précédemment (v@ir2 1.2.2 1.2.2 permettent
d’établir une méthode de démonstration automatique campleur la résolution.
La regle de résolutiof.2.2seule est complete pour la réfutation. En effet, si I'en-
semble de clauses considéré est inconsistant on arriveutsug générer la clause
vide.

Généralement, la séquence de dérivation est réprésemtaa geaphe de réso-
lution qui est orienté et acyclique (DAG en anglais).

Définition 2.2 (graphe de résolutionBoientF une formule et la clause que I'on
souhaite dériver. Un graphe de résolution est un arbre tel gu

— chaque feuille est étiquetée par une clause-de

— chaque nceud qui n’est pas une feuille a deux fils et est &igymar une
résolvante des clauses qui étiquettent ses fils ;

— laracine de I'arbre est la clause dérivee

Exemple 2.1.SoientF = {(a V =d V —¢), (¢ V =b), (bV d)} eta = (a V ¢V —b).
La Figure 2.1 représente sous forme arborescente la séquence de dériVativ
=d V =c), (e V =b), (aV =dV =b),(bVd),(cVd),(aVcV-b).
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aVceV b
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( 1 ]

aV —dV —c cV —b bvd

FIGURE 2.1 — Graphe de résolution.

Malgré sa simplicité, la résolution est difficile & mettreaenvre efficacement,
car il n'existe pas de méthode pour dire quelles résolutedfectuer et dans quel
order pour arriver a la clause vide, ce qui peut entrainalefaent sur certains
exemples la génération d’'un nombre exponentiel de claasesjamais atteindre la
clause vide, alors qu’on I'aurait obtenue en faisant leslotix. Dans de tels cas,
I'espace mémoire nécessaire devient tres élévé et les wemgadculs prohibitifs ce
qui est en pratique un obstacle majeur pour les solveardasés sur ce principe.
Afin de permettre une amélioration pratique significativéadeésolution, et éviter
de générer des branches infinies, de nombreuses ressibti@ges sur la structure
de la preuve par résolution ont été proposeées, elles soatagément plus faciles a
mettre en ceuvre. Parmi celles-ci, nous pouvons citer :

la résolution réguliére ( ) ( ), ( ) le prin-
cipe de cette approche repose sur la construction d’un deypeeuve par résolution
réguliere. Un arbre de résolution est dit régulier s'il n&& pas de chemin d’'une
feuille & la racine ou une variable est éliminée plus d’urie f@ar résolution. En
d’autres termes, sur chaque branche du graphe de résollgnsemble des va-
riables sur lesquelles on a effectué la résolution est sgp&ition. L'instance est
prouveée insatisfiable si et seulement s’il existe un arbrerdave par résolution
régulier;

la P-résolution et la N-résolution : ( ) siune clause participantala
résolution contient uniquement des littéraux positifsiectivement négatifs) alors
I'étape de résolution est appelée P-résolution (respeotwnt N-résolution). Sila P-
résolution est utilisée (respectivement N-résolutioajlss les résolvantes faisant
intervenir des clauses positives (respectivement néggtsont ajoutées. Nous ob-
tenons un gain dans le processus de résolution dans le semsambre de clauses
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2.2. Systemes de Preuve par résolution

strictement positives (respectivement négatives) esinmeinCependant, il est pos-
sible de trouver des formules qui se résolvent en temps polial en utilisant la
résolution en général et qui utilisent un temps exponeatiéénant compte de cette
restriction. Malgré cela cette technique reste complete ;

la résolution étendue : ( ) c’est une extension de la résolution a la-
quelle on ajoute la régle suivante : a chaque étape de laraotish de la preuve,

il est possible d’ajouter des lemmes a la formule, sous ladéod’'une nouvelle va-
riable y associée aux clauses qui codgnt (I; V Iy) (i.e. (y V —ly), (y V —ly) et
(-y V11 V13)), oul; etly, sont deux littéraux apparaissant préecédemment dans la
preuve. Tout en étant d’apparence une regle trés simpjeut'ae nouvelles va-
riables permet a la résolution étendue d’étre tres efficzoek ( ); C'est un
systéme de preuve plus puissant que la résolution standarlle permet de ré-
soudre en temps polynémial certaines classes d’instanegiagésolution standard
ne peut traiter qu’en temps exponentiel. Cependant, elleesdifficile a mettre
en pratique car la regle d’extension accroit considérabigna taille de I'espace de
recherche de la preuve.

En effet, la principale difficulté derriere 'automatisatidu systéme de preuve
par résolution étendue est de déterminer (1) quand est atede#es définitions se-
ront ajoutées ? (2) quelles fonctions booléennes rep&seritelles ? (3) comment
les utiliser ?

Dés lors, cette automatisation reste encore une questiarteu

Nous proposons au chapitdeune approche de résolution qui répond a la fois
aux questions (1), (2) et (3).

la résolution linéaire : cette méthode a été indépendemment proposééar

( ), ( ) et ( ). Cette approche est
un raffinement de la résolution classique permettant deingdignificativement
le nombre de résolutions redondantes produites. Le penmimsiste a restreindre
la séquence de résolution afin de ne considérer que desta#rszinéaires. Une
dérivation linéaireA, d’'un ensemble de clauseés, est une séquence de clauses
(o, g, ..., ) telles quen; € F et chaquey,; . ; est une résolvante de (le plus
proche parent de; ;) et d’'une clause telle que (i)5 € F , ou (ii) 5 est un ancétre
a; deo; olj < i

la résolution unitaire : ( ) ( ) la résolution
unitaire est un cas particulier de la résolution ou une dassels a résoudre est une
clause unitaire. Bien évidemment cette méthode n’est pagpléde en générale,
mais elle est complete pour les clauses de Horn;
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la résolution sémantique : ( ) la résolution sémantique est une ex-
tension de la résolution classique utilisant un modéle aiinterprétation afin de
guider la recherche de preuve par réfutation. Plusieuisnas de la résolution
sémantique existent (pour un apercu complet voir I'artidé ( ) ;

la résolution restreinte : cette approche consiste a ajouter a la formule un certain
nombre de clauses produites par la résolution et a lancepluews basé sur la
résolution réguliére ensuite (ce dernier étant dans lagptujes cas beaucoup plus
efficace que le principe de résolution). Diverses restmdipeuvent étre mises en
place. Ces restrictions sont plus ou moins complexes etqulusoins bénéfiques
pourDPLL (voir par exemple ¢ ¢

i

Algorithme 2.1 : DP
Données. une formule CNEF
Résultat: vrai sila formule est consistantigux sinon
1 Début
tant que (V= # 0) faire
x =ChoisirVariable V),
V]: = V]: \ x,
F«— F\ (Fo UF..);
F «— FUnlz, Fp, F-zl;
si() € F alors retourner faux ;

8 | retourner vrai ;
9 Fin

N o o b~ wWwN

Une autre méthode décrite dans l'alogorithtné a été proposée p&avis et
Putnam ( ). C’est I'une des premieres méthodes de résolution dédigea
bémesAT. Elle utilise la propagation unitaire et I'élimination di$éraux purs.
Son principe de base est I'application exhaustive de lduBsn pour éliminer les
variables. En effet, étant donnée une formule CNIEt une variabler de F, soit
F.(respectivement_,) I'ensemble de clauses deécontenant le littérat: (respec-
tivement—zx). La procédureD P consiste a dériver toutes les résolvantes possibles
entref, et F_, notées[z, F,, F-.|. Les deux sous-ensembl&s et 7_, sont en-
suite supprimées dé& et remplacés pan|z, F,, F-.]. Ainsi, a chaque étape, le
sous-probleme généré contient une variable en moins, cgagantit la terminai-
son de l'algorithme. Mais la résolution peut augmenter Imbie de clauses de
la formule. Par application successive Bé”, un nombre exponentiel de clauses
peut étre ajouté dans le pire des cas. Cette méthode estéterappermet de prou-
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ver la satisfiabilité ou I'insatisfiabilité d’un problénsaT sous forme CNF, suivant
qu’elle ait produit durant ce processus une clause vider@bleme initial est insa-
tisfiable) ou lorsque I'ensemble de clauses de la CNF est(ledarobleme initial
est satisfiable).

Dans la pratique, les méthodes basées sur la résolutiotrésmarement utili-

sées dans leur forme originalel{ ( ), ( ).
Cependant, une forme limitée d&P” est a la base d’'un des meilleurs pré-traitements
de formule CNF, la méthode « SatElité&» ( ), intégré dans la plupart

des solveursAT modernes. Cette forme limitée applique la résolution pdiori€
ner une variable uniquement si la taille de la formule n’aagta pas. En pratique,
cette technique permet d’éliminer un nombre non négligedblvariables dans le
cas des instances issues d’'applications réelles.

2.3 Enumération

L'idée de base des algorithmes énumératifs est la congtnu’un arbre binaire
de recherche ou chaque nceud représente une sous-formeteielat partir de la
formule originale simplifiée par I'instanciation courawuies variables.

Définition 2.3 (arbre binaire de recherche$oit 7 une formuleCNF, contenant
I'ensemble des variables propositionnellés = z, z», ..., z,,, I'arbre binaire de
recherche correspondant& est un arbre binaire ou :

— chaque chemin de la racine a un nceud de l'arbre correspontkeanterpré-
tation partielle der.

— chaque arc est étiqueté par un littérabu -z € V. La brancher; (respec-
tivement-x;) ( ) correspond a I'affectation de; avr ai (respec-
tivement aux );

— les littéraux étiquetant les arcs issue d’'un méme nceudemvaeurs oppo-
sées;

— sur chaque branche de I'arbre, chaque variable apparaé seule fois.

Définition 2.4 (arbre complet) Soit 7 une formuleCNF et Vx I'ensemble des
variables apparaissant dans. L'arbre binaire de recherche correspondaniaest
dit complet si et seulement si, en plus des conditions exigidrdes arbres binaires
de recherche, chaque chemin de la racine & une feuille deréacorrespond a une
interprétation compléte sur 'ensemble des variablestde

Définition 2.5 (branche fermée)Une branche d’un arbre binaire de recherche cor-
respondant a une formul@NF F est dite fermée si et seulement s'’il existe un nceud
N tel que l'interprétation partielle correspondante a cetlefalsifie une des clauses
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de F et tel que les interprétations partielles de tout noeud aeadt N ne falsifie
aucune clause dé.

Définition 2.6 (arbre fermée)Un arbre binaire de recherche correspondant a une
formuleCNF F est dit fermé si et seulement si toutes ses branches sorddsrm

Pour prouver la satisfiabilité d’'une formule CNF, il suffit de trouver une
feuille qui produit un modéle, c’est a dire une interprétatcompléte qui satisfait
'ensemble des clauses de la formute Pour prouver l'insatisfiabilité d’'un en-
semble des clauses, il faut montrer que I'arbre correspureit un arbre fermé.
Comme l'arbre comporte” feuilles, cette méthode n’est pas efficace du tout en
pratique.

Exemple 2.2.SoitF = {(aVbVec), (—aVb),(=bVc),(-cVa),(-aV-bV-c)}

un ensemble de clauses, I'ensemble des variable¥est {a,b,c} et I'arbre
binaire de recherche correspondant/ ou I'heuristique de branchement utilisée
est I'ordre lexicographique, est illustré dans la figire.

FIGURE 2.2 — Arbre binaire de recherche correspondant a I'ensedebbtauses de
'exemple2.2

2.4 Algorithme de Quine

L'algorithme de ( ) consiste simplement a construire virtuellement
I'arbre d’évaluation de la formule en procédant par desuatains partielles et des
simplifications. C’est une amélioration de la méthode dbsearsémantiques dans
laquelle on réalise a chaque nceud de l'arbre binaire uneaiah partielle de la
formule. Chaque nceud représente alors une sous-formybdifede par I'interpré-
tation partielle courante. Si une évaluation partielleypetrde conclure directement
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a l'incohérence de la sous formule simplifiée, alors il njget nécessaire de conti-
nuer la construction de I'arbre au dela de ce nceud. Cela revasgp de couper les
branches alors dans certains cas, I'arbre sémantiquegibission I'algorithme de
Quine peut étre nettement inférieur a I'arbre sémantiqueptet. La méthode de
Quine, décrit dans I'Algorithm@.2, est basée sur la proposition suivante :

Proposition 2.1. F est insatisfiable si et seulement/sj et F|-; sont insatisfiables.

Algorithme 2.2 : QUINE

Données. F un ensemble de clauses

Résultat: vrai sila formule est consistantiux sinon
1 Début

2 | si(F =0) alors retourner vr ai ;

3 | si(L e F)alorsretourner f aux;

4 | | +— HeuristigueDeBranchement (F);
5 | retourner (QUINE(F;) ouQUINE(F ) )

6 Fin

Exemple 2.3.Considérons la formule de I'exemp?e2. L’arbre binaire construit
implicitement par la méthode de Quine est illustré dans Guke2.3.

/\"\

{ (b),(=bVve), (=bV =) (bVe),(=bVe),(—c

SN T
& ANNA

FIGURE 2.3 — Arbre construit par la méthode de Quine sur I'ensemélelauses
de I'exemple2.2

2.5 Procédure DPLL

En 1962, Martin Davis, George Logemann et Donald Lovel&nal/(
( )) ont proposé une procédure appetia L qui est une amélioration de la
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procédureop.

Avant de présenter 'algorithmmepLL, il estimportant de présenter tout d’abord
la procédure de propagation unitaire, qui est I'un des plés€lés des algorithmes
de résolutiorsAT et qui est sans conteste le plus utilisée.

2.5.1 Propagation Unitaire

La propagation unitaire()), aussi connue sous le nom de propagation de contraintes
booléennesBCP) est I'équivalent sémantique de la résolution unitaire PLare-
présente la forme de simplification la plus utilisée et sams#ealla plus utile des
approches de typePLL. Son principe de fonctionnement est le suivant : tant que la
formule contient une clause unitaire, affecter son littararai . Cela repose sur
la propriété élémentaire suivante :

Propriété 2.2. SoitF une formuleCNF. Six est un littéral unitaire deF, alors 7
est satisfiable si et seulement/s}, est satisfiable.

Ainsi F, = {c|c € F,{z,~z}Nc=0}U{c\{—z}|c € F,~x € ¢}, estlafor-
mule obtenue en éliminant les clauses contemaetten supprimantz des clauses
le contenant. Cette notion est étendue aux interprétatisng& une interprétation
p = {z1,...,zn}, ON définit 7, = (...((Flz1)jzs) |z - L@ propagation unitaire est
I'application de cette simplification jusqu’a ce que la bdse clauses ne contienne
plus de clauses unitaires ou jusqu’a obtention d’'une claice (contradiction).
Formellement, nous avons :

Définition 2.7 (propagation unitaire)SoitF une formuleCNF, nous notons-* la
formule obtenue a partir d& par application de la propagation unitaire=* est
définie récursivement comme suit :

1. F* = F si F ne contient aucune clause unitaire :

2. I'* = 1 si F contient deux clauses unitaireset —x ;

3. F* = (F,)* tel que x est le littéral qui apparait dans une clause unéale
F.

Propriété 2.3. Un ensemble de clausés est satisfiable si et seulement’st est
satisfiable.

Définition 2.8 (déduction par propagation unitairéyoit 7/ une formuleCNF et

x € V(F). On dit quer est déduit par propagation unitaire d&, notéeF ., z, Si
et seulement §iF A—z) = L. Une clause est déductible par propagation unitaire
deF,sietseulementst Ac =, L.i.e,(FA¢)" E L.
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Propriété 2.4. SoientF une formuleCNF etz € L(F) un littéral pur, x peut étre
propagé avr ai en préservant la satisfiabilité.

Définition 2.9 (séquence de propagationSpitF une formuleCNF, P = (x1, xo, ..., x,)
représente la séquence de propagations obtenue a parfi tidle quevz; € P la
clause unitairgz;) € Fi{z; 20,21}

Définition 2.10 (séquence de décisions-propagatior®ient” une formule et

un littéral de 7, 8 = ((x),z1,z2,...,x,) représente la séquence de décisions-
propagations obtenue par I'application de la propagatiomtaire sur la formule
(FAx)telle que(xy, zo, . . ., z,) €St UNE S€quence de propagations obtenue a partir
de(F A x).

A partir de la séquence de propagation et de la séquenceidodéepropagations,
nous pouvons construire une pile de propagafion- {8y, 81,8, ...,8,}, oUS,
est une séquence de propagations obtenue a parfif, d¢ est une séquence de

décisions-propagations obtenue a partitAfeen considérant;, 8; (1 < i < n)
i—1

est une séquence de décisions-propagations obtenue deai# A /\ z;)* en

j=1
considérant le littérat;.
Exemple 2.4.SoientF = {(—aVb), (=bVc), (~dV—e), (eV f), (eV-fV-g), (—hV
=), (a), (I V —=e)} une formule eb = [d, h] une séquence de décisions. La pile de
propagations obtenue apres I'affectation des littérauxalséquence de décisions

estH = {<a’7 b, C>7 <<d)7 e, fa _'g>7 <(h')7 _'Z>}

Ensuite nous pouvons introduire pour un littérale la pile de propagation les
notions de niveau de propagatiaon(l)), de clause raisongison(l)) et d’expli-
cation ezp(l)).

Définition 2.11(niveau de propagationpoientF une formuleH = {8, 81, 82, ..., 8,}
la pile de propagations obtenue a partir € en appliquant la séquence de déci-

sions|xy, 2o, .. ., x,] respectivement en nivedy2,...,n et/ un littéral de F. Si
38; € H tel quel € §; alorsniv(l) = i, niv(l) = oo sinon.

Exemple 2.5.Considérons la formule et la séquence de décisions de ljgbectnl.

Nous avonsiiv(a) = 0, niv(—i) = 2 etniv(l) = oo.

Définition 2.12 (clause raison)SoientF une formule,Z une interprétation par-

tielle obtenue par propagation a partir d& en appliquant la séquence de déci-
. s . —

sionsd = [zy,x9,...,2,] etl un littéral de F. Sil € ¢ alors raison(l) = L,

sinonraison(l) € F telle quel € raison(l) et pour tous les autres littéraux

y € raison(l),Z(y) = L ety précédd dans l'interprétatiorZ.
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Remarque 2.1.1l est possible d’associer plusieurs clauses raison a uérk pro-
pagé. Néanmoins, il est usuel de n’en considérer qu'uneseul

Définition 2.13 (explication) SoientF une formuleZ une interprétation partielle
obtenue par propagation a partir d€ en appliquant la séquence de décisions
(€1, o, ..., x,] etl unlittéral deF. Sil € § alorsexp(l) = 0, sinonexp(l) = {—x

Sy .
tel quez € raison(l) avecraison(l) une clause raison dg.

Remarque 2.2.Comme pour les clauses raison il n'y a pas unicité de I'exgtian
de la propagation d’un littéral.

Exemple 2.6.Considérons la formule et la séquence de décisions de ljgbectnl.
Nous avonsuaison(g) = (e V —f V —g) etexp(g) = {—e, f}.

2.5.2 ProcéduredbPLL

La procédureDPLL qui est décrite par I'algorithm@.3 constitue le point de
départ de nombreux travaux ayant pour objectif le dévelommt de solveurs ef-
ficaces. C’est un algorithme énumeératif dont le but est démgérun arbre de re-
cherche. En effet elle structure dynamiquement un espacectierche de toutes
les affectations possibles dans un arbre bianire de reobgusqu’a ce que, soit
elle trouve une affectation satisfaisante, soit elle aangl’'une telle affectation
n'existe pas. Cette procédure est principalement basde ptocessus de propaga-
tion unitaire et peut étre vue comme l'algorithme de Quinecavne étape supplé-
mentaire d’'inférence a chaque nceud de I'arbre : la propamgdés litéraux unitaires
(d’autres processus de filtrage sont possiblgserbin resolutiori ( ),
simplification par littéraux purgtc, mais sont trés rarement applicables de maniere
efficace en pratique). A chaque nceud, l'interprétatiorigligtcourante est étendue
par un littéral de décision et par une séquence de propagatia variable est sélec-
tionnée suivant une heuristique en utilisant des connatesasyntaxiques comme
la longueur des clauses, le nombre d’occurrences des lesjaic. Par exemple,
I’heuristique sélectionnant la variable apparaissantus pouvent dans les clauses
les plus courtes (MOMS : Most Occurrences in Minimal Sizeisés) proposée par
Freemann 1996. La différence entre les deux procédurest DPLL réside dans le
fait que la premiere procede par élimination de variablegpplacant le probleme
initial par un probleme plus simple mais plus large, et laoséde procede par le
principe, appel&éparationqui consiste a choisir un littératle 7 et a décomposer
la formuleF en deux sous-formuleB A et F A —l. DPLL est une méthode de type
"choix+propagation”.

Exemple 2.7.Soit la formule suivante® = (—x1 V) A (—xg Vag) A(—z3 V) A
(—x1 V —zy4). La figure2.4 illustre 'importance de la propagation unitaire dans
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Algorithme 2.3 : DPLL
Données. F un ensemble de clauses
Résultat: vrai sila formule est consistantiux sinon
1 Début
F +— SIMPLIFICATION( F);
si (F=0)ou(L e F)alors retourner (F = () ou (L & F);
| «+— HeuristiqueDeBranchement (F);
retourner (DPLL(F A1) ouDPLL(F A —l))
Fin

(o2 &2 B~ (VI V]

une procédure®pPLL. En effet, dans le cas derLL (figure de droite) une décision
x1 Suivie de la propagation unitaire est suffisante pour réflaelécision d’affecter
x;avrai .Dans le cas de 'algorithme de Quine (figure de gauche), uissobre
a été développé avant de réfuter une telle décision.

Quine(sans propagation) DPLL (avec propagation)

FIGURE 2.4 — La comparaison entre la méthode de Quine etrde

L'exemple ci-dessous illustre le fonctionnement de I'aitjomeDpPLL sur I'ins-
tance de I'exempl2.2. Les branches issues de littéraux unitaires et purs ne asnt p
explorées.

Exemple 2.8.Considérons la formule de 'exem@®e2. L'arbre décrit par I'algo-
rithme DPLL pour I'ensemble de clauses est représenté dans la figugeb. Cet
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arbre n‘admettant pas de feuilles représentant 'ensemiile de clausesF est
démontrée inconsistante.

{ (0),(=bVe),(=bV=e) } { (bve),(=bVve),(—c) }
Branche coupée Branche coupée
19, (=) (ittéral uni-u (ittéral uni-u {0 h) }

= taire) taire) 4
cou-—c bou-b

Branche coupée Branche coupée
1 s . 1 s .
(littéral uni- (littéral uni-
taire) taire)

FIGURE 2.5 — Arbre de recherche construit par l'algorithora_L sur I'instance de
'exemple2.2

Par sa simplicité, la procédurerLL est I'une des plus utilisées pour résoudre
SAT et est actuellement la plus performante en pratique. Unt goirtial quant a
I'efficacité de la procédureprLL est le choix de la variable de décision qui est ef-
fectué via une heuristique. Cette heuristique de brancheagne incidence directe
sur la taille de I'arbre de recherche et sera présentée pldgtil par la suite (cf
2.5.3. De nombreuses améliorations ont été apportées a la pnecBeLL, elles
concernent généralement un ou plusieurs des points ssivant

1. Heuristigue de branchement : comment sélectionner lehpine variable a
affecter ?

2. simplification de la formule : comment simplifier la forre®
3. traitement des échecs : que doit-on faire en cas de cdhflits

2.5.3 Heuristigues de branchements

L'ordre dans lequel les variables sont assignées par umithige de recherche
est considéré depuis longtemps comme crucial. En effehrBade recherche ex-
ploré peut varier de maniére exponentielle en fonction dedie avec lequel les
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variables sont affectées ( ). De ce fait, une "bonne" heuristique
de branchement est déterminante pour l'efficacité d’'unrialgoe de recherche.
Cependant, sélectionner a chaque point de choix la varpiblgermet de conduire
a I'obtention d’'un arbre de taille minimal est aussi un péoiéNP-difficile

(2000).

Au vu de la complexité théorique pour I'obtention de la vialéede branchement
optimale, il apparait des lors raisonnable d’estimer les pitécisément possible a
I'aide d’'une heuristique cette variable plutét que de lxalar précisément. Cette
heuristique, pour étre efficace, doit permettre de dimitaudiauteur de I'arbre de
recherche. De plus, un compromis entre le temps nécessaiteo de la variable
et le nombre de nceuds économisés doit étre effectué. Enwefeheuristique trop
gourmande en temps, méme si elle réduit considérablemeiliéede I'arbre de re-
cherche, peut étre moins performante qu’une heuristiqaedmeip moins colteuse
en temps mais qui générera plus de nceuds.

s

Ces derniéres années de nombreuses heuristiques ont@éges dans la litté-
rature. Ces heuristiques fonctionnent en deux étapesaiere étape c’est le choix
de la variable a affecter. Lorsqu’une variable est choisrme point de choix, la
deuxieme étape consiste a choisir sa valeur de vérité.

Heuristique de choix de variables

Comme nous l'avons déja souligné précédemment, le choixheerlstique
pour un algorithme de typepPLL est d’'une importance capitale. En effet, un mau-
vais choix peut conduire a une exploration totale de I'adareecherche alors qu’un
meilleur choix permettra de tronquer certaines brancheares le meilleur des cas
nous ne parcourons qu’une unique branche. Nous distingy@méralement trois
types d’heuristiques de choix de variables : 1) les appelataxiques qui per-
mettent d’estimer le nombre de propagations résultantafeettation d’'une va-
riable ; 2) les approches prospectives (de type « look-akpgdi essayent de dé-
tecter et d’éviter de futures situations d’échecs ; 3) lgg@ghes rétrospectives (de
type « look-back ») qui essayent d’apprendre a partir destsiins d’échecs. Ces
trois classes correspondent, pour les deux premieres naébcaations apportées a
I'étape de simplification de la formule et pour la derniérdraitement des échecs.
Nous dressons ci-dessous une liste non exhaustive de gseaftggthodes pour cha-
cune de ces classes d’heuristiques.

Heuristiques « syntaxiques » Les heuristiques de branchements syntaxiques peuvent
étre vues comme des algorithmes gloutons dont le but estleetie@ner les va-
riables qui, une fois affectées, générent le plus de prdjmargapossibles ou per-
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mettent de satisfaire le plus de clauses. Toutes ces hguestsont basées sur
I'utilisation d’une fonction d’agrégation permettant gtemer I'effet de I'affecta-
tion d’'une variable libre. Parmi ces approches, citons :

BOHM : Cette heuristique, proposée [iar ( ), consiste
a choisir la variable qui, pour I'ordre lexicographique ximaise le vecteur de poids
Hi(x), Hy(z), ..., H,(x) avecH,;(z) est calculé de la maniére suivante :

H;(z) = a x max(h;(x), hi(—x)) + S x min(h;(z), h;(—z)) (2.1)

ou h;(z) est le nombre de clauses de tailleontenant le littérak. Les valeurs de
« et 5 sont choisies de maniere heuristique. Daisr ( ( ),
les auteurs suggerent de fixer= 1 et = 2.

MOM : Lheuristiquemom « Maximum Occurences in Clauses of Minimum
Size, » maximum d’occurrences dans les clauses de tailles mieg@st une des
heuristiques les plus simpleS. Proposée(air ( ), cette heuristique sé-
lectionne la variable ayant le plus d’occurrences dans leasses de plus petites
tailles. Une variable: est choisie de maniére a maximiser la fonction suivante :

(f*(@) + f*(m2)) x 28 + f*(2) x f*(-) (2.2)

ou f*(x) est le nombre d’occurrences du littératlans les clauses les plus courtes
non satisfaites. La valeur dg tout comme le fait de décider qu’'une clause est
courte, est donnée de maniére heuristique. Le choix de i@blaiici est motivé par

le fait qu'il favorise la propagation unitaire.

Exemple 2.9.Soit la formuleF = (—z1 V 22) A (mxe V 24 V nxg) A (21 V —25) A
(IL’Q V T4 V 1‘6) VAN (_|ZL‘2 V Ty V IL’G) N (1‘2 V —T5 V 1‘3)

Les clauses de plus petite taille étant:; v x5) et(x; V —z5) alors I'’heuristique
MOM choisira la variable; .

Cette heuristique a été améliorée a plusieurs reprisessayant par exemple
d’équilibrer les arbres produits par I'affectation d’unariable ( ( )

(1999, (1999, (1999).
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Jw :  Lheuristique de branchement proposée par ( )
est basée sur le méme principe que I'heuristispaav. Elle favorise la sélection
des variables apparaissant dans les clauses de petites. tai effet, la possibilité
gu’une variable soit sélectionnée par JW est inversemempioptionnelle a la taille
des clauses dans lesquelles elle apparait. Les autewdurgent deux heuristiques,

lesquelles sont analysées dars ( ), ( ), afin de four-
nir un poids aux variables. Le poids d'un littédatle 7 est calculé a l'aide de la
fonction suivante :
J)y= Y 27kl (2.3)
acF|lea

La premiére heuristique (JW-OS) proposeée consiste a g#leer le littérall
qui maximise la fonction/ (/) et la seconde (JW-TS) consiste a identifier la variable
x qui maximiseJ(z) + J(—z), et a affecter la variable a vrai, siJ(x) > J(—z),
et de I'affecter a faux sinon.

Heuristiques de type «ook-ahead » Les heuristiguestom et Jw sélectionnent
une variable en fonction de la situation courante lors dedaerche. Il semble plus
intéressant de sélectionner une variable en prévoyanvank® son influence sur
I’évolution de la recherche. Ainsi les heuristiques de typeok-ahead> sont ba-
sées sur ce principe. En outre, ces heuristiques consastatticiper le résultat de
I'affectation d’'une variable non encore affectée a l'aids dnéthodes de filtrages
(telles que la propagation unitaire). En d’autres termiss @révoient I'évolution
de la formule si une variable particuliere est sélectioretédfectuent une explora-
tion de I'arbre de recherche en largeur, localement et teamgment. Dans le cas
ou une contradiction est détectée pendant la simplificatione formuleF par le
littéral [, le littéral —I est propagé au niveau courant. De cette maniéere, le nombre
de variables éligibles pour le prochain choix de branchemestiréduit. Ce type de
méthodes fonctionnent surtout sur les problemes la ou l&agissage porte peu.
Dans la suite, nous présentons une liste sommaire d’hiewest de branchements
basées sur ce concept :

PU: Les heuristiqgues basées sur la propagation unitauer ( ),

( ), ( ) utilisent la puissance de la PU afin de sé-
lectionner plus précisément la prochaine variable a icganCette méthode per-
met, contrairement a I'heuristiqueoM, de considérer les propagations unitaires
produites en cascade. Pour chaque variable libde la formule, 7 et /" sont
calculés, la variable choisie est celle pour Iaqu|é!be‘; |+ |Vf‘iw| est minimal. Cette

méthode est plus discriminante, mais aussi plus colteles@m. Pour pallier ce
probléme, les méthodes qui I'exploitent réduisent sorsatilon & un sous-ensemble
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Chapitre 2. Méthodes de résolution

des variables non instanciées ou a la partie haute de I'debrecherchel(

(1999).

BSH : LheuristigueBsH (Backbone Search Heuris}iproposée par

( ) et implémentée dans le solvekicNFs est fondée sur la notion
de backboné. Plus précisément, I'heuristique proposée sélectionnevdeiables
ayant le plus de chance d’appartenirtzackbone Pour cela, le scorecore(x) =
BSH(z) x BSH(—x) de chaque variable non assignée est calculé et la variable
qui maximisescore(z) est sélectionnée comme prochain point de choix. La valeur
BSH d'un littéral [ est calculée a I'aide de I'Algorithm2.4 tels que :B(]) repré-
sente 'ensembléa, as, ..., «,} des clauses binaires tel qué < i < n le fait
de falsifier«; implique quel est satisfait; représente le compteur permettant de
contrbler le nombre de récursions possibleset!) (respectivementer(l)) donne
le nombre de clauses binaires (respectivement ternaiossggdant une occurrence
del.

Etant trés gourmande en ressources, cette heuristiqueuh@ae étre utilisée
avec un nombre important de récursions. Ce constat impligeele réglage du
compteur: est trés important. Afin de régler cette valeur de maniéreaayque,
les auteurs proposent de faire varier celle-ci en fonctierladhauteur du noeud
considére dans I'arbre de recherche. En effet, puisqudtias effectués en haut de
I'arbre ont un impact trés important sur la profondeur mayeeril semble cohérent
que la valeur de en haut de I'arbre soit plus élevée qu’en bas.

Algorithme 2.4 : BSH(F : CNF, i : entier,l : littéral)
114—1—1;
2 calculerB(7);
3 sii = ( alors retourner
(2 X bin(—u) + ter(—u)) x (2 x bin(—v) + ter(—w)) ;
(uvo)eB(})

retourner > BSH(—u) x BSH(—w);
4 (uVvv)eB(T)

Heuristiques de type «look-back » Les heuristiques de type «look-back » tirent
parti des échecs pour revenir a des points de choix persirfetelligent backtra-
cking) ou pour conserver une information clef provenant d’'ungenphase de re-
cherche et de déductions (enregistrememagpodu pondération des variables).

3. Un littéral appartient abackboned’'une formule si et seulement s'il appartient a tous les
modéles de la formule.
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Une méthode basée sur ce concept, consiste a pondérer ildammapparaissant
dans les derniers conflits. Cette approche permet, en pigticde focaliser la re-

cherche sur les parties difficiles du probléme. Parmi lesistiques s’appuyant sur
ce principe, nous pouvons citer :

pondération des variables conflits : I'heuristiquevsiDs (« Variable State In-
dependent Decading Susj proposée par ( ), est I'heuristique de
branchement la plus utilisée dans les implantations mededepPLL. Cette heu-
ristique associe un compteur a chaque variable appetleité Lorsqu’un conflit
survient, une analyse du conflit (&.4) permet de déterminer la raison du conflit
et les variables en cause dans ce conflit voient leur activiggnentée. Au prochain
branchement, la variable ayant la plus grande activitélest ahoisie comme va-
riable de décision. En effet, puisque celle-ci est la plugliguée dans les conflits,
elle est donc jugée fortement contraignante. De facon apééas, il est impor-
tant de signaler que la pondération des variables est deephisis forte au fur et
a mesure que le nombre de conflits augmente et I'activité deables est divisée
périodiquement par une certaine constante.

Le fait de pondérer plus fort les nouveaux conflits permetrdelggier les va-
riables recemment intervenues dans les conflits et le faltrdauer I'activité nous
permet d’éviter le débordement de mémoire.

Plusieurs travaux récents sur le problésag sont basés sur I'heuristiqusiDs.
Nous reviendrons plus en détails sur cette heuristique apitch suivant.

pondération des clauses conflits : cette approche proposée [ar
( ) est 'ancétre de VSIDS. Elle est issue du constat suivansglu’une clause
a été montrée insatisfiable dans une branche particulidfaree de recherche, il
est important que cette information ne soit pas négligééapsuite. Effectivement,
il peut s’avérer intéressant de chercher a retrouver aattmsistance le plus rapi-
dement possible dans les autres branches de I'arbre deckeh&ne maniere de
réaliser ceci est de donner une priorité plus importanteligi@gxaux apparaissant
dans la clause menant a I'échec. Pour cela, a chaque foiseuariable proposi-
tionnelle conduit a une inconsistance, la clause ayant @éman conflit voit sont
poids augmenter d’'une certaine valeur. Un des avantagesttieraéthode est de
pouvoir étre combinée facilement avec d’autres heurissgie branchement telles
queMoM ouJw. En effet, les poids induient sur les clauses peuvent étiefaent
transférés aux variables;

Heuristiques de polarité
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Une fois la variable choisie, il faut faire le choix de sa walde vérité (sa po-
larité). Ainsi, I'heuristique de choix de polarité qui eatdeuxiéme étape de I'heu-
ristique de branchement est aussi trés importante pouitiadeila recherche. Elle
n’est pas souvent évoquer dans la description des solgeurfuand une variable
est choisie comme un point de choix, il faut lui associer ualewr de vérité, ce
choix est important puisqu’il dirige la recherche. De parcbmplexité algorith-
mique, ce choix est effectué pour l'instant de mainiere iséique. Nous citons ici
quelques unes des plus connues :

false/true : Cette heursitique trés simple de phase consiste a toujffectea la
valeur de vérité fausse/vrat{/x) a la variable.

Jw : Cette heuristique proposée danisi( ( )) permet de selec-
tionner la polarité de la prochaine variable de branchematrtir d’'une mesure
qui prend en compte des informations sur le probleme (tailllombre de clauses
contenant la variable). Ici les auteurs proposent une immgiermettant de calculer
le score de chaque variable. Cette fonction est identiquel@ décrite lors de la
présentation de I'heuristique du méme nom (cf. equai@p;

progress saving : L'objectif de cette heuristique basée sur les polarités|idig-
raux, est d’empécher le solveur de résoudre une sous-fersatikfiable plusieurs
fois. Partant du constat que dans les solvaursL, les redémarrages et backjum-
ping peuvent conduire a la résolution répétitive des mémes-frmules|

( ) proposent d’enregistrer dynamiquement pour chaque
variable la derniére polarité utilisée pendant la recherces polarités mémori-
sées peuvent étre représentées comme une interprétatigoiete notéel. Ainsi,
chaque fois qu’une variable de décision est choisie, saifiothaffectation est choi-
sie dansZ (choisirx six € Z, —x sinon). De cette maniere, I'effort pour satisfaire
une sous-formule déja résolue auparavant sera capitdls®que permettant d’in-
tensifier la recherche, cette heuristique ne permet pasamesldiversification de la
recherche. Afin de remédier a ce problémesre ( ) propose de ne considérer
gu’une partie de l'interprétation

occurence : Le principal objectif de I'heuristiqueccurenceest d’équilibrer le

nombre de littéraux positifs et littéraux négatifs pourpettre d’effectuer plus de
résolutions. Elle a été proposée péa ( ) et a été implémentée
dans le solveurysaT. Dans ce solveur, le poids d'un littérakst mésuré par le
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nombre d’occurrencegocc(l) de celle-ci dans les clauses apprises (chaisir
#occ(l) > Focc(—l), =l sinon).

2.5.4 Analyse de conflits et retour-arriere non chronologige

L'algorithmeDPLL utilise une stratégie d’exploration avec un retour-aeriés-
sez simple (chronologique). En effet, lors d’'une detectierconflit, 'algorithme
remonte dans I'historique des affectations a la variabldézsion la plus récem-
ment affectée. Le retour-arriere chronologique est radatent efficace pour des
instancessAT aléatoires, en revanche il est assez insuffisant pour desoes in-
distrielles du fait de la non considération des raisons queatrainer le conflit. Ce
probleme est pallié grace a I'analyse de conflit qui permietedtifier les affecta-
tions qui sont a I'origine des conflits, et de remonter dahistibrique jusqu’a une
des causes du conflit (la variable en cause la plus récemrfiectéa). Ainsi, les
sous-arbres menant au méme conflit ne seront pas explotésriment. Ce proces-
sus permet d’effectuer un retour-arriere a un niveaw n sans nécessairement
essayer toutes les possibilités entre le niveau du condit le niveaun. Les al-
gorithmes de typ®PLL ont été largement étudiés et appliqués dans plusieurs do-
maines de I'lA, comme les problémes de satisfaction de asnascsP (

( ), ( ), ( )) les systémes de maintien de
vérité ATMS ( ( ), ( )), et en program-
mation logique £ ( )), etc. La principale différence entre ces algo-

rithmes résident dans les techniques utilisées pour asralgs échecs (I'analyse
de conflits) et pour éviter que la recherche ne conduiseiedti&ament a une si-
tuation identique. L'analyse de conflit fut introduite pdampremiére fois dans les
solveurssAT par l'intermédiaire dé ( ). Elle permet
d’inférer une clause dite de conflit qui résume les racinas donflit, c’est-a-dire
I'affectation de certaines variables qui conduisent itehlement a la dérivation de
la clause vidé ( ). Cette clause permet d’identifier la der-
niere décision dans la branche courante a I'origine du ¢oblti retour-arriére non
chronologique est ensuite effectué pour remettre la valewérité de cette variable.

Exemple 2.10.SoitF une formuleCNF définie comme suite :

( (c1) (aVD)
(c2) (bVe)
(c3) (—aV -z Vy)
F=1 (cq) (maVzVz)
(c5) (maV-zVz)
(cg) (maVazV-z)
| (c7) (maV-yV-z)
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Le fait d'un retour-arriere non chronologique est représelans la figure.6.
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{a=vrai ,z=vrai ,z=vrai }

. N . .
{a=vrai ,z=vrai Jy=vrai ,z=vrai }

FIGURE 2.6 — Un retour-arriére non chronologique.

etx = vrai

, ¢ = vrai
(clausecs). Ces

Les affectations de = vrai ,b = vrai

permettent de propager = vrai  (clausecs) et z = vrai
affectations et les propagations qui s’en suivent faldiftens les littéraux de la

clausec; qui devient vide. Dans cette situation, 'ensemble desctdfeons ayant
provoqué I'échec a savoffa = vrai ,x = vrai ,y = vrai ,z = vrai }
constitue I'ensemble conflit. Il faut noter dans cet exentple les littéraux et
¢ ne participent pas au conflit. L'algorithme essaie enstaigre valeur de vérité
de x. Supposons que I'algorithme détecte un nouveau conflitsagweir assigné

x a la valeur de véritéaux , et que I'ensemble des affectations responsables est
}. Une fois que toutes les valeurs de vérité de

{a=vrai ,z=vrai ,z=vrai
x ont été testées, le retour-arriere non chronologique dets ae faire au niveau

dea qui est assigneé taux et le processus recommence. Cette fois, on remarque
que l'algorithme est en mesure de sortir du conflit sans esday décisions inter-

médiaires etc.
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L'idée derriere le retour-arriere non chronologique estiquetour-arriere sera
effectué de maniere a ce que I'état des assignations sqit'iehe reste qu’un seul
littéral non assigné. Son but principal est de permettreobuesr d’éviter partielle-
ment le phénomeéne dit de «thrashing» (parcours répété deesgous-arbres)
Il peut toutesfois répéter les mémes erreurs plus tard ats abel la recherche.
Pour pallier a ce probleme, on ajoute des clauses explidesndisons des conflits
("nogoods"). Cette clause, plus généralement connue gonerh de clause ap-
prise est obtenue en prenant la négation du terme consauérnalyse de conflits
(mx1 V —zy ... —x,). Grace a elle, il sera possible de continuer les différeptes
pagations alors que cela n’était plus possible sans ellesi/& chaque fois q’'un
conflit est detecté, L'ajout de cettdause appris€learnt clausg

( ) G997, (2009,
( ) permet d’indentifier et d’ajouter a la formule initiale uause impliquée
par laformule. De plus conserver cette clause pour la saile iecherche permet de
découvrir par propagation unitaire des nouvelles implcest permettant s’esquiver
les conflits déja rencontreés.

2.6 SolveurssAT modernes

Nous donnons dans cette section une breve description tdesissAT mo-
dernes. Une description plus formelle sera donnée dansfatod suivant (cf cha-
pitre 3).

L'efficacité des solveursAT modernes est a l'origine des progrés impression-
nants observés ces derniéres années autour de la résphdimue d’'instancesAT
industrielles. Ces solveusT modernes ont été mis en ceuvre grace a une meilleure
compréhension de la nature de la difficulté des problémesphénomendeavy
tailed ( ( ; )), backdoor( ( )), etbackbone
( ¢ D)), a I'exploitation des propriétés structurelles des ins
tancessAT (i.e. dépendances fonctionnellgs( ( ))), & la mise en
ceuvre efficace des techniques d’apprentissage a particlless(

( ), @997, (2009),
( )), a l'introduction de nouveaux paradigmes algorithmg@e. la randomi-
zation et les redémarragesd ( ))), a la mise en ceuvre d’heuristiques
adaptatives dirigées par les conflitsri¢ ( )) et a la proposition de
structures de données paresseuseswatched literalg ( ),
( ))). Malgré ces progres certes impressionnants, ces gsleg toujours un
comportement global qui se doit d’étre relativise.

La figure2.7illustre un schéma général d’un solveaat moderne.
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(%)

Redémarrag

Simplifications

Analyse de conflits

Moteur DPL

Watched Litéral

\"£4

ar

Apprentissage

FIGURE 2.7 — SoleveusAT moderne

Les solveurssAT modernes | ( ),
( ), ( )) ne sont que le résultat d’'un subtil mélange de ces
principes au sein de I'algorithnerLL. Cependant, plusieurs travaux effectués sur
ces solveurs montrent que cette combinaison reste seasbtthangements mémes
legers.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différents paradigme résoudre de
maniére exacte le probléme SAT. Comme nous I'avons moritréds paradigmes
s’appuient sur une recherche arborescente et utilisentnd#isodes de propaga-
tion de contraintes afin de couper les branches ne pouvadticera une solution.
Ces approches reposent pour la plupart sur la procéoleire et sur une analyse
a partir des échecs rencontrés. Cette analyse de conflispptdntissage deo-
goodsqgui en découle permettent d’éviter de refaire plusieursi&Es mémes erreurs
dans I'arbre de recherche et d’apprendre une clause queserantradiction avec
I'état de I'arbre de recherche. Ces deux composants ont pksirgmenter signifi-
cativement la puissance des solvests tout en permettant aussi de résoudre des
problemesN P-complets. Le chapitre suivant est consacré a une desuriptus
formelle des solveursaT modernes.
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DANS CE CHAPITRE nous présentons les solveurs de tgpeL en se focalisant

sur leurs principales composantes. A savoir, le prétratentes structures de
données paresseuses, 'apprentissage, I'heuristiqyezdita, et pour terminer les
redémarrages. Avant de conclure, Nous faisons une brégemgstion des deux
types d’approches utilisées pour la résolution du probI8AE en paralléle.
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3.1 Architecture générale

Pour une bonne comprendre du fonctionnement des solvesis isar I'archi-
tecturecDCL, ansi que des interactions entre leurs differentes conmpesail est
important que nous puissions tout d’abord présenter liggctute générale de ces
solveurs.

Algorithme 3.1 : SolveurcbcL
Données. F une formule sous CNF
Résultat: SAT or UNSAT

1 A +— (; / = base de donnée de clauses apprises */
2 T, «— / = interprétation partielle */
3 dl <— 0 / = niveau de décision */
4 tant que (true)faire

5 | a «— PropagationUnitaire( FUATL);

6 | Si(a=null)alors

7 x +— HeuristiqueDeBranchement( FUATL),;

8 si (toutes les variables sont affectéa#)rs retourner SAT ;

9 [ «—ChoisirPolarité( x);

10 dl +— dl + 1;
11 7, %Ipu{(ldl)};

12 si FaireReduction() alors ReductionClausesApprises
L (A);
13 | sinon
14 sidl = 0 alors retourner UNSAT ;
15 B +—AnalyseConflit( FUAZ, a); / = une clause
apprise  */
16 bl +—AnalyseConflit( FUAZ, a); [* niveau de saut

arriere */

17 A<+— AUS;

18 RetourArriere( FUA,Z,bl); [+ mise a jour de I, */
19 si (FaireRedémarrage() ) alors Redémarrage( Z,,dl) ;

L'algorithme 3.1 définit le schéma général d’'un solveur de tygaecL. Un tel
solveur procede par décision+propagation. Un littéral égsion (lignes 7) est af-
fecté suivant une certaine polarité (ligne 9) a un niveauéésibn (/l). Si tous les
littéraux sont affectés, alofs est un modéle d& (lignes 8). A chaque fois qu’un
conflit est atteint par propagation unitaire (ligne 13-1P¢st possible de prouver
I'inconsistance de la formule (ligne 14) si le niveau de diéci est 0. Si ce n’est
pas le cas, umogood/ est calculé en utilisant une méthode d’analyse de conflits
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donnée (ligne 15), le plus souvent selon le schéma « Birsp (« Unique Impli-
cation Point » ( )), permettant de déduire qu’un littéralurait da
étre propagé a un niveau plus haut dans 'arbre de recheCeheiveau correspond
au niveau ddackjumpbl et est calculé en fonction dwogoods (ligne 16). Un saut
arriere est alors effectué a ce niveau et le littérakt propagé au nivedackjump
(ligne 18). Au bout d’'un certain nombre de conflits, les sargecDCL effectuent
des redémarrages (vdih ( ) par exemple) qui consistent a recommencer
une nouvelle recherche, en utilisant une nouvelle intéaioh, depuis la racine de
I'arbre de recherche (ligne 19). Afin d’étre efficace, la bdeseclauses apprises peut
étre réduite selon une heuristique lorsque celle-ci estidénée comme trop volu-
mineuse (ligne 12). Ces différentes composaRtepagation Unitaire, Heuristique
de Branchement, Apprentissage, Réduction de la base deseslapprises, Heuris-
tique de polarité, Heuristigue de redémarrage esont nécessairement corrélées.
Par exemple, I'heuristique de branchement et I'heuristide polarité dirigent la
propagation unitaire. La propagation unitaire va ensudtedaire I'apprentissage,
et 'apprentissage en revanche peut influencer I'affemtadies variables.

Afin de mieux comprendre les interactions entre les difffa®composantes d’'un
solveurcDcCL, nous présentons ces éléments dans un diagramme (voir Sdire

Simplification

formule simplifiée

heurlsthue
Propagation unitalr ,
‘ bag Redemarrage
Watched litérals \
heurlstmup
oint fixe
clause apprise conflit P décision

. o ) | Sélection variable |
Apprentissage Réduction clauses apprises ‘ Heuristique de Polaritb
clause vide générée interprétation compléte
‘ UNSAT ‘ ‘ SAT ‘

FIGURE 3.1 — Interaction des composantes d’un solv&nicL.
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Ce diagramme commence par une composante importante gdegarssiaT mo-
dernes qui est le prétraitement de la formule. Ce processpeatraitement est pré-
senté dans la section suivante.

3.2 Prétraitement de formules

Le problémesAT a été prouvéV P-complet ( ), c’est-a-dire que pour
une formule comportant variables tous les algorithmes connus a ce jour ont une
complexité enD(2") dans le pire de cas. Ce temps d’exécution dépend du nombre
de variables mais pas du nombre de clauses. En théoriergdduiombre de va-
riables implique une diminution de la complexité dans le pie cas. Cependant, en
pratique, le temps de calcul n’est pas entierement cortéloebre de variables.

Le nombre de clauses influence fortement les performancksptepagation uni-
taire ainsi que la fréquence d’apprentissage de clauses sdtburs-arriéres. Donc,
éliminer des variables en ajoutant des clauses ne garagiere accélération de la
résolution et reste problématique.

Les méthodes de prétraitement ont alors pour but de simdhfissrmule par
la réduction du nombre de variables si cette opération meurge pas la taille de
la formule. Des approches de prétraitement peuvent étaréegpen deux catégo-
ries. La premiére concerne des techniques qui conserveivagnce par rapport
a la formule originale, la deuxiéme garantie uniquemerguiéatisfiabilité. Des
approches telles que la propagation unitaire, la subsompti laself-subsumption
conservent I'équivalende ( ) et ne seront pas décrites dans cette par-
tie. Elles sont appliquées dans la plupart des algorithregsrétraitement

( ) et permettent de supprimer des clauses et des littéraoxdedts.

En plus de la propagation des littéraux purs et unitairesn@abreuses tech-
niques de prétraitement ont été introduites et utiliséasnPelles, nous citons ici :

Elimination de variables : L'élimination de variables, implémentée dansr&-
LITE ( ), ( ), est une technique qui
consiste a supprimer des variables de la formule initiake p@processeur a été
congu pour comprimer assez vite une formule CNF pour ne pasuét goulot
d’étranglement.

L'élimination d’une variable est obtenue par I'applicatide la résolution sur
toutes les clauses ou cette variable apparait. Cette tpehpeut entrainer la créa-
tion d’'un nombre exponentiel de nouvelles clauses (expeiathans le nombre
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de variables de la formule). Afin de limiter cette explosiombinatoire, les algo-
rithmes de prétraitement n’appliquent cette éliminatiaa gi la suppression d’'une
variable n'augmente pas la taille de la formule origianle.

La formule obtenue par élimination de variables par régmiute préserve pas
I'équivalence logique mais uniquement I'équivalence plausatisfiabilité.
( ) ont montré que tout modeéle de la nouvelle formule peut &aediie
pour obtenir un modeéle de la formule originale.

Elimination des clauses bloquées : Une clausex € F est dite bloquée si elle
contient un littéral bloqué. Un littéral € « est bloqué sva’ € F telle que-i € o/

la résolvante)[l, o, '] est tautologiqué ( ), ( ).
Les clauses bloquées sont des clauses redondantes. leuragion dans une for-
mule CNF permet de réduire taille de la formule initiale temtonservant sa nature
en terme de satisfiabilité. Cependant, cette éliminatiopanmet pas de conserver
I’équivalence de la formulg ( ). La suppression des clauses bloquées
est effectuée jusqu’a I'obtention d’un point fixe. Notongdjerdre de suppression
n'a aucune importance puisque la méthode est confluente ( ). De
plus, puisque supprimer I'ensemble des clauses bloquagms’de réelle influence
sur les performances des solveurs, les méthodes de mgtedit n'utilisent pas les
littéraux possédant de nombreuses occurrences ;

Elimination de clauses tautologiques dissimulées : Lélimination de clauses
tautologiques dissimulées, proposée lgar ( ), est basée sur I'exten-
sion des clauses par ajout de littéraux, appelés littérassindulés. L'ajout d’'un
littéral I’ € Lx a une clausex € F est possible stl € « tel que(l VvV =l') €
F \ {a}. Cette extension est appliquée jusqu’a I'obtention d’uimpiixe. Les au-
teurs montrent que si les clauses obtenues par I'ajout gldittéraux sont tautolo-
giques alors elles peuvent étre supprimées de la formulaleiNotons que I'ap-
plication de cette technique permet d’obtenir une formgi@\éalente a la formule
initiale ( ). Lajout d’un littéral dissimulé est 'opération opposeé d
self-subsumptioprésenté au chapitte

Elimination des équivalences : Selon la théorie de la complexité, le probléme
SAT étant exponentiel en fonction du nombre de variables deataifte, réduire leur
nombre permet d’augmenter la vitesse de résolution. Péectaér cela, une mé-
thode simple consiste a supprimer les littéraux équivaldé tels littéraux peuvent
étre détectés simplement par la recherche de cycles danapgkegd’'implications
obtenu a 'aide de clauses binaires de la formule. Une auttbade permettant de
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trouver les équivalences consiste a utiliser la techniguerdbing et a comparer
I'affectation des littéraux.

Probing :  Le probingest une technique, proposée par

( ), permettant la simplification d’'une formule par I'applicen de la propaga-
tion unitaire sur les deux polarités d’'une méme variabls.digeurs proposent trois
approches permettant d’extraire des informations degarétations partielles ainsi
obtenues. La premiére consiste a vérifier que I'applicatmhune des deux polari-
tés ne conduit pas a une interprétation incohérente, ceequniqgi le cas échéant de
propager I'un des deux littéraux. Afin d’illustrer les deuxras méthodes. Consi-
dérons une formuler, une variabld de 7, 7, = (F;)* etZ; = (F;)* les deux
interprétations partielles obtenues par I'applicationaleropagation unitaire. La
seconde approche consiste a propager les littéraux qurappant dans les deux
interprétations partielles. En effet, supposons.gueZ; N Z_; alorsF | (x V) et
F E (x Vv -l)*etdoncF | x. La derniére approche est celle qui nous intéresse
puisqu’elle permet de détecter des équivalences. Pouricsl#fit de vérifier s'il
n’existe pas de littéraux apparaissant de maniére compi@ne dan<; etZ_,. En
effet, soitz tel quez € 7, etz € Z_, alors(l = z) et (-l = —x) etdonc(l < x);

Vivification : Vivification proposée par ( ) est une technique
visant a raccourcir les clauses de la formule. Elle consistgpprimer des littéraux
de la clause en se basant sur la propagation unitaire.

La réduction d’'une clause = (I; VI, V- --V1,) de F est obtenue en appliquant
la propagation unitaire sur les littéraux complémentaiies jusqu’a obtention de
I'un des cas suivant :

1. Fi(—t,~ds,...—1;} F+ L aveci < n. Dans ce cas la clausepeut étre rempla-
cée par la clause’ = (I; V Iy vV --- Vv 1;). En effet, puisque l'interprétation
{=l1, 1y, ..., —l;} falsifie F, la clausen’ peut étre ajoutée a la formule ini-
tiale. Commey’ subsumey, il est possible de remplacerpara’;

2. Fi{als o, -} =+ ljtelquel; € aeti < j < n.lci, le fait QUeF (-, .. —1,} Fx
l; nous permet d'inférer la clausé = (I, V I, V --- V [; V [;) laquelle sub-
sumea. De la méme maniere que pour le premier cas, la claugeut étre
remplacée pat’ ;

3. Fi{ls a1} =+ I telquel; € aeti < j < n.Dans ce cask|(—i, .. 1} P«
—l; nous permet d'inférer la clausé = (; VI V- -V [; V —l;). Puisqueg/
self-subsume il est possible de remplacer la claus@arn[l;, o, o].

4. SiF; .« walorsFa-, =+ L etdoncF . (-l V)
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Ce role primordiale des techniques de simplifications ardmré inconstesta-
blement au succes des solveurs SAT modernes. Ce qui a oneuire voie
de recherche visant a utiliser ces techniques pendant henewe. En effet, pen-
dant le processus de résolution la formule originale seugt transformée a cause
des clauses apprises de facon générale et des clausesesrd@imaniéere particu-
liere. Des lors appliquer les différentes techniques deliication citées aupara-
vant aprés I'apprentissage de clauses unitaires permmgtiaer la résolution du
problémesAT.

Un autre probléme posé par la résolution pratique du probkmn est celui de
la gestion mémoire de la formule pendant la recherche dé¢i@ollPour résoudre
ce probléeme, les solveusT utilisent les structures de données paresseuses pour
modéliser en mémoire la CNF permettant ainsi de mettre ebjeamcoup moins de
clauses. Une description de ces structures est faite daestian suivante.

3.3 Structures de données paresseuses (“Watched li-
terals")

Comme nous I'avons souligné dans les sections précédé&npespagation uni-
taire est un processus fondamental des solvesrsmodernes. En efffet, 'expé-
rience a montré que les solvewsTt passent I'essentiel de leur temps a la propaga-
tion des clauses unitaires. Afin d’améliorer I'efficacitéptocessus de propagation
untaire, de nombreux progres algorithmiques ont été effsotes dernieéres années,
le principal est sans doute celui proposé pas ( ).

Les auteurs introduisent une structure de données diteeggmurse » qui permet
un traitement de la propagation unitaire d’'une complexigy@mne sous-linéaire.
En effet, la constatation est d’autant plus évidente quttéral ne peut étre propage
tant qu’au moins deux littéraux de cette clauses ne sontffadés. Les auteurs
ont proposé donc de garder deux pointeurs sur deux littédaughaque clause,
appelés avatched littérals>. A chaque fois que I'un de ces littéraux est affecté a
faux le pointeur est déplacé vers un autre littéral qui nfeest faux. Lorsque les
deux littéraux pointent le méme littéral, cela implique gedittéral est unitaire et
pourra étre propageé. Lintérét de ces structures est dpeltds permettent d’un coté
de capturer la propagation unitaire efficacement et derBade ne visiter que les
clauses concernées par les affectations actuelles. Qagss permettent également
d’éviter défauts de cache.

DansPicosat ( ), 'auteur propose de fixer les deux pointeurs sur les
deux premiers littéraux de chaque clause. A chaque foisngdé@ices deux litté-
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raux devient faux, au lieu de déplacer le pointeur, le saleberche dans le reste
de la clause un autre littéral non affecté a faux et effeche permutation. L'un
des avantages majeurs de cette structure se situe en séé&apae parcourir, lors
d’'une affectation d’un littérak, que les clauses dans lesquehes est pointé. Il
est également important de noter qu’aucune mise a jour n&stssaire lors du
retour-arriere.

— commencons par considérer 'interprétatienr, } :
FAEAEAEN

EIEAENEN
=

— supposons que l'interprétation maintenant{est;, ~x3} :
o] 22 o] o] (o [ [l

/]\
— supposons que l'interprétation maintenant-est, —x3, -y :

EAEAENEN

—

EAEAENEN
1 x4 est propagé

Cette structure de données paresseuse possséde tout deqo@ques incon-
vénients : Etant donné que les clauses ne sont pas considinég leurs intégra-
lités, l'utilisation d’heuristiques syntaxiques n’esuplpossible car ils requiérent
une connaissance compléete de l'instance apres affeqtsticdous perdons de I'in-
formation au profit de la vitesse. Seules les heuristiquemséques peuvent étre
appliquées avec les structures de données paresseustactars du probléme
n'étant pas connue.

=

3.4 Apprentissage de clauses : analyse de conflit ba-
sée sur I'analyse du graphe d’implications

L'apprentissage des clauses est une des caractéristaguglsls importantes des
solveurssAT basés sur I'architecturepcL. Elle permet d’apprendre de nouvelles
clauses en cours de recherche, ensuite d'utiliser au maxitautes les informa-
tions apprises dans I'espoir d’'améliorer le temps de retteerC’est la principale
différence entre les procédureBLL etcDCL. Les nouvelles clauses apprises étant
généralement en contradictoire avec I'état de I'arbre deaeche, au cours de la re-
cherche, chaque fois qu’'une de ces clauses est appriselMeaISsAT réalisent un
retour arriere non chronologique afin de s’assurer qu’angon de ces littéraux
soit vrai. Le retour-arriere non chronologique permet dueso d’éviter partielle-
ment d’étre soumis au « trashing » c’est a dire de redécolegimémes incohé-
rences un grand nombre de fois. Mais il peut toutefois rédétemémes erreurs
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dans le futur. La combinaison de ces techniques assure @pagmtion unitaire
d’étre plus robuste a chaque apparition d’'un nouveau catffiermet au solveur
de ne pas répéter les mémes échecs. L'apprentissage desscdgpartir des conflits
est effectué via un processus appealéalyse de conflifgjui est langé dés I'appari-
tion d’une clause falsifiée durant le processus de propagatitaire. L'analyse de
conflit vise a expliquer I'échec en analysant la trace de dg@gation unitaire sur
un graphe connu sous le nomgi@aphe d'implications

3.4.1 Graphe d'implications

Le graphe d'implication est un graphe dirigé acycligpag). C'est une struc-
ture de données centrale dans les solveorsL. || mémorise I'interprétation par-
tielle en cours de construction ainsi que les implicati@it®. Pour effectuer cela,
un nceud est associé a chaque littéral affecté a vrai paerfirétation courante.
Ensuite, une aréte entre un nceudt un nceud, est créée si l'affectation de a
vrai a impliqué l'affectation dey a vrai ¢ € exp(y)). Formellemendt, le graphe
d’'implications se définit de la maniére suivante :

Définition 3.1 (graphe d’'implications) SoientF une formule e une interpréta-
tion partielle. Le graphe d’'implications associéfaetZ est§ = (N, A) tel que :

— N = {z € 7}, c’est-a-dire un noeud pour chaque littéral fiede décision ou
propagé;
- A={(x,y)telquexr € Z,y € T etz € exp(y)}.

Exemple 3.1.Soit la formuleF suivante :

a1 =x1 V &y ay =23V 5V g ay = —Zg VgV I Qg =2T12 V Ty
Qo = 1Ty V iy a5 = TgVrr Vg ag=xgV 1V lis Q1 = T2V gV Tis
a3 ="V sV xs ag="T4VIgV Iy Qg =TioV T3 Q1 = T3 V x4 V g

13 = 14 V 15 V T16
1= {((—GCD, SC%, _'x£13>7 <(ZCZ), _|SC§, I%>, <(—|I$), _|$Cg, _'$3>, <(_'x4110)7 xillv _'xéll27 _'xéll?ﬂ xil47 xil57 xil6>}
est l'interprétation partielle obtenue par propagation @eséquence de décisions
(—xy1, x4, 7, 7T10). LE Niveau de décision courant est 4. Nous représentons en
rouge (respectivement vert) les littéraux de la formulsifas (respectivement sa-
tisfaits) par l'interprétationZ. L'interprétationZ falsifie la formule (clausev,s).
La figure3.2représente le graphe d’implications obtenu a partir8est de l'inter-
prétationZ.
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Niveaul : Niveau?2 Niveaud Niveaud

i Ty —r7 10

FIGURE 3.2 — Graphe d’'implication obtenue a partir de la formul€iatdrpréta-

tion partielle de I'exempl@&.1 Les noeuds de décision sont affichés en haut et sont
représentés par des nceuds carrés. Les nceuds cerclesmgmigles littéraux af-
fectés par propagation unitaire. Pour chacun d’entre euglause responsable de
cette affectation est annotée. Le conflit se trouve sur liabierz .

3.4.2 Geénération des clauses assertives

Dans cette section, nous définissons formellement le sclilbmpprentissage
classique utilisé dans les solvewsaT modernes. Dans les définitions suivantes,
nous considerons une formule CNFZ une interprétation partielle telle qU&|7)* =
1 etg = (N, A) le graphe d'implications associé. Supposons que le niveaiéd
cision courant estn, puisque I'on a atteint un conflit, le graphe d’implicatidhs
comporte deux nceuds représentant deux littéraux comptéires) notons, -z,
on aniv(z) = m ouniv(—z) = m. Alors il est possible d’analyser le graphe afin
d’extraire les littéraux responsables de ce conflit. Gédaeérant, cette analyse est
basée sur le schémapr (Unique Implication Point Un uip est un nceud du ni-
veau de décision courant qui domine les deux sommets comdapt aux littéraux
conflictuels. Formellement, nous avons la définition suisan

Définition 3.2 (nceud dominant un niveaupoientF une formule,Z une interpré-
tation partielle et = (N, A) le graphe d’'implications généré a partir d€ et Z.

Un nceudr € N domine un nceug € N si et seulement siiv(x) = niv(y) et
Vz € N, avecniv(z) = niv(x), tous les chemins couvrenety passent par.

Exemple 3.2.Considérons le graphe d'implications associé a I'exentple Le
nceud-x,, domine le nceud, s tandis que le nceud, ne le domine pas.

Définition 3.3 (point d’'implication unique @iP)). SoientF une formule,Z une
interprétation partielle conflictuelle €@ = (N, A) le graphe d’implications généré
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a partir de 7 en fonction deZ. Le nceudr est un point d’'implication unique si et
seulement st domine le conflit.

Remarque 3.1.Les uiP peuvent étre ordonnés en fonction de leur distance au
conflit. Le premier point d’implication unique{UIP pour « First Unique Impli-
cation Point ») est UIP le plus proche du conflit tandis que le dernigiP (L-uiP
pour « Last Unique Implication Point ») est le plus éloign@st-a-dire le littéral

de décision affecté au niveau du conflit.

Exemple 3.3.Reprenons le graphe d'implicatio§s= (N, A) généré dans I'exemple
3.1 Les nceudsxi,, 111 €t —x1o représentent respectivement le premiew, le se-
condulp et le dernierulp.

La localisation d’uruip permet de fournir une décision alternative provoquantle
méme conflit. A 'heure actuelle, les prouvesst modernes utilisent pour la plu-
part la notion de=-ulP afin d’extraire umogood ( ). Cette clause
est générée en effectuant des résolutions entre les cleesgmmsables du conflit
(utilisées durant la propagation unitaire) en remontamisda graphe d’'implica-
tions de la clause falsifiée vers la variable de décision dnigleniveau jusqu’a
I'obtention d’une clause contenant un seul littéral du garniveau de décision
(I"'uipP). Ce processus est nommeé preuve par résolution basée sonféts :

Définition 3.4 (preuve par résolution basée sur les conflig)ient” une formule
et Z une interprétation partielle conflictuelle obtenue par pagation unitaire.
Une preuve par résolution basée sur les confht®est une séquence de clauses
(01,09, ...,04) qui satisfait les gonditions suivantes :

— 01 = [z, raison(z), raison(—z)], tel que{z, -z} est un conflit;

— pour tout: € 2.k, o; est construit en sélectionnant un littéral € o,
pour lequelraison(y) est défini. On a alorg € o0, 1 ety € raison(y),
deux clauses pouvant entrer en résolution. La clawsest définie comme
oi =Ny, oi_1, raison(y)]

— Enfin,o;, est une clause assertive.

Notons que chaque, est une résolvante de la formute: par inductiong; est
la résolvante entre deux clauses qui appartiennefit pour chaque > 1, o; est
une résolvante entre_; (qui, par hypothése d’induction, est une résolvante) et une
clause deF. Chaquer; est aussi uimpliquéde F, c’est-a-dire F | o;.

Ce processus permet d’obtenir une clause qui ne posséde sgililittéral du
niveau de décision courant. Cette clause que 'on nommeelassertive est définie
formellement comme suit :
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Définition 3.5 (clause assertive)SoientF une formuleZ une interprétation par-
tielle obtenue par propagation unitaire et le niveau de décision courant. Une
clausea de la forme(S V x) est dite assertive si et seulementZgi) = L,
niv(z) = m etVy € B,niv(y) < niv(x). Le littéral z est appelé littérabsser-
tif .

Il est important de souligner que dans le cadre des solsamrsnodernes, les
littéraux utilisés pour la résolution lors de la génératiume preuve par résolution
basée sur les conflits sont uniguement des littéraux dueatemiieau de décision.
De plus, le littéral assertif obtenu a partir de la clauseris® générée par le biais
de ce processus est un point d’implication unique (c’estoegssus qui est effectué
par la fonctionanalyseConflit ). Afin d’obtenir unrF-ulp, il est nécessaire que
la preuve par résolution soit élémentaire, ce qui est dédimméllement comme
suit :

Définition 3.6 (preuve élémentaire)SoientF une formule,Z une interprétation
partielle obtenue par propagation unitaire & = (o, 09, ...0,) une séquence de
résolution basée sur les conflits. La séquence de résol®iest élémentaire si et
seulement sfli < n tel que(o, 09, ...0;) Soit aussi une preuve par résolution
basée sur les conflits.

Exemple 3.4.Considérons de nouveau la formuteet l'interprétation partielleZ
de I'exemple8.1 La preuve par résolution basée sur les conflits est la suézan

o1 = nlrig ong, 03] = xiy Voaf, Vo

02 nas, o1, a1] = —adVai, Vi Voal,
o3 = nlwi, 00,09 = —afVal, Vi,

oy = nlrs, 03,010 = —x2Val,

o5 = nlrg,oqas] = —afVadVvoal

06 = nlrn,os,q7 = —agVagVal

Les littéraux assertifs des clauses assertiugss; etog représentent respectivement
le premierulip, le secondJiP et le dernierulp.

La clause assertive correspondantlat UIP ainsi générée est apprise par le
solveur et permet non seulement d’éviter a I'avenir d’atle2 a nouveau cet échec,
mais aussi d’effectuer un retour arriére. En effet, la cisgaance de cette clause fal-
sifiée permet d’affirmer que le littéral assertif doit étregagée plus tét dans I'arbre
de recherche. Ce calcul effectué a I'aide de la fonat@lculRetourArriere
est basé sur la propriété suivante :

Propriété 3.1 (clause assertive et retour arrier&oienta = (f V x) une clause
assertive déduite a partir de I'analyse du conflit tel que max{niv(y) tel que
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y € B}. Il est correct d’effectuer un retour arriére au niveaet de propager le
littéral .

Exemple 3.5.Considérons la clause assertive= (—z2 \V z{,) générée a partir de
la formuleF et l'interprétation partielleZ de 'exemple3.1 Le niveau de backtrack
calculé a partir de cette clause est égaRaet l'interprétation partielle obtenue
apres avoir effectué un retour arriere au niveaat avoir propage le littéral assertif
est7 = {<<_'x%)7 SC%, —|ZC§>, <(x421>7 _'xgv SC%, l’%2>}

Dans la littérature, plusieurs travaux supplémentairesposur le schéma d’ana-

lyse de conflit ont été proposés. Parmi ces travaux, nousopsueiter ceux de
( ) ou les auteurs proposent une extension du graphe d’'impli-

cation. Cette extension est obtenue en considérant lessdaui proviennent de la
partie satisfaite de la formule. Ces clauses sont hab#melht ignorées par I'ana-
lyse du conflit. Une autre approche qui a été proposéelpér ( )
cherche a améliorer la hauteur du saut en effectuant unrratdgare a un niveau
de décision inférieur a celui proposé par la clause assegtia affecter et propa-
ger 'ensemble des littéraux de celle-ci. Bien d’autresrapipes
( ), ( ), ( ) permettant d’autres formes
d’extensions ont été proposées.

Comme nous I'avons souligné plus haut, la clause asseénérge a partir de
I'analyse de conflit permet de capturer une implication ngega un niveau plus
haut de I'arbre de recherche. Cependant il a été demonteldditérature qu'’il
existe d’autres implications manquées qui ne peuvent pasiétouvertes par les
clauses assertives. En effet, pour générer la clauseigssart cours du processus
d’analyse de conflit, 'on passe par plusieurs clausesnmédiaires falsifiées parmi
lesquelles celles contenant uniquement deux littérauxivlean de décision cou-
rant. Dans (¢ ) les auteurs proposent d’apprendre au
cours de I'analyse de conflit une nouvelle classe des cldals&®es contenant uni-
quement deux littéraux du niveau de décision courant. Gessek appelées clauses
bi-assertives classiques qui sont plus courtes permettecapturer les implica-
tions manquées par les clauses assertives. Elles sonéeedn suivant le méme
processus de dérivation que celle utilisée pour générdalese assertive. Cepen-
dant, il existe d’autres implications manquées qui ne pelgas étre exprimées
pas les bi-assertives dérivées du graphe d'implicatiorsiamnt la méthode clas-
sigue de dérivation de la clause assertive. Dés lors, latignede trouver d’autres
clauses permettant de capturer les implications manqueesuss du processus de
propagation untaire a partir d’'un graphe d’'implicationsteeencore ouverte.

Nous proposons au chapitéeune nouvelle méthode d’analyse de conflit per-
mettant de dériver une nouvelle classe de clauses bi-aesaytii tendent a étre plus
courtes et capturent plus d’'implications que les claussasdertives classiques.
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Les clauses générées a partir du schéma d’analyse de csoifiitstockées dans
une base appelée base de clauses apprises. Cependant ke nesiclauses gé-
nérées peut étre exponentiel. Dés lors la mémoire et la gatipa unitaire se re-
trouvent affectées par I'explosion du nombre de clausesr Ronédier a cela, la
base de clauses apprises dans les soh&aarsnodernes est régulierement réduite.
La stratégie de réduction de cette base est généralemeatedémmme suit : a
chaque clause apprise est associé un score (selon un cpieidentifie son im-
portance). A chaque réduction, les clauses sont triées kmloscore et les clauses
considérées peu importantes sont supprimées de la badadssscapprises. Néan-
moins, cette stratégie est heuristique et peut amener aiswgyles clauses essen-
tielles pour la suite, ce qui peut s’avérer dramatique. Eet,efonserver un grand
nombre de clauses peut dégrader I'efficacité de la progagatiitaire, mais en sup-
primer trop peut affaiblir la puissance de I'apprentissd@&gr conséquent, identifier
les bonnes clauses apprises (c’est-a-dire importantesl@gqareuve), définir une
bonne fréquence de nettoyage et le nombre de clauses agps8s@primer sont de
véritables challenges.

Plusieurs travaux portant sur les criteres d’évaluatiotadpialité d'une clause
apprise ont été proposés. Dans la section suivante, nosentofis quelques uns
des ces criteres.
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3.5 Heuristiques de réeduction de la base de clauses
apprises

L'analyse de conflits et I'apprentissage ont apporté dediaragons signi-
ficatives sur I'efficacité de I'algorithmePLL ( ).
Cependant, comme le font justement remarquer plusiewaitxail est nécessaire
de gérer I'accroissement de la base de clauses apprisesjae de ralentir consi-
dérablement le processus de propagation unitaire ( ). Pour
éviter cela, tous les solveushT modernes réduisent la base de clauses apprises
(reductionClausesApprises ) a l'aide d’une fonction heuristique.

Algorithme 3.2 : Stratégie de réduction

Données. A L'ensemble de clauses apprises de taille
Résultat: A’ Lensemble de clauses apprises de taill@

1 sifaireReduction() alors

2 | TrierLesClausesApprises ; / = Selon les criteres
définis */

3 | limit =n/2;

4 | ind=0;

5 | tant que ind < limit faire

6 clause = Alind] ;

7 Si clause.size() > 2 alors

8 | EliminerLaCLause ;

9 sinon

10 | GarderLaClause ;

11 retourner A ;

L'algorithme 3.2 présente le schéma d’une stratégie de réduction.

Généralement, les stratégies de réduction de la base deeslapprises pro-
cedent en trois parties :

3.5.1 Clauses a conserver/enlever (lesquelles ?)

la premiere et aussi la partie la plus étudiée, consisteuagrales criteres pour
juger de la qualité des clauses. La plupart des approcheg@nt systématique-
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ment les clauses de taille deux et les clauses considérgeseaaison d’un littéral
propagé au moment de I'appel a la fonction réduction. Pooasedes clauses bi-
naires, le faite de les conserver par défaut peut étre expligr le faite que les
solveurs SAT modernes ont un comportement polynomial sufdlenules consti-
tuées uniquement de clauses binaires. En ce qui concertlialsgs raisons ce n’est
pas par soucis d’efficacité mais plus par nécessité qu'stliesconservées. En effet,
supprimer une clause apprise intervenant dans le procdsgu®pagation unitaire
ne permet plus d’assurer la construction du graphe d’irapbias et par conséquent
I'analyse de conflits.

Dans la littérature, divers criteres ont été proposés péfinid quelles sont les
clauses susceptibles d’étre pertinentes pour la suite ekeleerche. Parmi ces cri-
téres, trois ont montré des résultats pratiques intéresdampremiére, la plus popu-
laire, est basée sur la notion fikst fail. Ce critere, basée sur I'heuristiqueiDs,
considére gu’une clause souvent impliquée dans les coeflitfugée plus perti-
nente. Le second est baseé sur la mesure proposéé\ddns ( )
et appeléaBD (Litetal Block Distancg Le troisiéme critére appeksm a été pro-
posé dans ( ). Nous donnons plus de détails sur ces criteres
dans la suite.

vsSIDS : Dans le solveumINISAT ( ) une activité est asso-
ciée a chaque clause apprise. Cette activité est calculéedéme maniere que
I'heuristique de choix de variablesiDs qui sera présentée dans la section sui-
vante. Elle consiste a augmenter le poids des clauses indgligdans le processus
d’analyse de conflits. Afin de privilégier les clauses récemintouchées, comme
pour I'heuristique de choix de variablsIDs, il est nécessaire de tenir compte de
leur &ge. Pour effectuer cela, le solveur gere deux vasahle: initialisée al et
decay < 1. Lorsgu’une clause est utilisée dans le processus d’andg<onflits,
I'activité de celle-ci est augmentée de la valéur. Ensuite, aprés avoir mis a jour
I'activité de I'ensemble des clauses ayant participéesoafiit; la variableinc est
augmentée telle quac = inc + decay.

LBD : Le second critére est basé sur une mesure identifiée/dais

( ) et appeléaBD dans ( ). Initialement, cette me-
sure correspond au nombre de niveaux différents intertatears la génération de
la clause apprise. Formellement la valeBb d’une clause se calcule comme suit :

Définition 3.7 (distanceLBD (« Literal Block Distance»)). SoientF une formule,

« une clause ef une interprétation partielle associant un niveau d’afégin a
chaque littéral dex. Alors la valeur de.BD de« est égal au nombre de niveaux de
décision différents des littéraux de la clause
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Dans ( ), les auteurs montrent expérimentalement que
les clauses ayant une faible valeurid® sont importantes pour la suite de la re-
cherche. Partant de ce constat, ils proposent d'utilisiee ceesure afin de donner
un poids aux clauses apprises. Pour cela, lorsqu’une cemiggnérée par analyse
de conflits son score est initialisé avec la valeurgle courante, c’est-a-dire calcu-
|ée par rapport a I'interprétation courante. Ensuite, aabdois qu’elle est utilisée
dans le processus de propagation unitaire son poids es dass le cas ou la nou-
velle valeur da.BD calculée vis-a-vis de I'interprétation courante est iigfiére a la
valeur actuelle.

PSM: Le troisieme critere est basé sur une mesure proposée par
( ). Cette mesure est basée sur la notiorpd®ress saving

( ), elle est dynamique et correspond a la distance de hamming e
I'interprétation courante et les polarités des variabke$adclause apprise. Formel-
lement la valeur desm d’une clause se calcule comme suit :

Définition 3.8 (mesurersn). Etant donnée une clauseet une interprétation com-
pleteZ représentant 'ensemble des polarités associé a chaquablar nous défi-
nissonsMz () = |Z N al.

Dans ( ), les auteurs montrent expérimentalement que les
clauses ayant une faible valeur dem sont importantes pour la suite de la re-
cherche. De ce constat, ils proposent d'utiliser ce craired’estimer I'importance
de la clause apprise. Les valeursrdav pour chaque clause apprise sont calculées
et ajustées a une certaine fréquence.

La plupart des solveurs SAT de I'état de I'art gardent systé@mement uni-
quement les clauses binaires, tandis que pour les clausedielsupérieure a deux,
plusieurs mesures sophistiquées de pertinence ont étéggreppour predire la qua-
lité des clauses plus pertinentes. Ainsi, différentes ém@ntations de solveusaT
CDCL sont proposées chaque année a la compégtonchacune utilisant les me-
sures de pertinence décrites ci-dessus pour prédire laéndes clauses susceptibles
d’étre pertinentes pour la suite de la recherche. Ces imgiéations sophistiquées
augmentent la difficulté & comprendre ce qui est essentiet dgli n’est pas.

Dans le chapitr&, nous révisitons les différentes stratégies proposées ldan
littérature pour mesurer la pertinence de clauses. Ensuites proposons plusieurs
stratégies de suppression statiques et dynamiques baségpasrtinence, qui nous
permettent de garder les clauses apprises qui sont plusptildes de couper des
branches au sommet de I'arbre de recherche.
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3.5.2 Fréguence de nettoyage (quand ?)

Il découle de la section précédente que la base des clauggsespdoit étre
constamment néttoyée au cours de la recherche. Il est dpurtamt de savoir la
fréequence avec laguelle cette base doit étre nettoyée.

Cette fréquence étant calculée de maniére heuristiquetidorfaireReduction )
doit étre bien gérée. En effet une mauvaise gestion de aattéede pourra conduire
a rendre le solveur incomplet. A I'opposé de la méthodeL, I'approchecbcL a
besoin des clauses apprises afin de se souvenir de I'espaeeh#gche qu’elle a
déja exploré. Ceci implique que la suppression d’'une clappeise peut amener le
solveur a parcourir plusieurs fois le méme espace de reoheidin de pallier ce
probléme et de garantir la complétude de la méthode, il estss@ire que l'inter-
valle de temps atteigne une taille telle que I'ensemble eses apprises pouvant
étre générées dans cet intervalle permet d’assurer lartaison de I'algorithme
quelgue soient les clauses supprimées préecédemment.llActaat dans la litté-
rature, deux approches sont principalement utilisées gérer cet intervalle. La
premiére approche dont la stratégie consiste a appelentdido de réduction de
la base de clauses apprises une fois que la taille de cedlitedmt un certain seuil
a été implémentée damaNISAT ( ). La deuxiéme approche
implantée dans le solveG1L.UCOSE ( ) consiste a réduire
la base de clauses apprises lorsque le nombre de conflitsuotdepuis le dernier
nettoyage est supérieurd@00 + 300 x = ou z représente le nombre d’appels a la
fonction de réduction.

3.5.3 Nombre de clauses a conserver/enlever (combien ?)

Un autre probleme souligné par la gestion de la base deseslagprises est
celui de savoir le nombre de clauses a enlever. En effet, ldgispart de solveurs
SAT modernes, lorsque la fonction de réduction est appeléesdimmble des clauses
apprises est trié suivant différents critéres et un un icesieuil est calculé a partir
des criteres utilisés (par exemple dansISAT, un seuil est calculé par le compteur
d’augmentation et la taille de la base est définie). Enslatenoitié des clauses
estimées comme moins importantes plus les clauses qui svatiurs en dessous
du seuil sont supprimées.
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3.6 Heuristiques de choix de variables de branche-
ment (VSIDS)

L'évolution des heuristiques classiques a été marquéegpgudrition d’heuris-
tigues dynamiques dirigées par les conflits et dont le co@httril est négligeable
et qui présente la particularité d’étre indépendantesidietprétation courante.

Dans ( ), les auteurs proposent d’associer une actigité
chaque clause. A chaque fois qu’un conflit est détecté (un littéral et sompte-
mentaire ont été capturé par la propagation unitaire). leesx dlauses impliquées
dans le conflit voient leurs activités incrémentées. Emslaictivité du littéral a
choisir est calculée en modifiant I’heuristiqu@ comme suit :

— J(z)=H(x)+ H(-x) + a x H(x) x H(—x)
- H(:C) = Z 6@*27‘(:'-

ceF,x€c
L'activité d’un littéral se trouve donc liée a ces occurrenaans les clauses
réduites, mais aussi via I'activité dea son apparition dans les conflits. Cette heu-
ristique est 'une des premieres a associer I'activité ditiéral a son apparition
dans les clauses conflits.

En 2001 dans ( ), les auteurs proposent I'heuristigusiDs
(Variable State Independent Decaying Sum) qui associeguehaariable un comp-
teur (activité). A chaque fois qu’une clause est violéetdsles variables de cette
clause voient leurs compteurs incrémentés d’un factedutiaddel. A chaque déci-
sion, la variable accumulant la meilleure activité est si@iCette heuristique dont
le colt est dérisoire et facile a mettre a jour est dirigédgsaconflits. Les variables
apparaissant le plus dans les conflits sont jugées les pitisgées.

Une autre généralisation de cette heuristique a été prepdesés le solveur
BerkMin ( ). Le principe est d’augmenter I'activité de
toutes les variables rencontrées lors de la génération dauae assertive. Cette
derniere est la plus utilisée actuellement. Reste qu'asson compteur a chaque
variable ne permet pas de décider de la valeur de vérité &iclhais d’'une déci-
sion. Pour pallier ce probléme, plusieurs heuristiquesalarpé ont été proposées
dans la littérature parmi lesquelles celle proposée dans
( ) nommée progress saving que nous avons décrit dans le rehppteédent.
Cette heuristiqgue qui est déja exploité dans le cadre dulggr@bde satisfaction
de contrainte (CSPs) a montré son efficacité sur plusieassets d’instances de
probléemes SAT.
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3.7 Heuristiques de Redémarrage

La plupart des solveursaT modernes ont une politique de «redémarrage » par
laguelle le solveur est forcé de revenir a la prise de nivesel@n certains criteres.
Bien que n’étant pas une technique sophistiquée, il y a das/ps croissantes que
cette technique a un impact important sur les performanegesaveursAT com-
pétitives aujourd’hui.

L'explication courante est que le redémarrage aide le solacéviter de pas-
ser trop de temps dans les branches ou il n’y a ni facilité avepune affecta-
tion satisfaisante ni les possibilités d’apprentissagédeades clauses fortes. En
effet, dang ( ), les auteurs montrent expérimentalement qu’exécu-
ter laméme approche sur le méme probleme mais avec diféérathies de variables
mene souvent a une grande variabilité des temps d’exéc@emexpérimentations
ont permis d’identifier un phénomeéne singulier nommeé phé&rane longue traine
(« heavy tail ») (1994, (1999, (2000,

( ). Un redémarage consiste donc a démarrer une nouvellercheha
priori avec un nouvel ordre de variables. La mojorité delneques existantes re-
posent sur un critere global tel que le nombre de conflitsismar redémarrage
précédente, et se distinguent par la méthode de calcul duaspartir duquel le
solveur est obligé de redémarrer. Le parcours de I'espaoectierche change d’un
redémarrage a l'autre. Cela est di soit a I'aspect aléapoésent dans les algo-
rithmes de recherche, soit au changement de la formulerdeeatigmentée par les
clauses ou les deux a la fois.

Dans @ ), les auteurs montrent qu’en général la taille
des clauses apprises en haut de l'arbre de recherche esty@mmeoplus petite
gu’en bas de l'arbre.

Nous présentons dans la suite, les deux grandes catégesestrdtégies de
redémarages les plus utilsées (fonctredémarrage ). A savoir, les stratégies
de redémarrages statiques faisant le plus souvent appesiéaigs mathématiques,
et les stratégies dynamiques dont le but est d’exploitéérdifiites informations en
cours de recherche afin de déterminer le moment d’effectuezdémarrage.

3.7.1 Stratégies de redémarrages statiques

Les stratégies de redémarrages statiques ont toutes enwofenfait d’'étre
prédéterminées. Ces politiques reposent le plus souvermesuséries mathéma-
tigues(par exemple : arithmétique, géométrique, Lubyhdtaus ces stratégies, la
valeur limite en termes de nombre de conflits avant le red&@garaugmente au fil
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du temps. La performance de ces différentes politiquesrab@gedemment des ins-
tancessAT considérées. En général, il est difficile de dire a I'avangglg politiqgue
devrait étre utilisée sur quelle classe de problémeang( )

Nous décrivons ici quelques stratégies de redémarragegusts utilisées par
les Solveurs SAT.

Intervalle fixe : Cette premiére stratégie toute trés naive consiste aemplael
fonction de redémarrage tous lesconflits. Cette stratégie qui est utilisée dans

la version2004 du solveurzCHAFF ( ) avec un intervalle de
x = 700 conflits, est également utilisée dans différents solvelssjuesIEGE
( ), BERKMIN ( ) etEUREKA ( ) avec

respectivement = 16000, x = 550 etz = 2000 ;

Suite géométrique : Le solveumiINISAT 1.13 ( ) est le pre-
mier solveur a avoir démontré I'efficacité de la stratégieetemarrage géome-
trique suggérée pat ( ). Ici le solveur commence avec un intervalle de
redémarrages initial de00 conflits, qui augmente d’un facteur de apres chaque
redémarrage.

Luby : La série de Luby a été introduite dans ( ) et a été utili-
sée pour la premiere fois comme stratégie de redémarragdalaalveurTINISAT
( ). Cette stratégie évolue en fonction d’'une série qui esaderine :
1,1,2,1,1,2,4,1,1,2,4,8,1,1,2,.... Puisqu'il est trés improbable de trouver une
solution aprées un seul conflit, cette série est multipliéaipdacteur. Formellement,
I'intervalle entre deux redémarraggsett;,, est effectué apres x t; conflits tels
guew est une constante représentant le facteur multiplicateur e

. 2k—1 sidk € Ntelquei = 2F — 1
"\ tigs-144, sinon

Cette stratégie a quelques propriétés théoriques intéress En effet, les auteurs
montrent dans ( ) que cette approche est logarithmiquement opti-
male lorsqu’aucune information sur le probléme n’est faairAinsi a I’heure ac-
tuelle elle est devenue le choix des solveurs modernesueBSpT 2.0

( ) et TINISAT ( ) qui l'utilise avecu = 512, ainsi
qUEMINISAT 2.1 ( ) et PRECOSAT ( ) qui l'utilise
avecu = 100;

La figure3.3montre I'évaluation de la série de luby avee- 512.
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La serie de Luby (base 512)
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FIGURE 3.3 — La série de luby avec= 512

Inner-outer : Cette stratégie a été implémentée dans le solretmSAT

( ). Elle est similaire a la stratégie de redémarrage Lubyii@adince de redé-
marrages rapides et lents) et consiste a maintenir unegmaétrique extérieure
(outer) dont le but est de fixer la borne maximale que peut atteindeeserie géo-
métrique intérieureifiner). Formellement, considéronida valeur courante de la
série intérieure et la valeur courante de la série extérieure. Lorsque le nohdre
conflits obtenus depuis le dernier redémarrage atteintleuré un redémarrage
est effectué et prend la prochaine valeur de la série intérieure. Ensuates te cas
ou: > o la série intérieure est réinitialiséeeprend la prochaine valeur de la série
extérieure.
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FIGURE 3.4 — La série géométrique inner-outer aveger = {100, 110, ..., 100 x

1.1} outer = {100,110, ...,100 * 1.1"}

DansHuang(2007), l'auteur étudie de fagcon empirique I'impact de toutes ces

différentes stratégies de redémarrages sur la comportetasrsolveursAT mo-
dernes en comparant les performances des différenteigjpebtsur un grand nombre

d’instances.

3.7.2 Stratégies de redémarrage dynamiques

Depuis quelques années, les stratégies de redémarragasidues qui ex-
ploitent les informations issues de la recherche (la taidle résolvantesipatsri-

sawat et Darwich€20090), la profondeur moyenne de l'arbre et des sauts arriéres
Hamadiet al. (20091, le nombre récent de changements de valeurs de variables

Biere (20089) afin de determiner a quel moment effectuer un redémarmagété

proposeées.
Nous présentons ci-dessous une liste non exhaustive déféesrdes approches

Variation de la phase
Cette approche qui est 'une des premieres stratégies @enegcages dyna-

miques a été proposée parcre (20089. Implementée dans le solveRicosat
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( ), elle a améliorée considérablement ses preformancete @&eh-
nigue consiste a mésurer dynamiquement I'agilité du psacede recherche pour
contréler la fréquence de redémarrage. Cette agilité déstiléa par I'analyse de
I'interprétation compléte représentanfdmgress savingvoir 82.5.3. L'agilité est
initialisée a zérodgility = 0). Ensuite, lorsqu’une nouvelle variable est affectée, sa
nouvelle polarité est étudiée. Si la polarité de la varigistedifférente de I'ancienne
alors I'agilité est augmentée, sinon elle est diminuée. Aéirsimuler une forme de
«aging» sur I'affectation des variables, I'agilité est diminuée pn certain factettr
d compris entre 0 et lagility = agility x d). Ce méme facteur est aussi utilisé afin
d’augmenter I'agilité lors de la mise a jour de celle<gjdlity = agility + (1 — d)).

De cette maniere, il est assuré que la valeur de la varigfl&y est comprise entre

0 et 1. La politigue de redémarrage consiste alors a comsidée stratégie de re-
démarrage statique utilisant cette notion d’agilité. lgois le nombre de conflits a
atteint la valeur préconisée par la politique de redémarstgtique, I'agilité cou-
rante est comparée avec un certain Seudt si elle dépasse ce seuil le redémarrage
n'est pas effectué. Afin de régler ce sedilere ( ) émet I'hypothése qu’une
agilité élevée impligue que le solveur est susceptible figa€le probléme et donc
gu'’il ne faut pas effectuer de redémarrage. Inversemenmtagilité basse implique
une stagnation et redémarrer la recherche permet d’aidetveur a s’échapper du
sous arbre courant jugé difficile ;

hauteur des sauts : Cette politique de redémarrage proposée Ha

( ) a été implémentée dans le solveusAT. Elle est basée sur I'évolution de
la taille moyenne des retours arriéres(la moyenne desinauies sauts de chaque
retour arriere ). L'idée est de délivrer pour de grandegp@esvement petites) va-
riations de la taille moyenne des retours arrieres (entredémarrage courant et le
précédant) une plus petite (respectivement grande) vagecoupure. Cette fonction
est calculée comme suitj = 100, 2o = 100 etx; = y; X |cos(1+1;)|, aveci > 2,

a = 1200, y; représente la moyenne de la taille des retours arriereslémaarage

1, T = y;j Siy,_1 > y; etr; = yfjl sinon.

GLUCOSE : la plupart des politiques de redémarrages sont essentiefit ba-
sées sur le nombre de conflits afin de déterminer si un redageadoit étre effec-
tué. ( ) proposent une nouvelle approche qui dépend non
seulement du nombre de conflits, mais aussi des niveaux deareafin de déter-
miner si unredémarrageloit étre effectué. Afin d’étudier les différents mécanisme
des solveursAT modernes, les auteurs ont mené un ensemble d’expérinmrgati
Une des conclusions de celles-ci est que, sur une grandeit@ajinstances, les

5 d= ets = i pour I'analyse expérimentale

1
10000
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niveaux de décisions décroissent tout au long de la rechathue cette décrois-
sance semble reliée avec I'efficacité (ou inefficacité) ddgesirscbcL

( ). Ainsi la politique de redémarrage proposée par les asigssgaie
de favoriser la décroissance des niveaux de décision dareattherche : si ce n’est
pas le cas, alors un redémarrage est effectué. Pour cetdyéeisGLUCOSE

( ) calcule la moyenne (glissante) des niveaux de décision sur

les 100 derniers conflits. Si cette derniere est plus grand®.q fois la moyenne
de tous les niveaux de décision depuis le début de la reahafots un redémarrage
est effectué ;

Les différentes approches présentées dans les se8ti®as3.7 montrent que
les redémarrages et I'heuristique de choix de variablesdsaurx composants com-
plémentaires des solveussT modernes dans le sens ou ils tendent respectivement
a diversifier et a intensifier la recherche. Ainsi le lien erdes deux composants
joue un réle important dans la résolution du problésag. De ce fait, il semble
intéressant de trouver une bonne combinaison des deux camigqour I'amélio-
ration de la résolution du problénsaT. Nous proposons au chapieine nouvelle
approche de résolution SAT qui tire parti de ces deux comyesa

3.8 Approches de résolutiorsAT en parallele

Les performances des solvesrsr séquentiels n’ont pas cessé d’augmenter du-
rant ces dernieres années, surtout dans la résolutionatiices industrielles dont la
taille peut dépasser des centaines de milliers de variabliss millions de clauses.
Cette évolution est due non seulement a I'algorithmique bietendu, mais égale-
ment a 'augmentation de la puissance de calcul.

En dépit de la puissance de ces solvesas séquentiels, la preuve de la satis-
fiabilité ou de l'insatisfiabilité de plusieurs problemestesun défit intéressant. En
effet, de nombreux problémes industriels restent hors dégde tous les solveurs
contemporains. Par conséquence, de nouvelles approahtasésessaires pour ré-
soudre ces instances difficiles. Ces récentes années, airRcmuvelles architec-
tures multi-cceurs, les approches de résolution parallélgrobléemesAt gagnent
en intérét.

Dans cette section, nous présentons brievement les datggés utilisées dans
la littérature pour la résolution parallele du problesag. Cependant, pour plus de
détails autour des aspects parallelesdg nous référons les lecteurs a la thése de

(2009.
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3.8. Approches de résoluti@nT en parallele

3.8.1 Approches de type diviser pour régner

Le principe de ce type d’approches consiste a diviser pssgrement un pro-
bleme en plusieurs sous-problémes et les distribuer adérelitts processus. Il
existe deux techniques basées sur le principe de divisiamremiere consiste a
diviser I'instance originale. Elle peut s’avérer tréeseislurtout sur les instances de
tres grande taille. La deuxiéme vise a décomposer I'espaceatherche.

Les figures3.5et 3.6 montrent la différence entre ces deux types de division.

@@@O

FIGURE 3.5 — Présentation schématique de la division de l'instare® coeurs re-
présentent les solveurs séquentiels. lls prennent enelchacun une partie de la
formule (ici un quart).

- N
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ﬂ{xl,xg} .7 I’ ‘\ \ﬁ{ﬁxhﬁxz}
/ I \ \

7 Flgar,~a) ﬁ{ﬁxxxz}

-

& @ ® ®

FIGURE 3.6 — Présentation schématique de la division de I'espaacederche.
Chaque cceur représente un solveur séquentiel. lls preenecttarge chacun la
formule avec un chemin de guidage.

Une décomposition de I'espace de recherche est faite & lidithe notion ap-
pelée chemin de guidage.

Définition 3.9 (chemin de guidage)Un chemin de guidage est représenté par un
ensemble de coupldsl;, A1), (I2, Aa), ... (I, An) }, OUL; est un littéral & propager
et \; indique si I'un des sous-arbres issus Ke’est ni en cours de traitement ni
traité. Chaque\; peut étre représenté par une variable booléenne qui esta&gal

si les deux sous-arbres sont traités (ou en cours de trait@ne¢ T sinon.
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Chemin de guidage :

(lel)a(X%l)?(_'X&O) / \

*** - Branches visitées

+++ . Calcul en cours
? ? ?Sous-arbres a explorer

FIGURE 3.7 — Un exemple de chemin de guidage

Une représentation du chemin de guidage est donnée dansriadig.

Les chemins de guidages sont utilisés pour connaitre lesatwes qui doivent
étre explorés, mais aussi assigner du travail aux procesdeurésolution d’'un pro-
bleme a I'aide de cette approche consiste alors a résowihrgelnble des chemins
de guidages. Pour cela, lorsqu’une unité de calcul esteyigivchemin de guidage
lui est assigné par le biais d’'un des modeles d’équilibragehdrges (redistribution
des taches aux différentes unités de calcul afin de minig@séemps ou les unités
de calcul sont oisives). Lorsque I'ensemble des chemingiaiage a été explore le
solveur peut conclure sur la satisfiabilité de la formule.

3.8.2 Approche de type portfolio

Un portfolio d’algorithmes définit une exécution concuteede plusieurs algo-
rithmes résolvant un méme probléme.

Les approches de type portfolio consistent a mettre en coeroee sur un méme
probleme plusieurs solveurs séquentiels ayant chacunogaepstratégie de re-
cherche. Dans une telle exécution, les algorithmes sorglanées dans le temps
et/ou I'espace. Sur une instance a résoudre, I'exécutioimtesrompue dés qu’un
des solveurs trouve une solution. Le choix des stratégissigreer aux différents
solveurs est une question intéressante. Elle vise esibemi@nt a ce que I'ensemble
des stratégies soient complémentaires et orthogonales.

Certaines approches permettent I'échange d’informationie les différentes
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unités de calculs. Ces informations représentent le plugest des clauses obte-
nues par analyse de conflits et permettent d’améliorer Igsrpgances du systeme
au-dela de la performance de chaque solveur considérédndiiement. Cette ap-
proche est a I'heure actuelle la meilleure maniere de résdadoroblemesAT en
parallele.

" i
i i |

i

FIGURE 3.8 — Présentation schématique du solveur paralléele de pgpi#olio.
Chaque coeur représente un solveur séquentiel (les sesitgrecherche sont dif-
férenciées). lls prennent en charge chacun la formuler@igi Les lignes continues
représentent I'exécution d’'un solveur. Les carrés symsbaliles redémarrages tan-
dis que les fleches en pointillés représentent le partagéodinations entre les dif-
férents solveurs (ici les clauses apprises).

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté de maniere suca@scselVeursAT
modernes avec leurs composantes essentielles. Depwpsaiiapn de ces solveurs,
des améliorations effectuées sur leurs composantes ietlesnbnt eu un impact
significatif sur leur performance. Nous avons vu qu’en géinées solveurs ne sont
que le résultat d’'un subtil mélange de plusieurs composartaite modification
apportée sur une de leurs composantes fut-elle légere pmdifien considérable-
ment les performances de ces solveurs. En effet, chaqueosamipa une influence
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directe sur la performance du solveur ainsi que sur lesaotiens entre les diffé-
rents composants. Nous avons également évoqué la néassitéiver de bonnes
combinaisons de certains composants lorsqu’ils sont nsisrahle afin de tirer plei-
nement profit de I'efficacité de chacun des composants. Gegdes années, des
progres importants ont été réalisés dans les soh@&arrsnodernes, cependant, les
derniéres évaluations et compétitions internationadas Race etsAT competi-
tion) montrent qu’une catégorie d’instances reste togjalifficile a résoudre pour
les solveurssAT actuels. Ainsi, ces instances restent hors de portée descigs
actuelles. Dans ce contexte, face a I'évolution des awdiites des machines, la
mise au point de solveurs SAT paralléles supportant ce tigretdtectures consti-
tue une voie importante pour la résolution d’instances Sificidies. Nous avons
de ce fait consacré le dernier paragraphe de ce chapitreradamation des deux
types d’approches généralement utiliser pour résosidreen paralléle.
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Conclusion

Le probleme SAT est le probleme de décision qui consisteerméter si une
formule booléenne mise sous forme normale conjonctive admeon un modéele.
La simplicité de I'énoncé et du langage propositionnel gaaent cache une diffi-
culté théorique majeure. SAT est le premier probleme a atéimontré complet
pour la classe NP (Non déterministe Polynomial) pank( ) lui donnant ainsi
une place centrale en théorie de la complexité et rendanhg&ét pratique encore
plus important. On le retrouve en tant que sous-problémeasyparticulier dans
de nombreux domaines comme la déduction automatique, bdgme de satisfac-
tion de contraintes, la vérification de circuit, bio-infatigue, la planification, etc.
L'étude fondamentale et pratique de ce probleme est esfienpiour la mise en
oeuvre de certains mécanismes de déduction efficace. Gfatiésation des tech-
niques issues de la résolution du problesag, 'on a vu un nouvel essor apparaitre
dans le domaine de la vérification formelle avec I'introédarctiu « Bounded Model
Checking» (BMC).

Les progrés récents obtenus autour de la résolution peatigice probleme et
les nombreuses applications traitées par la technokgieont permis sans aucun
doute de conforter son importance. En effet, plusieursetastcontribuent au re-
gain d’intérét poursAT. Premierement, les performances des solveurs n'ont cesse
de croitre ( ), permettant de résoudre des problémes de plus en plus
conséquents (des millions de variables et de contraires)xiemement, des co-
dages propositionnels plus sophisqués sont proposés peysrdblémes réels et
permettent de trouver une solution plus rapidement queldansodage d’origine.

L'une des avancées majeures de ces dernieres décennida désalution pra-
tigue du problémesAT réside dans I'apparition des solvelwar modernes basés
sur I'architecturecpcL (Conflict Driven Clause Learning ( ),

( ), ( ) qui sont une combianison efficace
de la procédureprLL et d’'une méthode basée sur le principe de résolution. Les sol
veurssAT modernes utilisent en plus des composantes supplémentaireme une
heuristique de branchement basée sur I'activité des \lagabt une politique de
redémarrage. Ces solveurs ont montré une grande efficaitdéex des instances,
principalement industrielles et crafteds, codées sur déi®ms de variables et de
clauses. L'arrivée sur le marché des ordinateurs avec dbi&eutures multicores a
ouvert de nouvelles perspectives permettant la mise au geisolveursAT paral-
leles qui exploitent au maximum la puissance de calcul @ffpar cette nouvelle
technologie.

Au dela de cette efficacité remarquable des approches deitiéacsAT sur
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des instances industrielles de trés grandes tailles téd cpge de nombreuses classes
d’instances restent encore hors de porté des approchefi@stdinsi, il y a une de-
mande toujours plus croissante en puissance de calcul ptisfiagre des instances
toujours plus grandes et plus difficiles.

Les progres a accomplir restent donc encore énormes. Itfawver de nou-
velles stratégies de résoluti@aT plus puissantes. Dans la deuxiéme partie, nous
présentons les différentes contributions que nous avopergges pour 'améliora-
tion de la résolution du problénsaT.
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Deuxieme partie

Nouvelles Méthodes de Résolution du
Probleme SAT
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Résolution Etendue par Substituti
Dynamigue des Fonctions Booléenijs

Sommaire

4.1 Introduction . .. ... ... ... .. . 87

4.2 Fonctionsbooléennes . . . ... ... ... ....... 89

4.3 Détection des fonctions booléennes dans une formule CN&9
4.3.1 méthode syntaxique (pattern matching) . . . . . 89
4.3.2 méthode sémantique. . . . . ... ... ... .. 90

4.4 Substitution Dynamique des Fonctions Booléennes . . 90
44,1 Motivation. . . ... ... . o oo 90
4.4.2 Substitution Dynamique. . . . . ... ... ... 92

4.5 Expérimentations. . . . .. ... ... ... ... 93
45.1 Problémesindustriels . . .. ... ... ..... 94
45.2 Problémescrafteds. . . ... ... ... ..... 94
45.3 Résumé des expérimentations . . . . ... ... 95

46 Conclusion. . . . . .. ... . e 95

ANS CE CHAPITRE nous présentons une technique originale de substitution

dynamique de fonctions booléennes. Notre technique peceedeux étapes.
Dans une phase de prétraitement, nous effectuons une egssance d'un en-
semble de fonctions booléennes a partir d’'une formule leowié sous forme nor-
male conjonctive (CNF). Ces fonctions sont ensuite ugksgour réduire la taille
des différentes clauses apprises en substituant les angsiaientrée par les argu-
ments de sortie. Ceci conduit a une facon originale d’irgégne forme restreinte
de résolution étendue, I'un des plus puissant systeme degpar résolution. En
effet, la plupart des fonctions booléennes extraites spoedent a celles introduites
au cours de la phase de transformation vers CNF en appliianhcipe d’exten-
sion Tseitin. Substituer les entrées par les sorties peaitvét comme une fagon
élégante de mimer la résolution étendue avec la manipoladés sous-formules.
Des expérimentations préliminaires montrent la faisebiie notre approche sur
certaines classes d’instances SAT issues des récenteitiomgs SAT et SAT-
Race.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

L'apprentissage de clauses est connu comme I'un des éléhesnplus impor-
tants des solveursaT modernes. Comme nous I'avons évoqué dans les chapitres
précédents, l'idée principale est que quand une branchmami®ude I'arbre de re-
cherche conduit a un conflict, I'apprentissage de clausasaidériver une clause
qui succinctement exprime les causes de ce conflit. Cettiselapprise est ensuite
utilisée pour élaguer I'espace de recherche. Lappraagssie clauses est égale-
ment connu dans la littérature comme "Conflict Driven Clausarning” (CDCL)
faisant référence au schéma le plus connu et le plus utipggeléFirst UIP. L'ap-
prentissage de clauses a d’abord été intégré dans les so&AT Grasp

( ) et mis en oeuvre efficacement dans zChaif
( ). Les solveurs SAT modernes peuvent étre vus comme unesien
de la bien connue procédure DPLL classique obtenue grad&eedies améliora-
tions. Il est important de noter que la bien connue regle deluéon joue encore
un réle prépondérant dans l'efficacité des solveurs SAT mmedequi peut étre vu
comme une forme particuliere de la résolution génétale ( ).

Théoriquement, en intégrant I'apprentissage de clausaspaokcédure DPLL
classique ( ), le solveur SAT obtenu formulé comme un systeme
de preuve est aussi puissant que la résolution géngérale
( ). Ce résultat théorique important, suggéere que, pour aneéll’efficacité
des solveurs SAT, on a besoin de trouver des systemes deeprplus puissants.
Cette question de recherche est également motivée pastéexie de plus en plus
des des instances qui ne peuvent actuellement étre répalules solveurs SAT dis-
ponibles. La résolution étendue: ( ) et la résolution par symétrie

( ) sont les deux systemes de preuves qui sont connus comme

étant plus puissants que la résolution. Le principe d’'esitenpermet I'introduction

des variables auxiliaires pour représenter les formulesrnrédiaires de telle sorte
que la longueur d’'une preuve peut étre considérablemeniteedn manipulant

ces variables au lieu de manipuler les formules qu’elleséssmtent. La symétrie,
d’autre part, permet de reconnaitre qu’une formule restariante sous certaines
permutations de noms de variables, et utilise cette infaom@our éviter de répéter
certaines dérivations pouvant étre obtenues par symétries

Pour la symétrie, plusieurs approches ont été proposédsia tians la satisfia-

bilité booléenne (e.qd- (1999, (999,
( )) et dans la programmation par contraintes (Eigyef( ),
( ), ( )). Cependant, I'automatisation du systeme de preuve par

résolution étendue reste encore une question ouverte sbautén étendue ajoute
une régle d’extension au systeme de preuve par résolugomgitant I'introduction
les définitions dans la preuve. Par exemple étant donnéeumele booléennd,
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contenant les variablesetb, etv une nouvelle variable, on peut ajouter la définiton
v <> a Vb tout en préservant la satisfiabilité. Rappelons que la gldension est
a la base de la transformation linéaire des formules bon&segénérales en forme
normale conjonctive (CNF). Par exemple, la formifle= (z; <> 25 <> -+ - <> x,)
ne peut étre transformée polynomialement en une for@we"(F) équivalente.
Cependant, en utilisant le principe d’extension, on petgm@bune transformation
linéaire deF a CNF(F). La formule CNF obtenue est équivalente a celle d’ori-
gine par rapport a la satisfiabilité. Il est également déndéomiie certaines formules
qui sont difficiles pour la résolution (e.g. Pigeon-holenfiotas ( )) ad-
mettent des courtes preuves par résolution étenoiuex ( ). La preuve courte
pour le probleme des pigeons est obtenue en simulant leigeinkinduction par
I'utilisation de la regle d’extension. Comme mentionné BaKrishnamurthy dans

( ), 'extension permet la définition d’hypothéses internadrgis
qui peuvent étre introduites par le principe d’extensiom.nganipulant ces hypo-
théses, de courtes preuves peuvent étre obtenues pouneiftarmules difficiles.

Récemment, un solveur SAIJDCL basé sur une restriction de la regle d’exten-
sion a été proposé dans ( ) . Plus précisement, quand 2 clauses
successives apprises par le solveur sont de la fdfmex, I; V «, une nouvelle
variablez < —l; V —l,) est introduite.

Comme nous l'avons souligné au chapiréa principale difficulté derriére I'au-
tomatisation de la résolution étendue est de détermingu@nd est ce que de telles
définitions seront ajoutées et (2) quelles fonctions bawiés doivent-elles repré-
senter. L'approche proposée dans ce chapitre exploiteol@geties variables intro-
duites dans la phase d’encodage des formules booléennésgsnen CNF grace
a I'application du principe d’extension de Tseitin. Sutbsr ces variables pendant
la recherche peut étre vu comme une fagon élégante de mangymamiquement
ces sous-formules. Cela imite clairement le principe dédalution étendue. Notre
proposition répond a la fois aux questions (1) et (2), enatapit les fonctions boo-
léennes cachées généralement introduites lors de I'egepdaen les utilisant afin
de minimiser les clauses apprises. De plus, comme on peoirl@lus tard, notre
approche a une certaine similitude et différence avec Iplgication par hyper-
résolution binaire ( ), ( ).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiére seatiois rappelons
la notion de fonctions booléennes, Aprés avoir présentéqges techniques de
detection de ces fonctions booléennes dans une formule GélfEi¢n4.3), notre
approche de substitution dynamique des fonctions booé&&east décrite dans la
section6.3. Finalement, avant de conclure, les résultats expériragr@émontrant
la faisabilité de notre approche sont présentés.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait I'objet d&igulirs publications :
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4.2 Fonctions booléennes

Une fonction Booléenne est une expression de la faymee f (x4, ..., x,), oU
fe{Vv,A <} etouy etr; sont des littéraux, qui est définie comme suit :

-y = A(xq,...,x,) représente 'ensemble de clau$es —z, V- - -V-x,,, ~yV
x1,...,y V x,}, traduisant la condition selon laquelle la valeur de vétéé
y est determinée par la conjonction des valeurs de véritérdesuri €
[1...n];

— y=V(xy,...,x,) représente 'ensemble de claugeg/ vV z; V- -V z,,y V
Ty, ..,y NV T}

-y < (z1,...,7,) représente la chaine d’équivalences (formule bicondition
nelle)y{< =, < ... & z,,} qui correspond @" clauses

Dans ce travail, nous nous intéressons uniqguement auxidoscbooléennes
delaformey = f(xy,...,z,), 0uf € {V, A} encodées dans une formule CNF et
nous ne considérons que les fonctions booléennes de la foeme(xy, ..., z,) ou
y etz; sont des variables booléennes de la formule originale. ety ehe fonction
booléenne; = A(xy, ..., z,) peut étre écrite commey = V(—z1,. .., x,)

Pour une fonction boolénne de la forme= f(z},...,z,), olz; € {x;, ~x;},
la variabley est appelée variable de sortie tandis que les variahles. , x, sont
appelées variables d’entrée. Ces fonctions nous permettedétecter un sous-
ensemble de variables dépendantes (i.e. variables de)swtit la valeur de vérité
dépend des valeurs de vérité des variables d’entrée.

4.3 Détection des fonctions booléennes dans une for-
mule CNF

Etant donné une formule CNJ, On peut utiliser deux méthodes différentes
pour la détection des fonctions booléennes encodées paaleses de-.

4.3.1 méthode syntaxique (pattern matching)

La premiere méthode de détection, appelée méthode syngxagt une ap-
proche de type "pattern matching" qui nous permet de detkxstdonctions boo-
léennes qui apparaissent directement dans la structuadaieiule CNF

(2002.
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Exemple 4.1.SoitF 2 {(yV —x1 V ~xe V —xs), (my V), (-y V), (-y Vas)}.

Dans cet exemple, nous pouvons détecter syntaxiquememidadny = A(z1, x2, 23).

4.3.2 méthode sémantique

La seconde méthode est I'approche de détection sémantigles donctions
sont détectées en utilisant la propagation unitaire (B ( ). En
effet, cette méthode permet de détecter les fonctions boonés cachées.

Exemple 4.2.SoitF O {(y V —x1 V —xo V 2x3), (-y V x1), (0xy V ay), (mxy V
SL’Q), (_LTQ vV 565), (_|.T4 V —xs V .Tg)}

Dans cet exemplé/ P(F Ay) = {z1, x4, x2, T5, x3} €St 'ensemble des littéraux
obtenus par propagation unitaire (PU) et nous avons laetays(y V -z V -2y V
—z3) € F qui est telle que\{y} C UP(F Ay). Ainsi, nous pouvons detecter la
fonction booléenng = A(x1, 25, x3), qUe NOUS ne pouvons pas detecter en utilisant
la méthode syntaxique ci-dessus.

Dans la suite, étant donnée une formule CHFnous utilisons ces deux meé-
thodes pour détecter toutes les fonctions booléennes éesqihr les clauses de
F. De toute évidence, I'ensemble des fonctions booléennepegwent étre de-
tectées par I'approche sémantique est une extension deetidrle des fonctions
booléennes extraites a I'aide de I'approche syntaxique.

Ces fonctions sont ensuite utilisées pour réduire la tdée différentes clauses
apprises durant la recherche. Dans notre implémentatous exploitons les deux
approches de détection des fonctions booléennes propdasss

(2009 et (2009.

4.4  Substitution Dynamique des Fonctions Booléennes

Dans cette section, nous montrons comment les fonctiongemoes détectées
dans la formule originale peuvent étre utilisées pour mediynamiquement la taille
des différentes clauses apprises.

4.4.1 Motivation

Nous illustrons cette nouvelle approche de substitutioradyique des foncions
booléennes en utilisant un simple exemple.
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4.4. Substitution Dynamique des Fonctions Booléennes

Exemple 4.3.Soit F la formule CNF précédente, supposons gueontient aussi
les clauses suivantds;s, ..., cig} i.e. {ci3,...,c16} 2 F

€13)7Y V 1xy V X V X

(c13)
(c14) YV x11
(c15)
(c16)

Soito; = (—x112V 123 V e V -y ®) la clause apprise précédemment aprés
I'analyse de conflit. Les clausess, ci4, ¢15 €t ¢ encodent la foncion booléenne
y = V(—x11, 7x19, 76). COMme on peut le voir, la clause apprisecontient les
entrées de la fonction boolénne précédente. Par conségugmeut remplacer ces
entrées par la sortig danso;. Cette substitution permet d’éliminer les littéraux
—x11, T x12, ¢ de la clause apprise.
Aprés ce processus, on obtielt= (—z; Vy). Il estimportant de noter que la résol-
vanteo, peut étre obtenue par (hyper-binaire) résolution entrelbsses binaires
cu, C15 €teyg et la clauser;. La principale différence est que dans notre approche,
y doit étre la sortie d’une fonction booléenne.

Exemple 4.4.Soit F la formule CNF précédente, supposons maintenantgue
contient plutot les clauses suivantgss, ..., ci7}i.e.{ci3,...,c17} 2 F

( ) Yy V 12 V —Tg
(c1a) YV 714

(c15) ~y V 215

(c16) 14V 15 V T2
( ) 12 V X114 V Tg

Dans ce deuxieme exemple, on détecte par propagation renigaifonction
booléenney = A(z12,26) qui est équivalente ay = V(—x9, —x6). En effet,
UP(F ANy) = {x14,215, 12,26 }. Les littéraux—xg et -z sont éliminés de la
clause apprise; et remplacés par la sortiey. Apres cette substitution, on obtient
ol = (—y V —zy1 V).

La méthode de détection basée sur la propagation unitaire mermet de dé-
tecter toutes les fonctions booléennes que nous ne pougsrigpecter syntaxique-
ment. Il est important de noter que lorsque les fonctionddmmes sont détectées
en utilisant la propagation unitaire, la résolvastene peut pas étre obtenue direc-
tement par hyper-binaire résolution. Pour que cela so#iptes nous avons besoin
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Chapitre 4. Résolution Etendue par Substitution DynamégssFonctions Booléennes

premierement de générer les clauseg Vv x15) et(—y V x4) et par résolution avec
les ClauseSM, c15, C1g ©lcyr.

Notons que plusieurs entrées peuvent étre substituéea parhe sortie. Ceci
arrive lorsque nous avons plusieurs fonctions booléenaes & formule originale
avec la méme sortie. Dans ce cas, toutes les différentedesnitnicluses dans la
clause apprise sont éliminées mais cette sortie n’estégayt’une seule fois dans
la clause apprise.

Les fonctions booléennes utilisées ici pour réduire legsea apprises sont en-
codées par les clauses de la formule originale. Ainsi, aeiganable additionnelle
n'est ajoutée a la formule comme dans le cas des systemeswdespipar résolution
étendue. Cependant, certaines fonctions booléennesé@xddns la formule CNF
sont introduites par le principe d’extension utilisé danpthase d’encodage CNF.

4.4.2 Substitution Dynamique

Nous donnons a présent une présentation formelle de ngirecpe basée sur
la substitution dynamique.

Proposition 4.1. [Substitution dynamique] Soif une formule CNFRy = (« V z)
une clause apprise, avec comme littéral assertif etv une disjonction de litté-
raux. Soity = V(zy,...,x,) avecn > 2, une fonction booléenne encodée par les
clauses deF t.q. {z,...,z,} C «, alorso peut étre réduite &’ en substituant
{z1,...,2,} pary dansa t.q.:

—o =pVzrsiy€a
— o' =pVaxVysinon

avecs = a\{z1,...,x,}
Propriété 4.2. SoitF une formule CNFy = (o V z) une clause apprise, atlest
le littéral assertif. Soity = V(z4,...,x,) une fonction booléenne encodée par les
clauses der t.q.{zy,...,z,} Co,0na:

- V1 <i<n,p(x;) = faux etp(y) = faux
- Uly) = maz{l(z;),1 <i<n}etl(y) <l(z)

Preuve 4.1.Par définition de la clause apprise, on ap(c) = fauz. Comme

{z1,...,2,} C o, par conséquent/l <i < n,p(x;) = fauz.
Onay = V(xy,...,z,) alorsp(y) = faux.
Par définition de la fonction booléenne= V(xy,...,z,), [(y) est le niveau du

dernier littéral z; qui fut affecté a faux. Par conséquely) = maz{i(z;),1 <i <
n}. Commer est le littéral assertif, par définitioryz € «,1(z) < I(x). Puisque
{z1,...,2,} Caetl(y) = maz{l(z;),1 <i<n}, alorsl(y) < l(x).
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4.5. Expérimentations

Propriété 4.3. Soitec = (a V z) une clause apprise, & = {gi1,...,g,} unen-
semble de fonctions booléennes détectées dans la formgleade telles que les
différents ensembles de variables d’entrée associeesii@redtes fonctions boo-
léennes dans; soient tous disjoints et tous inclus dansSoito, ..., 0, la sé-
guence des clauses apprises obtenues successivementiagges substitution tel
que al'étape, o; est obtenue en remplacant un ensemble de variables d’ esfdrése
o;—1 par une variable de sortig;, alors|o;| < |o;_1|, et]o;| > 1,1 <i,j < n.

Preuve 4.2.Soito, la clause initialement apprise. Commegest obtenue par sub-
stitution d’au moins deux littéraux (entrée d’une fonctimoléenne) dans;_; par

un littéral qui est la sortie de cette fonction, ona| < |o;_1|, pourl < i < n. De
plus,V1 < i < n, x € 0;, OUx est le littéral assertif et n’est pas considéré dans la
substitution, alorge;| > 1,1 <1i < n.

Propriété 4.4. Etant donné une clause appriseet un ensemblé = {¢,..., 9.}
de fonctions booléennes détectées dans la formule CNFhategiLa complexité
temporelle de notre approche de substitution dynamiquejestratique dans le
pire des cas.

Preuve 4.3.0n a |G| fonctions booléennes. Pour chaque fonction booléenne, on
effectugo| comparaisons. Ainsi, on peut faire au plgs x |o| comparaisons pour
réaliser la substitution.

4.5 Expérimentations

Les expérimentations menées sont effectuées sur un langé gianstances in-
dustrielles et crafted provenant de la compétisam 2009 et de lasAT-Race 2010.
Toutes les instances sont simplifiées par pré-traiterSatilite
( ). On peut noter qu&atElite  substitue certaines fonctions booléennes a
I'étape de pré-traitement. Par conséquent, les fonctiongbnnes détectées sont
celles qui restent dans la formule simplifice @atElite . Nous avons inté-
gré notre approche de substitution dynamique damssAT 2.2
( ) et nous avons effectué une comparaison entre les résalitgaus par le
solveur original et celui incluant I'approche de subsittntdynamique. Il est aussi
important de noter le détail d'implémentation suivant : Qdikes variables d’entrée
sont substituées par la variable de sortie, I'activité del#able de sortie est mise a
jour de la méme maniere que les autres variables de la clapsis@ Ceci permet
de focaliser la recherche sur certaines variables de s@eielétail d'implémenta-
tion est similaire a celui implémenté dafs ( ).

Les tests sont effectués sur un cluster Xeon 3.2GHz (32 GB RA®S résultats
du temps de calcul sont indiqués en secondes.
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Pour ces expérimentations, le temps de calcul limite eséfixBeure. les différentes
tables ci-dessous montrent un ensemble représentatifrdibefmd’instances.

45.1 Probléemes industriels

Les tables4.1 et 4.2 détaillent les résultats sur les problenses industriels
issus de la compétitioeaT’2009 etsaT-Race’2010 en utilisant respectivement les
méthodes de détection syntaxique et sémantique pour latidétedes fonctions
booléennes dans la formule originale.

Pour chaque instance, nous reportons son nom (Instancehasobre de va-
riables et de clauses (#Var, #Cl), le temps utiliséMarisat pour résoudre l'ins-
tance, le temps utilisé pdinisat+DS pour résoudre I'instance, le nombre total
de substitutions éffectuéesiSub) et le nombre total de littéraux éliminés par la
substitution des entrées par les sorttesda].Sub).

La table4.1représente un focus sur quelques familles industriell@sc&s fa-
milles, les améliorations sont relativement importarpas exemple, si on considere
la famille vmpc, on peut voir que notre substitution dynameigpermet d’avoir un
gain d’'un ordre de magnitude (instances 24 and 27). Sur laafié@mille,Minisat+DS
résoud 2 instances de plus gdeisat (instances 31 and 33).

Sur la famille gss, sur les 7 instances résolus idarisat+DS et Minisat
Minisat+DS est meilleur sur 5 instances. Sur la méme famiinisat+DS
résoud une instance de plus ddmisat (instance 23).

En résumé, on peut voir que sur certaines familMisjsat+DS  est plus ra-
pide et résoud plus de probléemes ddimisat

45.2 Probléemes crafteds

Ces problemes sont congus a la main et beaucoup d’entre etceocus
dans le but de mettre en difficulté tous les solveurs DPLLtaris. Ces instances
encodent par exemple les instances Quasi-group, instaace®rcés aléatoires,
counting, instances "ordering" et "pebbling”, problemasaux du golfeur, etc.

La table4.3montre que sur les 11 instances résolues de la famillleN@sat+DS
résoud plus efficacement 7 instances. Sur la famille rbtatsat  est meilleur sur
5 instances parmiles 8 instances résolues. On peut remayagisur 4 de ces 5 ins-
tances, la valeur debSum ettotal Sub est égal a 0 ce qui peut expliquer les limites
de I'efficacité de notre approche dans ces cas.

94



4.6. Conclusion

Globalement, on peut voir que I'ajout de notre processusitistgution dyna-
mique aMinisat améliore ses performances sur certaines familles de pnelsle
crafted.

La table4.4 montre que ces performances sont encore ameéliorées esantili
la méthode sémantique pour la détection des fonctions boet Dans cette table,
sur la famille QG, les temps de résolution M@isat+DS ont été améliorés de
maniere significative.

4.5.3 Résumé des expérimentations

Dans I'ensemble, nos expérimentations nous ont permis dewkger deux
choses. Premierement, notre technique ne dégrade pasumzisitaaire améliore
souvent les performances du solveur original sur les pnoéddndustriels et crafted.
Deuxiemement, elle améliore I'efficacité de ces algorithisir des classes de pro-
blemes combinatoires difficiles (crafted). Les résultagspntés dans les tables preé-
cédentes montre que notre approche est éfficace sur cerfaméles d’instances
SAT. Globalement, sur I'ensemble d’instances, notre appresteompétitive et
résoud un nombre similaire d’'instances.

A partir de ces expérimentations, on observe que notre rdéthoésente cer-
taines complémentarités avec les solvesss classiques tels quelinisat . En
effet, on observe que plusieurs instances sont résolugsiemient par notre ap-
proche tandis que d’autres ne sont résolues quéiidisat . Sur de nombreux
cas ou notre approche dégrade, le nombre de substitutiassss faible.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle teehd@substitution
dynamique de fonctions booléennes détectées dans uneléobnaléenne sous
forme CNF. Cette approche peut étre vue comme une facomalégde manipu-
ler les sous-formules représentées par ces fonctionsniile permet d’imiter le
principe de résolution étendue. En effet, notre approcpédg les fonctions boo-
léennes cachées généralement introduites pendant la ¢leasedage vers CNF,
et les utilise pour minimiser les clauses apprises. Ce qus mpermet d’exploiter
ces variables auxiliaires au lieu d’en ajouter des varsablpplémentaires au cours
de la phase de résolution. La substitution des variablegrd'e par les variables de
sortie au cours de I'analyse des conflits, est une facon@égie manipuler ces va-
riables de sortie. Les résultats expérimentaux sur cedailasses d’instancear,
montrent clairement que notre approche est meilleure septé certains aspects de
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Instance (#Var, #Cl) Statut Minisat Minisat + DS

time(s) || time(s) | nbSub | totalSub
vmpc_24 (576 ,67872) SAT 18.41 4.49 9 198
vmpc_25 (625, 76775) SAT 19.89 57.37 134 3082
vmpc_26 (676, 86424) SAT 14.31 76.46 267 6408
vmpc_27 (729, 96849) SAT 43.66 10.06 24 600
vmpc_28 (784 ,108080) SAT 96.72 62.55 189 4914
vmpc_29 (841, 120147) SAT 70.34 755.24 | 1220 32994
vmpc_30 (900, 133080) SAT 476.82 || 877.05 | 1223 34244
vmpc_31 (961, 146909) SAT timeout || 3366.28| 2915 84564
vmpc_33 (1089, 177375) SAT timeout || 3151.05| 2340 72540
vmpc_34 (1156 194072) SAT timeout || timeout | 2048 65568
gss-16-s100 (31248, 93904) SAT 18.04 6.15 986 1132
gss-20-s100 (31503, 94748) SAT 1275.94 || 7.22 646 736
gss-23-s100 (31711, 95400) SAT timeout || 2213.94| 118104| 136100
gss-17-s100 (31318, 94116) SAT 107.71 || 40.26 3706 4949
gss-19-s100 (31435, 94548) SAT 152.60 || 105.78 | 7533 8797
gss-13-s100 (30867, 92735) SAT 6.21 5.78 366 466
gss-14-s100 (31229, 93855) SAT 4.05 11.63 612 655
gss-15-s100 (31238, 93878) SAT 12.76 30.73 3257 4336
sha0_35_1 (48689, 204053) | SAT 71.23 23.12 7421 10241
sha0_36_5 (50073, 210223) | SAT 471.32 || 17.51 4318 5498
sha0_35_3 (48689, 204067) | SAT 29.02 9.78 1617 1879
sha0_35_2 (48689, 204071) | SAT 22.88 202.25 | 83757 | 110310
UTI-20-5p0 (225296 1192799) | UNSAT | timeout || 1705.26| 326191 | 2062182
rbcl_xits_07 (1128, 57446) UNSAT | 219.12 || 156.02 | 112280 372012
uts-106-ipc5-h35 (175670 837466) | SAT 3.20 0.84 5 10
md5_48_1 (66892 ,279248) | SAT 221.94 || 145.82 | 26021 34469
md5_47_4 (65604 ,273506) | SAT 64.13 21.60 3839 4614
md5_48_3.cnf (66892 ,279258) | SAT 160.06 || 210.04 | 42255 57303
partial-10-15-s (261020, 1211106) SAT 3039.08 || 649.65 | 13696 18345
partial-10-13-s (234673, 1071339) SAT timeout || 1470.39| 31336 43086
rpoc_xits_08 (1278, 74789) UNSAT | timeout || 2974.28| 459189 | 1528680
uts-106-ipc5-h32 (163755, 800163) | UNSAT | 10.62 48.07 392 28040
maxxororand032 (23696, 70703) UNSAT | 859.81 || 542.29 | 241743| 1051278
manol-pipe-g10bidw || (237485, 705220) | UNSAT | 494.72 || 172.32 | 40268 75273
manol-pipe-c7nidw (169072 ,501421) | UNSAT | 33.35 54.45 39464 60577
simon-s02b-dp11ul0|| (9197, 25271) UNSAT | 338.53 || 295.11 | 350707 | 421961
mizh-sha0-36-2 (50073, 210239) | SAT 892.01 || 27.77 8888 11784
mizh-sha0-36-3 (50073, 210235) | SAT 110.29 || 502.11 | 239539| 341651
mizh-md5-48-5 (66892 ,279256) | SAT 74.91 10.83 2523 2902
velev-pipe-sat-1.0-b1@ (118040, 8804672) SAT 58.25 67.40 0 0

TABLE 4.1 — Instances Industrielles : substitution dynamiquetidisant la méthode
de détection syntaxique
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Instance (#Var#Cl) Statut Minisat Minisat + DS

time(s) || time(s) | nbSub totalSub
gss-17-s100 (31318, 94116) SAT 107.71 || 96.04 6440 7456
gss-20-s100 (31503, 94748) SAT 1275.94 || 425.667| 28295 35016
sha0_35_1 (48689, 204053) SAT 71.23 27.67 9182 12319
sha0_36_5 (50073, 210223) SAT 471.32 || 130.26 | 50706 69396
md5_48_1 (66892, 279248) SAT 221.94 || 65.12 11265 14152
c8idw_s (122321, 361795) UNSAT | 6.18 0.41 239 321
f7nidw (310434, 923497) UNSAT | 1867.02| 1217.44| 41689 53540
g7nidw (75496 , 222379) UNSAT | 62.36 17.54 3059 4862
eq.atree.braun.11 (1694 , 5726) UNSAT | 3593.43|| 3472.79| 20198398| 32717812
rbel_xits_07 (1128, 57446) UNSAT | 219.12 || 169.61 | 104596 346524
rpoc_xits_07 (1128, 63345) UNSAT | 197.91 || 185.48 | 86856 282885
gus-md5-09 (69487, 226581) UNSAT | 204.46 || 193.52 | 12015 20529
mizh-sha0-36-2 (50073, 210239) SAT 892.01 || 272.56 | 97731 135321
simon-s02b-dp11ul0 || (9197, 25271) UNSAT | 338.53 || 258.07 | 280825 331549
manol-pipe-g7nidw (75496 , 222379) UNSAT | 62.64 15.94 3059 4862
mizh-sha0-36-3 (50073, 210235) SAT 110.29 || 25.71 7870 10689
mizh-md5-47-3 (65604 , 273522) SAT 117.49 || 39.97 8184 10314
schup-I2s-motst-2 (507145, 1601920) | SAT 11.75 9.26 85 246
post-cbmc-aes-ee (498723, 2928183) | UNSAT | 568.25 || 489.90 | 429 2173
ndhf xits 21 _SAT (4466 , 542457) SAT 1.41 0.55 618 16716
post-cbmc-aes-ele (270963, 1601376) | UNSAT | 7.45 4.84 22 66
dated-5-15-u (151952, 697321) UNSAT | 323.40 || 418.72 | 6085 11012
dated-10-13-s (181082, 824258) SAT 5.69 20.79 92 149
g_query_3_ 148 lambda (34656, 174528) UNSAT | 78.88 141.38 | 164871 195089
g_query_3_l45_lambda (32313, 161529) UNSAT | 91.85 162.14 | 182561 216837
zfcp-2.8-u2-nh (10950109, 32697150) SAT 27.73 31.30 0 0
vmpc_25 (625, 76775) SAT 19.89 49.05 73 1613
mizh-sha0-35-3 (48689, 204067) SAT 28.49 36.87 11529 18419
mizh-sha0-36-4 (50073, 210235) SAT 89.19 111.12 | 44991 64725
goldb-heqc-termlmul || (3504 ,22229) UNSAT | 42.02 69.53 17 51
countbitssrl032 (18607, 55724) UNSAT | 646.13 || 903.15 | 135175 171439

TABLE 4.2 — Instances Industrielles : substitution dynamiquetidisant la méthode
de détection sémantique
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Instance (#Var#Cl) Statut Minisat Minisat + DS

time(s) || time(s) | nbSub totalSub
QG7a-gensys-icl004 (2401, 15960) | UNSAT | 523.70 || 401.41 | 672102 | 3433306
QG6-gensys-icl001 (1587, 8013) UNSAT | 245.77 | 218.43 | 856139 | 4361401
QG6-gensys-icl004 (1605, 8025) UNSAT | 189.05 || 93.22 454510 | 2154537
QG8-gensys-ukn005 (1133,56210) | UNSAT | 51.20 35.32 10267 70734
QG7a-gensys-ukn005 || (2765, 18046) | SAT 47.53 26.45 55066 313842
QG-gensys-icl003 (1472 ,7737) UNSAT | 134.79 || 87.20 409490 | 1884892
QG7a-gensys-ukn001 || (2737,18375) | SAT 42.38 9.49 23785 137159
QG7-gensys-icl006 (728 ,17199) UNSAT | 1311.19|| 1483.74| 292722 | 1388841
QG7-dead-dnd005 (502, 11816) UNSAT | 431.93 | 696.91 | 220929 | 1119611
QG6-dead-dnd002 (1339, 7095) UNSAT | 319.51 | 418.85 | 1574081| 8255326
QG-gensys-brn008 (1467, 752) UNSAT | 98.60 105.40 | 487138 | 2224629
rbsat-v760c43649g8 (760, 43649) SAT 39.20 29.59 6 114
rbsat-v760c43649gyesd|| (760, 43649) SAT 7.29 3.30 1 23
rbsat-v760c43649gyes6|| (760 ,43649) SAT 754.22 || 118.22 | 241 4338
rbsat-v760c43649gyesl|| (760, 43649) SAT 2481.48| 2499.2 | O 0
rbsat-v760c43649g4 (760, 43649) UNSAT | 546.31 || 622.815| 0 0
rbsat-v760c43649g1 (760 , 43649) SAT 178.13 || 197.923| 0 0
rbsat-v760c43649g10 (760, 43649) SAT 68.83 121.836| 78 1658
rbsat-v945c61409gyes9|| (945, 61409) SAT 824.15 || 831.814| 0 0
rbsat-v945c61409gyes4|| (945, 61409) SAT timeout || 3453.15| 241 5613
mod3block_2vars_11 (526, 146535) | SAT timeout || 1488.51| 340924 | 355550
mod4block_2vars_10 (479, 123509) | SAT 2393.86| 679.48 | 12822 26072
em_7_4 8 all (1617, 37237) | SAT 134.58 || 8.49 1016 6362
em_8 4 5 all (2420, 62900) | SAT 32.08 52.32 16490 61304
em_11 3 4 all (8713, 414651) | SAT 14.31 87.01 | 5785 15145
em_7_4 8 exp (1617 ,25837) | SAT 194.67 || 43.15 2822 19580
em_7_3 6_exp (1473, 22887) | SAT 2.46 17.86 | 4007 17174
em_7_3 6_fbc (1473, 19063) | SAT 1702.68 || 101.68 | 42879 186028
em 8 4 5 fbc (2420,33572) | SAT timeout || 1012.14| 445179 | 1547530
em_7_3 6_cmp (1473, 11563) | SAT 761.50 || 299.31 | 72641 245066
em_8 4 5 cmp (2420, 22340) | SAT 1127.77 || 782.49 | 355928 | 1144871
em_7_4 8 cmp (1617, 14513) | SAT 2783.97|| timeout | 621973 | 2334680
instance_n9 _i9 pp_ci_ce (33867, 457280) SAT timeout || 1482.43| 519105 | 907405
instance_n9 _i9 pp (33867, 454832) SAT 640.35 || 339.55 | 144223 | 234487
instance_n5_i6_pp_ci_ce (4380, 31980) | UNSAT | 1.27 1.58 700 1621
instance_n8_i8_pp_ci_cde (21640, 257551) SAT 523.53 || 253.46 | 128221 | 213622
strips-gripper-18t35 (11318, 316793) SAT 36.08 16.15 16 16

TABLE 4.3 — Instances Crafted : substitution dynamique en utitiseméthode de

détection syntaxique
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4.6. Conclusion

Instance (#Var#Cl) Statut Minisat Minisat + DS

time(s) || time(s) | nbSub totalSub
QG7a-gensys-icl004 (2401, 15960) | UNSAT | 523.70 || 352.33 | 672102 | 3433306
QG6-gensys-ukn003 (2123, 9177) UNSAT | 492.87 | 448.36 | 1249830| 6229729
rbsat-v945c61409gyes9|| (945, 61409) SAT 824.15 || 774.67 | O 0
QG6-gensys-brn007 (1477, 7809) UNSAT | 119.94 | 103.15 | 444274 | 2185145
QG7-gensys-icl006 (728 ,17199) UNSAT | 1311.19|| 1447.36| 292722 | 1388841
QG7-dead-dnd005 (502, 11816) UNSAT | 431.93 | 682.53 | 220929 | 1119611
QG6-gensys-icl001 (1587, 8013) UNSAT | 245.77 | 215.35 | 856139 | 4361401
QG6-gensys-icl004 (1605, 8025) UNSAT | 189.05 || 91.66 454510 | 2154537
QG8-gensys-ukn005 (1133,56210) | UNSAT | 51.20 30.95 10267 70734
QG7a-gensys-ukn005 || (2765, 18046) | SAT 47.53 26.39 55066 313842
QG-gensys-icl003 (1472 ,7737) UNSAT | 134.79 | 85.74 409490 | 1884892
QG7a-gensys-ukn001 || (2737,18375) | SAT 42.38 9.35 23785 137159
mod4block_2vars_11 (530, 153478) | SAT 629.84 || 120.62 | 7769 15662
mod3block_2vars_11 (526, 146535) | SAT timeout || 1362.28| 340924 | 355550
mod3_4vars_6gates (289, 33900) UNSAT | 517.72 || 540.37 | 7704 11264
mod4block_2vars_10 (479,123509) | SAT 2393.86| 638.17 | 12822 26072
rbsat-v760c43649g8 (760, 43649) SAT 39.20 28.33 6 114
rbsat-v760c43649910 (760 , 43649) SAT 68.83 116.14 | 78 1658
rbsat-v760c43649gyes4|| (760 , 43649) SAT 7.29 3.26 1 23
rbsat-v760c43649gyes6|| (760, 43649) SAT 754.22 || 111.77 | 241 4338
rbsat-v760c43649gyesl|| (760, 43649) SAT 2481.48 | 346.825| 52 1144
rbsat-v945c61409gyes4|| (945, 61409) SAT timeout || 3217.75| 241 5613
rbsat-v760c43649gyesl|| (760, 43649) SAT 2481.48 | 2363.94| 0 0
em_7_4 8 all (1617, 37237) | SAT 134.58 || 8.49 1016 6362
em_7_4 8 exp (1617 ,25837) | SAT 194.67 || 41.18 2822 19580
em_8_4 5 all (2420, 62900) | SAT 32.08 50.10 16490 61304
em_11 3 4 all (8713, 414651) | SAT 14.31 86.03 5785 15145
em_12 2 4 all (12584, 729136) SAT 24.86 664.82 | 30255 79505
em_7_3 6_fbc (1473, 19063) | SAT 1702.68 || 97.85 42879 186028
em_8_4 5 fbc (2420, 33572) | SAT timeout || 953.59 | 445179 | 1547530
em_7_3 6_cmp (1473, 11563) | SAT 761.50 || 290.91 | 72641 245066
em_9 3 5 exp (3857,108164) | SAT 42.82 376.20 | 140442 | 517796
em 8 4 5 cmp (2420, 22340) | SAT 1127.77|| 725.73 | 355928 | 1144871
instance_n9 _i9 pp_ci_ce (33867, 457280) SAT timeout || 1476.45| 519105 | 907405
instance_n9 _i9 pp (33867, 454832) SAT 640.35 || 335.01 | 144223 | 234487
instance_n8_i8_pp_ci_ce (21640, 257551) SAT 523.53 || 235.77 | 128221 | 213622
sgenl-unsat-85-100 (85, 180) UNSAT | 499.61 || 596.44 | 0 0
sgenl-unsat-73-100 (73, 156) UNSAT | 38.53 51.36 0 0
sgenl-unsat-97-100 (97, 204) UNSAT | 3561.91 | timeout | O 0
sgenl-sat-160-100 (160, 384) SAT 44.29 55.17 0 0
strips-gripper-18t35 (11318, 316793) SAT 36.08 14.53 16 16
999999000001 nw (4667 ,18492) | UNSAT | 1287.23| 1082.17| 12 12

TABLE 4.4 — Instances Crafted : substitution dynamique en utifiseméthode de

détection sémantique
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complémentarité. De plus, notre approche présente desoaati@ins intéressantes
sur certaines familles d’'instancest.
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DANS CE CHAPITRE nous proposons une nouvelle approche de recherche ba-
sée sur le principe d'intensification. En effet, les redéage et la recherche
basée sur les activités sont deux composantes importanigssedes solveursat
Modernes. D’une part, la mise a jour des activités des vimsainpliquées dans
I'analyse des conflits vise a circonscrire la partie la pfapartante de la formule
booléenne. Alors que le redémarrage permet au solveur dgaréser les variables
en focalisant la recherche sur la partie la plus importaatéedpace de recherche.
Cette combinaison permet au solveur de diriger la recherelela sous-formule
la plus contraignante. Dans ce chapitre, nous proposonsetieenen avant cette
recherche basée sur I'intensification en collectant lealkes rencontrées au cours
de la derniére analyse de conflit. A chaque redémarrage aciebles sont a nou-
veau sélectionnées en utilisant I'ordre prédéfini. Ce stngpincipe d’intensifica-
tion apporte des améliorations significatives lorsqu'iliagegré aux solveursat
modernes.

5.1 Introduction

Le redémarrage qui est devenu un composant essentiel desisoOSAT mo-
dernes depuis les travaux de ( ) et la recherche basée sur les acti-
vités sont deux composants importants et liés des Solvaiirdviddernes. D’'une
part, la mise a jour des activités des variables impliquées tlanalyse des conflits
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vise a circonscrire la partie la plus importante de la foerhdoléenne. Alors que le
redémarage permet au solveur de réorganiser les variablesaisant la recherche
sur cette sous-formule contraignante et de préserverVewsoties phénomeénes de
longue train€'heavy tailed" ( ; ). Cette combinaison per-
met au solveur d’intensifier la recherche et en méme tempstefde trashing,
c’est & dire de visiter le méme sous espace plusieurs foite @ate connexion
bien connue entre les redémarrages et 'ordonnancementdables a aussi une
conséquence directe sur I'apprentissage de clauses. flets @¢ redémarrage sur
la clause apprise ont été largement étudiés @aye ( ), ( ),

§ )). Notre intuition est que si les solveusaT sont
capables de résoudre efficacement des instances ap@gatrec des millions de
variables et de clauses, cela signifie que la partie la plisaignante de la formule
(ou sous-ensemble de variables) est de taille raisonrabete est lié a I'observation
faite précédemment sur la taille des ensembles backdobs ( 12)
observé dans plusieurs domaines d’applications.

Dans les travaux précédents, et dans le solveur paralléielipo
( ), les auteurs ont montré comment les deux principes bienude di-
versification et d’intensification peuvent étre combinéssda contexte de I'archi-
tecture Maitres/Esclaves ( ). Les Malitres exécutent une stratégie de
recherche originale, en veillant a la diversification, farglie les unités restantes,
classées comme des esclaves sont la pour intensifier igéede leur maitre. L'in-
tensification consiste a forcer I'esclave a explorer diffédment autour de I'espace
de recherche exploré par le maitre.

Dans ce chapitre, nous proposons de mettre en avant ceterche basée sur
I'intensification en collectant les variables rencontréesours de la derniére ana-
lyse de conflit. Ainsi, & chaque redémarrage, le solveurdhramen priorité sur ces
variables. Ce simple principe d’intensification apporte dméliorations significa-
tives lorsqu’il est integré au solvesAT Minisat2.2.

Le chapitre est organisé de la fagcon suivante. Nous déwitaart d’abord notre
approche d’intensification dans la section suivante. Easavant de conclure, nous
présentons les résultats expérimentaux démontrant 8efficde cette approche.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont donné lieu a deélications

( JC).

5.2 Intensification de la Recherche

Comme nous avons mentionné dans la section précédents) kxlire les redé-
marrages et les heuristiques d’ordonnancement des \vesiphle un réle important
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dans la résolutiorsAT. Ainsi, I'idée de base de ce chapitre est focalisée sur les
relations entre ces deux composants. En effet, au cours rdelarche, a chaque
conflit, un parcours du graphe d’implications est effectpérir du conflit jusqu’au
dernier UIP (nceud; - coupe3 dans la Figur®.1) et 'ensemble des variables cor-
respondant aux différents nceuds visités sont inséréesudarfde. A chaque redé-
marrage, le solveur branche en priorité sur les variablésatées. Lorsque toutes
les variables de la file sont affectées, le solveur continaee Bheuristique de bran-

chement ordinair®sIDS ( ). De cette fagon, les variables les
plus proches du c6té des conflits sont d’abord affectéeslesant les polarités des
littéraux progressivement sauvegardees (¢ ).

5.2.1 Intensification de la Recherche : Exemple illustratif

Nous illustrons cette nouvelle approche de recherche lzsasdéntensification
en utilisant un simple exemple. S@f- (Figure5.1) un graphe d’'implications as-
socié a la formule CNFEF et une interprétation partielle. Chaque nceud dans le
graphe d’implications correspond a une affectation d’ttérdal de décision (nceuds
x4, T17 €tz affectés respectivement au niveld et5) ou a un littéral assigné par
propagation unitaire. Par exemple le littérg} est propage grace a la clauseau
niveaus. Nous supposons que le dernier conflit rencontré juste évamdémarrage
est représenté par le graphe de conflit suivant.

FIGURE 5.1 — Graphe d’Implication§Z = (N, A)

L'analyse de conflit qui est I'application de la regle de ta@son a partir de la
clause conflictuelle en utilisant les différentes implicas implicitement encodées
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dans le graphe d'implications nous permet de visiter le nogudui est le dernier
UIP (le littéral de décision affecté au niveau du conflit). @aurs de cette analyse,
I'ensemble des différents noeuds visités{ests, -5, s, r1, 7T10, " T2, " T12, T16,
x11 }. En effet, Ces différents nceuds visités réprésententfiésatites variables des
étapes de résolution au cours du processus d’analyse dé.deiofs précisement,
si nous considérons le processus d'analyse de conflit basde graphe de la fi-
gureb.], les différentes variables sont collectées au cours dé&gelites étapes de
résolution comme suit :

— 01 = 77[113, Cg, Cg] = (_|.CC193 V _|.I'82 V _|$C173 Vv _|.I'15 V _|3735 V 5655)
La dérivation der; nous permet de visiter;s.

— 09 = 7’/[_\.’175, o1, 07] = (_@‘193 V _|{L‘82 V _|l‘173 V _|{L‘211 V _|l‘223_'l‘15 V 1‘105 V
—25°)
La dérivation der, nous permet de visitefzs.

— 03 — ?7[31?3, g9, CG] = (_|.CC193 V _|3782 V _|$C173 V _|.T211 V _|$C223 V _|$C203 V .TL;]O V
—x15)
La dérivation der; nous permet de visiter;.

— 04 = 7’/[.’171, 03, 05] = (_|{L‘193 V _|{L‘82 V _|{L‘173 V _|{L‘211 Vv _'ZL‘223 V _'1‘203 V _'l‘42 V

$105)
La dérivation der, nous permet de visiter;.
— 05 = n[x10, 04, 4] = (219> V 8% V 2m17® V art V mxge® V mwgg® V
_|.I'42 V 3725)
La dérivation der; nous permet de visitefz .
— Og — ’I][ﬁ.’ﬁz, J5, 03] = (_@‘193 V _|{L‘82 \% _|{L‘173 \% _|{L‘211 V _'1‘223 V _'1‘203 \%

4% V 16° V 212°)
La dérivation desg nous permet de visitefz,.

— 07 = n[T19,06,¢1] = (719> V 282 V w173 V oLV 2993 V T3 V
_|l‘42 V ZL‘Gl V _|l‘115 V _|ZL‘165)
La dérivation der; nous permet de visiterz .

— 08 = n|r1s,07, Co] = (219> V—w8? Vw173V w9y LV 093V mgg® V iz, 2V
z6' Vw132V —wqp”)
La dérivation derg nous permet de visiter;.

—x1; correspond au dernier UIP puisqug est la derniére variable de décision.
Cette derniére variable de décision est également insaréela file. Cet ensemble
de variables est ainsi collecté dans la file en suivant |éérdriites étapes de réso-
lution. Au prochain redémarrage, le solveur affecte enrjtédes variables de cet
ensemble.
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5.2.2 Intensification de la Recherche : Formulation général

SoitC' = {y1,v2, - . ., yr} 'ensemble des littéraux rencontrés pendant I'analyse
du dernier conflit survenu juste avant le redémarrage dwesal¥lus précisement,
les littéraux dang’' correspondent aux nceuds situés entre le conflit et le dernier
uIP dans le graphe d’'implications, @y représente le littéral du conflit g, cor-
respond au derniayip. Au redémarrage, nous dirigeons la recherche autour de ce
dernier conflit en imposant au solveur de brancher en péisut les variables de
I'ensembleC. Ces variables sont selectionnées en suivant I'ordre daneel les
différents nceuds correspondant dans le graphe d'impicatnt été visités. Elles
sont affectées en utilisant les polarités des littéraux < i < k progressive-
ment sauvegardées ( ). Lorsque toutes les variables
deC sont affectées, le solveur continue avec I'heuristiquerdadhement ordinaire
VSIDS ( ).

5.3 Expérimentations

Nous présentons dans cette section les résultats expéainxesbtenus en inté-
grant notre principe d’intensification au sein du solvRIMISAT
( ). Nos tests furent effectués sur un cluster Intel Xeon goedavec 32GB
de RAM a 2.66 Ghz. Pour chaque instance, nous utilisons upgdimite d'une
heure. Nous utilisons un ensemble d’instances indussigitis des compétitions
SAT 2009 et2011. Le nombre d’instances différentes correspoinsd@

MINISAT avec notre stratégid{iniSat+Intensification) résoud 12 instances
de plus quemINISAT sans intensification. Le nombre d’instances résolues en plu
est clairement significatif dans la résolution pratiquede En effet, si on observe
la compétitionsAT 2011, le solveur classé premier résoud seulenh@rgtances de
plus que le solveur classé deuxieme.

Ces résultats obtenus par notre simple recherche basémtandification sont
représentés dans les figure® et 5.3. lIs représentent les résultats des temps cu-
mulés i.e le nombre d'instancésce — ) résolues en un temps donné en secondes
(aze — y). La figure5.2 (respectivement figur.3) montre les résultats obtenus
sur les instances satisifiables (respectivement insétliséip Les améliorations sont
souvent plus importantes sur les instances insatisfiaBlggartir de ces résultats,
nous pouvons observer quéiniSat + Intensification est généralement plus ra-
pide et résoud plus d’'instances gMENISAT sans intensification. Ceci confirme
I'efficacité de notre approche.

La table5.1 montre les résultats sur certaines familles d’instarsres Cette
table montre des améliorations consistantes presque sigstles instances quand
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| Instance | SAT?| MiniSat| MiniSat+Intensification
goldb-heqc-alu4mul 140.94 128.64
goldb-heqc-term1mul 54.79 38.40

187.06 129.14
1663.95 181.31

goldb-heqc-i10mul
goldb-heqgc-dalumul

goldb-heqc-frglmul - 715.66
goldb-heqc-x1mul - 2500.59
velev-engi-uns-1.0-4ng 9.12 14.60
velev-live-uns-2.0-ebuf 18.53 9.84
velev-pipe-sat-1.0-b7 21.51 23.51

3378.39 112.87
619.57 28.26
446.30 441.81

1964.90 28.86

velev-vliw-uns-4.0-9C1
velev-pipe-o0-uns-1.1-6
velev-pipe-o0-uns-1.0-7
9dIx_vliw_at b _iql

9dIx_vliw_at b _ig2 - 70.07
9dIx_vliw_at_b_ig7 2642.42 1282.10
9dIx_vliw_at_b_ig3 - 189.83

1750.56 283.74
2293.63 1633.04
2410.76 2572.97
1631.90 464.47
1267.90 840.68

9dIx_vliw_at b _ig4
9dIx_vliw_at b _iq8
9dIx_vliw_at b _iq9
9dIx_vliw_at_b_ig5
9dIx_vliw_at_b_ig6

2Z22Z||2Z2Z2Z2Z2Z2Z2Z2Z2|\2Z22<Z2Z2|1Z2Z2zZ2222Z2

velev-pipe-uns-1.0-8 - 414.21
velev-vliw-uns-4.0-9-i1 2095.14 592.52
velev-pipe-sat-1.0-b10 77.69 4.61

TABLE 5.1 — Résultats sur quelques familles d’instances d’agtidins

notre intensification est intégréevanISAT ( ). Nous obser-
vons une croissance du nombre d’instances résolues. Rapkxesi nous considé-
rons la famillegoldb — hege, (MiniS AT + Intensi fication) résoud 2 instances de
plus queMINISAT (les instancegoldb— heqc— frglmul etgoldb— heqge— x1mul).
De méme sur la famill®dlz_vliw_at, (MiniSAT + Intensification) résoud 2
instances de plus quaNISAT (lesinstance8dix_vliw_at_b_iq2 et9dlx_vliw_at_b_iq3).
Globalement, les améliorations sont d’'un ordre de magaifles instanceselev —
vliw —uns — 4.0 — 9C'1, 9dlx_vliw_at_b_iql etvelev — pipe — sat — 1.0 — b10).
Ces derniers résultats démontrent clairement que surireestéamilles,MINISAT
avec intensification améliore clairement la version de luksRINISAT. La table
5.1 confirme aussi que ces améliorations sont plus significasue les instances
insatisfiables.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle apprecteigerche ba-
sée sur l'intensification. Cette recherche basée sur igifieation est appliquée a
chaque redémarrage du solvesaT. Il collecte les variables rencontrées durant la
derniére analyse de conflit en utilisant un ordre prédéfies Griables sont encore
selectionnées jusqu’au sommet de I'arbre de rechercheapétel prochain redé-
marrage. Ce simple principe d’intensification donne dedianaions significatives
quand il est intégré aux solvewsaT de I'état de l'art.

Notre motivation a I'origine de ce travail est de montrerigugste encore des
possibilités d’améliorations des heuristiqgues d’ordammeanent des variablesaT.
A notre connaissance, cette direction n’a pas retenue baput’attentions. Les
améliorations obtenues par notre simple stratégie d'gifieation suggérent que
des études plus poussées sur le lien entre les redémariegesuristiques d’or-
donnancement des variables et I'apprentissage sont é@sss
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DANS CE CHAPITRE nous proposons une nouvelle approche d’apprentisage de
clauses qui est 'une des composantes clés des solsguraodernes. En ef-

fet, en traversant le graphe d’implications séparémentté plas littérauxr et -z,

nous deérivons une nouvelle classe de clauses Bi-Asseguigseuvent conduire a

un graphe d’'implications plus compact. Ces nouvelles elag-Assertives sont
plus courtes et tendent & induire plus d'implications queclauses Bi-Assertives
classiques. Les résultats expérimentaux montrent qupltgation de cette nou-
velle classe de clauses Bi-Assertives permet d’améliesepérformances des sol-
veurs issus de I'état de I'art de SAT particulierement ssiistances crafteds.

6.1 Introduction

Aujourd’hui, le problemesAT a gagné une audience considérable avec I'aveé-
nement d’une nouvelle génération de solveurs capablenéstridre des grandes
instances issues du codage des applications du mondenéedjae par le fait que
ces solveurs constituent d'importants composants de lmasepusieurs domaines,
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e.g., SMT (SAT Modulo Théorie), démonstration automatjqpemptage de mo-
deles, probleme QBF, etc. Ces solveurs communément apguléirsSAT mo-

dernes CDCL (Conflict Driven, Clause Learnirig) ( ),

( ) sont basées sur la propagation unitaire classigue ( )
finement combinée avec des structures de données efficacé¥gehed literals),
des politiqgues de redémarrages ( ), ( ),

( ), des heuristique de choix de variables basées sur legéstigIDs (Variable
State Independant, Decading Suii) ( ), ainsi que I'apprentis-
sage de clauses ( ), ( ),

( ). Lapprentissage de clauses est actuellement reconnmedancom-
posante la plus importante des solvesus modernes. Ces solveusaT modernes
peuvent étre vus comme une version étendue de la bien comocédpredPLL

( ) obtenue grace a ces différentes améliorations. L'algrét pour
la dérivation des clauses a partir des conflits dans cesigsIgaT est basé sur
I'utilisation d’une structure de données importante appeajraphe d’implications

( ) ( ). Comme évoqué au
chapitre4, Il est important de noter que la bien connue regle de résaoljgue en-
core un réle important dans I'efficacité des solvesxs modernes. Théoriquement,

en intégrant I'apprentissage de clauses aux procédres ( ),
le solveursAT obtenu formulé comme un systeme de preuve s’avere aussaptiis
que la résolution généraie ( ; ).

Une nouvelle classe de clauses assertives appelée clau&ssdbtives qui est
une relaxation des clauses assertives a été proposée idarns
( ). Ces clauses Bi-Assertives fréquemment appelées cl&isssertives
classiques permettent de découvrir les implications méesjpar les clauses as-
sertives classiques. Elle est définie de la méme maniere eonma clause asser-
tive. Une clause asssertive contient exactement un lidéraiveau de conflit tandis
qgu’une clause Bi-Assertive contient exactement deuxditte du niveau de conflit.
Pour plus d’amples détails autours des clauses Bi-Assertilassiques, nous réfe-
rons les lecteurs & ( ).

L'approche proposée dans ce chapitre est basée sur unesaiayconflit sé-
parée. En effet, en traversant le graphe d’implicationsus&#pent a partir de et
—x, nous dérivons une nouvelle classe de clauses Bi-Asseriies clauses dif-
ferent de celles proposées par Pipatsrisawat et Darvidcie
( ) car elles ne sont pas des clauses falsifiées c'est a disadi@ts par I'in-
terprétation partielle courante. Ces clauses ne peuventlétivées par le parcours
traditionnel du graphe d’'implications. De plus, nos claBeAssertives peuvent
étre utilisées pour obtenir un graphe d’implications plampact. Elles sont plus
courtes et tendent a induire plus d’implications que less#a Bi-Assertives clas-
siques.
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Ce chapitre est organisé comme suit. Afin de permettre unecboompréhen-
sion de notre approche d’apprentissage, nous présentarabord quelques no-
tions liées a I'apprentissage par analyse de conflit basékasalyse du graphe
d’'implications et aux clauses Bi-Assertives classiquesuie, notre approche est
présentée dans la sectiér3. Finalement avant de conclure, les résultats expérimen-
taux obtenus sur les instances des récentes compéttiardgmontrant la faisabi-
lité de cette approche sont présentés.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont donné lieu a deéalications

(2013 ).

6.2 Clauses Bi-Assertives classiques

Les clauses Bi-Assertives classiques sont dérivées ais dmit’analyse de
conflit en utilisant le graphe d’'implications. Avant d’inttuire formellement leur
définition, il est important de revenir plus en détails s m@tions d’analyse de
conflit et de graphe d’'implications et plus particulieretrsur le processus de déri-
vation de la clause assertive classique afin de mieux seuemitexte de ce travail.

Comme nous l'avons vu dans les sections précédentes, leggddmplications
est une représentation standard convenablement utilméegnalyser les conflits
dans les solveursat modernes. Dans la suite, nous rappelons les définitions for-
melles du graphe d’'implications, des clauses assertiegssigues et comment ces
clauses sont dérivéés ( ).

Définition 6.1 (graphe d’implications)SoientF une formuleCNF, Z une inter-
prétation partielle. Soitxp I'ensemble des explications pour des littéraux déduits
par propagation unitaireZ. Le graphe d’implications associé &, Z et exp est
G2 — (N, A) tel que

— N = {z € 7}, c’est-a-dire un noeud pour chaque littéral fiede décision ou
propage ;
- A= {(xvy) | z EI,y EI?"E € eX[iy)}

Dans la suite de ce chapitre, pour des raisons de simplicitgraphe d’impli-
cations sera simplement ncé-. nous noterons aussi le niveau de conflit. Pour
une meilleure comprehension, nous illustrons a nouvearalghg d’'implications a
travers I'exemple suivant :

Exemple 6.1.GZ, représenté par la figuré.1est un graphe d’implications pour la
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formule F et l'interprétation partielleZ données ci-dessousF: 2 {c,

(Cl)_ﬂfl V —x11 V To
(03)_|SCQ V —x19 V Ty
(c5)mxg V x5 V -z Vg
(07)_|ZL‘7 V T9

(co)

(

(Cg)_ﬂ?l V XT3

(04)_|551 V V—x3 Vx5
(06)_|$C5 V —zg V Zg
(08)_|ZL‘5 V Iy V X9
(c10)7213 V 714 V 210
(c12)x15 V 716 V 213

C9)x10 V 17 V T
c11)" %13 V T17

X6(3)

x12(3)

x11(2)

x15(1)

X6(3)

...,012}

FIGURE 6.1 — graphe d'implication§% = (N, .A)
T :4 {(... 2], : .)((gc%l)s s .><(5:ci{’2) o)
((#74); - ) ((276), 273, ¥00, T77, 77 .. ) .
Un conflit est rencontré sur les littérawy et —xq, le niveau de conflit est et
Z(F) = faux.

Définition 6.2 (clause assertivelne clause de la formg« V) est appelée clause
assertive si et seulement®&jc) = L, niv(z) = metVy € a,niv(y) < niv(z). x
est appelé littérabssertif tandis queriveauAssertion(c) = max{level(—y) |y €

o’} est le niveau d’assertion du littéral

L'analyse de conflit dont nous rappelons également la diéfimiti est le résultat
de l'application de la résolution a partir de la clause cosfii utilisant différentes
implications encodées dans le graphe d'implications. Qrebg ce processus déri-

vation de la clause assertive (DCA en court).

Définition 6.3 (dérivation de la clause assertivé)ne dérivation de la clause as-
sertiverr est une sequence de clauses, oo, . . . 0}) satisfaisant les conditions sui-

vantes :
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6.2. Clauses Bi-Assertives classiques

1. 01 = nx, raison(x), raison(—x)], tel que{z, -z} est un conflit;

2. 0;, pour touti € 2..k, est construit en sélectionnant un littérak o, _; pour
quuelm(g) est défini. Nous avons alogse o;_; ety € raison(y), les
deux clauses résolues. La clausest définie comme = n[y, 0;_1, Wz(g)] ;

3. o; est en plus une clause assertive.

Considérons a nouveau I'exempel Le parcours du graphe dimplications
6% = (N, A) (voir Figure6.1) conduit a la dérivation de la clause asserfive . . . o7)
ou :

Ty, C7, 8] = (ma5° V w7 V —as®)
—xd V —xs® V —zrd)

=z V x5 V —zy®)
3

—xdy V mxp Vo owe® V w3’ Vo))

3 3 5

— 0 = =22V —ad, Vomad Voas® Vv ad)

- 07 = 77[553, 06, 02] = (_‘55112 V —z193 vV ﬂ:c(;?’ V —|x15)

La clauser; est la prémiére clause rencontrée qui contient un seulditter;
du niveau de conflit courait Notons que cette résolvante est fausse sous l'inter-
prétation partielleZ. Par conséquent, le littéralz; est impliqué au nivead qui
correspond au niveau maximum de tous les autres littéraux {, —z2° et —z3)
de o;. Les solveursAT ajoutent la clause; a la base des clauses apprises, effec-
tuent un retour-arriére non chronologique au niveat affectent le littéral assertif
—x1 a la valeur de vérité vraie par propagation unitaire. Le negumbrrespondant
au littéral assertif-z; est appelé Premier Unique Point d’'Implication (First UIP).

Nous introduisons a présent une propriété importante apfelempowerment
( ), qui caracterise les clauses assertives classiques.

Définition 6.4 (1-Empowerment) Soitc une clause de la formgy Vv 1), telle que
[ est un littéral et une disjonction de littéraux (une sous-clause). La clatest
1-empowermenpar rapport a la formuleCNF F via le littéral [ si et seulement si :

1. F = (a Vv 1) : Laclausec estimpliquée parF

2. F A -« ¥ [ Le littéral [ ne peut pas étre dérivé de la formuteA —a en
utilisant la propagation unitaire.

Toute clause assertive= (a V ) satisfait la propriétd—empowermentEn
effet, commec est dérivée de la formul& par résolution, alors est une consé-
quence dé&F (condition 1 de la définitios.4). La seconde condition de la définition
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6.4 est aussi satisfaite comme le littétal’est pas dérivé au niveau d’assertion ou

la sous-clauser est falsifiée (condition 2 de la définitidh4). Cette propriété ex-
prime que le littéral ne peut pas étre déduit par propagation unitaire~dgans
I'ajout de la clause a F. Cependant, si on ajoute la clause assertive a la base des
clauses apprises, on déduit par propagation unitaire diteélal [ doit étre assigné

a vrai au niveau d'assertion. Un autre type de clauses agsedppelées clauses
Bi-Assertives fut introduit dans (¢ ).

Définition 6.5 (Clauses Bi-Assertivesne clause: de la formea Vv x VvV y) est ap-
pelée clause Bi-AssertiveBjc) = f aux , level(a) < m etlevel(y) = level(x) =
m.

Il est important de noter qu’une clause Bi-Assertive classiest fausse sous
I'interprétation courante&Z. Pour dériver de telles clauses Bi-Assertives a partir
d’un conflit, on suit exactement la méme dérivation par nésmh. La seule dif-
férence est que le processus se termine quand la résohmamtnte est une clause
Bi-Assertive. Comme toute clause Bi-Assertive ne contipas a la progapation
unitaire, dans ( ), les auteurs proposent d’apprendre
la prémiere clause Bi-Assertive qui satisfait la propriet&empowermentespecti-
vement avec les clauses utilisées pour sa dérivation.

Exemple 6.2.Considérons par exemple la formW@NF F = (21 V x2) A (—z1 V
x3)A\(z2V—x3Vay,) etlaclausdz,Vry) quiestimpliquée par la formul®. L'ajout

du littéral =z, a F ne permet pas a la propagation unitaire de dérivgrbien que

x9 SOit impliqué parF A —x,4. Cette dérivation devient possible si nous ajoutons la
clause(z, V z4) & F. Ainsi la clause(z, V x4) estl—empoweringespectivement
avecF via le littéral z,. Cependant la clausers V x3) n'est pasl—empowering
respectivement avec la formulg car F A —xs - 3 €t F A —x3 E 25.

Dans la section suivante, nous proposons une nouvelleectisslauses Bi-
Assertives plus courtes et qui tendent a induire plus dlicagions que les clauses
Bi-Assertives classiques. Ces nouvelles clauses Bi-figssiconduisent a un graphe
d’'implications plus compact.

6.3 Une nouvelle classe de clauses Bi-Assertives

Dans cette section, nous montrons premierement commewedi&s nouvelles
clauses Bi-Assertives. Ensuite, nous démontrons que tgéisation peut conduire a
obtenir plus d’implications qu’avec les clauses Bi-Assed classiques. lllustrons
cette nouvelle approche proposée en utilisant un simplapbee
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6.3.1 Motivation

Soit F une formule CNFZ une affectation partielle. Supposons que nous avons
un graphe d'implication§% associé aF et Z. Pour des raisons de simplicité, la
figure6.2représente le graphe d’'implications restreint au sougkgrinduit par les
nceuds entre le conflit et le Premier Unique Point d’ImplaatiFirst UIP).
Supposons que le niveau de conflit &st

x16(2)

x17(2)

x15(3) x15(3)

FIGURE 6.2 — sous-graphe d'implicatios- = (N, A)

En traversant le graphe d’implications séparément a paesrlittérauxz,, et
—x14 jusqu’au Premier Unique Point d’'Implicatian, nous dérivons de nouvelles
clauses Bi-Assertived, 6, 05 etd, comme suit :

— 01 =110, 13, Co) = (—xty V al) V —ag vV aly)
— 01 = n[a11, 01, c10] = (mats Vg Voay,)

— 09 =[xy, 07, 03] = (ma2, V —ad V-l Vo))

— 0y = x5, 09, c4] = (23, V ) V 2d)

— 03 = 1[T12, C1a, C11] = (7wl V oy V oayy)

— 03 = 213, 03, C12] = (~ais V Dy V —ayy)

— o4 = nlxe, 8, c5) = (mx3 V 23V 2])
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— 0y = n]ar, 04, c6) = (ma35 V —x3 V1))

Les nouvelles clauses Bi-Assertivigsds, d3, 04 forment un ensemble de clauses
connexes. Plus précisement, la clatisest liée a la claus& par la variablerg, d;
est liée &5 par la variabler,, et d; est liée &), par la variabler,. Comme nous
pouvons l'observer, I'ensemble des clauses Bi-Asserfiveaent une chaine de
clauses connectées.

Il est important de noter que les clauses Bi-Assertivessiass qui peuvent
étre obtenues du graphe d’'implications de la figugsont les suivantes :

- 8 = (maly v —ad V )

! 2 5 5
— 0y = (—|:c15 i, V xg Vo)
! 2 5 5
— 03 = (_‘9515 i V —ag V o)
— 0y = (mady V —xt, Vo —xds Vo Vo)),

Notons qu’en utilisant le schéma d’apprentissage clasgiguclauses (schéma
First UIP), on peut dériver la clause asserfive?. \V —z%, \V 1z} V =) qui fournit
un niveau de backjumping égaBa

FIGURE 6.3 — Nouveau graphe d’'implications plus compact obter@fde (N, A)
en utilisant les nouvelles clauses Bi-Assertives.

A travers la figure6.3, nous montrons que le graphe d’implications original
(figure6.2) peut étre reécrite de fagon plus compact.
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Considérons a présent que les nouvelles clauses Bi-Ass®it, d,, 03 et i,
sont ajoutées a la base des clauses apprises et supposansiyeals le littéral
xo est assigné a vrai. Il est facile de voir que tous les littérey) x14, —x9, 3 €t
—x1 (voir figure 6.3) ensemble avec les littérawx, s, x19, 11 Seront impliqués
par propagation unitaire. Ces derniers littéraux propagés impliqués grace aux
clauses initiales de la formule qui sant ¢4, ¢y €tcyp.

Cependant, si nous considérons le graphe d’'implicatiogeat (figure6.2), nous
dérivons par propagation unitaire uniquement les littéray x4, x4, x5, 10, T11
et pas les littérauxzy, ~z3 et —z;.

Supposons maintenant que toutes les clauses Bi-Assettagsques, 65, 05
etd; sont ajoutées a la base des clauses apprises. L'affecti#tiora vrai au niveau
3 conduit au méme ensemble d’'implications par propagatiotaive. Cependant,
si nous décidons d’assigney, a vrai au niveaw, en utilisant les nouvelles clauses
Bi-Assertives, nous dérivons les littérauxy, ~x3 et -z, tandis qu’avec les clauses
Bi-Assertives classiques aucun littéral n’est impliquéapagation unitaire.

Autre différence importante qui peut étre faite ici est qudérivation de toutes
les clauses Bi-Assertives classiques possibles est diqadralans le pire des cas
alors que les nouvelles clauses Bi-Assertives peuventiétireées en temps linéaire
(voir figure 6.3). Par conseéquent, la recherche de toutes les clauses Bitkes
classiques prend plus de temps que la recherche des nawilelises Bi-Assertives
proposeées.

En effet, en utilisant la méthode d’apprentissage clagsigous ne pouvons pas
dériver a la fois les clause$ et d;. Plus précisement, pour dérivér (respective-
mentd;) , nous devons passer par une étape de résolution sur tallitiés (res-
pectivement-xy) et la clause] (respectivement;) . Ainsi, la résolvante courante
obtenue ne contiendra plug:s (respectivementuzy), il ne sera donc plus possible
dans la suite du processus d’apprentissage d’obtenir lselg (respectivement

5) qui contient le littérakxy (respectivementag). De plus, nos nouvelles clauses
Bi-Assertives sont plus courtes que celles classiques.

A partir de cet exemple illustratif, on voit que I'ajout desuvelles clauses Bi-
Assertives a la base des clauses apprises permet de déuisefimplications que
I'ajout des clauses Bi-Assertives classiques. Nous posieégalement observer que
les clauses Bi-Assertives proposeées établissent un lie kenlittéral assertif-x;
et les deux littéraux conflitg;, et —z 4.

6.3.2 Analyse de conflit séparée : formulation générale

On donne a présent une présentation formelle de notre dpprbe dériva-
tion des nouvelles clauses Bi-Assertives. Dans toutesasitions suivantes, nous
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considéronsn comme le niveau de conflit courant.

Dans notre approche, a partir d’'un simple conflit, nous d@@swplusieurs nou-
velles clauses Bi-Assertives en traversant le graphe ditaipons séparement a
partir des deux littéraux conflits et -z jusqu’au Premier Unique Point d’'Implica-
tions (First UIP). Ces nouvelles clauses sont ensuite @gsud la base des clauses
apprises pour intensifier la propagation unitaire.

Notons que nous avons seulement besoin d’'un simple pardawsaphe d'im-
plications pour dériver a la fois la clause assertive ctasset I'ensemble des nou-
velles clauses Bi-Assertives. En effet, la clause assedi@ssique peut étre pro-
gressivement générée des nouvelles clauses Bi-Asselleesette maniere, nous
n’avons aucun surcodt de recherche additionnel d0 & laaténivde ces nouvelles
clauses Bi-Assertives.

Définition 6.6 (dérivation de la clause Bi-AssertiveSoitz un littéral conflit, nous
définissons la dérivation de la clause Bi-Assertive a paigiz: comme la séquence
de clauseg’, = (07,03, ..., of) satisfaisant les conditions suivantes :

s o s e . —> —) <
1. of est dérivée par résolution sur entreraison(z) et raison(z) ou -z €
.—>
raison(z);

2. o7 pour tout: € 2..k, est construite par résolution sur un littérale o7 , tel
, — s
queniv(z) = m et pour lequekaison(z) est définit.
P —
La clauses? est définie commez, o7, raison(z)];

3. o} estune clause Bi-Assertive.

Définition 6.7 (littéral Bi-Assertif). Soitz un littéral conflit, soit”, = (o}, 03, ...,07)
une dérivation de la clause Bi-Assertive, nous définissonBttéral Bi-Assertif
comme un littérab € o7 tel queb # x etniv(b) = m.

Si nous considérons a nouveau le graphe d’'implications figuee 6.2, I'en-
semble des différents littéraux Bi-Assertifs sé1g, zg, z2, 3, 1 }.

Propriété 6.1. SoienttG un graphe d’'implications et un littéral conflit deg. Soient

B* et B™* les deux ensembles de clauses Bi-Assertives généréedradpartieux
littéraux conflitsz et —x respectivement. Au niveau du backjumping, si un littéral
Bi-Assertify de B* (respectivemenB ™) est assigné a vrai, alors tous les littéraux
—z tels quez est un littéral Bi-Assertif d& ™ (respectivemenB®) seront impliqués.

Preuve 6.1.La preuve est triviale. Une illustration de la preuve est déa dans
I'exemple de motivation précédent.
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Il est facile de voir que le nombre de nouvelles clauses Bieftsves qui peuvent
étre générées de tout graphe d’'implications est au moinsaég&n effet, si nous
considérons un graphe d’'implicatiofisvec un littéral conflit: ety comme littéral
assertif (schéma First UIP), il est facile de voir qu’'on péétiver au moins deux
clauses Bi-Assertivelg = (aVy V ) eth, = (8 V y vV —x). Dans ce cas la clause
assertive résultante est= (a vV 8 V y).

Propriété 6.2. Soit§ un graphe d’'implicationsy un littéral conflit deG. SoientN*

et N les deux ensembles de clauses encodées3lanse le First UIP et les deux
littéraux conflitsx et —x respectivement. La complexité temporelle nécessaire pour
générer toutes nos nouvelles clauses Bi-Assertives &3t |gvi’| + |V *|) dans le

pire des cas.

Preuve 6.2.Comme nos nouvelles clauses Bi-Assertives sont généréemen-
tant en paralléle les deux branches (branche contenanttirdl = et celle conte-
nant —x) du graphe d’'implications; a partir des deux littéraux conflits et -z,
chaque clause d&/* et N est impliquée dans une étape de résolution. Ainsi la
complexité temporelle nécessaire pour la dérivation dée®ies nouvelles clauses
Bi-Assertives est e@ (| N*| + | N"*|) dans le pire des cas.

Si nous considérons les clauses Bi-Assertives classiguizs
( ), et souhaitons générer toutes ces clauses, la compleritgorelle
nécessaire pour éffectuer cette opération sera quadeatans le pire des cas.

Propriété 6.3. Soit§G un graphe d’implicationsy un littéral conflit deG. SoientV®

et N™* les deux ensembles de clauses encodées3anse le First UIP et les deux
littéraux conflitsx et —x respectivement. La complexité temporelle nécessaire pour
générer toutes les clauses Bi-Assertives classiques &3t|éf| x |[N*|) dans le

pire des cas.

Preuve 6.3.Le pire des cas est rencontré lorsque que nous avons un gijphe
plications§ avec|N*| et| N 7| littéraux Bi-Assertifs. La forme d’un tel graphe est
représentée par la figuré.3. Cette figure correspond a un graphe d’'implications
dans lequel tous les nceuds sont des littéraux Bi-AsseCuisime le processus de
génération des clauses Bi-Assertives classiques comnpamafectuer une pré-
miere étape de résolution entre les deux clauses impligeaniittérauxz: et -z,
pour générer toutes les clauses Bi-Assertives classiques, gardons alternative-
ment le littéral Bi-Assertif de la partie du graphe liéerdrespectivement ax),

et nous traversons toute l'autre partie du graphe liée.a (respectivement a).
Par conséquent, la complexité temporelle nécessaire @odefivation de toutes
les clauses Bi-Assertivetassiques est enO (| N*| x |[N™7|).
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Il est important de noter que les clauses Bi-Assertivessitjass et les nou-
velles clauses Bi-Assertives proposées dans ce chapitésedit sur certains as-
pects. Premierement, les nouvelles clauses Bi-Assertiespectivement clauses
Bi-Assertives classiques) sont satisfaites (respeceveiialsifiées) sous I'interpreé-
tation courante. Deuxiémement, les deux classes de claosegénérées en uti-
lisant des traversées différentes du graphe d’'implicati®ar conséquent, les en-
sembles de clauses Bi-Assertives générées par les deuxchpprsont différents
(Voir I'exemple de motivation donné & la secti6rB.1).

6.3.3 Exploitation des nouvelles clauses Bi-Assertives

Au cours de la recherche, quand un conflit est rencontré siittéral =, nous
I'analysons en traversant le graphe d’'implications séparé a partir der et —z.
Toutes les clauses Bi-Assertives dérivées au cours de aredlgse sont stockées
dans une nouvelle base de clauses Bi-Assertives apprisssnd@livelles clauses
sont gérées de la méme maniére que les clauses de la basaudes epprises clas-
sigues. Nous exploitons une stratégie de réduction de k& des clauses apprises
identique a celle implémentée dams\NISAT 2.2 ( ) qui est
le solveur le plus utilisé actuellement. En effet, dans deesw, la fonction de ré-
duction de la base des clauses apprises est appelée uneddestqille de la base
dépasse un certain seuil. La clause assertive classigaasstajoutée a la base des
clauses apprises classiques.

6.4 Expérimentations

Les expérimentations ont été réalisées sur un large pamatahces indus-
trielles et crafteds issues des derniéres compétisams Toutes les instances sont
simplifiées par pré-traitemeBatElite ( ). Afin d’étudier I'im-
pact de notre approche, nous I'avons implémentée dansiels®lINISAT 2.2

( ) et nous avons effectué une comparaison entre le solvegir ori
nal et celui amélioré avec I'apprentissage des nouvelkssels Bi-Assertives que
nous appelonMinisat+NB . Tous les tests ont été effectués sur un cluster Xeon
3.2GHz (32 GB RAM). Les résultats du temps de calcul sontjués en secondes.

JT TN

Pour ces expérimentations, le temps de calcul limite a éé&fik heures.

6.4.1 Problemes crafteds

Pour ces problemes, nous utilisons un ensemble d’instamaéeds issues de
la compétitionsAT 2011. Le schéma (en échelle logarithmique) donné dansda par
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6.4. Expérimentations

tie haute de la figuré.4 détaille les résultats delinisat et Minisat+NB  sur
chaque instance crafted. L'axe x (respectivement y) cpaed au temps CPlk
(respectivementy) obtenu paMinisat  (respectivemertlinisat+NB ).

Chaque point de coordonnégs, ty) correspond a une instanseT. Les points
en-dessous (respectivement au-dessus) la diagonaleiénldig instances résolues
plus rapidement en utilisant notre approche c’est a direc ¢tz (respectivement
ty > tx). La majorité des points sur la figure se trouvent en-deskodi®gonale,
ce qui signifie queMinisat+NB est meilleur. Cette figure montre clairement le
gain de temps obtenu grace a notre approche. Globalemenrgssinstances de
type crafted, notre approche apporte des amélioratioasisgantes.

La partie bas de la figuré.4 montre les mémes résultats avec une représenta-
tion différente donnant pour chaque technique le nombmestiinces résolues (#
instances) en moins desecondes. Cette figure confirme I'efficacité de notre ap-
proche d’apprentissage sur ces problémes. De cette figome,pouvons observer
queMinisat+NB est généralement plus rapide et résobiéhstances de plus que
Minisat

Une analyse plus fine de la partie haute de la figudenontre quéMinisat+NB
résoud plus rapidemest instances qudinisat , qui lui méme résoudl ins-
tances plus efficacement que son opposeé.

6.4.2 Problemes industriels

Pour ces problemes, nous utilisons un ensemble d’instamdestrielles issues
de lasATt Challenge 2012. Le schéma (en échelle logarithmique) septé par la
figure 6.5 détaille les résultats ddinisat et Minisat+NB  sur chaque instance
industrielle. Sur ces instances industrielles, les résithontrent que les deux sol-
veurs ont un comportement similaire. Ceci confirme que loedg graphe d’'impli-
cations ne contient pas de littéraux Bi-Assertifs interiaigds sur les deux cotés
des littéraux conflit, notre approche ne cause pas de suadgitionnel. En effet,
le graphe d’'implications est traversé seulement une fdisb&ement, nous pou-
vons voir que I'addition de notre processus d’apprentissadinisat améliore
ses performances sur certaines familles d’instances.

La table6.1 représente un focus sur quelques familles industriellear Bes
familles, les gains sont relativement importants. Par gtensi nous conséderons la
famille vmpc, nous pouvons voir que notre approche d’apprentissagegpeiavoir
un gain d’'un ordre de magnitude aviinisat+NB (instances 31, and 33). Sur
la méme familleMinisat+NB résoud une instance de plus ddaisat . Surla
famille manol, nous pouvons également voir gMénisat+NB  résouds instances
de plus queMinisat . Sur la famillevelev, Minisat+DS  est meilleur sur led
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instances résolues piiinisat+NB  etMinisat et résoud instances de plus que
Minisat . Globalement, on peut voir que sur certaines familéisjsat+NB est
plus rapide et résoud plus de problémes bligsat

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle apprachd gppren-
tissage des clauses. Plus précisement, a chaque confkt trawersons le graphe
d’'implications séparément & partir deet —x (x le littéral conflit) jusqu’au Pre-
mier Unique Point d’Implication (First UIP). Au cours de tetraversée, nous
dérivons une nouvelle classe de clauses Bi-Assertives eugnt conduire a un
graphe d’implications plus compact. Plus intéressant, mms/elles clauses Bi-
Assertives tendent a étre plus courtes et induisent plogadications que les clauses
Bi-Assertives classiquées (¢ ).

Les résultats expérimentaux montrent que I'exploitatiecette nouvelle classe
de clauses Bi-Assertives permet d’améliorer les perfonaardes solveurs issus
de I'état de l'art desAT. Notre approche bénéficie particulierement aux instances
crafted et permet des améliorations significatives suaters familles d’instances
industrielles.
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| families | Minisat || Minisat+NB |
vmpc_26 14.14 21.06
vmpc_27 42.62 11.31
vmpc_28 98.99 23.45
vmpc_29 73.41 465.88
vmpc_30 467.25 535.62
vmpc_31 7707.81 415.29
vmpc_32 1822.31 2742.98
vmpc_33 6617.32 174.37
vmpc_34 - 120.65
manol-pipe-f7idw 4442.4 378.08
manol-fob 125.13 139.83
manol-f9bidw - 670.52
manol-fonidw - 680.25
manol-f8nidw 3105.14 33541
manol-f8idw - 1606.05
manol-f8bidw - 181.76
manol-fn 36.11 44.09
manol-f10ni 392.21 492.48
manol-f10bi 491.96 490.90
manol-f10n 291.57 296.35
manol-f10nidw - 2104.96
manol-f10i 376.61 305.58
manol-f10bid 1381.6 1066.62
manol-f10id 1279.94 1402.43
manol-f10bidw - 1742.06
velev-7pipe_q0_k 4747.46 1796.33
velev-11pipe_qO0_K - -
velev-14pipe_qO0_K - -
velev-13pipe_qO0_K - -
velev-10pipe_g0_K - 5342.33
velev-9pipe_g0_k 545.58 129.849
velev-15pipe_g0_K - -
velev-8pipe_q0_k - 5316.14
velev-12pipe_k - -
velev-8pipe_k - -
velev-6pipe_k 46.57 19.46
velev-10pipe_k - -
velev-7pipe_k - 2721.39
velev-9pipe_k 874.26 232.91
velev-13pipe_k - -
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ANS CE CHAPITRE nous revisitons un point important des solveurs SAT de
type CDCL, a savoir les stratégies de gestion de la base alesed apprises.

Notre motivation prend sa source d’'une simple observatiories performances
remarquables de deux stratégies simples : éliminationldases de maniére aléa-
toire et celle utilisant la taille des clauses comme cripgrer juger de la pertinence
d’une clause apprise. Nous proposons d’abord une stradégiéduction, appelée
"Size-Bounded Randomized strategy” (SBR), qui combine déntren de clauses
courtes (de taille bornée paj, tout en supprimant aléatoirement les clauses de
longueurs supérieureska La stratégie résultante surpasse celles de état-ded’art
savoir la stratégie LBD, sur les instances SAT de la dermengpétition internatio-
nale. Renforceé par l'intérét de garder les clauses courtess proposons plusieurs
nouvelles variantes dynamiques, et nous discutons depeuiemances.
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7.1 Introduction

Comme nous I'avons souligné dans les chapitres précédieffisacité des sol-
veurs de type CDCL dépend fortement de la stratégie utipsée gérer la base des
clauses apprises. En effet, comme a chaque conflit une newlalise est ajoutée
a la base des clauses apprises, la taille de la base croit Mérmaxponentielle.
Pour éviter cette explosion combinatoire, plusieurs &tfias de gestion de la base
des clauses apprises ont été proposées (nous pouvorid cites ( ),

(2004, ( ), (2013,

( )). Ces stratégies visent a maintenir une base de clausesegppe
taille raisonnable en éliminant les clauses jugées notingetes pour la suite de
la recherche. Toutes ces stratégies de gestion suiventiguersce temporelle de
nettoyage prédéfinie ou I'intervalle entre deux étapesessives de réduction est
plus ou moins important. A chaque conflit, une activité esbere a la clause ap-
prise (stratégie statique). Une telle heuristique baseéasativité vise a pondérer
chaque clause en fonction de sa pertinence dans le proakssesherche. Dans le
cas des stratégies dynamiques, ces activités sont mises dyjoamiquement. La
réduction de la base des clauses apprises consiste a sapf@itlauses inactives
ou non-pertinentes. Méme si toutes les stratégies d’étitiun des clauses apprises
proposeées s’averent empiriquement efficaces, déternaiicéaudse la plus pertinente
pour le processus de recherche reste un véritable défi.ithestrtant de noter que
I'efficacité de la plupart des stratégies de gestion dessekapprises de I'état de
I'art dépend fortement de la fréquence de nettoyage et dedatijé de clauses a
supprimer a chaque nettoyage.

Différentes implémentations de solvewsr sont proposées chaque année a la
compétitionsAT, ils incluent plusieurs améliorations des principales pogsantes
des solveurs CDCL. Les compétitioasT stimulent le développement des implé-
mentations efficaces. Cependant, une telle course a la msiere la plus efficace
a conduit a rendre les solveurs de plus en plus complexegpendénts de nom-
breux parametres. Ces parameétres sont soient statiqués &iant la recherche),
soit dynamiques, leurs valeurs sont conditionnellemefihi@s au cours de la re-
cherche en fonction du comportement des solveurs lors aéekerche. Ces implé-
mentations sophistiquées augmentent la difficulté a comapesce qui est essentiel
de ce qui ne l'est pas. Dafis ( ), une analyse empirique portant sur
les principales techniques qui ont contribué aux perfoaammpressionnantes des
solveurs SAT modernes a été menée. Ceci peut étre vu comnremiep pas vers
une compréhension profonde des solveurs SAT modernes.

Dans ce chapitre, nous réexaminons une question impodastsolveurs SAT
de type CDCL, a savoir les stratégies de gestion de la baselaleses apprises.
Il estimportant de notea ce point que, les stratégies qui considérent les clauses
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courtes comme les plus pertinentes ("size-bounded badadtien strategies”) ont
été proposées dépuis 1996 par Marques Silva et SakallabGra

( )), Bayardo et Schrag (RelSAT ( )). La
plupart des solveurs SAT de I'état de I'art gardent systé&uament uniquement les
clauses binaires, tandis que pour les clauses de tailleisupga deux, plusieurs
mesures sophistiquées de pertinence ont été proposéepngdire la qualité des
clauses les plus pertinentes.

Notre motivation pour ce travail prend sa source d’une sgropkervation sur les
performances remarquables des stratégies de réductiéasasr la mise en place
d’'une borne supérieure sur la taille des clauses apprispsrifs de ces premiers
résultats, nous avons décidé d’examiner d’autres stegégiaives” telles que la
stratégie de gestion aléatoire et celle utilisant une filss{fn First Out). Le but est
de quantifier I'écart en termes de performance entre caggiea simples et celles
mises en ceuvre dans les solveurs SAT de I'état de l'art. Ensubus dérivons
une stratégie de réduction, appelée "Size-Bounded Raaddritrategy” (abrégée
SBR), qui conserve les clauses de petites tailles (de tafiéeieure ou égale &),
tout en supprimant aléatoirement les clauses de taillersupé ak. Renforcé par
I'intérét de garder les clauses courtes, nous propososgphs nouvelles mesures
dynamiques qui nous permettent de quantifier la pertinehggedlause apprise
donnée en fonction de I'état courant du processus de rdahdrtuitivementune
clause apprise de petite taille avec les littéraux assigagdus souvent en haut de
la branche courante de I'arbre de recherche est considéoiernse plus pertinente
Plusieurs stratégies basées sur la pertinence sont edstiitées, nous permettant
de garder les clauses apprises qui sont plus susceptibtesiger des branches en
haut de 'arbre de recherche. Toutes ces stratégies s@nfréats dans le solveur
Minisat 2.2 et comparées aux solveurs SAT de I'état de liartes instances d’ap-
plications prises de la derniére compétition SAT 2013. Roufirmer la supériorité
des mesures basées sur la taille contre celles basées €BDlenbus présentons
également les résultats obtenus en substituant LBD aveactivté dynamique
basée sur la taille dans le solveur S&Tucose 3.0. Les résultats obtenus remettent
au goUt du jour les anciennes stratégies basées sur lal@slidauses, proposéesily
a plus d’une quinzaine d’annék’s ( ),

( ) ( ) (voir Section7.2 - Travaux Connexes).
Ces résultats ne sont pas surprenants, puisque les p#iisss sont généralement
préférées pour leur capacité a réduire encore plus I'esp@mpecherche. C’est aussi
pourquoi tous les solveurs SAT gardent systématiquemsrdideises binaires ap-
prises.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous rappelons tobbrtides travaux

liés dans la sectiory.2, ensuite nous motivons notre étude en examinant les straté-

gies de suppression basées sur la limitation de la tailleisechoix aléatoire des
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clauses a supprimer, et sur une gestion par une file d’attlente base des clauses
("FIFO") dans la sectiof@.4. Dans la sectiof7.5, nous présentons notre premiere
stratégie de réduction appelée stratégie aléatoire betnée taille ("Size-Bounded
Randomized strategy"). Dans la sectioB, nous décrivons plusieurs stratégies de
suppression qui nous permettent de garder les clausesepqui sont plus suscep-
tibles de couper des branches en haut de I'arbre de rechdimlies ces stratégies
sont intégrées dans la solveur Minisat 2.2 et comparéesauess SAT de I'état

de lartGlucose 3.0 et Lingeling 2013. Nous présentons également les résultats ob-
tenus en intégrant les stratégies basées sur la taille ddareucose 3.0. Avant

de conclure, une discussion est fournie a la secti@n

Les travaux présentés dans ce chapitre ont donné lieu a lezgoidn

( ).

7.2 Travaux Connexes

Dans cette section, nous décrivons certaines stratégiesttigyage de la base
des clauses apprises telles que décrites par les auteustre’connaissance, la stra-
tégie visant & maintenir un ensemble pertinent de clausesnte aux développe-
ments de procédures de preuves efficaces basées sur ldiofsetudémonstration
automatique. Dans ( ), D. Gelperin propose différentes stratégies qui
tentent de determiner la satisfiabilité d’'un ensemble desela tout en minimisant
en méme temps la taille de 'ensemble des clauses retenaes. IBs problemes
de satisfaction de contraintes et de satisfiabilité prajposielle, pour surmonter le
surco(t d’apprentissage sans restriction, plusieurgégies ont été proposées par
Bayardo et al! ( ), ( ), y com-
pris celles d’apprentissages par taille bornée ("Boundedhing”) et par relevance
("Relevance Based Learning"). lls ont défini la taille b@r{éespectivement, la
relevance) d’ordré, qui conserve indéfiniment uniguement les clauses raiséns d
rivées contenant au plusvariables (respectivement, maintient toute clause raison
dérivée qui contient au plusvariables dont les affectations ont changé depuis que
la raison a été dérivée). Cette question a d’abord été abaolalies GRASP par Joao

Marques Silva et al! ( ). En effet, afin de garantir
que la croissance de la base des clauses soit polynomialenglore de variables
dans le pire des cas, dais ( ) les auteurs proposent

une stratégie selective sur les clauses qui doivent étreésge a la base de clauses.
Plus précisément, étant donné un parameétre ehtiées clauses conflits dont la
taille (nombre de littéraux) est inférieurekasont marquées en vert (ajoutées a la
base des clauses) tandis que celles de taille supériéiserit marquées en rouge et
conservées autour uniquement lorsqu’elles sont des daustires, c’est-a-dire,
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une clause rouge est supprimée lorsqu’elle contient plus kittéral libre (non as-
signé).

Comme beaucoup d’autres solveurs, Chaif ( ) integre la
suppression des clauses conflits ajoutées pour éviter ynheseon de la mémoire.
Chaff utilise essentiellement les stratégies de supmmesie clauses paresseuses
planifiées. Lorsqu’une clause est ajoutée, elle est arabfs®de déterminer a quel
moment dans I'avenir, le cas échéant, la clause doit étnersn@e. La mesure uti-
lisée est la pertinence, de telle sorte que lorsque plus @e n est typiquement
100-200) littéraux dans la clause deviendront non-assigoér la premiere fois,
la clause sera marquée comme étant supprimée. La mémadiee agsociée aux
clauses supprimeées est récupérée régulierement avecapeedet compactage.

Dans Berkmin ( ), les auteurs considerent que les
clauses les plus récemment déduites sont plus précieusas quail a fallu plus
de temps pour les déduire de I'ensemble des clauses orginal base des clauses
est considérée comme une file d’attente ("First In First Pl stratégie de sup-
pression de Berkmin maintient les clauses de petitessddle taille inférieure a 8)
combinée avec la représentation en file d’attente de la kesselduses apprises.

Minisat ( ) supprime agressivement les clauses apprises sur
la base d’'une activité heuristique similaire a celle degatdes. Une clause apprise
est considérée comme non pertinente si son activité ou saipation a I'analyse
de conflits récente est marginaie ( ). La limite sur le nombre
de clauses apprises autorisées augmente apres chaquamnedgEmnCette stratégie
a été améliorée dans MiniSAT 2.2.

Plus récemment, Audemard and Simon ( ) utilise le
nombre de niveaux différents ("LBD - Literal Block Distatigenpliqués dans une
clause apprise pour quantifier la qualité des clauses @spi®ette mesure a été
identifiee et utilisée dans ( ) pour prouver I'optimalité du
schéma First UIP. Dans ( ) les clauses ayant une plus
petite valeur de LBD sont considérées comme étant plusngatts. La mesure
LBD est intégrée au solveur MiniSAT conduisant au solvewd@se, I'un des sol-
veurs SAT de I'état de I'art. La mesure LBD est égalementa@ix dans les sol-
veurs Lingeling ( ), SAT13 le solveur basé sur CDCL congu par D.
Knuth, et quelques autres solveurs SAT introduits dansraiéle compétition SAT
2013 (exemplesgluebit_clasp 1.0, BreaklI DGlucose 1, glueminisat 2.2.77). Une
autre stratégie de gestion dynamique de la base des clayseses est proposée
dans ( ). Elle est basée sur un principe de gel et d’activation
dynamique des clauses apprises. A un état de la recherciné dem utilisant une
fonction de sélection pertinente basée sur une sauvegesgeepsive des affecta-
tions des variables ( ), elle active les clauses apprises
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les plus prometteuses tout en gelant celles jugées nom@etdis.

Dans ( ), les auteurs proposent deux mesures pour prédire la
qualité des clauses apprises. La premiére mesure est hadéens/eau de retour-
arriere (BTL), tandis que la seconde est basée sur une niialistance, définie
comme la différence entre le maximum et le minimum des nivebaffectations
des littéraux impliqués dans la clause apprise.

Enfin, les stratégies d’échange de clauses par taille besorée&galement consi-
dérées dans plusieurs solveurs SAT paralléles basés sotielip et diviser pour
régner (par exemple ManySAT: ( ) et PMSat ( ).

7.3 Mise en Contexte

Un solveur SAT basé sur I'apprentissage de clause par anddysonflit (CDCL)
explore I'espace de recherche en effectuant successitemerséquence de déci-
sion/propagations. Quand un conflit est rencontré, uneselaonflit est dérivée
par résolution sur les clauses impliquées dans le procegsspgpagation unitaire
(codé comme un graphe d’implications). Une telle clausdlit@pprise est alors
ajoutée a la base des clauses apprises. Elle nous permetdigrprun littéral uni-
taire (assertif) a un niveau plus haut de l'arbre de recleerEimsuite, le solveur
SAT basé sur l'architecture CDCL effectue un retour-aeridon chronologique a
ce niveau, propage le littéral assertif et répéte la séqudaadécison/propagations
jusqu’a ce qu’un modele soit trouvé ou alors une clause vaalérivée. La re-
cherche redémarre régulierement, et la base des clausesespgst régulierement
réduite par I'élimination des clauses non pertinentes. diféfrentes composantes
sont liées entre elles. Par exemple le redémarrage a déstedfe forts sur la com-
posante d’apprentissagé ( ), ( ),

( 19), ( ), ( ). Certains solveurs
SAT de I'état de I'art commé&lucose utilisent un redémarrage agressif, tres utile
pour la résolution des instances insatisfiables.

Dans la suite de ce chapitre, étant donné une clausris définissong comme
la projection dec sur les littéraux de: assignés au niveai) c’est a dire,c’ =
{l|niv(¢) = i}. Cet ensemble est appelé bloc dans ( )-

7.4 Quelques Stratégies de Suppression des Clauses

Comme mentionné dans I'introduction, notre principal obfeest de quantifier
tout d’abord I'écart de performance entre les stratégiesugpression des clauses
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apprises de I'état de I'art et quelques stratégies basiquesmpris celles basées
sur un choix aléatoire des clauses a supprimer. Dans cetiersenous illustrons
les performances des stratégies de suppression baséadaille | sur une suppres-
sion aléatoire ("Random") et sur une gestion en file d’atteletla base des clauses
apprises ("FIFO"). Toutes ces stratégies statiques stdgriées sans aucune autre
modification a MiniSAT 2.2. A chaque nettoyage de la base thsses apprises,
nous maintenons uniquement la moitié des clauses de la séisees comme plus
importantes, I'autre moitié considérée comme moins ingrte est supprimée. Les
trois nouvelles versions de MiniSAT sont obtenues commig sui

— Size-MiniSAT : A chaque conflit, I'activité de la clause apprisest égale
a sataille, c’est a direl(c) = |¢|

— Rand-MiniS AT : A chaque conflit, I'activité de la clause apprisest fixée a
une value réelle aléatoite € [0..1], c’estadired(c) = drand(random_seed).
Nous avons utilisé exactement la fonction aléatoire de 8Aliavec le méme
parametre random_seed pour obtenir des résultats repitddac

— FIFO-MiniSAT : Dans cette version, les clauses apprises sont gérées en
utilisant une file d’attente. Chaque fois qu’une réductish effectuée, les
clauses les plus anciennes sont supprimées.

Solveurs #Résolues (#SAT - #UNSAT] Temps moyen
MiniSAT 201 (122 -79) 956.78s
Glucose3.0 216 (104 - 112) 807.62s
Lingeling2013 233(119-114) 1090.99s
Size-MiniS AT 221 (126- 95) 1233.71s
Rand-MiniSAT 191 (121 - 70) 1071.05s
FIFO-MiniSAT 173 (119 - 54) 862.50s
TABLE 7.1 — Une évaluation comparative des stratégies basées sur

Taille/RANDOM/FIFO-MiniSAT

Pour toutes les stratégies de suppression définies danapirehles clauses
avec les plus petites activités sont considérées commegpftinentes. Concernant
la fréquence de néttoyage, nous suivons la méme stratéggeemioeuvre dans Mi-
niSAT 2.2. Pour toutes les expérimentations présentéesaaohapitre, nous exé-
cutons les solveurs SAT sur les 300 instances prises de lpétdion SAT 2013.
Toutes les instances sont prétraitées par SatEfite ( ) avant I'exé-
cution du solveur SAT. Nous utilisons une machine Quad-Quied XEON avec
32GB de mémoire fonctionnant a 2.66 Ghz. Pour chaque instarous utilisons
un temps limite égal 8000 secondes du temps CPU.
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Dans la tabler.1, nous donnons I'évaluation expérimentale comparativeode n
trois versions de\liniSAT avecGlucose 3.0 et Lingeling 2013 le meilleur sol-
veur de la compétition SAT 2013 (sur la catégorie applicefjoDans la deuxieme
colonne, nous donnons le nombre total d’'instances rés@hrEsolues). Nous men-
tionons également, le nombre d’instances prouvées shtesig#SAT) et insatis-
fiables (#UNSAT) entre parenthéses. La troisieme colondigire le temps CPU
moyen en secondes (le temps total sur les instances réstviss par le nombre
d’instances résolues).

A partir de cette premiere expérimentation, les solveurs 8é I'état-de-I'art
Lingeling 2013 et Glucose 3.0 résolvent 233 et 216 instances respectivement. Le
solveurMiniS AT résout 201 instances. Essayons de commenter les perfaemanc
des autres versions déiniS AT sans aucune autre amélioration. Le solv&itre-
MiniS AT est capable de résoudre 221 instances (5 instances de plG8wquwse
3.0). Mais Glucose 3.0 est meilleur en terme de temps CPU moyen. D’autres ob-
servations importantes peuvent étre tirées de cette preraig@érimentation. Sur
les instances satisfiablégze-MiniSAT est plus performant que tous les autres
solveurs, il résout 126 instances. La derniere remarqué@uepeut tirer est le fait
que Rand-MiniS AT résout plus d’instances satisfiables (121) que les soldurs
I'état-de-I'art Glucose 3.0 et Lingeling 2013. Enfin FIFO-MiniS AT est claire-
ment le plus mauvais des solveurs, particulierement sungtances insatisfiables
(seulement 54 instances sont résolues). Cependant,el cestpétitif sur les ins-
tances satisfiables et résout 15 instances de plu&tjuese

7.5 Stratégie Randomisée Borneée par la Taille

Les résultats remarquables obtenus dans la sectgpar Size-MiniS AT, ou
les clauses de petites tailles sont considérées commepéiamtertinentes sont clai-
rement encourageants. Dans cette section, nous proposensouvelle stratégie
simple de réduction, appelée "Size-Bounded Randomizatégy” (en court SBR),
qui maintient les clauses de petites tailles (de tailleriatée ak), tout en sup-
primant aléatoirement les clauses de taille plus grande:qu@n des principaux
inconvénients de I'activité basée sur la taille est que lesses de grandes tailles
sont souvent considérées comme non pertinentes. Sumseptaiblémes difficiles,
une telle sélection drastique des clauses de petite tailleg@t avoir des effets né-
gatifs. Pour pallier ce probleme, nous avons introduit Leréaine randomisation a
I'approche basée sur la taille. Plus précisément, la gii®BR est définie comme
suit: étant donné une borne supérietigeir lalongueur de la clause apprise, chaque
fois qu’une clause appriseest dérivée, si sa taille est plus petite ou égateaors
A(c) = |¢|, sinonA(c) = k + drand(random_seed). En d’autres termes nous pre-
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férons toujours les clauses courtes, tandis que les claesgsdlle plus grande que
k sont considérées comme ayant la méme taibwec une valeur aléatoire supplé-
mentaire. De cette maniére, les clauses de grandes talleept étre sélectionnées
de maniéere aléatoire. Le solvebiBR(k)-MiniSAT (ou k est la borne supérieure
de la taille) implémente une telle stratégie. Pour déteemli;m meilleure borne su-
périeure de la taill&, nous exécutonS BR(k)-MiniSAT aveck = 2, 5, 10, 12 et
15.

Solveurs #Résolues (#SAT - #UNSAT] Temps moyen
Glucose 3.0 216 (104 - 112) 807.62s
Lingeling 2013 233 (119-114) 1090.99s
SBR(2)-MiniSAT 196 (122 - 74) 1064.17s
SBR(5)-MiniSAT 218 (118 -100) 1213.36s
SBR(10)-MiniSAT 231 (124 - 107) 1158.25s
SBR(12)-MiniSAT 239(129- 110) 1265.96s
SBR(15)-MiniSAT 228 (120 - 108) 1226.96s

TABLE 7.2 — Une évaluation comparative 8& R(k)-MiniSAT

Les résultats sont présentés dans la t&feS BR(12)-MiniS AT obtient les
meilleures performances. Elle rés@a$ instances; instances de plus quengeling
2013 et 23 instances de plus qu&lucose 3.0. Ces résultats remarquables remettent
au godQt du jour les anciennes stratégies basées sur laliaite@e, proposées il
y a plus d’une quinzaine d’annéks ( ),

( ), ( ). Les résultats montrent également
que I'ajout d'une certaine randomisation pour permettrediection des clauses
de grande taille nous permet d’introduire une certainerdifieation a la dériva-
tion par résolution des solveurs SAT de type CDCL. Il est ingoat de noter que
notre implémentation proposée peut étre obtenue en ajontes lignes de codes
aMiniSAT 2.2 sans aucun réglage ou améliorations supplémentaireqvierd
de signaler que les solveus3 R(k)-MiniSAT, pourk = 5,10,12, 15, sont plus
performants que le solvetflucose 3.0.

7.6 Vers des Stratégies de Suppression Basées sur la
Pertinence

Renforcé par I'intérét de garder les clauses de petitdsganotre but dans cette
section est de montrer que d’autres variantes de ces séatégsées sur la taille

137



Chapitre 7. Autours des Stratégies de Réduction de la BaSdalses Apprises

peuvent conduire a une meilleure performance. Plus préeist notre objectif est
de concevoir des stratégies de suppression dynamiquess aativités des clauses
apprises sont mises a jour au cours de larecherche. Dangplarpiles solveurs SAT
de I'état de 'art, les activités des clauses apprises s@#g® jour dynamiquement.

7.6.1 Mesures Dynamiques de Pertinence des Clauses

Expliquons I'idée qui nous a guidée dans la conception denoeselles va-
riantes dynamiques. Intuitivemenie clause apprise de petite taille avec les litté-
raux assignes le plus souvent au sommet de I'arbre de relcb@aurant est consi-
dérée comme étant plus pertinente

Etant donné une interprétation partiefiet c une clause de la base des clauses
apprises, notre premiére stratégie dynamique de suppnelsasée sur la taille est
définie comme suit : L'activité initiale de est égale &c|. Supposons maintenant
quel € p est assigné par propagation unitaire au nivéagrace a la clause ap-
prisec. Dans ce cas la nouvelle activité dest égale & sid < |c|. Cette mesure
nous permet de garder les clauses apprises qui sont pluepsisbes de couper les
branches au sommet de 'arbre de recherche. Par exempledpox clauses de
taille égale, nous préférons celles contenant les litiléemsignés au sommet de
I'arbre de recherche. En intégrant cette mesure dans Mini&S2, nous obtenons
notre premiere variante nommésgie D-MiniSAT".

Suivantla méme idée, nous proposons une seconde versionémisiize(k) D-
MiniSAT". Le but est d’introduire un seult sur la longueur des clauses, afin de
mettre a jour uniqguement I'activité des clauses ayant utieitgcsupérieure &, et
en gardant statique I'activité des clauses courtes ( ctadmat la taille est inférieure
ak). Plus précisement, I'activité initiale deest définie comme suit : §i| < £ alors
A(c) = |e|, sinonA(c) = k + |c|. Chaque fois qu’une clause apprisest la raison
d’un littéral propagé par propagation unitaire au niveauléeisond, son activité
est mise a jour comme suit : Bi+ d < A(c) alorsA(c) = k + d. De cette fagon,
I'activité d’une clause de taille inférieurekan’est pas mise a jour.

La troisiéme variante est définie comme suit : $aine interprétation partielle
conduisant a un conflit au niveau de décisicet c sa clause apprise associée. L'ac-
tivité de c est initialement fixée &(c) = Y7, i x |¢|. Au cours de la recherche,
chaque fois que est la raison de la propagation d’un littéral, et si sa ndeest-
tivité par rapport a l'interprétation courante est meitisu’activité dec est mise a
jour. Une clause est considérée meilleure qu’une cladssi A(c) < A(c). Cette

nouvelle stratégie nous conduit a un nouveau solveur nontta)-MiniSAT".

Dans la tabler.3, nous présentons les résultats comparatifs des trois hesive
stratégies de suppression dynamiques basées sur la peetifr@omme nous pou-
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Solveurs #Résolues (#SAT - #UNSAT] Temps moyen
Glucose 3.0 216 (104 - 112) 807.62s
Lingeling 2013 233(119-114) 1090.99s
Size(12)D-MiniSAT 233(123-110) 1153.9s
SizeD-MiniS AT 231 (120-111) 1174.97s
RelD-MiniSAT 222 (122 - 100) 1157.31s

TABLE 7.3 —Une évaluation comparative des stratégies de sujppmesgamiques.

vons Vvoir, Lingeling 2013 et Size(12) D-MiniS AT présentent des performances
comparables (233 instances résolues). Nous observonsgaessingeling 2013
est meilleur (respectivement mauvais) duee(12) D-MiniSAT sur les instances
insatisfiables (respectivement satisfiables). Le solveni9AT intégrant nos trois
stratégies de suppression basées sur la pertinence epegioignant que le solveur
Glucose 3.0.

Dans cette section, trois stratégies dynamiques sont péego Dans ces stra-
tégies, les activités des clauses apprises sont mises dyoamiquement durant
la recherche. En résumé, la stratégie randomisée bornée paitle SBR(12)-
MiniS AT demeure la meilleure, puisqu’elle résout plus d’instar2gs instances
résolues) que toutes les stratégies proposées dans cé& frax@mpris celles des
solveurs SAT de I'état-de-lattingeling 2013 et Glucose 3.0.

Toutes les stratégies proposeées peuvent étre facilentégtées a MiniSAT en
utilisant quelques lignes de codes.

7.6.2 Substituer le LBD avec la Taille de la Clause dans Gluse

Dans les sections précédentes, nous avons comparé neégissale suppres-
sion intégrées a MiniSAT avec les solveurs SAT de I'état dd tels queiiucose
3.0 et Lingeling 2013. Ces deux solveurs exploitent la mesure basée sur le LBD
pour la gestion de la base des clauses apprises. La quessigunaile nous souhai-
tons répondre est la suivante : qu’en est-il de la subgiitute la mesure LBD par la
taille de la clause danSlucose 3.0 et Lingeling 2013 ? Comme ces deux solveurs
exploitent les mesures basées sur le LBD pour la gestion logska des clauses ap-
prises, nous ne modifions q@Bucose 3.0 pour évaluer I'effet de la substitution du
LBD avec la taille dynamique des clauseSdZe(k)D") présentée dans la section
7.6.1 Le solveur SAT obtenu est appel&ie(k) D-Glucose 3.0", oU k est unseuil
sur la taille de la clause. Ce nouveau solveur est obtenulestisiant la valeur du
LBD par la taille de la clause dans les deux parties suivatgésucose 3.0 :
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— Activité initiale de la clause appriseQuand une clause apprisest dérivée,
son activité est initialisée comme suitd{c) = |c| si|c| < k, sinonA(c) =
k+|c|.

— Mise-a-jour dynamique de l'activité de la clausa chaque conflit, I'activité
de chacune des clauses apprises impliquées dans la d#érigdatia clause as-
sertive est mise-a-jour comme suit : soié niveau de conflit. St+d < A(c)
alorsA(c) = k + d. Evidemment, I'activité d’une clause de taille infériedre
k n’est pas mise-a-jour.

Le solveurSBR(k)-Glucose 3.0 intégre la stratégie de suppression de taille
bornée randomisée. Il est obtenu comme suit : chaque foisglclause apprise
est dérivée, ellerecai(c) = |c| si|c| < k, sinonA(c) = k+irand(random_seed, |Vx|),
ou irand(random_seed, |V|) retourne un nombre entre 0 @fx|. Cette activité
reste inchangée durant la recherche.

De la méme maniére, nous substituons dans le sotVéutose 3.0 la valeur du
LBD par la mesure proposée dans le solveel'D-MiniSAT" présentée dans la

section7.6.1 Le solveur SAT obtenu est appel&! D-Glucose 3.0. Il est obtenu
comme suit :

— Activité initiale de la clause apprisesoit p une interprétation partiale condui-
sant a un conflit au niveau de décisidpt c sa clause apprise associée. L'ac-
tivité dec est initialement fixée &(c) = 7, i x |¢].

— Mise-a-jour dynamique de l'activité de la clausa chaque conflit, I'activité
de chacune des clauses apprises impliquées dans la d#ridatila clause
assertive est mise-a-jour comme suit : gbie niveau de conflit. SEflzl i X

] < A(c) alors A(c) = 5% i x |¢f].

1=

Solveurs #Résolues (#SAT - #UNSAT] Temps moyen
Glucose 3.0 216 (104 - 112) 807.62s
Size(12) D-Glucose 224(103-121) 919.16s
Size(15) D-Glucose 219 (100 - 119) 944.36s
SBR(15)-Glucose 222 (105-117) 1001.34s
RelD-Glucose 230(106- 124) 866.03s

TABLE 7.4 — Une évaluation comparative d&lucose, Size(k)D-Glucose,
SBR(k)-Glucose et Rel D-Glucose.

Cette expérimentation démontre que la taille de la clausgasement plus per-
tinente que la mesure LBD/glue. Comme nous pouvons obsarpartir du résultat
présenté dans la tabfed, Size(12) D-Glucose 3.0 et Rel D-Glucose résolvent res-
pectivement 8 instances et 14 instances de plusi#jueose 3.0. Plus intéressant
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Instance (#Var, #Cl) Statut | Temps
ctl_4291 567_11 unsat | (17850, 147308) UNSAT | 4431.87
ctl_4291 567 11 unsat pr€15232, 142785) UNSAT | 4253.48
ctl_4291 567_8 unsat (17850, 147312) UNSAT | 3562.12
ctl_4291 567_8 unsat_pre (15232, 142789) UNSAT | 3407.92
nossum-shal/22-160/002 | (4128, 126580)| SAT | 2897.44
nossum-shal/23-96/003 | (4288,132608)| SAT | 3005.76

TABLE 7.5 —SBR(12)-MiniSAT sur les instances non résolues ( Catégorie Ap-
plication - Compétition SAT 2013).

encore, sur les instances insatisfiables, nos deux solvdsgalyent respectivement 9
instances et 12 instances de plus Glecose 3.0. Sur les instances satisfiables, les
solveursGiucose 3.0 et Size(12) D-Glucose 3.0 présentent un comportement simi-
laire. Glucose 3.0 résout seulement une instance de plus §ixe(12) D-Glucose
3.0. Sur ces instances satisfiables, le solvRelD-Glucose résout 2 instances de
plus queGlucose 3.0. Cette expérimentation nous donne une illustration défenit
gue la mesure basée sur la taille de la clause est meilleereajle basée sur le
LBD.

7.6.3 Instances non résolues a la derniere compétition SAD23

Dans latablg .5 nous présentons les résultats obtenusgaR(12)-MiniS AT
sur les instances ouvertes prises de la compétition SAT P€HtBgorie applica-
tion). Pour chaque instance, nous reportons le nom dediest (nstance), son
nombre de variables et de clauses (#Var, #Cl), le temps ecpse@ndes) utilisé par
SBR(12)-MiniSAT pour résoudre I'instancd emps).

A la derniére compétition SAT 20312 instances de la catégorie application
n'ont été résolues par aucun solveur séquentiel en moihsfesecondes. Parmi
ces instances, sont résolues par notre solvetiB R(12)-MiniSAT. Les résultats
sont présentés dans la Tablé. Ces résultats confirment clairement les bonnes
performances de notre solvetiBR(12)-MiniSAT.

6. instances non résolues http :lledaccd.in formatik.uni-
ulm.de/SC13/experiment/19/unsolved-instances/
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7.7 Discussion

En résumé, nous démontrons que la taille de la clause resteilkeure me-
sure pour quantifier l'utilité d’'une clause donnée. La legaion peut tirer de cette
étude est que la prédiction des meilleures clauses a maidigant la recherche
mérite une enquéte plus poussée. A notre avis, la perfoend@d¢a mesure LBD
peut étre expliquée par le fait gu’elle est réellement liée t@ille des clauses. En
effet, nous avong < LBD(c) < |¢|. La taille de la clause est une borne supé-
rieure de la mesure LBD. Par exemple, le LBD des clausesrbmaist €gal a.
Par conséquent, la stratégie définie dafigcose favorise dans un certain sens le
maintien des clauses de petites tailles. Dans { ), les au-
teurs mentionnent que tJh bon schéma d’apprentissage devrait ajouter des liens
explicites entre des blocs indépendants des littérauxagép (ou de décision). Si
le solveur reste dans le méme espace de recherche, uneléeite@idera proba-
blement a réduire le nombre de prochains niveaux de déceionours du reste
de la recherché L'intuition donnée par les auteurs pour comprendre I'artpnce
des clauses de LBD égal a 2 est la suivant&a:variable du dernier niveau de
décision sera collée ("glued") avec le bloc de littérauxgagés a un niveau plus
haut de I'arbre de recherche. Nous suspectons toutes ceseadad’étre vraiment
importantes au cours de la recher¢h&ssayons de discuter sur ces affirmations.
Premieérement, toute clause apprise ajoute des liens ggplentre les blocs indé-
pendants de littéraux propagés. Deuxiémement, touteeclapprise aide aussi a
élaguer I'espace de recherche et donc a réduire le nombrécggahs. La question
gu’on se pose est la suivante : s@it= (x; V x2 V x3) €tca = (11 V 42V, . .., Vi)
avecn > 3, LBD(¢;) = 3 et LBD(c3) = 2, laquelle est pertinente ? Comme vous
pouvez le deviner, notre préférence va a la premiere clause.

Du c6té théorique, la prédiction de la pertinence d’'unesgadonnée pour la
preuve est liée au probléme de trouver les plus courtesatéins par résolution. Ce
dernier probleme a été demontré NP-Difficile ( ), et aussi NP-Difficile
en approximant avec un facteur constarit ( ). Une deuxiéme
mesure importante est la largeur d’une preuve par résalutiéfinie comme étant
le nombre maximal de littéraux dans une clause de la preuaesi

( ), une relation intéressante est établie entre la largela pieeuve
et la longueur de la preuve. Ces résultats suggérent qudléades clauses ap-
prises est un concept fondamental pour la résolution pratig probléme SAT. Sur
certaines instances difficiles, on a besoin de maintenicliesses de grande taille.
Notre stratégie aléatoire est inspirée de cette preuve.

Une remarque importante, toutes les stratégies présatdaasse chapitre peuvent
étre intégrées facilement (quelques lignes de code) a obvesls basé sur I'archi-
tecture CDCL. Une page web dédiée, incluant les stratég@sopées pour la ré-
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duction de la base des clauses apprises intégrées a Mini§Adctiellement en
construction (http ://www.cril.fr-salis).

7.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probléeme de gestitan libesse des
clauses apprises. Nous avons démontré que les stratégigsrehtissage basées
sur la taille bornée proposées il y a plus d’'une quinzainertad

( ), ( ), ( ) restent
de bonnes mesures pour prédire la qualité des clausesepp¥isus avons égale-
ment montré que I'ajout de la randomisation a I'apprengiesen fixant une borne
supérieure sur la taille est un bon moyen de parvenir a urergdiication contré-
lée. Cette stratégie nous permet de privilégier les cladsgsetite taille, tout en
maintenant une petite fraction de clauses de grande téitlessaires pour la dériva-
tion des preuves par résolution sur certaines instancesélsaltats expérimentaux,
montrent que la stratégie basée sur la taille bornée rarsdenmtégrée a MiniSAT
peut atteindre des performances meilleures que celleotlesiss SAT de I'état de
I'art. Convaincu par I'importance des clauses de petitldlesanous avons proposé
plusieurs variantes dynamiques efficaces qui visent a erairdes clauses courtes
contenant des littéraux qui apparaissent le plus souvehahde I'arbre de re-
cherche. Notre derniere évaluation montre que la sulistitde la mesure LBD par
la mesure basée sur la taille darBicose 3.0 méne a une meilleure performance a
la fois sur les instances satisfiables et sur les instansatisfiables.
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Conclusions

Dans cette thése, nous nous somme intéressé a la résolutiproleme de
la satisfiabilité d’'une formule propositionnellsAT), qui est un probléeme central
en théorie de la complexité, en intelligence artificielleetdémonstration automa-
tique.

Dans la premiére partie, nous avons d’abord introduit quesdgrincipes néces-
saires a la compréhension de cette these. Ensuite aprepadsenté les différentes
approches de résolution du problésra, nous avons fait une description des diffé-
rentes composantes des solvesks de typeCcDCL généralement appelés solveurs
SAT modernes en se focalisant sur les composantes essentielles

Nous avons présenté dans la deuxieme partie les différeatggbutions que
nous avons apportées dans le cadre de la résolution du preBler. L'objectif
principal de ces contributions est d’élargir la classe deblpmes traitables en pra-
tique.

La premiére contribution propose une technique originalesubstitution dy-
namique de fonctions booléennes dans une formule booléamreforme CNF.
Cette approche exploite les fonctions booléennes cacléEsajement introduites
pendant la phase d’encodage vers CNF, et les utilise pounisier les clauses
apprises. Notre approche peut étre vue comme une facomalegile manipuler
les sous-formules représentées par les fonctions boa@éenaus permettant ainsi
d’imiter le principe de résolution étendue. L'avantage eiectechnique est qu’elle
nous permet d’exploiter ces variables auxiliaires au liem éjouter des variables
supplémentaires au cours de la phase de résolution. Laitstibstdes variables
d’entrée par les variables de sortie au cours de I'analyseaieflits, est une fagon

élégante de manipuler ces variables de sortie.

Nous avons ensuite proposé une méthode permettant diimens recherche
dans les solveurs SAT modernes. Cette approche permet deirmmideux des
composants clés des solveurs SAT modernes, a savoir le aedfga et I'heuris-
tigue d’ordonnancement des variables. Combiner ces deaupasantes permet au
solveur de diriger la recherche sur la sous-formule la ptugraignante. Cette re-
cherche basée sur lintensification est appliquée a chagfiemrarrage du solveur
SAT. Il collecte les variables rencontrées durant la dernigedyae de conflit en uti-
lisant un ordre prédéfini. Ces variables sont encore sétedties en haut de I'arbre
de recherche pendant le prochain redémarrage. Ce simptegaid’intensification
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donne des améliorations significatives quand il est intégrésolveursAT de I'état
de l'art.

Dans la troisieme contribution, nous proposons une noenagproche pour
I'apprentissage des clauses. Cette approche nous pernugrider de nouvelles
clauses Bi-Assertives. Plus précisément, a chaque cdeftitaphe d’'implications
est traversé séparément a partir des deux littéraux comnfls—x jusqu’au Pre-
mier Unique Point d’'Implication (First UIP). Au cours de tetraversée, nous
dérivons une nouvelle classe de clauses Bi-Assertives eugnt conduire a un
graphe d’implications plus compact. Plus intéressant, mms/elles clauses Bi-
Assertives tendent a étre plus courtes et induisent plogdi¢ations que les clauses
Bi-Assertives classiques ( ; ). Notre approche
utilise une analyse de conflit séparée a travers les deuxhmardu graphe conflit
pour dériver a la fois les nouvelles clauses Bi-Assertitéa elause assertive clas-
sigue. En effet la clause assertive classique est progeessnt générée a partir des
nouvelles clauses Bi-Assertives ce qui differe de la méttabalssique de dérivation
de la clause assertive. De cette maniére, nous n’avons awccodt de recherche
additionnel d & la dérivation de ces nouvelles clauses3ieiives.

Dans la derniére contribution de cette these, nous reusites stratégies de
réduction de la base des clauses apprises. Tout d’abord,d@nontrons que les
stratégies d’apprentissage basées sur la fixation d'umelsupérieure sur la taille
des clauses apprises proposées il y a plus d’'une quinzaneéks

( ), (1996, (1997 res-
tent de bonnes mesures pour prédire la qualité des claupdasesp Ensuite, Nous
montrons que I'ajout de la randomisation a de telles stiaségst un bon moyen de
parvenir a une diversification contr6lée. La stratégieltéste nous permet de pri-
vilégier les clauses de petite taille, tout en maintenaptpetite fraction de clauses
de grande taille nécessaires pour dériver des preuvesgmutién sur certaines ins-
tances SAT. Convaincu par I'importance des clauses depatie, nous proposons
plusieurs stratégies dynamiques efficaces qui visent atemimles clauses de petite
taille contenant des littéraux qui apparaissent le pluseoien haut de I'arbre de
recherche. Notre derniere évaluation montre que la substitde la mesure LBD
par la mesure baseée sur la taille défiscose mene a une meilleure performance a
la fois sur les instances satisfiables et sur les instansatisfiables.

Perspectives

Les travaux qui ont fait I'objet de cette thése ouvrent @uss nouvelles pistes a
explorer. La premiéere piste est relative a notre approchsutstitution dynamique
de fonctions booléennes dans une formule booléenne saue IGNF. Le travail
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envisageé ici consiste a étendre notre approche en visargulrstitution partielle.
En effet, méme si I'ensemble des variables d’entrée appaaiellement dans la
clause apprise donnée, on peut toujours substituer ceablesipar la variable de
sortie correspondante. Dans un tel cas, il pourrait étreressant de calculer la
substitution qui maximise la réduction de la taille de lauska apprise. Dans ces
travaux, nous nous sommes limiter a la détection et a la isutist des fonctions
booléennes "AND" et "OR", cependant il existe d’autres $yde fonctions boo-
léennes dans une formule CNF. On pourra alors étendre Bapprproposée afin
de considérer aussi d’autres types de fonctions.

Les résultats obtenus grace a l'intégration de notre siiatdintensification
dans les solveursaT de I'état-de-I'art montre qu'il reste encore des posdisli
d’améliorations des heuristiques d’ordonnancement deshlas et que des études
plus poussées sur le lien entre les redémarrages, lestiguasd’ ordonnancement
des variables et I'apprentissage sont nécessaires. llastjo’'une combinaison
subtile de ces différents composants pourrait amélioganifstativement les perfor-
mances du solveur, de méme qu’un agencement naif pourgaadir considéra-
blement ces performances. Alors trouver une bonne congainaie ces composants
est une question difficile qui mérite d’étre étudiée. Dansagtexte, les premiers
résultats obtenus par notre principe d’intensificatioadant encore entrevoir des
investigations plus poussées, a postériori, sur I'anadlyseomportement des sol-
VEUrssSAT en terme de redémarrage et heuristique de branchement.utiegeste
gue nous souhaitons explorer concerne le raffinement deri3tguevsiDs.

Le nouveau schéma d’apprentissage de clauses proposéapiéniviation des
nouvelles clauses Bi-Assertives ouvre de nombreuses gaigps. Tout d’abord,
Nous envisageons de trouver une meilleure stratégie qus petmettra de gérer
plus finement la nouvelle base de clauses Bi-AssertivesffEf eomme le cas de
la gestion de la base des clauses assertives, conserveanthrgymbre de clauses
Bi-Assertives peut altérer I'efficacité de la propagationtaire, tandis que sup-
primer trop de clauses peut rendre I'apprentissage ine#ficRar conséquent, il
faut trouver de bons critéres permettant d’identifier lesisés Bi-Assertives les
plus pertinentes. Enfin, nous projetons d’exploiter le geagfimplications proposé
dans ( ) pour dériver de nouvelles clauses assertives. En effet,
I'addition des arcs (appelés arcs inverses) ensemble ageclawuses Bi-Assertives
pourrait conduire aux clauses assertives meilleures emetede niveau de back-
jumping et de taille.

Finalement, la derniére contribution de cette thése qutistde autours des
stratégies de réduction de la base des clauses apprissentagtrevoir de nom-
breuses perspectives. En effet, nous avons pu voir auxs$rdes différentes études
expérimentales que l'intégration des nouvelles strasegreposées pour juger la
pertinence d’une clause apprise dans les meilleurs s@gaaractuels de I'état de
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I'art, conduit & une meilleure performance a la fois sur tesdnces satisfiables et
sur les instances insatisfiables. De plus, cette étude @weferque les meilleures
stratégies sont celles basées sur la limitation d’'une bom la taille des clauses.
Cette borne étant définie de maniére statique, au vu det’degrerformance entre
les différents solveurs obtenus avec différentes bornele d& diversité entre les
problémes résolus par chacun des solveurs, la mise en plawe mhéthode per-
mettant d’ajuster cette borne de maniéere dynamique au deuesrecherche est un
important challenge que nous souhaitons étudier. Au-délachélioration des dif-
férentes stratégies proposees, Nous envisageons égaldnidiser ces stratégies
dans le cadre de la résolution paralléle. Actuellements@udions une approche
de type portfolio basée sur I'utilisation de nos stratégesdifférentes unités de
calcul.
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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a la résolutiorotlepre de la sa-
tisfiabilité propositionnelle (SAT). Ce probleme fondarteden théorie de la com-
plexité est aujourd’hui utilisé dans de nombreux domaimesroe la planification,
la bioinformatique, la vérification de matériels et de logjg. En dépit d’énormes
progres observés ces dernieres années dans la résolatimuprdu probléme SAT,
il existe encore une forte demande d’algorithmes efficaoesgnt permettre de ré-
soudre les problemes difficiles. C’est dans ce contexte gséisent les differentes
contributions apportées par cette thése. Ces contrisisiattellent principalement
autour de deux composants clés des solveurs SAT : I'appsanfe de clauses et les
heuristiques de choix de variables de branchement. Premét, nous proposons
une méthode de résolution permettant d’exploiter les fonstbooléennes cachées
généralement introduites lors de la phase d’encodage CNF@duire la taille des
clauses apprises au cours de la recherche. Ensuite, nqaspres une approche de
résolution basée sur le principe d’intensification qui ¢uei les variables sur les-
quelles le solveur devrait brancher prioritairement a deagdémarrage. Ce prin-
cipe permet ainsi au solveur de diriger la recherche surda-fmrmule booléenne la
plus contraignante et de tirer profit du travail de reche#ja accompli en évitant
d’explorer le méme sous-espace de recherche plusieursDfaiss une troisieme
contribution, nous proposons un nouveau schéma d’appsagie de clauses qui
permet de dériver une classe particuliere de clauses Birfhass et nous montrons
que leur exploitation améliore significativement les perfances des solveurs SAT
CDCL issus de I'état de I'art. Finalement, nous nous sommesassés aux princi-
pales stratégies de gestion de la base de clauses appiliséssiians la littérature.
En effet, partant de deux stratégies de réduction simplesin@tion des clauses
de maniére aléatoire et celle utilisant la taille des clausenme critére pour juger
la qualité d’'une clause apprise, et motiver par les résutthtenus a partir de ces
stratégies, nous proposons plusieurs nouvelles stratétfieaces qui combinent le
maintien de clauses courtes (de taille bornéekpatout en supprimant aléatoire-
ment les clauses de longueurs supérieurgés@es nouvelles stratégies nous per-
mettent d’identifier les clauses les plus pertinentes popracessus de recherche.

Mots-clés: Satisfiabilité Propositionnelle (SAT), Solveurs SAT, Fooes Boo-
|éennes, Apprentissage de clauses, clauses Bi-Assertives
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Abstract

In this thesis, we focus on propositional satisfiability fdesm (SAT). This
fundamental problem in complexity theory is now used in mapplication do-
mains such as planning, bioinformatic, hardware and so&werification. Despite
enormous progress observed in recent years in practicalsBiing, there is still
a strong demand of efficient algorithms that can help to sbare problems. Our
contributions fit in this context. We focus on improving twittlee key components
of SAT solvers : clause learning and variable ordering Istigs. First, we propose
a resolution method that allows to exploit hidden Boolearcfions generally intro-
duced during the encoding phase CNF to reduce the size afeddaarned during
the search. Then, we propose an resolution approach baste amensification
principle that circumscribe the variables on which the espkhould branch in pri-
ority at each restart. This principle allows the solver tedi the search to the most
constrained sub-formula and takes advantage of the predearch to avoid ex-
ploring the same part of the search space several times hindacontribution, we
propose a new clause learning scheme that allows to deriagiayar Bi-Asserting
clauses and we show that their exploitation significantlgroves the performance
of the state-of-the art CDCL SAT solvers. Finally, we werterasted to the main
learned clauses database reduction strategies used iiettaure. Indeed, start-
ing from two simple strategies : random and size-boundedatgzh strategies, and
motivated by the results obtained from these strategiegpraposed several new
effective ones that combine maintaing short clauses (eflsounded by:), while
deleting randomly clauses of size greater thharbeveral other efficient variants
are proposed. These new strategies allow us to identify thet )mportant learned
clauses for the search process.

Keywords: Propositional Satisfiability (SAT), Boolean Functionsa@tes Learn-
ing, Bi-Asserting Clauses.
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