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Résumé

Le séquencement des travaux de collecte de prix avec
une ressource commune et plusieurs ressources secon-
daires est un problème de planification dont l’objectif
consiste à maximiser le prix d’exécution de tâches, sou-5

mises à plusieurs contraintes. Les approches actuelles
de résolution se basent sur des modèles en programme
linéraires à nombres entiers mixtes, de la recherche lo-
cale ou encore de la programmation dynamique. Ce pa-
pier présente des résultats préliminaires sur une méthode10

de résolution en programmation par contraintes, s’ap-
puyant sur des variables de séquence traditionnellement
employée dans des problèmes d’itinéraires de véhicules.
Couplée à de la recherche à large voisinage, elle permet
une résolution efficace d’instances de grandes tailles.15

Abstract

The Prize-Collecting Job Sequencing with One Com-
mon and Multiple Secondary Resources is a scheduling
problem whose objective is to maximize the execution
price of tasks subject to several constraints. Current20

approaches to solving this problem are based on mixed
integer linear program models, local search or dynamic
programming. This paper presents preliminary results
on a constraint programming method based on sequence
variables traditionally used in vehicle routing problems.25

1 Introduction

Le Séquencement des Travaux de Collecte de Prix
avec Une Ressource Commune et Plusieurs Ressources

∗Papier doctorant : Augustin Delecluse1,2 est auteur princi-
pal.

Secondaires (STCP-URCPRS) (Prize-Collecting Job
Sequencing with One Common and Multiple Secon-30

dary Resources - PC-JSOCMSR - en anglais) est un
problème de planification dont l’objectif consiste à
maximiser le prix d’exécution de tâches, soumises à
plusieurs contraintes. Il a été introduit dans [4], motivé
par la planification de patients nécessitant un thérapie35

par particules comme traitement contre le cancer. Ce
problème comporte une série de n tâches t ∈ T , cha-
cune possédant une durée dt pour son exécution ainsi
qu’une récompense zt si la tâche est exécutée. Chaque
exécution requiert une ressource globale ainsi qu’une40

ressource secondaire associée Ri ∈ R, avec R le set
de ressources associées disponibles dans le problème.
La ressource globale et les ressources secondaires ne
peuvent se consacrer qu’à une seule tâche à la fois : au-
cun chevauchement de tâches n’est possible. De plus,45

l’exécution d’une tâche t est davantage contrainte sur
une ressource secondaire : elle comporte un durée de
pré-traitement dpret et post-traitement dpostt durant la-
quelle la ressource secondaire n’est pas disponible. En
outre, l’exécution d’une tâche t ne peut pas être in-50

terrompue à mi-chemin, et doit être faite dans l’une
de ses fenêtres de temps spécifiées wt = {wtk | k =
0, . . . , ωt}, avec wtk = [wstart

tk , wend
tk ]. Le but consiste à

maximiser la somme des récompenses des tâches exé-
cutées. Un exemple de solution faisable au problème55

est présenté dans la Figure 1.

Les résolutions les plus efficaces se font via des ap-
proches en programme linéraires à nombres entiers
mixtes ou de la recherche locale pour des instances
de grandes taille, lorsque la preuve d’optimalité n’est60
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Figure 1 – Exemple de solution faisable pour le
STCP-URCPRS. Les tâches exécutées sont les tâches
1, 2, 4, 6 et 8. En plus de nécessiter la ressource glo-
bale G pendant une durée dt, chaque tâche t consomme
également sa ressource secondaire associée qt avec un
temps de pré-traitement dpret et de post-traitement
dpostt . La valeur objective est la somme des récom-
penses : z1 + z2 + z4 + z6 + z8.

pas de mise [2]. D’autres méthodes, en programmation
dynamique, diagrammes de décisions ou programma-
tion par contraintes (PPC) ont également été déve-
loppées [3]. Nous proposons une nouvelle approche se
vasant sur des Variables de Séquence, habituellement65

employées pour des problèmes de routage de véhi-
cules ([1, 5]). Celles-ci sont introduites dans la section
2. Un modèle les employant pour résoudre le STCP-
URCPRS est présenté dans la section 3. Les perfor-
mances sont évaluées dans la section 4.70

2 Variables de séquence

La variable de séquence utilisée dans notre approche
correspond à celle de [1], elle-même basée sur [5]. Cer-
taines des notations introduites dans ces travaux sont
repris dans cette section.75

Étant donné un graphe dirigé G(V,E) sur un en-
semble de nœuds V et d’arrêtes E entre les nœuds,
une variable de séquence, notée Sq, est une variable re-
présentant l’ensemble des ordonnancements possibles
sur des sous-ensembles des nœuds de V . Plus précisé-80

ment, elle partitionne V en trois ensembles disjoints :
les nœuds devant être visités par la séquence (R), les
nœuds possiblement visités par la séquence (P ) et les
nœuds exclus de la séquence (X). La variable définit
un ordonnancement sur des nœuds S ⊆ R insérés dans85

la route et actuellement visités. La variable maintient
pour chaque nœud v ∈ V un ensemble d’arrêtes ser-
vant à représenter la séquence. Les arrêtes sont soit
utilisées pour représenter l’ordonnancement actuel des
nœuds, soit pour permettre d’étendre la séquence cou-90

rante via des insertions.
Une insertion consiste en l’ajout d’un nœud x ∈ V

entre deux nœuds successifs u, v actuellement dans
la séquence courante. Elle a pour effet de requérir
le nœuds s’il ne l’était pas déjà (x ∈ R ∧ x /∈ P )95

et de rajouter le nœud entre les deux nœuds succes-
sifs dans l’ordonnancement actuel. Plusieurs invariants
permettent de détecter et retirer des arrêtes ne per-
mettant pas d’étendre la séquence, par exemple pour
le cas d’un nœud ne comportant que des arrêtes en-100

trantes mais aucune sortante, ce qui ne permet pas
de faire un détour par ce nœud [1]. Un exemple de
variable de séquence se trouve dans la Figure 2.

α a ω

b c d

E− E+

α {ω} {a, c}
a {α, c} {d, ω}
b ∅ ∅
c {α, d} {a, d, ω}
d {a, c} {c, ω}
ω {a, c, d} {α}

−→
S = {α,a,ω} , X = {b}

R = {α,a,ω, d} , P = {c}

α a ω

b c d

E− E+

α {ω} {c}
a {c} {d, ω}
b ∅ ∅
c {α, d} {a, d}
d {a, c} {c, ω}
ω {a, d} {α}

−→
S = {α, c, a,ω} , X = {b}

R = {α, c, a,ω, d} , P = ∅

Figure 2 – Représentation d’une variable de sé-
quence. La partie gauche montre une variable de sé-
quence visitant les nœuds α, a et puis ω, et pouvant
être étendue via des arrêtes dans le graphe (lignes en
pointillés). En-dessous se trouve une tâble montrant
les arrêtes entrantes E− et sortantes E+ des nœuds et
le partage des nœuds entre R, P et X. De plus, une
liste ordonnée −→

S dénote l’ordonnancement actuel de
la séquence. La partie droite montre une modification
où le nœud c a été inséré entre les nœuds α et ω, chan-
geant son statut et enlevant les arrêtes (c, ω) et (α, a)
car elles sont détectées comme ne pouvant pas servir
à étendre la séquence via des détours.

Le domaine D(Sq) d’une variable de séquence cap-
ture toutes les séquences construites par insertions de105

nœuds, et visitant l’ensemble des nœuds requis (v ∈
R). Les modifications du domaine permettent d’insé-
rer des nœuds, d’en requérir de nouveaux, d’en exclure
et d’enlever des arrêtes, le tout en temps constant ou
linéaire. Les contraintes appliquées sur ces variables110

utilisent ces mêmes opérations, que ce soit en enle-
vant des arrêtes qui, employées dans un détour, génè-



reraient une contradiction dans le problème, ou bien
en excluant des nœuds détectés comme impossibles à
visiter. Nous listons brièvement quelques contraintes115

d’intérêt pour ce papier, tout en référant le lecteur à
[1] pour le fonctionnement des algorithmes de filtrage.

— CollecteDePrix(Sq, Z, z), liant une variable de
séquence Sq à une variable entière Z.

— SousSéquence(Sq1, Sq2), imposant qu’une sé-120

quence Sq2 doit être une sous-séquence d’une
super-séquence Sq1 : chaque nœud visité dans la
sous-séquence est également visité dans la super-
séquence, tout en préservant l’ordre de visite.

— TempsDeTransition(Sq,D, d, Tr) lie des va-125

riables entières D de début de fenêtre de temps,
définies pour chaque nœud, à des visites effec-
tuées par la séquence. Étant donné une durée de
visite d pour un nœud et une matrice de temps
de transition Tr entre nœuds, elle s’assure que130

les temps de visite des nœuds respecte les transi-
tions temporelles. Elle est définie mathématique-
ment dans l’équation (1), qui décrit que le temps
de début de la visite d’un nœud v doit se faire
après la visite de son prédécesseur u et du temps135

de trajet nécessaire pour effectuer une tâche en
u et effectuer la transition (du + Tru,v).

Du + du + Tru,v ≤ Dv (1)

— LienDeNœud(Sq1, Sq2, v) : garantit que le statut
d’un nœud v est le même dans deux variables de
séquence Sq1 et Sq2. Dès que le nœud v devient140

exclus ou requis dans une séquence, il le devient
également dans l’autre.

3 Méthode de résolution

Nous présentons d’abord le modèle en PPC suivi de
la procédure de recherche.145

3.1 Modèle

Le problème est modélisé avec une variable de sé-
quence G représentant les tâches effectuées sur la res-
source globale, et une variable de séquence Si par res-
source secondaire Ri ∈ R. La variable de séquence G150

comporte un nœud par tâche dans le problème, tandis
que les variables associées aux ressources secondaires
ont toutes les tâches qui ne sont pas reliées à leur ma-
chine exclues de leur domaine. Les fenêtres de temps
de chaque tâche t sont représentées par des variables155

entières Dt indiquant le temps de début de la tâche
t, dont les domaines sont restreint aux temps dispo-
nibles wt pour l’exécution de la tâche correspondante.
Une dernière variable Z capture la somme des prix
d’exécution des tâches.160

Certains tâbleaux et matrices sont calculés avant
l’ajout de contraintes globales, afin de faciliter
leur usage et d’obtenir une meilleure efficacité
lors de la résolution. En particulier, la contrainte
TempsDeTransition nécessite une matrice de temps165

de transition entre nœuds. Deux matrices sont donc
initialisées : O ∈ ZT×T représente les temps de tran-
sitions en cas de changement de tâche sur la machine
globale, chaque entrée de la matrice étant nulle. La
matrice Tr ∈ ZT×T , au contraire, correspond aux170

temps de transitions lors du changement de tâches
sur une ressource secondaire. Ses entrées sont défi-
nies par Trij = dposti + dprej . Finalement, Ti dénote
les tâches associées à la ressource secondaire Ri :
Ti = {t ∈ T | qj = Ri}.175

Le modèle est présenté dans les équations (2) à
(7). L’objectif consiste à maximiser la somme du prix
d’exécution des tâches (2), capturé via une contrainte
de collecte de prix (3). Chaque ressource secondaire est
une sous-séquence de la ressource globale (4), et effec-180

tuer une tâche sur la ressource globale implique de le
faire également sur la ressource secondaire associée, et
vice-versa (7). Les contraintes temporelles d’exécution
sont appliquées via des contraintes de temps de tran-
sition (5), (6).185

maxZ (2)
t.q.
CollecteDePrix(G,Z, z) (3)
SousSéquence(G,Si) ∀i ∈ 0..|R| (4)
TempsDeTransition(G,D, d,O) (5)
TempsDeTransition(Si, D, d, Tr) ∀i ∈ 0..|R| (6)
LienDeNœud(G,Si, tik) ∀i ∈ 0..|R|,∀t ∈ Ti

(7)

3.2 Recherche

La structure de la recherche est différente de celle
rencontrée habituellement en PPC lorsque l’on tra-
vaille avec des variables de séquence. Elle se décrit
généralement via 2 étapes :190

Sélection de nœud : un nœud n’étant ni inclus ni
exclu dans la séquence est choisi.

Inclusion de nœud : étant donné le nœud choisi
à l’étape précédente, des branches considérant
de l’insérer, le rendre obligatoire et/ou l’exclure195

sont générées puis évaluées.

Les branches sont explorées en recherche en profon-
deur. Pour le STCP-URCPRS, le branchement change
dynamiquement en fonction de deux situations :

1. La séquence globale G comporte au moins un200

nœud v requis mais non-inséré (v ∈ R ∧ v /∈ −→
G ,



par exemple si un nœud a été inséré dans une res-
source secondaire mais plusieurs positions sont
possibles pour l’insérer dans la ressource glo-
bale). Le branchement suivant est alors effectué :205

Sélection de nœud : le nœud requis mais non
inséré ayant le minimum de points d’inser-
tions est choisis.

Inclusion du nœud : une branche est générée
par lieu d’inclusion du nœud, en privilégiant210

d’abord les insertions du nœud là où beau-
coup d’autres nœuds peuvent également être
insérés.

2. Si aucun nœud ne correspond au critère précé-
dent, le branchement s’opère alors comme suit :215

Sélection de nœud : le nœud ayant le prix as-
socié le plus grand est choisi. De plus, les
nœuds requis mais non insérés sont choisis
en priorité.

Inclusion du nœud : une branche est générée220

par lieu d’inclusion du nœud, en privilégiant
d’abord les insertions du nœud où beaucoup
d’autres nœuds peuvent également être insé-
rés. Une branche est également générée pour
pouvoir exclure le nœud.225

Ce branchement est complexe et peut très probable-
ment être amélioré et simplifié. En dépit de sa com-
plexité, les opérations sont relativement rapides, étant
donné que récupérer le nombre d’insertions d’un nœud
v où le nombre de nœuds pouvant être inséré après un230

nœud u sont des opérations en temps constants, grâce
à des compteurs maintenus dans le domaine [1].

4 Expériences

La recherche exacte employée avec les variables de
séquence donne des résultats assez négatifs. Celle-ci235

est plus lente et moins performante que les autres mé-
thodes proposées [3, 2].

Les variables de séquence étant cependant plus per-
formantes lorsque couplées avec de la Recherche à
Large Voisinage (RLV), nous reportons les perfor-240

mances dans ce scénario. La RLV, similaire à celui de
[2], consiste à partir de la meilleure solution courante
et relaxer (c.à.d. enlever) des tâches successives sur la
ressource globale. Ces tâches sont également relaxées
sur les ressources secondaires correspondantes. Avec le245

temps gagné dans la planification suite au retrait de
ces tâches, d’autres peuvent être insérées, pour trou-
ver de nouvelles solutions améliorantes. Cette heuris-
tique perd cependant la preuve d’optimalité, la justi-
fiant surtout pour des problèmes de grande taille.250

Les résultats sur deux set d’instances sont repris
dans la Table 1 et comparés avec ILS, l’état de l’art

pour des approches heuristiques. Le délai maximum a
été mis à 30 minutes. Pour les instances les plus larges
(n plus élevé), les variables de séquence ont le des-255

sus. Ces résultats sont toutefois très préliminaires : 10
itérations sont reportées et agrégées pour ILS, alors
qu’une seule est reportée dans l’autre cas.

Séquence ILS

Écart Temps Écart TempsSet n Moy. Meil.

A

50 0.22 128.90 0.00 0.00 21.70
100 0.04 123.77 0.00 0.00 67.60
150 0.02 118.21 0.01 0.00 116.36
200 0.08 182.52 0.01 0.00 161.82
250 0.01 232.58 0.00 0.00 208.79
300 0.05 257.22 0.01 0.00 254.50
350 0.01 150.03 0.01 0.00 294.06
400 0.05 129.71 0.01 0.00 337.25
450 0.00 99.18 0.01 0.00 379.37
500 0.07 98.47 0.02 0.01 420.74
All 0.05 152.06 0.01 0.00 226.22

T

50 1.75 22.57 0.00 0.00 16.19
100 0.00 157.53 0.18 0.00 59.80
150 0.00 183.85 0.48 0.13 128.88
200 0.00 208.59 0.93 0.47 235.41
250 0.00 343.58 0.70 0.29 366.72
300 0.00 459.16 0.36 0.01 517.49
350 0.00 577.17 0.33 0.00 676.91
400 0.00 665.67 0.29 0.00 859.58
450 0.00 718.26 0.28 0.00 1065.05
500 0.00 736.05 0.28 0.00 1282.29
All 0.18 407.24 0.38 0.09 520.83

Table 1 – Comparaison entre ILS et les Variables de
Séquence. L’écart entre la meilleure solution connue
et la solution trouvée est reporté en pourcentage. Le
temps est mis en secondes. Moy. et Meil. désignent la
moyenne et meilleure de 10 exécutions.

5 Conclusion

Le Séquencement des Travaux de Collecte de Prix260

avec Une Ressource Commune et Plusieurs Ressources
Secondaires est un problème de planification dont la
résolution est complexe. Les variables de séquence,
habituellement employées sur des problèmes de rou-
tage de véhicules, permettent une résolution efficace265

des instances de taille importante, malgré de faibles
performances sur des instances de moindre taille. La
complexité de la résolution est actuellement fortement
présente dans la procédure de branchement, ce que les
travaux futurs devraient tenter d’améliorer.270
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