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Résumé

Nous présentons une approche basée sur SAT pour
résoudre le problème de satisfiabilité en logique modale
S5. Ce problème étant NP-complet, la traduction en SAT
n’est pas une surprise. Notre contribution est de réduire5

considérablement le nombre de variables proposition-
nelles ainsi que de clauses nécessaires pour coder le pro-
blème. Nous présentons dans un premier temps une pro-
priété syntaxique appelée diamond degree. Nous mon-
trons que la taille d’un modèle S5 satisfaisant une formule10

φ peut être bornée par ce diamond degree. Une telle me-
sure peut ainsi être utilisée comme borne supérieure pour
générer un codage SAT pour la satisfiabilité S5 de cette
formule. Nous proposons ensuite un système de caching
qui nous permet de réduire la taille de la formule pro-15

positionnelle. Nous avons implémenté une approche gé-
nérique basée sur SAT dans le solveur S52SAT. Celle-ci
nous permet de comparer expérimentalement notre nou-
velle borne supérieure à celle connue antérieurement,
c’est-à-dire le nombre de modalités de φ, ainsi que d’éva-20

luer l’effet de notre technique de caching. Nous compa-
rons également notre solveur avec des solveurs existants
en logique modale S5. L’approche proposée surpasse les
précédentes sur les benchmarks utilisés. Ces résultats
prometteurs ouvrent des perspectives de recherche in-25

téressantes pour la résolution pratique d’autres logiques
modales (par exemple K, KT, S4).

Abstract

We present a SAT-based approach for solving the mo-
dal logic S5-satisfiability problem. That problem being NP-30

complete, the translation into SAT is not a surprise. Our
contribution is to greatly reduce the number of propositio-
nal variables and clauses required to encode the problem.
We first present a syntactic property called diamond de-
gree. We show that the size of an S5-model satisfying a35

formula φ can be bounded by its diamond degree. Such
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a measure can thus be used as an upper bound for ge-
nerating a SAT encoding for the S5-satisfiability of that
formula. We also propose a lightweight caching system
which allows us to further reduce the size of the proposi-40

tional formula. We implemented a generic SAT-based ap-
proach within the modal logic S5 solver S52SAT. It allo-
wed us to compare experimentally our new upper-bound
against the previously known one, i.e. the number of mo-
dalities of φ and to evaluate the effect of our caching tech-45

nique. We also compared our solver against existing mo-
dal logic S5 solvers. The proposed approach outperforms
previous ones on the benchmarks used. These promising
results open interesting research directions for practical
reasoning in other modal logics (e.g. K, KT, S4).50

Introduction

Au cours des vingt dernières années, les logiques mo-
dales ont été utilisées dans divers domaines de l’intelli-
gence artificielle comme la vérification formelle [10], la
théorie des jeux [25], la théorie des bases de données [11]55

et l’informatique distribuée [38]. Plus récemment, la lo-
gique modale S5 a été utilisée pour la planification contin-
gente [29] et la compilation de connaissances [5]. Pour
cette raison, le raisonnement automatisé en logiques mo-
dales a été largement étudié (par exemple [28, 34, 35]).60

Ladner [9, 24] a montré que le problème de satisfiabilité
pour plusieurs logiques modales comprenant K, KT et S4
est PSPACE-complet alors qu’il est NP-Complet pour la
logique S5 (voir [21] pour plus de détails). Puisque les sol-
veurs SAT sont devenus des oracles NP assez efficaces pour65

de nombreux problèmes, nous nous intéressons à étudier
l’encodage SAT pour le problème S5-SAT d’un point de
vue pratique. Utiliser un oracle SAT dans le cadre de la lo-
gique modale n’est pas nouveau : un aperçu complet des
travaux antérieurs peut être trouvé dans [33]. Cependant,70



la plupart d’entre eux s’attaquent à la satisfiabilité de la lo-
gique modale K. *SAT [13, 14, 15, 17] utilise un oracle
SAT pour décider de la satisfaction de 8 logiques modales
différentes, y compris K, mais pas S5. Dans le même es-
prit que notre travail, une traduction de la logique modale75

K vers SAT a été proposée dans Km2SAT [18, 34]. Plus
récemment, le solveur InKreSAT [23] a proposé un sys-
tème innovant basé sur SAT où le solveur SAT conduit le
développement d’une méthode des tableaux. Sur un plan
théorique, une approche basée sur SMT (Satisfiability Mo-80

dulo Theory) [2] a également été proposée. Aucune de ces
méthodes n’est applicable à la logique modale S5.

Le nombre de variables nécessaires pour réduire S5-
SAT à SAT dépend d’une borne supérieure du nombre de
mondes possibles à considérer dans le modèle S5. Mini-85

miser cette borne supérieure est donc crucial pour obte-
nir des formules CNF de taille raisonnable. Nous propo-
sons une nouvelle borne supérieure basée sur une propriété
syntaxique de la formule que nous appelons diamond de-
gree. Nous fournissons quelques preuves expérimentales90

que notre approche améliore significativement les solveurs
S5 de la littérature.

Le reste de l’article est organisé comme suit : nous pré-
sentons dans un premier temps la logique modale S5 ainsi
que les différentes borne sur la taille d’un modèle S5 ; nous95

détaillons ensuite la réduction de S5-SAT à SAT, paramé-
trée par le nombre de mondes à considérer. Nous présen-
tons dans un deuxième temps deux améliorations pour ré-
duire la taille de l’encodage SAT : une meilleure borne su-
périeure sur le nombre de mondes à considérer ainsi qu’un100

caching structurel. Enfin, nous comparons expérimentale-
ment l’efficacité de notre approche aux solveurs S5 exis-
tants.

Préliminaires

Soit P un ensemble fini non vide de variables proposi-
tionnelles. Le langage L de la logique modale S5 est l’en-
semble des formules φ définies par la grammaire suivante :

φ ::= > | p | ¬φ | φ ∧ φ | φ ∨ φ | �φ | ^φ

où p est une variable de P. Une formule de la forme �φ (box
phi) signifie que φ est nécessairement vrai. Une formule de
la forme ^φ (diamond phi) signifie que φ est possiblement
vrai. Toute formule φ ∈ L peut être convertie en une for-
mule équivalente en forme normale négative (NNF), c’est-
à-dire que les négations apparaissent seulement devant les
variables propositionnelles (voir la définition dans [32]),
notée nnf(φ). Cela peut se faire en temps polynomial. Les
formules deL sont interprétées en utilisant des modèles S5
pointés. Une modèle S5 est une paire (W,V), où W est un
ensemble non vide de mondes possibles et V est une fonc-
tion de valuation de W dans (P → {0, 1}). Un modèle S5
pointé est un triplet (W,V,w), où (W,V) est un modèle S5

et w ∈ W. La relation de satisfaction |= entre des formules
du langage L et des modèles S5 pointés est définie récursi-
vement comme suit :

(W,V,w) |= >
(W,V,w) |= p ssi V(w)(p) = 1
(W,V,w) |= ¬φ ssi (W,V,w) 6|= φ

(W,V,w) |= φ1 ∧ φ2 ssi (W,V,w) |= φ1 et (W,V,w) |= φ2

(W,V,w) |= φ1 ∨ φ2 ssi (W,V,w) |= φ1 ou (W,V,w) |= φ2

(W,V,w) |= �φ ssi pour tout w′ ∈ W, nous avons (W,V,w′) |= φ

(W,V,w) |= ^φ ssi il existe un w′ ∈ W tel que (W,V,w′) |= φ

La validité et la satisfiabilité sont définies comme d’habi-105

tude. Une formule φ ∈ L est valide, noté |= φ, si et seule-
ment si, pour tout modèle S5 pointé (W,V,w), nous avons
(W,V,w) |= φ. De plus, φ est satisfiable si et seulement si
6|= ¬φ.

Exemple 1 Voici un exemple d’une formule en logique
modale S5 φ = (^(p1 ∧ �p2) ∧ ^p3) ainsi qu’un exemple
de modèle (W,V,w) de tel sorte que (W,V,w) |= φ

W = {w, v, u}

V(w) = {(p1, 1), (p2, 1), (p3, 0)}
V(u) = {(p1, 0), (p2, 1), (p3, 0)}
V(v) = {(p1, 0), (p2, 1), (p3, 1)}

De S5-SAT à SAT110

Il a été montré dans [24] que si une formule S5 φ conte-
nant n connecteurs modaux est satisfiable, alors il existe un
modèle S5 satisfaisant φ contenant au plus n + 1 mondes.
Nous savons aussi qu’il existe un algorithme s’exécutant
en temps polynomial capable de transformer un problème115

S5-SAT en un problème SAT (vu que S5-SAT est NP-
complet [24]). Cependant, à notre connaissance, personne
n’a évalué cette approche dans la pratique. Celle-ci n’a pas
été comparée aux solveurs de la littérature jusqu’à présent.
Pourtant, les approches basées sur SAT sont connues pour120

être très efficaces en pratique.

Un codage SAT est ici représenté par une fonction de
traduction tr, qui prend en entrée une formule S5 φ ainsi
qu’un nombre de mondes n dans un modèle S5 et qui pro-
duit une formule propositionnelle. Ceci est inspiré par la



traduction standard vers la logique du premier ordre [31]. 1

tr(φ, n) = tr′(nnf(φ), 1, n)
tr′(>, i, n) = >

tr′(¬>, i, n) = ¬>

tr′(p, i, n) = pi

tr′(¬p, i, n) = ¬pi

tr′((φ ∧ · · · ∧ δ), i, n) = tr′(φ, i, n) ∧ · · · ∧ tr′(δ, i, n)
tr′((φ ∨ · · · ∨ δ), i, n) = tr′(φ, i, n) ∨ · · · ∨ tr′(δ, i, n)

tr′(�φ, i, n) =

n∧
j=1

(tr′(φ, j, n))

tr′(^φ, i, n) =

n∨
j=1

(tr′(φ, j, n))

La traduction ajoute de nouvelles variables booléennes pi à
la formule, désignant la valeur de vérité de p dans le monde
wi. Dans cette fonction, le paramètre i représente l’indice
du monde. La fonction est définie sur une formule en forme125

normale négative (NNF) par souci de simplicité.

Exemple 2 Soit la formule φ = ^(a ∧ �b), la Figure 1
montre la traduction de la formule φ avec n = 2.

^

∧

a �

b

∨

∧

a1 ∧

b1 b2

∧

a2 ∧

b1 b2

Figure 1 – De S5 φ (gauche) vers la logique proposition-
nelle avec n=2 (droite)

Si la valeur de n est une borne supérieure du nombre de
mondes dans le modèle, alors la traduction et la formule130

S5 d’origine sont équi-satisfiables. C’est en particulier le
cas pour la borne supérieure montrée dans [24] :

Définition 1 Soit φ ∈ L, nm(φ) désigne le nombre de
connecteurs modaux contenus dans le formule φ.

Théorème 1 Une formule φ deL est satisfiable si et seule-135

ment si tr(φ, nm(φ) + 1) est satisfiable.

Démonstration 1 Le théorème 1 est prouvé de la même
façon que la traduction standard vers la logique du premier
ordre, plus le Lemme 6.1 de [24].

1. Notons que la relation d’accessibilité n’a pas besoin d’être repré-
sentée dans un modèle S5, puisque celle-ci est une relation d’équivalence.

Notons que le résultat de la traduction n’est pas en CNF.140

Ainsi, la traduction classique en CNF utilisant l’algorithme
de Tseitin [37] est nécessaire pour utiliser un oracle SAT.

Amélioration de la borne supérieure

La taille du codage dépend de nm(φ). En pratique, une
telle borne supérieure produit des formules déraisonnable-145

ment grandes. Une première étape consiste donc à amélio-
rer cette borne supérieure. Nous proposons d’utiliser une
nouvelle mesure appelée diamond degree comme nouvelle
borne supérieure.

Définition 2 (Diamond degree) Le diamond degree d’une
formule φ deL, noté dd(φ), est défini récursivement comme
suit :

dd(φ) = dd′(nnf(φ))
dd′(>) = 0
dd′(¬>) = 0
dd′(p) = 0
dd′(¬p) = 0

dd′(φ ∧ ψ) = dd′(φ) + dd′(ψ)
dd′(φ ∨ ψ) = max(dd′(φ), dd′(ψ))
dd′(�φ) = dd′(φ)
dd′(^φ) = 1 + dd′(φ)

Le calcul du diamond degree nécessite la conversion de150

φ en NNF. Comme mentionné dans la section précédente,
cette opération peut être effectuée en temps et espace po-
lynomial. Ainsi, le diamond degree de toute formule peut
être calculé en temps polynomial. Sans perte de généralité,
nous supposerons que φ est en NNF et considérerons dd′155

au lieu de dd.
De façon informelle, le diamond degree représente une

borne supérieure sur le nombre de diamants à prendre
en compte pour satisfaire la formule. Pour montrer que
le diamond degree est une borne supérieure valide pour160

notre codage SAT, nous utiliserons une méthode des ta-
bleaux. Nous avons donc besoin de définitions addition-
nelles. Soient φ une formule en NNF et sub(φ) l’ensemble
des sous-formules de φ. Un tableau pour φ est un ensemble
non vide T = {s0, s1, . . . , sn} tel que si ∈ T est un sous-165

ensemble de sub(φ) et φ ∈ s0. De plus, tout ensemble s ∈ T
satisfait les conditions suivantes :

1. ¬> < s.

2. si p ∈ s alors ¬p < s.

3. si ¬p ∈ s alors p < s.170

4. si ψ1 ∧ ψ2 ∈ s alors ψ1 ∈ s et ψ2 ∈ s.

5. si ψ1 ∨ ψ2 ∈ s alors ψ1 ∈ s ou ψ2 ∈ s.

6. si �ψ1 ∈ s alors ∀s′ ∈ T nous avons ψ1 ∈ s′.



7. si ^ψ1 ∈ s alors ∃s′ ∈ T tel que ψ1 ∈ s′.

Lemme 1 Soit φ une formule en NNF. φ est satisfiable si175

et seulement si il existe un tableau pour φ.

Démonstration 2 Nous pouvons démontrer ce résultat de
manière standard. De la gauche vers la droite, nous mon-
trons que chaque règle du tableau préserve sa satisfiabi-
lité. De la droite vers la gauche, nous montrons par induc-180

tion sur la structure de φ que si le tableau pour φ existe,
alors nous pouvons construire un modèle pour φ en utili-
sant chaque s comme monde possible de ce modèle.

Lemme 2 Soit φ une formule en NNF. Le nombre d’élé-
ments de l’ensemble T créés en construisant le tableau de185

φ est borné par dd′(φ) + 1.

Démonstration 3 Soit une formule ψ ∈ sub(φ). Soit g(ψ)
le nombre d’ensembles s ajouté à T par la présence de
ψ. Autrement dit, g(ψ) est le nombre de fois où la condi-
tion impliquant l’opérateur ^ est déclenchée pour une190

sous-formule de ψ. Nous montrons que, pour toute formule
ψ ∈ sub(φ), nous avons g(ψ) ≤ dd′(ψ).

Pour ce faire, nous utilisons une induction sur la struc-
ture de ψ.

Base d’induction. Nous considérons quatre cas : (1) ψ =195

>, (2) ψ = ¬>, (3) ψ = p et (4) ψ = ¬p. Dans chaque cas,
le condition impliquant^ ne sera jamais déclenché par des
formules de sub(ψ). Ainsi, g(ψ) = 0 ≤ dd′(ψ).

Étape d’induction. Nous considérons quatre cas :

1. ψ = ψ1 ∧ ψ2. Supposons que ψ ∈ s, pour un certain200

s ∈ T. Dans ce cas, l’algorithme ajoute ψ1 et ψ2 à
s. Par conséquent, g(ψ) est borné par g(ψ1) + g(ψ2).
Ainsi, g(ψ) est borné par dd′(ψ1) + dd′(ψ2) (d’après
l’hypothèse d’induction). D’où g(ψ) ≤ dd′(ψ).

2. ψ = ψ1 ∨ ψ2. Supposons que ψ ∈ s, pour un205

certain s ∈ T. Dans ce cas, l’algorithme ajoute
soit ψ1 soit ψ2 à s. Par conséquent, g(φ) est borné
par max(g(ψ1), g(ψ2)). Ce dernier est borné par
max(dd′(ψ1), dd′(ψ2)) (d’après l’hypothèse d’induc-
tion). Ainsi g(ψ) ≤ dd′(ψ).210

3. ψ = �ψ1. Supposons que ψ ∈ s, pour un certain
s ∈ T. Dans ce cas, l’algorithme ajoute ψ1 à tout
s′ ∈ T. g(ψ) est donc borné par g(ψ1), qui est borné
par dd′(ψ1) (d’après l’hypothèse d’induction). Ainsi
g(ψ) ≤ dd′(ψ).215

4. ψ = ^ψ1. Supposons que ψ ∈ s, pour un certain
s ∈ T. Dans ce cas, s’il n’existe aucun s′ conte-
nant ψ1, alors l’algorithme ajoute un nouvel en-
semble s′′, contenant ψ1, à T . Par conséquent, g(ψ)
est borné par 1 + g(ψ1). Ce dernier est borné par220

1 + dd′(ψ1) (d’après l’hypothèse d’induction). Ainsi
g(ψ) ≤ dd′(ψ).

Nous avons donc |T | = 1 + g(φ) ≤ 1 + dd′(φ).

Ainsi, pour toute formule φ ∈ L, chaque ensemble si du
tableau T correspond à un monde wi ∈ W dans le modèle225

S5. |T | ≤ dd(φ) + 1 signifie que le nombre de mondes dans
le modèle S5 est borné par dd(φ) + 1.

Théorème 2 Une formule φ ∈ L est satisfiable si et seule-
ment si tr(φ, dd(φ) + 1) est satisfiable.

Caching structurel230

Le caching est un moyen classique d’éviter du travail
redondant. *SAT effectue le caching en utilisant une �ma-
trice de bits � [16]. L’implémentation efficace des biblio-
thèques de BDD [6] repose également sur le caching, pour
construire un graphe explicite. Ces deux exemples néces-235

sitent plus de temps et d’espace pour la recherche et la
mise en cache de travaux exécutés ultérieurement. Ici, notre
technique est un compromis � simple mais efficace �. Il ne
mémorise pas le travail, de sorte qu’il ne peut pas mettre
en cache toutes les formules possibles, mais il ne néces-240

site qu’un indicateur pour détecter le travail redondant. En
d’autres termes, nous ne générons pas la formule redon-
dante, mais grâce à un indicateur, nous sommes capable de
détecter les sous-formules redondantes.

Dans l’exemple représenté sur figure 2.b, la sous-245

formule (b1 ∧ b2) apparaît deux fois. La traduction du
premier diamant crée deux sous-formules (a1 ∧ ^b) et
(a2 ∧ ^b), où chaque ^b doit être traduit.

Puisque nous sommes en S5 (tous les mondes sont
connectés), les traductions de ^b sur des mondes différents250

sont équivalentes, nous pouvons donc réutiliser la même
sous-formule. Cela signifie qu’au lieu d’utiliser un arbre
nous pouvons travailler avec un DAG, ce qui permet une
traduction en CNF plus efficace.

Lemme 3 tr′(◦φ, i, n) = tr′(◦φ, j, n) ∀i, j et ◦ ∈ {^,�}255

Démonstration 4 nous avons deux cas à considérer :
— Si (◦ = �), alors tr′(�φ, i, n) =

∧n
k=1(tr′(φ, k, n))

— Si (◦ = ^), alors tr′(^φ, i, n) =
∨n

k=1(tr′(φ, k, n))
Dans chaque cas, le résultat est indépendant de i, ainsi

choisir j comme indice donne le même résultat.260

De façon informelle, le Lemme 3 montre le fait que,
quelle que soit la façon dont est incorporée la sous-formule
modale, sa traduction donnera toujours le même résultat
(indépendamment de l’indice i). Par conséquent, nous pou-
vons commencer par traduire la formule la plus profonde,265

marquer le nœud correspondant puis revenir en arrière. La
formule résultante peut contenir plusieurs nœuds ayant le
même marquage. Cela signifie que ces sous-formules sont
syntaxiquement identiques (voir Figure 2.c). Ensuite, nous
ne conservons qu’une occurence de la sous-formule, tran-270

formant l’arbre en un DAG (voir Figure 2.d). Le caching
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∧
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(d) tr+(φ, dd(φ)) avec simplification

Figure 2 – Traduction de ^(a ∧ ^b) (a), traduction initiale (b), formule marquée (c), traduction finale (d)

structurel est donc effectuée à la volée avant de traduire en
CNF. La fonction de traduction utilisant cette technique est
notée tr+.

Expérimentations275

Nous avons considéré LCKS5TabProver [1] et SPASS
3.7 [39] qui sont, à notre connaissance, à la pointe de
la résolution du problème de satisfiabilité en logique mo-
dale S5. Nous les avons comparés à quatre configura-
tions différentes de S52SAT : nm, nm+ (avec caching), dd,280

dd+ (avec caching) (http://www.cril.univ-artois.
fr/~montmirail/s52SAT). Afin d’évaluer rigoureuse-
ment les solveurs, nous avons utilisé la même entrée pour
chacun d’eux, au format InToHyLo [22]. Pour ce faire,
nous avons modifié le code de LCKS5TabProver pour le285

rendre capable de lire ce format. Les modifications sont as-
sez simples pour garantir que les performances du solveur
ne sont pas affectées.

Nous avons utilisé SPASS 3.7 au lieu de la dernière ver-
sion (3.9) car le premier lit le format dfg, qui peut être290

produit à partir de benchmarks InToHyLo en utilisant l’ou-
til ftt (Fast Transformation Tool) intégré dans Spartacus
[19]. La différence entre 3.7 et 3.9 est minimale selon le
site web du solveur. Le temps de traduction est négligeable
dans nos expérimentations. Nous avons également consi-295

déré MetTel2 [36] et LoTREC [12] pour les solveurs de
l’état de l’art en logique modale S5, mais ils ne sont mal-
heureusement pas conçus pour résoudre efficacement les
problèmes de logique S5. Nous utilisons Glucose 4.0 [3]
comme solveur SAT back-end.300

Nous avons évalué ces solveurs sur des benchmarks bien
établis de la logique modale : 3CNFK [30], MQBFK [26],
TANCS2000K [27] et LWBK,KT,S 4 [4].

Notons qu’ils sont conçus pour les logiques modales K,
KT et S4. Par conséquent, certains d’entre eux sont tri-305

viaux dans le cadre S5. Toutefois, nous pensons que les ré-
sultats obtenus sur ces benchmarks demeurent importants.
S5-SAT implique K, KT et S4-SAT, ainsi nous pourrions
envisager de résoudre la satisfiabilité en S5 comme étape

de prétraitement pour ces logiques modales.310

Nous avons fixé la limite de mémoire à 8Go et la limite
d’exécution à 900 secondes. Nous avons rarement atteint
ce délai (804 fois sur 12444 essais). La plupart des bench-
marks non résolus sont dus au manque de mémoire.

Dans les tables suivantes, nous fournissons le nombre de315

benchmarks résolus, en gras les meilleurs résultats d’une
rangée/colonne donnée (selon l’orientation du tableau) ; et
entre parenthèses, nous fournissons le nombre de bench-
marks qui ne peuvent être résolus à cause du manque de
mémoire.320

3CNF_K : le caching n’aide pas

Solveur d=2 d=4 d=6 Total
LckS5TabProver 0 (17) 0 (29) 0 (40) 0

S52SAT nm 21 (24) 0 (45) 0 (45) 21
S52SAT nm+ 21 (24) 0 (45) 0 (45) 21
S52SAT dd 45 (0) 8 (27) 0 (45) 53

S52SAT dd+ 45 (0) 8 (27) 0 (45) 53
SPASS 3.7 45 (0) 5 (40) 0 (45) 50

Table 1 – Nombre d’instances résolues en 3CNFK

Les résultats sont affichés dans la table 1. dd, dd+ et
SPASS sont assez proches les uns des autres. Les for-
mules se composent de grandes conjonctions où chaque
conjoint a une profondeur modale d’au plus 2, 4 ou 6. Elles325

sont construites de telle manière que notre algorithme de
caching ne trouve pas de redondances sur ces formules.
C’est pourquoi le caching ne fournit aucun avantage sur
ces benchmarks.

modKSSS et modKLadn : le caching aide330

n représente le nombre de variables et a représente le
nombre d’alternances dans le préfixe QBF d’origine, voir
[26] pour plus de détails, et # correspond au nombre de
benchmarks disponible pour une paire (n,a) donnée.



n,a # LckS5... nm nm+ dd dd+ SPASS 3.7
4,4 40 0 (12) 32 40 40 40 40
4,6 40 0 (23) 32 40 40 40 32 (8)
8,4 40 0 (16) 32 40 39 (1) 40 16 (24)
8,6 40 0 (17) 24 40 40 40 10 (30)
16,4 40 0 (10) 22 40 40 40 8 (32)
16,6 40 0 (16) 19 40 39 (1) 40 2 (38)
total 240 0 161 240 238 240 108
4,4 40 40 0 (40) 40 0 (40) 40 0 (40)
4,6 40 14 (0) 0 (40) 32 (8) 0 (40) 40 0 (40)
8,4 40 2 (0) 0 (40) 8 (32) 0 (40) 40 0 (40)
8,6 40 0 (0) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 8 (32) 0 (40)
16,4 40 0 (0) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40)
16,6 40 0 (0) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40)
total 240 56 0 80 0 128 0

Table 2 – Au-dessus : modKSSS | En-dessous : modKLadn

Dans cette catégorie, nous pouvons voir que dd et dd+335

sont beaucoup plus efficaces que SPASS. Les formules de
ces benchmarks contiennent beaucoup de redondances :
nous pouvons voir que l’utilisation du caching nous permet
de résoudre tous les benchmarks modKSSS par exemple.

TANCS-2000 : Coûteux en mémoire340

n,a # LckS5... nm nm+ dd dd+ SPASS 3.7
4,4 40 0 (38) 40 40 40 40 40
4,6 40 0 (33) 40 40 40 40 40
8,4 40 0 (38) 40 40 40 40 40
8,6 40 0 (39) 40 40 40 40 40

16,4 40 0 (40) 40 40 40 40 40
16,6 40 0 (40) 40 40 40 40 35 (5)
total 240 0 240 240 240 240 235
4,4 40 23 (0) 3 (37) 40 40 40 40
4,6 40 3 (0) 0 (40) 40 40 40 31 (9)

total 80 26 3 80 80 80 71

Table 3 – TANCS-2000. Au-dessus : qbfMS | En-dessous :
qbfML

Ici, nous pouvons voir que ces problèmes peuvent être
résolus par presque tous les solveurs. Les instances non ré-
solues par SPASS 3.7 le sont à cause du manque de mé-
moire. Comme indiqué dans la section suivante, en aug-
mentant la limite mémoire à 32Go, ces instances sont réso-345

lues par SPASS.

LWB K, KT, S4 : dd et le caching aident

Les benchmarks sont à l’origine séparés sur les formules
SAT/UNSAT pour les logiques K, KT et S4. Évidemment,
la satisfaction dans S5 peut différer, nous avons donc sup-350

primé la séparation SAT/UNSAT. Les résultats sont affi-
chés dans la table 4. Là encore, dd+ est légèrement meilleur
que SPASS. Les benchmarks qui ne peuvent être résolus
sont un encodage spécifique en logique modale du principe
de pigeon hole [20] dans la logique correspondante.355

Solveur Logique K Logique KT Logique S4 Total
LckS5TabProver 227 (73) 206 (102) 194 (111) 627
S52SAT nm 307 (66) 344 (33) 292 (86) 943
S52SAT nm+ 351 (21) 363 (12) 349 (28) 1063
S52SAT dd 333 (40) 355 (23) 337 (40) 1025
S52SAT dd+ 357 (12) 364 (12) 363 (12) 1084
SPASS 3.7 343 (16) 363 (15) 360 (17) 1066

Table 4 – Nombre d’instances résolues dans LWBK,KT,S 4

Résultats globaux sur tous les benchmarks

Figure 3 – Distribution des temps d’exécution

Solveur # résolus # SAT MO TO
LckS5TabProver 709 143 710 655

S52SAT nm 1377 411 667 30
S52SAT nm+ 1733 452 292 49
S52SAT dd 1645 433 412 17

S52SAT dd+ 1834 460 203 37
SPASS 3.7 1530 451 528 16

Table 5 – Résultats globaux sur tous les benchmarks

SPASS est moins rapide, en partie en raison de ses mau-
vais résultats sur les benchmarks modKSSS et modKLadn.
Bien que l’encodage SAT par défaut épuise souvent la mé-
moire disponible, chacune des deux améliorations propo-360

sées réduit considérablement le nombre de memory-out, les
meilleurs résultats étant obtenus lorsque les deux sont acti-
vés.

Il semble assez clair que le caching est essentiel dans
notre approche pour résoudre efficacement ces bench-365

marks. Ceci est attesté par le diagramme de dispersion de
la figure 4. L’axe des abscisses correspond au temps utilisé
par dd et l’axe des ordonnées correspond au temps utilisé
par dd+ pour résoudre le problème.

La principale raison de l’amélioration est la réduction de370

la taille du codage CNF, comme le montre la table 6. Nous



Figure 4 – Temps d’exécution de dd avec et sans caching
Figure 5 – Comparaison (32 Go) SPASS 3.7 vs dd+

Solveur moy médiane max
nm 6 881 821 1 100 054 58 653 264
nm+ 1 619 923 118 040 29 492 779
dd 2 385 515 169 324 55 813 557
dd+ 269 891 27 090 22 914 442

Table 6 – Nombre de clauses dans les formules CNF géné-
rées

avions une valeur médiane de 1 100 054 clauses pour nm,
et cette valeur tombe à 27 090 pour dd+ sur exactement les
mêmes problèmes.

Importance de la mémoire375

Nous avons répété les expérimentations avec 32Go de
RAM. Notons que pour l’approche SAT, le manque de mé-
moire se produit pendant la phase de traduction, tandis que
pour les autres, la mémoire est épuisée dans la phase de
résolution.380

Nous nous demandions ce que serait la performance
avec plus de mémoire. La table 7 résume le nombre de
problèmes résolus avec 8Go et 32Go par chaque solveur.
Fournir 32Go à SPASS ne change pas les résultats de ma-

Solveur 8Go 32Go MO avec 32Go
LckS5TabProver 709 710 0
SPASS 3.7 1530 1560 498
S52SAT nm 1377 1475 382
S52SAT nm+ 1733 1800 166
S52SAT dd 1645 1672 317
S52SAT dd+ 1834 1888 96

Table 7 – Nombre d’instances résolues avec 8Go et 32Go

nière significative : il a résolu 30 instances supplémen-385

taires. Notre approche SAT tire avantage de cette quan-
tité de mémoire accrue, jusqu’à 98 benchmarks supplémen-
taires peuvent être résolus par nm sans caching. 32Go sont
suffisants pour LckS5TabProver (sans memory-out), mais
seulement une instance supplémentaire peut être résolue.390

Figure 6 – Temps d’exécution de SPASS 3.7 vs. dd+

La figure 5 compare la consommation de mémoire de
SPASS 3.7 et S52SAT dd+ en Go. SPASS nécessite géné-
ralement plus de mémoire que dd+. Le temps d’exécution
et la consommation de mémoire sont légèrement en corré-
lation (le coefficient de corrélation de Pearson pour dd+ est395

égal à 0.58 et celui de SPASS est de 0.57). Dans la caté-
gorie modKLadn, SPASS manque de mémoire, même avec
32Go.

Une perspective intéressante ici serait d’établir une heu-
ristique qui détermine, avant même de réaliser la traduc-400

tion, que la génération de la CNF va dépasser la limite
de mémoire autorisée. Une telle heuristique pourrait être
‘(len(φ) × dd(φ)) > BIGNUMBER’. On pourrait ensuite



faire le choix par exemple, de ne prendre que dd(φ)
2 +1

comme borne supérieure, si nous trouvons une solution,405

c’est une solution de la formule complète, sinon il faudrait
augmenter au fur et à mesure le nombre de monde autorisée
jusqu’à arriver soit à une solution, soit au MO qui aurait du
se produire sans l’heuristique. Une telle approche se rap-
procherait très fortement des approches CounterExample410

Guided Abstration Refinement (CEGAR) [8].

Comparaison avec la littérature

La figure 6 montre une comparaison détaillée du temps
d’exécution entre dd+ et SPASS sur tous les benchmarks.
Dans la plupart des cas, notre approche surpasse SPASS.415

Les deux cas où elle est moins efficace sont des problèmes
pigeon hole UNSAT combinatoires durs et des benchmarks
dits � 3CNF � pour lesquels ni le diamond degree ni le ca-
ching ne sont utiles.

Conclusion420

Nous avons présenté un nouvel encodage SAT pour ré-
soudre le problème S5-SAT en utilisant un solveur SAT.
Il est basé sur une réduction de S5-SAT à SAT avec
deux améliorations : une meilleure borne supérieure sur le
nombre de mondes requis et un caching structurel. Nous425

avons comparé notre approche aux solveurs représentant, à
notre connaissance, l’état de l’art pour la résolution pra-
tique de S5-SAT, sur un large éventail de benchmarks.
L’approche basée sur SAT avec toutes les améliorations a
permis de surclasser tous ces solveurs.430

Même si les benchmarks peuvent ne pas être représen-
tatifs de l’utilisation de S5 en pratiques puisqu’ils pro-
viennent d’autres logiques modales (K, KT, S4), ces résul-
tats ouvrent des perspectives intéressantes. En effet, prou-
ver la satisfiabilité d’une formule de la logique modale S5435

implique que la formule est également satisfiable dans des
systèmes moins restrictifs (c’est-à-dire dans K, KT, S4).
Puisque notre solveur S5 fournit un modèle S5 en quelques
secondes (temps médian de 2,06s), nous pourrions parfai-
tement l’utiliser comme une étape de prétraitement pour440

résoudre les benchmarks dans d’autres logiques modales.
Les résultats préliminaires dans cette direction sont as-

sez encourageants : sur 276 benchmarks satisfiables en lo-
gique S5 (donc en K), S52SAT surpasse Spartacus [19]
sur 158 d’entre eux. Une autre perspective serait d’adapter445

S52SAT afin de résoudre les problèmes KD45-SAT étant
donné que KD45 est également NP-complet [9].
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