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Résune : données sont une représentation compacte de

Plusieurs approches ont été proposées réecemment afince qui est habituellement connu sous le nom
de fusionner un ensemble de bases de croyances po-d,, . 61. En eff h b
tentiellement contradictoires. Cet article se concentre d €tat epistémique [6]. En effet, chaque base

sur une fusi%ﬂ egalitariste appliquéebla de,\? bases de de croyance ordonnée induit un ordre sur I'en-
croyances ordonnées incommensurables. Nous propo- - . . )
sons tout d’'abord une caractérisation du résultat de la s_emble des_ |nterp,reta_1t|ons ((_)u solutions) pos
fusion bas’ge s#rnla r]lot_ion d'ordre compatibles definis sibles. Les interprétations qui ont les rangs les
au moyen d'échelles finies. Nous proposons ensuite une AP ;
maniere équivalente d'obtenir le resultat de la fusion, p]us bas sont cpngderee; Comr,ne I.es plus plau

basée sur un ordre de type Pareto sur I'ensemble des so-Sibles. En particulier, les interprétations avec le

lutions possibles. rang "0" sont celles qui sont les plus préferées et

Mots-cles : représentent les croyances actuelles d’un agent.
Recently, several approaches have been proposed to

merge possibly contradictory belief bases. This paper fo- : . .
cuses on max-based merging operators applied to incom- Il existe deux approches majeures de fusion

mensurable ranked belief bases. We first propose a cha- de bases de croyances ordonnées : I'approche
tersain of & resul of merang using the noton o uiltariste (ou approche maoritaire) et Iap-
propose an equivalent way to recover the result of mer- proche égalitariste. Les approches basées sur
gg;gﬁggss?d on a Pareto-like ordering on a set of possible I'opérateur "somme” sont des exemples d’ap-
Abstract: proches majoritaires [1], tandis que celles
merging belief bases, ranked bases, incommensurabi- P@sées sur 'opérateur "maximum” (et son ex-
lity. tention Gmax) sont des exemples d’approches
égalitaires [1]. Etant donné un ensemblerde
bases de croyance cohérentes fourniespar
1 Introduction sources (ou agents), une approche majoritaire
tente de minimizer linsatifaction globale. En
La fusion d’informations multi-sources est un particulier, si une base de croyances donnée
probléme important dans beaucoup d’applica- €st soutenue par un grand nombre d’agents (ou
tions. Plusieurs approches ont été proposéessources) impliqués dans la fusion, alors cette
recemment pour la fusion de bases de croyancesbase de croyance sera contenue dans le résultat
potentiellement contradictoires [1-5]. Les bases de la fusion. Les opérateurs de fusion ma-
de croyances peuvent &tre plates (aucune re-joritaire sont appropriés si toutes les sources
lation de préférence n’est fournie entre les sont considérées independantes. Les modes de
differentes formules des bases de croyances)fusion egalitaristes a l'inverse tentent de mi-
ou ordonnées. Une base de croyance ordonnéehimiser l'insatisfaction individuelle de chaque
(ou base de croyance stratifiee, ou encore baseagent. Pour les approches égalitaristes, qui sont
de croyance pondérée) est un ensemble de for-des opérateurs de fusion indépendents de la ma-
mules bien formées, chacune étant associée &jorité, une répétition d’'une meme partie d'infor-
un rang (ici un entier). Plus le rang associé & mation n'a pas d'impact sur le résultat de la fu-
une formule est élevé, plus cette formule est Sion.
importante. En fait, les bases de croyances or-



Les modes de fusion utilitaristes et égalitaristes Nous présentons d’abord le concept de base
sont basés sur I'hypothese que les bases dede croyance ordonnée, et la fusion égalitariste
croyances a fusionner sont commensurables.de bases commensurables. Ensuite nous
C’est a dire que toutes les sources partagent uneprésentons une premiére maniere de traiter
méme échelle commune pour ordonner leurs in- I'hnypothése de commensurabilite, en utilisant
formations. Cette hypothese de commensurabi- les echelles compatibles finies. Nous montrons
lité prend peut étre un sens pour certaines ap- ensuite comment obtenir le résultat de la fusion
plications, mais peut apparaitre trop forte pour en utilisant une variante d’'un ordre de Pareto.
d’autres applications.

Cet article présente un mode de fusion

égalitariste de bases ordonnées incommensu-2  Avant-propos

rables. Nous utiliserons un opérateur de fusion

basé sur le maximum comme un exemple de fu- Soit £ un langage propositionnel fini. Nous no-
sion d’'informations égalitariste. tons Q2 I'ensemble des interprétations deet
par w un élément de. Les lettre grecques
o, ¢ designent des formules propositionnelles.
Mod(¢) représente 'ensemble des modéles de
¢, asavoirMod(¢) = {w € Q1w [ ¢}.

Une fagcon de traiter le probleme de l'incom-

mensurabilité est d'utiliser une variante de

I'ordre de Pareto [7]. Les interprétations (ou so-
lutions) sont comparées par rapport a leur com-
patiblité individuelle vis-a-vis de chaque base.
C’est a dire, etant donné un multi-ensemble de
bases ordonnées cohérenfgsune solutions 2.1 Bases ordongees

est strictement préférée a une autre solution

sii) s’ n'est pas modéle de chaque baseffJe  Les bases de croyances ordonnées offrent un

etii) pour chaque basB; € F, soits est stric- cadre adapté pour la représentation des informa-
tement préferée & (par rapport a3;), soits et tions incertaines (ou prioritaires). Elles sont uti-
s’ sont toutes les deux modeles B¢ lisees dans differents cadres, tels que la théorie

D 8 . lle de défini des possibilités [9,10] ou les fonctions ordinales
ans [8], une autre maniere naturelle de définir conditionnelles (OCF) [11-13].

un opérateur de fusion consiste a considerer
toutes les échelles compatibles. Une échelle Le terme croyance est utilisé quand les
compatible est simplement une réaffectation informations (ou sources) sont incertaines.
des rangs associés aux croyances de la base, teNous reservons le terme contrainte d’intégrité
qgue l'ordre relatif original entre les croyances pour les informations totallement certaines et
est préservé. Une solutierest dite strictement  cohérentes. Les contraintes d’intégrité doivent
préféerée a une autre solutiefy si s est préferee  étre présentes dans le résultat du processus de
a s’ dans chaque échelle compatible. fusion, alors que les croyances peuvent étre
acceptées, affaiblies, ou si nécessaire ignorées

Dans [8], nous avons montré qu’utiliser toutes dans le processus de fusion.

les échelles compatibles est équivalent a
considérer un ordre de type Pareto décrit plus Les bases de croyance ordonnées sont simple-
haut. Cet article montre gu’il n'y a pas besoinde ment des multi-ensembles de formules proposi-
définir toutes les échelles compatibles sur I'en- tionnelles ordonnées. C'est a dire :
semble des entier®. En fait, nous montrons
gu'il est suffisant d'utiliser des échelles finies
pour retrouver le résultat de la fusion.
Définition 1 (Base ordonree) Une base or-

Le reste de larticle est défini comme suit. yonree B est un multi-ensemble de formules
(2



propositionnelles ordorées,

Bi = {(¢ij7RBi(¢ij))v ] € {17 "'7mi}}v
ou ¢ij e L, etRBl((bw) € N*.

Intuitivement, (¢;;, Rp,(¢;;)) signifie que¢,;

a un rang de priorite d’au moins égal a
Rp,(¢ij) (les formules de rangs plus élevés
sont préférées). Seuls les rangs strictement po-
sitifs sont représentés. De plus, nous reser-
vons le symbole de l'infini-oo aux contraintes
d’intégrité. Nous noteron®3’ la base de for-
mules propositionnelle obtenue a partir Be

en ignorant les poids.

Il existe differentes facons d’induire une re-
lation d’ordre sur les interprétations possibles
a partir d'une base de croyance donnée. Dans
cet article, nous utilisons I'ordre appelé "best-
out ordering”, qui est défini comme suit : une
interprétationw est préferée a une autre in-
terprétationw’, si et seulement si la croyance
la plus certaine falsifiee par est moins im-
portante que la croyance la plus certaine fal-
sifiee par’. Ainsi, a chaque interprétation est
associée le rang de la formule la plus cer-
taine qu’elle falsifie. Les interprétations qui
sont modéles d&; ont un rang egal a O et sont
les préférées. Plus précisemment :

Définition 2 (Fonctions de rangement)Une
fonction de rangemeritz assoceéea une base
de croyance ordorge B est une fonction qui
associea chaque interpgtationw €  un
entierxp(w) tel que :

0si V(Qbij, Rz(¢zj)) S Bi7 w ): ¢ij
maz{Rp,(¢ij) : w ¥ ¢ij,
(¢ij; R, (¢ij)) € Bi}

sinon.

kp(w) =

L'ordre "best-out ordering” est la base de la
sémantique de la logique possibiliste [9] et de
la révision par ajustement de Williams [11].

Exemple 1 Considerons une base de croyance
ordonreeB = {(—aVb,8), (aVb,5),(a,2)}.Le
tableau suivant donne la fonction de rangement
Kkp assoceea b.

Tableau 1 — Un exemple de fonction de range-
ment

w,€Q a b kplw)
wo 0 O 5
w1 0 1 2
wo 1 0 8
w3 1 1 0

2.2 Fusion bage sur le maximum

Soit £ = {By, ..., B,} un multi-ensemble de

n bases ordonnées issuesrdsources, et soit

1 une formule propositionnelle représentant
les contraintes d’intégrité a satisfaire. Nous
supposons dans cette section que toutes les
sources partagent la méme signification des
rangs associés aux formules. Nous supposons
également que chaque base de croyances or-
donnée est cohérente (mais leur union peut bien
sur étre incohérente).

Le but de la fusion est, étant donnéesases de
croyances commensurables, de calcli¢F),

une formule propositionnelle représentant le
résultat de la fusion de ces bases. Dans la
littérature, differentes méthodes pour fusionner
E ont été proposées.

Cet article se concentre sur une fusion
égalitariste, et utilise l'opérateur maximum
pour illustrer le processus de fusion.

Mais d’abord, nous devons introduire la notion
de profil associé a une interprétatian noté
parvg(w), et défini par

VE(w) =< HB1(W)7 B K:Bn(w) >
Il représente le degré d'insatisfaction (ou de

compatibilité) d’une interprétation par rap-
port au multi-ensemble de bases ordonnées.



Le calcul du résultat de la fusioh(FE) est

profil assoceé a chaque interpgtation est don@

effectué en deux étapes : nous combinons par le Tableau 2. Le&sultat de la fusion Max,

d’abord les degrés d'insatifaction;, (w)'s avec
un opérateur de fusion (ici I'opérateur de fu-
sion maximum), et nous choisissons ensuite

les interprétations avec les rangs les plus bas.

Cela mene a définir un ordre stricte, noté par
dpaz, €NLre les interprétations comme suit : une
interprétationw est préferée a une autre in-
terprétationy’ si I'elément maximum du profil
dew est plus petit que I'elément maximum du
profil dew’. Plus formellement :

Définition 3 (Définition de <,,,,) Soit £ un
multi-ensemble de bases ord@as. Soit etw’
deux interpétations etvg(w), vg(w’) leur pro-
fils assoags. Alors :

w <k, W ssiMaz(vep(w)) < Max(vg(w')),

~

ou

Max(vgp(w)) = Max{krp, (w):i € {1,...,n}}.

Le résultat de la fusiod\;'**(E) est une for-
mule propositionnelle dont les modeles sont les
interprétations qui sont également modeleg de
et qui sont minimales par rapportiy,.. Plus
formellement :

Définition 4 (Fusion base sur le maximum)
Soit £ = {By,..., B,} un multi-ensemble de
bases de croyances ordaées et une
contrainte d’inggrite. Le esultat de la fu-
sion est une formule propositionnelle, @et
At (E), definie par @ Mod(A**(E)) =
{we Mod(p) : P’ € Mod(p),w <pras w}

lllustrons ces définitions par un exemple.

Exemple 2 SoitE = {B,, B,} tel queB; =
{(a,8),(=b,4)} et B, = {(b,2),(—a,1)}. L

en consiéranty = a est tel que :

Mod(Ag**(E)) = {wa}

Tableau 2 - Profils associés avec les in-
terprétations

a b kp(Ww) kpWw velw Ma
wo 0 O 8 2 <8,> 8
wp 0 1 8 0 <8,0> 8
wa 1 0 0 2 <0,2> 2
wsg 1 1 4 1 <4,1> 4

3 Fusion ba%e sur lesechelles com-
patibles

L'opération de fusion définie ci-dessus présume
gue les sources, qui fournissent IBss, sont
commensurables. Dans I'exemple 6, il est sup-
posé que le rang associé-a dansB; (c’est a
dire 4) peut étre comparé avec le rang associé
avec—a (c’'est a dire 1) dan®,. Une telle hy-
pothése n’est pas toujours vraie. Dans ce qui
suit, nous abandonons cette hypothése de com-
mensurabilité.

Nous présentons dans cette section une stratégie
de fusion égalitariste de bases de croyances
ordonnées incommensurables. Dans [8], nous
avons étudié une facon naturelle de les rendre
commensurable, en appliquant une échelle
compatible sur les rangs existants. Une échelle
est dite compatible si elle préserve 'ordre rela-
tif original défini entre les croyances de chaque
base ordonnée.

Une échelleS affecte de nouveaux rangs aux
croyances de chaque base du multi-ensemble
E. Dans [8], les nouveaux rangs affectés sont
définis sur I'ensemble des entié¥s Cet article
montre qu'il n’est pas nécessaire de considerer
lintégralité deN, et qu’il suffit de considérer



seulement une échelle finie. Plus précisement, L'ensemble des échelles compatibles ak/eest

cette échelle finie, notée, est définie comme :
L={1,2,....|Bi|+ ...+ |Bu|}

ou |B;| représente le nombre de degrés
differents (ou rangs) dans,.

Définition 5 (Echelle compatible) Soit £ =

{Bl,...,Bn} ou B, = {(¢Z]7R(¢Z])>} Alors
uneéchelleS, définie par :

S: BuU..uB, — L
(¢ij, BB, (di5)) +—  S(d4s)

(ou LI représente I'union des multi-ensembles),
est dite compatible aved@is,,...,Rp, Si et
seulement si :

VB, € E, V((b, R31(¢))7 (¢,7RBi(¢,)> € B,

Clairement, il peut y avoir plusieurs échelles
compatibles, comme il estillustré sur 'exemple
suivant :

Exemple 3 (continued) Considerons de nou-
veau B; = {(a,8),(-b,4)} et By =
{(,2), (—a,1). Nous avongB;| = |By| = 2
et = {1,2,3,4}. Le tableau 3 donne trois
échelles :S5;, S, et Ss.

Tableau 3 —exemples d’échelles

Gij  Rp,(¢ij) | S1(iz)  Sa(dij)  S3(9iy)
B, a 8 3 3 5

—b 4 2 4 1
B b 2 4 2 7

—a 1 1 1 6

LeséchellesS; et S; sont compatibles, parce-
gu’elles peéservent I'ordre induit par chaque
base ordonge. A l'inverse, kchelleS; n'est
pas une compatible : elle inverse la pridit
entre les croyances dg,.

notéSx. Notons queS; n’est jamais vide. Une
echelle compatible intuitive est simplement ob-
tenue en posan$(¢;;) = Rp,(¢i;). Elle est
compatible parcequ’elle préserve trivialement
I'ordre relatif entre les croyances de chaque
base.

Etant donné une échelle compatislenous no-
tons BY la base ordonnée obtenue a partir de
B; en remplagant chaque paii®;;, R;(¢;;)) by
(¢i;,S(¢i;)). De la m&me maniére, nous notons
E¢ le multi-ensemble obtenu a partir deen
remplagant chaquB; de E par BS.

Une interrogation naturelle est maintenant,
etant donné un ensemble d’échelles compa-
tibles Sz, comment définir le résultat de la fu-
sion. Differentes options existent, soit en uti-
lisant une mesure d’incertitude pour selection-
ner un sous-ensemble d’échelles compatibles
de Sg, soit de considérer toutes les échelles
compatibles. Dans cet article, nous optons pour
une option sceptique, et considérons toutes les
echelles compatibles, de fagcon a éviter les choix
arbitraires. Une interprétation est alors dite
préférée a une interprétatian si, pour chaque
échelle compatiblé, w est préféré a’ au sens

de la Définition 3 (c’'est a dire <%, ).

Définition 6 (Ordre entre interpr étations)

Soit ' un multi-ensemble de bases de croyances
ordonrees, etSy l'ensemble de toutes les
echelles compatibles asséesa E. Soientw,

w' deux interpétations. Alors :

. S
w <& ssivS eSp, wal,, W

ol <& est le esultat de la fusion en appli-
quant la Definition 3 surk”.

Les modeles deAj(E) sont ceux qui sont
modeles de: et minimaux pours.

Mod(AZ(E)) ={we Mod(p) : I’ € Mod(p), W' <y w}



Notons que<{ est un ordre partiel. lllustrons

: y , . Tableau 7 — Profils des échelles compatibles
la fusion basée sur les échelles compatibles au

. . i (suite)
moyen de I'exemple suivant : Vo @) Vper (@) Vges (@)
wy | <2,3> <2,3> <2,4>
wp | <2,0> <2,0> <2,0>
we | <0,3> <0,3> <0,4>
ws | <1,1> <1,2> <1,3>

Exemple 4 (suite) Supposons que: = T.
Consicerons de nouveaB; = {(a,8),(—b,4)}
et B, = {(b,2),(—a,1)}. Consicrons de nou-
veauS; ol BY' = {(a,4),(—b,3)} et BS" =
{(0,2), (—a,1)} et uneéchelleS,, oi B> =
{(a,3), (—b,2)} et B3> = {(b,3), (-a,2)}. Les
deux sont compatibles. Le Tableau £gente
le profil de chaque interg@tation pour chaque
échelle.

En fait, il est possible de montrer que ces six
échelles compatibles doee par le Tableau 5
sont suffisantes pour carastser le esultat de

la fusion. C’esta dire que pour chaquéchelle
compatibleS, il existe uneéchelle compatible
S; € {3,...,8} donree dans le Tableau 5, tel
quew <3, w' SSi w <t W', pour toutw etw’.
Lesélements mis en gras dans les Tableaux 6
et 7 repésentent les mates deA7 " (E®)
Tableau 4 - Deux échelles compatibles pour une échelle S; donree. Par exemple,

équivalentes les interpitationsw,; et ws sont moeles de
a_b|vgsi(w) Max|vpgs,(w) Max Amaez (S pour I'echelle compatiblés du Ta-
5[0 01<42> 4 [<3.3> 3 i (E7) P P 5
wi |0 1]<40> 4 |<30> 3 bleau 5.
wy |1 0|<0,2> 2 |<0,3> 3 . . . .
wy |1 1]<3,1> 3 |<22> 2 Finallement, I'ordre partiel stricte entre les in-

terprétations est seulemenefihi parw; <7
wi. Ainsi, les modles deA’(F) sont{w;, ws,
Notons que dans I'echelle compatildlg, w, est w3}, @tAT(E) =a Vb
l'interprétation la plus peferée, alors que dans
I'echelle compatibleS,, w3 est I'interprétation
la plus pieferéee. Le Tableau 5 montre six autres
échelles compatibles, et Tableau 6 et Tableau 7
fournissent leur profils assdes.

Les conclusions obtenues en utilisant toutes
les échelles compatibles sont slres et saines.
Considérer toutes les échelles compatibles ne
signifie pas que cette approche est trop pru-
dente, et que par exemple, seules des tautologies
pourraient &étre dérivées du résultat de la fusion.
En particulier si 'union des bases est cohérente,
alors le résultat de la fusion est simplement la

Tableau 5 — Echelles compatibles
représentatives

¢ij R, [S3 S S S S S ; .

Bi| a 8 |4 3 2 2 2 2 conjonction de ces bases. Plus formellement :
-b 4 |3 2 1 1 1 1

B[ b 2 [ 2 2 2 3 3 ¢4
-« 1 |1 1 1 1 2 3

Proposition 1 SoitE = {By, ..., B,}. Alors si
Ap.ce(B;) A pest colerent, alors

Tableau 6 — Profils des échelles compatibles

Vgss (W) Vpsi(w)  Vgss (W) A(E) = B!
wo | <4,2> <3,2> <2,2> “< ) /\< )
w | <4,0> <3,0> <2,0> Bick

wy | <0,2> <0,2> <0,2>

ws | <3,1> <2,1> <1,1>




4 Caractérisation de la fusion bage
sur les compatibles

Cette section décrit comment identifier les in-
terprétations préféerées de (ou de Mod(p))
pour la fusion dely sans calculeBg, en utili-
sant une variante de I'ordre de Pareto stricte. In-
tuitivement, une interprétatian est strictement
préférée a une interprétatiasl si ¢) ' n'est
pas un modeéle de chaque bdsg etii) pour
chaqueB;, soitw etw’ sont modeless;, soit
kp;(w) < rp, (W) (Cestadirew est preferée a
w' par rapport a3;). Plus formellement :

Définition 7 (Ordre type Pareto) Soit FE
{By, ..., B,}. w est Pareto-peferée & w’, not

w <pareto W', SSI les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

—Jdie{l,...,n}, kg, (W) #0,
-Vvi € {l,.,n}, kp(w)
0, ou kp,(w) < Kp, (V).

La premiere condition signifie simplement que
w ne peut pas étre strictement préférae’ asi

w' satisfait toutes les bases a fusionner. La se-
conde condition est une variante de I'odre de
Pareto. Rappelons que la définition habituelle
de I'ordre de Pareto est: Pareto-domine stric-
tementw’ si pour touti, kp,(w) < kp, (W) et

Jj tel quer g, (w) < K, (w'). Celle ci differe de
celle donnée par la Définition 7, comme il est
illustré par I'exemple suivant :

Exemple 5 Considerons deux bases
donrees : B, {(a,3),(ma N b,2)} et
B, {(b,5),(—a A —b,1)}. Le Tableau 8
présente le profil de chaque integiation de
Q.

or-

Tableau 8 — Profils associés aux interprétations

a b kp (w) kg, (W) vgp(w)
wo |0 O 3 5 <3,5>
wi |0 1 3 1 <3,1>
wy |1 0 2 5 <2,5>
ws |1 1 2 1 <2,1>

D’apres le Tableau 85 est strictement g@aferé

a wy, au sens de l'ordre de Pareto classique,
mais pas sens de l'ordre de type Paretefidi
ci-dessus.

lllustrons la Définition 7 par I'exemple suivant :

Exemple 6 (suite) Considerons a
veau B {(a,8),(—b,4)} et By
{(b,2),(—a,1)}. Le Tableau 9 pesente le
profil de chaque interg@tation def).

nou-

Tableau 9 — Profils associés au interprétations

a b kp (w) kg, (W) vgp(w)
wo |0 O 8 2 <8,2>
wi |0 1 8 0 <8,0>
wy |1 O 0 2 <0,2>
wz |1 1 4 1 <4,1>

D’apres le Tableau 9 nous avonsg stricte-
ment péferé a wy en utilisantap,,..:,, puisque
pour chaque base de croyance, le rang associ
avecws est strictement iidrieur au rang as-
SOCE aveQw.

De méme que nous I'avons montré dans le cas
des échelles compatibles, lorsque les bases sont
cohérentes, le résultat de la fusion est sim-
plement la conjonction des bases en utilisant
I'ordre de type Pareto.

Proposition 2 Soit x  une  contrainte
d’intégrite. SoitE un multi-ensemble de bases
de croyances ordor@es. Si/\, _, B; A u est
coherent, alorsv € Mod(\ Bf Ap) ssi fuw'’ €
Mod(p) : W' <pareto w-



La proposition suivante généralise le résultat nous avons montré dans [8] qu’elle satisfait les

précédent et montre I'équivalence entre I'ordre postulats de rationalité définis dans [1].

de type Pareto et I'ordre basé sur les échelles

compatibles :
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