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RÉSUMÉ. La classification supervisée est une tâche de fouille de données qui consiste à construire
un classifieur à partir d’un ensemble d’exemples étiquetés par leur classe (phase d’apprentissage),
et ensuite à prédire la classe de nouveaux exemples avec le classifieur (phase de classement).
Cet article présente plusieurs méthodes de classification supervisée basées sur la structure de
treillis de concepts. Nous décrivons les principes et algorithmes d’apprentissage et de classe-
ment de chacune des méthodes, ainsi que leur complexité. Nous reportons les résultats expé-
rimentaux publiés dans la littérature qui comparent ces méthodes avec d’autres méthodes de
classification, et discutons des avantages et limitations de cette structure pour la classification
supervisée.

ABSTRACT. Supervised classification is a two-step process. The first step (learning step) consists
in building a model (or classifier) describing a predetermined set of data classes. In the sec-
ond step (classification step), the model is used to predict the class label of previously unseen
objects. In this paper we present different concept lattices-based supervised classification meth-
ods. We describe the learning and classification principle of each method, their algorithm and
complexity. We also describe experimental comparison results obtained with other classifica-
tion methods, as reported in the literature. We discuss advantages and limitations of concept
lattices for supervised classification.

MOTS-CLÉS : Classification, Treillis de Galois, Treillis de concepts, Apprentissage, Ensemble de
fermés, Votes, Plus proches voisins, Classifieur bayésien naïf
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1. Introduction

La classification est une des tâches centrales de l’étape de fouille de données dans
le processus d’extraction de connaissances dans les bases de données. Le problème de
la classification est traité dans plusieurs communautés de recherche qui se découvrent
et s’enrichissent mutuellement : statistiques, reconnaissances de formes, apprentissage
automatique, réseaux de neurones et raisonnement à partir de cas. Le terme classifica-
tion en français désigne à la fois les termes anglais classification (classification super-
visée) et clustering (classification non supervisée). Nous nous focalisons sur la clas-
sification supervisée qui est un processus comprenant deux phases : apprentissage et
classement. La phase d’apprentissage consiste à construire un modèle (ou classifieur)
qui décrit un ensemble prédéterminé de classes d’exemples. La phase de classement
consiste à utiliser le modèle pour affecter une classe à un nouvel exemple.

Il existe de nombreux domaines d’application de ce problème : l’attribution de
crédit bancaire, la reconnaissance de gènes, la prédiction de sites archéologiques, le
diagnostic médical, etc. Plusieurs méthodes de classification supervisée publiées dans
la littérature s’appuient sur des techniques différentes [COR 02, SEB 02] : inférence
bayésienne, plus proches voisins, arbres de décision, réseaux de neurones ou treillis de
concepts. Nous nous intéressons dans cet article aux méthodes basées sur les treillis
de concepts 1. Parler de classification basée sur les treillis est une façon abusive de
désigner le fait que des hypothèses résultant d’une phase d’abstraction des données
sont organisées sous la forme d’un treillis. Tout système de classification utilisant
cette approche recherche dans cet espace les hypothèses les plus pertinentes pour le
concept à apprendre. La structure du treillis permet de restituer le concept décrit par
les données dans toute sa complexité et sa diversité.

Les treillis de concepts formels (ou treillis de Galois) sont une structure mathéma-
tique permettant de représenter les classes non disjointes sous-jacentes à un ensemble
d’objets (exemples, instances, tuples ou observations) décrits à partir d’un ensemble
d’attributs (propriétés, descripteurs ou items). Ces classes non disjointes sont aussi
appelées concepts formels, hyper-rectangles ou ensembles fermés. Une classe maté-
rialise un concept (à savoir une idée générale que l’on a d’un objet). Ce concept peut
être défini formellement par une extension (exemples du concept) ou par une intension
(abstraction du concept).

Les premiers travaux formels sur les treillis de concepts se situent en algèbre
universelle, à travers les travaux de Birkhoff [BIR 40, BIR 67], et plus tard de Bar-
but et Monjardet [BAR 70]. Les travaux de Wille [WIL 82, WIL 92], de Duquenne
[GUI 86, DUQ 99], de Ganter [GAN 99] ont permis de montrer l’utilité de cette struc-
ture pour l’analyse de données. En classification supervisée, l’apprentissage se ramène
dans le cas général à un problème de recherche dans l’espace des hypothèses. A ce titre
l’espace de versions développé par Mitchell [MIT 82] présente des liens étroits avec

�
. Le terme concept peut être employé dans les sens <unité de connaissances à apprendre> et

<structure mathématique>. Dans le cas où cela peut prêter à ambiguïté, nous utiliserons concept
formel pour désigner concept au sens “mathématique”.

2



le treillis de concepts, tant d’un point de vue structurel que du point de vue de la com-
plexité du modèle. Malgré la complexité exponentielle sous-jacente à la construction
de la structure du treillis de concepts, plusieurs méthodes de classification ont été dé-
velopées et ont produit des résultats comparables à ceux de méthodes standards, aussi
bien en ce qui concerne la précision que l’efficacité en temps. En outre cette structure
présente des propriétés particulières qui favorisent son usage pour la fouille de don-
nées, notamment pour la recherche de règles d’association [PAS 99] et pour l’appren-
tissage de concepts [KOU 98]. La problématique de mise en œuvre des algorithmes
par niveaux, largement étudiée en fouille de données, et dont une formalisation algé-
brique est proposée par Ganascia [GAN 93], est bien présente dans les modélisations
réalisées avec cette structure.

Certains travaux de recherche se sont inspirés du modèle des espaces des ver-
sions pour construire des modèles d’apprentissage à partir des treillis de concepts.
CHARADE (Cubes de Hilbert Appliqués à la Représentation et à l’Apprentissage de
Descriptions à partir d’Exemples) [GAN 87] est la première méthode à utiliser la cor-
respondance de Galois, pour générer un ensemble de règles d’association non redon-
dantes dont le but peut être restreint à une classe prédéfinie. Pour limiter l’espace de
recherche, plusieurs heuristiques sont définies comme des paramètres que l’utilisateur
peut sélectionner en fonction des propriétés des règles qu’il souhaite obtenir ou de la
nature du problème qu’il traite. Le principe de classement à partir de cet ensemble de
règles n’est pas explicitement formulé par l’auteur. L’utilisateur peut ensuite les em-
ployer pour construire sa méthode de classement. Ganascia [GAN 00] mentionne un
certain nombre d’extensions de CHARADE ayant permis de traiter des applications
de grande taille, notamment pour la catégorisation de textes, la découverte médicale,
l’apprentissage de caractères chinois et l’extraction de connaissances dans une base
de données épidémiologiques.

Plusieurs méthodes de classification basées sur le treillis de concepts ont été dé-
velopées et comparées à des méthodes standards couramment utilisées pour ce type
de problème. Dans cet article nous décrivons suivant un même schéma le principe des
systèmes qui sont documentés dans la littérature et qui nous paraissent représentatifs
de systèmes de classification à deux phases (apprentissage et classement) : GRAND
[OOS 88], LEGAL [LIQ 90], GALOIS [CAR 93], RULEARNER [SAH 95], CIBLe
[NJI 99] et CLNN & CLNB [XIE 02]. Nous présentons ensuite une synthèse biblio-
graphique des résultats expérimentaux obtenus par les différents systèmes, sur la base
des articles publiés dans la littérature.

Nous commençons en section � par une introduction formelle du treillis de concepts.
La section � décrit le problème de la classification supervisée et les critères de com-
paraison couramment utilisés. Dans les sections suivantes ( � à � ), le principe de clas-
sification de chacune des méthodes énumérées ci-dessus est présenté, ainsi que les
résultats expérimentaux reportés dans la littérature. Enfin nous discutons dans la sec-
tion ��� les résultats de comparaison.
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2. Treillis de Galois d’une relation binaire

Cette section présente la définition du treillis et une synthèse sur les algorithmes
de construction. Le lecteur ayant une connaissance sur les notions de base des treillis
de Galois peut passer à la section suivante.

2.1. Définition formelle

Définition 1 Soit � une relation d’ordre définie sur un ensemble � :

– �������
	�� , si � R � , alors on dira que � majore � ou que � minore � .

– � est un ensemble ordonné s’il est muni d’une relation d’ordre � .

– Soit ��
�� , � est un majorant (resp. minorant) de � , s’il majore (resp. minore)
tous les éléments de � .

– Soit ��
�� , le plus petit majorant (resp. plus grand minorant) de � s’il existe
est appelé borne supérieure (resp. borne inférieure) de � .

Définition 2 Contexte. Un contexte2 � est un triplet ������������� , où � , � sont des
ensembles et ��
��! �� est une relation (voir figure 1).

O " A #%$ #'& #)( #)* #,+ #'- #,. #'/ Classe0 $ 1 1 1 1 1 1 1 +0 & 1 1 1 1 1 1 1 +0 ( 1 1 1 1 1 1 1 +0 * 1 1 1 1 1 +0 + 1 1 1 1 1 -0 - 1 1 1 1 1 -0 . 1 1 1 -

Figure 1. La matrice binaire décrivant la relation � du contexte �21 �3���4�5�4�,�

La figure 1 montre un exemple de contexte représenté par �61 �������5�4�,� avec
� 16798): � 8<; � 8<= � 89> � 8<? � 8<@ � 8<A<B et � 1C7 � : ��� ; �4� = ��� > �4� ? ��� @ �D� A �4��E B . Ce contexte
nous servira d’exemple de référence tout au long de cet article. Nous avons ajouté la
colonne Classe qui servira à illustrer le problème de classification supervisée.

Définition 3 Contexte binaire. Un contexte �3���4�5�4�,� est dit binaire si les éléments
de � ne peuvent prendre que deux valeurs ( � ou � ) qui indiquent respectivement l’ab-
sence ou la présence de l’attribut concerné dans la description d’un objet.

F
. Il s’agit d’un contexte formel au sens de R. Wille [WIL 82].
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Définition 4 Correspondance de Galois entre ensembles ordonnés. Soient � : et
� ; deux ensembles ordonnés. Soit � (respectivement � ) une application monotone
décroissante définie de � : dans � ; (respectivement de � ; dans � : ) telle que soit
� 	�� : et � 	�� ; ����� � ��� si et seulement si ����� � �%� . Le couple d’applications
(� ��� ) est appelé correspondance de Galois entre � : et � ; .

Définition 5 Applications � et 	 d’un contexte binaire. Soient � et 	 deux applica-
tions définies comme suit :

– A tout élément 8 de � , on associe � � 8 � 127 ��	 ��
 � 8 ��� � 	�� B ;

– A tout élément � de � , on associe 	 � � � 1 7 8 	���
 � 8 ��� � 	 � B .
Proposition 1 � et 	 sont des applications monotones décroissantes.

Remarque 1 � et 	 sont étendues respectivement aux parties de � et de � comme
suit : soient � : 
�� et � : 
�� ,

� �3� : � 1�

������� � �

8 � 	��3� : � 1�

������� 	 � � �

Proposition 2 Fermeture. � 1 	���� et ��� 1 ��� 	 sont des applications monotones
croissantes, extensives et idempotentes. � et ��� sont appelés opérateurs de fermeture
sur les ensembles de parties !
�3� � et !
� � � .
Proposition 3 Le couple �"� �#	%� est une correspondance de Galois entre les ensembles
ordonnés !
��� � et !
� � � du contexte binaire ������������� .

Définition 6 Concept : Intension/Extension. Soient � : 
 � et � : 
 � . La paire7 � : �4� : B est un concept formel si � �3� : � 1 � : et 	 � � : � 1 � : . � : (resp. � : ) est
appelé l’extension (resp. l’intension) du concept 7 � : �4� : B .

Exemple 1 D’après le contexte de la figure 1, 7'7 � : ��� ; ��� = �4� > B � 7 8 : � 8 ; � 8 = � 8 > B)B est
un concept mais 7)7 � @ B � 798 : � 8 ; B)B n’en est pas un, puisqu’on a :
� � 7 8 : � 8 ; B � 1 7 � : ��� ; ��� = �4� > ��� ? �4� @ B�$1 7 � @ B .
Remarque 2 Si 7 � : � � :9B est un concept alors � : est un fermé de h’ ( ���3�3� : � 1 �%�
	��3� : � 1 � �3� : � 1 � : ) et � : est un fermé de h ( � �3� : � 1 	&�'� ��� : � 1 	 � � : � 1 � : ).
Définition 7 L’ordre sur les concepts. Sous-concept et sur-concept La relation
de sous-concept/sur-concept (dénotée � 3) est la relation d’ordre définie entre les
concepts de la façon suivante : pour deux concepts 7 � : � � : B et 7 � ; �4� ; B , 7 � : �4� : B �7 � ; �4� ; B)(�* � : 
 � ; ( (�* � ; 
�� : ).
7 � : � � :<B (respectivement 7 � ; �4� ;<B ) est un sous-concept (resp. sur-concept) de7 � ; �4� ;<B (resp. 7 � : �4� : B ).

+
. lire “moins général que”.
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Proposition 4 L’ensemble des fermés de � (resp. ��� ) ordonné par l’inclusion, avec les
opérations d’union et d’intersection ensemblistes, a une structure de treillis complet.
Ces deux treillis, basés respectivement sur � et sur � , sont isomorphes.

Définition 8 Treillis de Galois. L’ensemble � de tous les concepts, muni de la rela-
tion d’ordre � , est un treillis complet, appelé treillis de Galois � � � � de � .

{{a1},{o1,o2,o3,o4,o5,o6,o7}}

{{a1,a2},{o1,o2,o3,o4,o5,o6}} {{a1,a3},{o1,o2,o3,o4,o6,o7}}

{{a1,a3,a6},{o1,o2,o4,o7}}{{a1,a2,a3},{o1,o2,o3,o4,o6}}{{a1,a2,a4},{o1,o2,o3,o4,o5}} {{a1,a2,a5},{o1,o2,o3,o5,o6}}

{{a1,a2,a4,a5},{o1,o2,o3,o5}}

{{a1,a2,a4,a5,a7},{o1,o3,o5}}

{{a1,a2,a3,a4},{o1,o2,o3,o4}} {{a1,a2,a3,a5},{o1,o2,o3,o6}}

{{a1,a2,a3,a5,a8},{o2,o3,o6}}{{a1,a2,a3,a4,a5},{o1,o2,o3}} {{a1,a2,a3,a4,a6},{o1,o2,o4}}

{{a1,a2,a3,a4,a5,a6},{o1,o2}}{{a1,a2,a3,a4,a5,a7},{o1,o3}} {{a1,a2,a3,a4,a5,a8},{o2,o3}}

{{{a1,a2,a3,a4,a5,a7,a8},{o3}}} {{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7},{o1}} {{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a8},{o2}}

{{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8},{}}

Figure 2. Le treillis de Galois du contexte précédent (voir figure 1)

La figure 2 montre le diagramme de Hasse du treillis de Galois du contexte précé-
dent. Un rectangle représente un concept et les arcs entre les rectangles matérialisent
la relation d’ordre du plus général (en haut) vers le plus spécifique (en bas). Plusieurs
logiciels de visualisation du graphe de Hasse du treillis ont été développés, parmi
lesquels TOSCANA et ANACONDA par l’équipe de Wille [VOG 95], GLAD par
Duquenne [DUQ 96] et CERNATO par la société Navicon GmbH [BEC 01].
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2.2. Algorithmes de construction du treillis de Galois

Plusieurs algorithmes de construction du treillis de Galois ont été proposés et
ont fait l’objet d’études comparatives [KOU 98, NJI 00, KUZ 01] ou de synthèse
[GUé 91]. Etendant l’étude faite par Guénoche [GUé 91], Njiwoua [NJI 00] a présenté
six algorithmes de construction du treillis suivant une typologie relative à l’approche
(incrémentale ou non) choisie par leurs auteurs et en se limitant au cas du contexte
décrit par une matrice binaire. Ces algorithmes sont caractérisés suivant la méthode
de construction choisie (ascendante ou descendante).

Parmi les algorithmes analysés dont certains sont plus ou moins détaillés, on trouve
ceux de Chein [CHE 69], de Ganter [GAN 84], de Bordat [BOR 86], de Godin et al.
[GOD 91] (assez proche de l’algorithme de Norris [NOR 78]), d’Oosthuizen [OOS 91],
de Carpineto et Romano [CAR 93]. Ils sont comparés dans [NJI 00] suivant différents
critères parmi lesquels : la complexité théorique en temps d’exécution dans le pire des
cas, la construction ou non du diagramme de Hasse, la technique de mise à jour utilisée
(incrémentale ou non) et le type de parcours effectué (descendant ou ascendant).

Le treillis de Galois construit dépend non seulement de la taille des éléments
(nombre d’exemples et d’attributs), mais aussi pour une taille fixée, de la nature de
la relation entre exemples et attributs. Par conséquent, la seule comparaison théorique
en terme de complexité des différents algorithmes est faite dans le pire des cas. Ce-
pendant les bornes de complexité présentées sont généralement de loin supérieures
aux résultats observés en pratique par les différents auteurs, ainsi que dans une étude
récente faite par Kuznetsov et Obiedkov [KUZ 01].

Dans leur article, Kuznetsov et Obiedkov [KUZ 01] analysent dix algorithmes de
construction du treillis de Galois. Ils présentent une étude de leurs complexités théo-
riques et une comparaison expérimentale sur des jeux de données artificiels. Dans
cette analyse, on constate que l’algorithme de Nourine et Raynaud [NOU 99] qui a la
meilleure complexité théorique actuelle dans le pire des cas, n’est pas le plus rapide
dans les expérimentations. Les auteurs font des recommandations en fonction de la
nature du contexte.

Afin de mesurer l’efficacité de ces algorithmes sur les données réelles, Fu et Me-
phu [FU 03] ont comparé une implémentation de quatre algorithmes sur les données
couramment utilisées pour tester les méthodes d’apprentissage [BLA 98]. Il en résulte
que l’algorithme de Ganter (NextClosure) est en général le plus efficace sur ces don-
nées, ainsi que dans le pire des cas, lorsqu’il s’agit de générer simplement les concepts
du treillis. Fu et Mephu discutent aussi de l’efficacité des algorithmes en fonction du
nombre d’attributs par rapport au nombre d’objets.
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3. Classification supervisée – éléments de comparaison

La classification supervisée est un processus composé d’une phase d’apprentis-
sage suivie d’une phase de classement. Avant de définir les deux phases, nous allons
rappeler quelques définitions.

3.1. Définitions : Cohérence, Complétude, Pertinence d’une hypothèse

Définition 9 Soit � : un ensemble d’exemples.

– � : est dit cohérent si tous ses éléments appartiennent à une même classe.

– � : est dit complet s’il contient tous les éléments d’une classe donnée.

– � : est dit significatif s’il contient “suffisamment” d’exemples (en fonction d’un
seuil donné par l’utilisateur).

– � : est dit pertinent s’il est à la fois significatif et cohérent.

Définition 10 Une hypothèse (ou un ensemble de propriétés � : ) couvre un ensemble
d’exemples � : , si chaque élément de � : vérifie toutes les propriétés appartenant à
� : . On dit encore que � : est couvert par � : .

Définition 11 Une hypothèse � : rejette � : s’il existe un élément de � : qui ne vérifie
pas l’une des propriétés appartenant à � : .

Définition 12 Une hypothèse est dite cohérente (resp. complète ou significative ou
pertinente) si l’ensemble des exemples qu’elle couvre est cohérent (resp. complet ou
significatif ou pertinent).

Définition 13 Soient � : et � ; deux ensembles de propriétés. � ; est dit plus général
que � : (on note � : ��� ; ) si l’ensemble des exemples couverts par � : est inclus dans
l’ensemble des exemples couverts par � ; .

3.2. Phase d’apprentissage

Le problème de l’apprentissage supervisé est exprimé par la donnée d’un ensemble
d’apprentissage qui contient des exemples 8�� (encore appelés tuples, objets, instances
ou observations) décrits par un ensemble fini de propriétés ��� (encore appelés attributs
ou descripteurs), et appartenant à une ou plusieurs classes � � . L’ensemble d’apprentis-
sage caractérise une certaine fonction � à déterminer.

L’ensemble d’apprentissage de taille � 	�� � est une suite de couples � 8 : ��� : � ,
�	�	� , � 8�
 ��� 
 � , avec � � 1 � � 8 � � pour � �
� ��� (voir colonne ���3������� de la figure 1).
Chaque exemple 8 � est représenté par un vecteur � 8 � � � �	�	� � 8 ��� � où 8 ��� est la valeur de8 � pour la propriété ��� de l’ensemble des attributs � . Cette valeur peut être numérique
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(c’est-à-dire soit discrète et non bornée, soit continue) ou symbolique (c’est-à-dire soit
booléenne, soit nominale). Les � � indiquent la classe des exemples 8 � , correspondent
aux valeurs d’une propriété particulière � � , et prennent un nombre fini de valeurs
symboliques (d’où un nombre fini de classes).

Dans l’exemple de la figure 1, les valeurs de � � sont ’
�

’ pour les exemples positifs
(ou exemple du concept à apprendre) et ’ � ’ pour les exemples négatifs (ou contre-
exemple du concept à apprendre). Les objets 7 8 : , �	� � , 8 > B sont les exemples de la
classe

�
, et les objets 798 ? � � �	� � 8 A B sont des exemples de la classe � .

La phase d’apprentissage consiste à construire un modèle (ou classifieur)
�� , qui

approxime au mieux la fonction � à partir d’un ensemble d’exemples sélectionnés de
manière aléatoire dans l’ensemble d’apprentissage. Dans le cas où l’on a plusieurs
classes, on parle d’apprentissage multi-classes. Si le système de classification ne peut
traiter qu’une seule classe, le mode opératoire dans le cas de plusieurs classes, consis-
tera à faire autant d’apprentissages qu’il y a de classes, où les instances positives
sont celles de la classe apprise et les instances négatives sont les exemples des autres
classes.

3.3. Phase de classement

Dans la phase de classement le modèle appris
�� est utilisé pour affecter une classe

à chaque nouvel exemple. Etant donné 8�� , il s’agit de déterminer
�� ��1

�� � 8�� � . Pour
valider le modèle appris, un ensemble test contenant des exemples dont on connaît
la classe � � est utilisé. Le modèle commet une erreur lorsque

�� � est différent de
� � 1 � � 8 � � . Le modèle appris

�� approxime au mieux la fonction � lorsque le nombre
d’erreurs calculé tend vers zéro. Ce qui revient à déterminer le taux d’erreur du mo-
dèle (taux d’erreur = 1 – taux de précision) qui exprime le pourcentage du nombre
d’exemples mal classés par rapport au nombre total d’exemples.

Si le modèle est validé sur l’ensemble test alors il est utilisé pour classer les
exemples dont on ne connaît pas la classe.

Remarque 3 Le treillis de concepts peut être utilisé pour faire de la classification
non supervisée (caractériser des exemples sans aucune information sur les classes
représentées) ou de la classification supervisée.

3.4. Critères de comparaison de méthodes de classification

Nous allons caractériser les méthodes de classification basées sur les treillis de
concepts en fonction des critères suivants : principe de génération des hypothèses
apprises, validation du modèle, complexité théorique. D’autres critères comme l’uti-
lisation des connaissances du domaine peuvent aussi être utilisés. Dans les systèmes
que nous allons étudier, aucun n’utilise des connaissances du domaine.
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Le principe de génération détermine l’espace de recherche considéré pour engen-
drer les hypothèses. La manière par laquelle les hypothèses apprises sont obtenues
et évaluées est décrite. Le critère d’arrêt permettant de limiter l’exploration de l’es-
pace de recherche est présenté. Dans les cas qui nous intéressent, l’apprentissage est
dirigé par les données avec deux approches (duales) possibles : l’approche descen-
dante ou par spécialisations successives qui consiste à détecter à chaque étape les
sous-ensembles spécifiques maximaux d’un ensemble donné d’objets ; et l’approche
ascendante ou par généralisations successives qui consiste à construire à chaque étape
les propriétés communes les plus spécifiques à un sous-ensemble d’objets.

Le critère de validation est basé sur le calcul du taux de précision qui mesure la ca-
pacité du modèle appris à prédire correctement la classe des exemples de l’ensemble
test. Ce taux est égal au pourcentage des exemples de l’ensemble test qui sont correc-
tement classés par le modèle. La plupart des techniques de calcul du taux de précision
viennent du domaine des statistiques et sont caractérisées par la façon selon laquelle
l’ensemble initial (apprentissage et test) est généré :

� la validation croisée (d’ordre
�

). Les exemples sont partitionnés en
�

sous-
ensembles de taille identique. Chaque sous-ensemble sert une fois comme ensemble
test, l’apprentissage s’effectuant sur les

�
� � autres sous-ensembles.

� la resubstitution. Le même ensemble est utilisé pour l’apprentissage et le test de
la pertinence des hypothèses apprises.

� le “leave-one-out”. Chaque exemple de l’ensemble est utilisé une fois et à tour de
rôle pour le test de la pertinence des hypothèses obtenues à partir des autres exemples
de l’ensemble.

� le “holdout”. Il consiste à partitionner aléatoirement l’ensemble initial en deux
sous-ensembles distincts ; l’un servira pour l’apprentissage et l’autre pour le test.

Une comparaison de plusieurs techniques d’estimation du taux de précision est
faite par Dietterich [DIE 97]. Il en ressort qu’aucune technique n’est meilleure que les
autres dans toutes les situations et par conséquent, il faut utiliser le même critère de
validation pour comparer la précision des méthodes de classification.

Le troisième critère de comparaison consiste à calculer un ordre de complexité en
temps et en espace, en fonction de la taille des données et des paramètres de clas-
sification. Le critère de complexité permet de juger de l’efficacité des systèmes de
classification. Lorsque les performances de précision et de compréhensibilité entre
systèmes de classification sont égales, le critère de complexité en temps et en espace
peut permettre de préférer le système ayant la plus petite complexité.

D’autres critères, tels que le langage de description ou le langage de représentation
des hypothèses apprises, peuvent aussi être utilisés. Ils permettent de juger la compré-
hension par l’utilisateur des connaissances apprises et des décisions produites par le
système. Dans notre cas, le langage de description utilisé est en général limité à la
logique propositionnelle (présentée sous la forme attribut/valeur).
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Nous allons dans les sections suivantes présenter chronologiquement par rapport
aux dates de publication, les méthodes de classification basées sur les treillis de concepts,
suivant leur principe, la manière de construire le treillis, la phase d’apprentissage, la
phase de classement, la complexité et les comparaisons expérimentales effectuées.

4. GRAND

GRAND (GRAph-based iNDuction) est le système développé par Oosthuizen [OOS 88],
qui s’adapte à l’apprentissage supervisé et non supervisé.

4.1. Principe et Construction du pseudo-treillis

Il construit un pseudo-treillis d’exemples-attributs qui contient l’ensemble des gé-
néralisations les plus spécifiques de l’espace des versions. Tous les concepts du treillis
complet sont présents dans le pseudo-treillis à l’exception du supremum ou de l’infi-
mum si chacun d’eux correspond à l’ensemble vide. Certains nœuds sont rajoutés tels
que les nœuds-attributs et les nœuds-exemples. Ceux-ci ne correspondent pas toujours
à des concepts formels. Dans le cas d’attribut universel (attribut commun à tous les
exemples) le supremum est bien présent dans le pseudo-treillis. De même que dans
le cas où au moins un exemple possède l’ensemble des attributs (exemple universel),
l’infinimum est representé. La classe des exemples est un attribut comme les autres
(voir la figure 3 pour une illustration sur l’exemple courant). Oosthuizen [OOS 91]
représente un nœud uniquement par son intension. Il considère alors trois types de
nœuds :

1) Les nœuds-attributs, il s’agit des éléments de � . Ce sont les éléments maximaux
du treillis. Le nœud correspondant est le plus général contenant l’attribut considéré.

2) Les nœuds-exemples, il s’agit des éléments de � , représentés par leurs proprié-
tés. Ce sont les éléments minimaux du treillis. Le nœud correspondant est le plus
spécifique contenant l’exemple considéré.

3) Les nœuds-intermédiaires ou concepts. Un nœud intermédiaire hérite des attri-
buts de tous ses majorants (ascendants) et des exemples de tous ses minorants (des-
cendants).

Il est possible grâce à un paramètre, de prendre en compte des exemples qui véri-
fient partiellement les hypothèses construites. Il en découle une plus grande souplesse
dans la description des concepts. Il est aussi possible de préciser le nombre minimum
d’exemples que doit couvrir un nœud pour être utilisé dans la phase de classement.

Chaque nouvel exemple est comparé explicitement à l’ensemble des exemples
déjà insérés dans le pseudo-treillis. Pour chaque nouvel exemple 8 ��� : considéré, des
connexions sont établies ou mises à jour. Pour des raisons de simplicité, nous ne ma-
térialisons pas ces connexions dans l’algorithme de la figure 4 (algorithme de mise à
jour) qui procède de la façon suivante :
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C1 C2

C6C5C3 C4

C7

C13

C8 C9

C10C12 C11

C15C16 C14

C19 C18 C17

a1

o1

a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

o2 o3 o4 o5 o6 o7

+ −

Figure 3. Le pseudo-treillis obtenu par GRAND sur le contexte initial de la figure 1

1) Un nœud-exemple correspondant à 8 ��� : est créé (ligne � ). Ce nœud est relié à
l’ensemble des attributs de 8 � � : (ligne � ). Prenons l’exemple de la figure 5 avec l’in-
sertion de l’exemple 8 = . 8<= est relié aux nœuds-attributs � : ��� ; ��� = �4� > ��� ? �4� A ����E)� � ;

2) Pour chaque nœud déjà présent dans � et qui a au moins un attribut en commun
avec 8���� : , insérer un nœud correspondant aux attributs communs, et créer les liens
entre nœuds (lignes

�
à � � , on procède par ordre décroissant sur la taille de l’ensemble

des attributs communs entre 8���� : et les nœuds déjà présents). Sur l’exemple, 8)= a 6
attributs communs avec � � , ce qui va engendrer la création du nœud � � . On crée un
lien entre 8 = et � � , et entre � � et � � . Partant de � A (resp. � E ) on trouve un autre
attribut commun entre 8 : (resp. 8 ; ) et 8 = qui permet de créer le nœud � � (resp. � � ).

3) Eliminer les connexions redondantes (ligne ��� ). Sur l’exemple, on supprime les
liens entre 8 = et les nœuds attributs � : �4� ; ��� = �4� > ��� ? ��� A �4� E � � . On supprime les liens
entre � � et � : ��� ; �4� = ��� > ��� ? � � , entre 8 : et � A , entre 8 ; et � E .

La figure 5 illustre la construction du pseudo-treillis avec l’algorithme de mise à
jour sur le contexte initial de la figure 1. A l’étape � , � � correspond aux attributs en
commun entre 8': et 8<; .

4.2. Apprentissage et Classement

Le système induit les règles les plus générales. Pour ce faire, GRAND recherche
pour chaque nœud-attribut représentant une classe � du concept, le nœud-intermédiaire7 � � �4� � B le plus général à partir duquel on peut inférer la classe � par déduction ;
c’est-à-dire � 	 � � et � 	 � �%�'	%� � � � � 7 � B � et � � minimal. La règle obtenue a pour
antécédent � � � 7 � B et pour conséquent la classe � .

12



���������
	�����
������ 8 � � : � �
� ����������

��� �
��� :��

� �
�! 7 8 � � : B"#�%$ ��&'�
��� 8 ��� :)( ��*,+�-���.���� (�/�/ �0�21�� / �43��#56��&87'
'����9�.��:#� � ��� : � �
7 � �<; 
>=�='��+��?	 8 ��� : � /@( ��*BA�&�A>=��
+ / �C.�� �

� BDE� � ��� : �
� �

� =�
'�2+��F&��'�8+'
��
��.���� (�/�/ ���21�� / �G � ��H�I��'J���� � ��� : $1�7)BCK H�L $ �M#� N�O 
������>� � � . ( +�� � ��� :P/ ��&Q3����R � �TSVU � � 8 ��� : �'W � �TSVU � ��� � � R ��
'� / &��F7�&
���FA�&���X�A
Y#� ; ��A����,. ( +�� �

� � : &��Q+'
�����. � .�
�+ / &Z56�[+ / ��+����

�+,��� /
7 � �TSVU � � 8 ��� : �'W � �TS\U � �3� � � B]#� �
��� :��

� �
��� :T �^#� $ ��&'�����B&��Q+'
�����. � ( ��* ( � / �����)+'
�����.'�8.�� �

��� :
�>_�� $ � / �2����� � �TS\U � ��� � � . ( +�� � ��� :���T� K ��H�I��'J�����>"�� �'&��`=a�2+'���b&��'� ; 
�+�+'��*��


+��)����.�
�+�. ( + / �'��>:��<$ � / 
�����+������ �

��� :dc
K L2I

Figure 4. Algorithme de Oosthuizen

Figure 5. Etapes de construction du pseudo-treillis avec l’algorithme de Oosthuizen.
Ici nous n’avons fait figurer que la classe

�
(classe de ces � exemples).

Exemple 2 Pour l’exemple courant (figure 3), partant du nœud-attribut qui matéria-
lise la classe

�
, on arrive au concept �fe qui est un des fils (dans ce cas c’est le seul).

On recherche les nœuds-attributs dérivant de �fe , et on obtient � : , � ; , � = , � > et
�

.
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Puisque �fe est la borne inférieure des nœuds-attributs � : , � ; , � = et � > , la règle IF
� :�� � ;�� � =�� � > THEN

�
sera générée. Ici les exemples négatifs ne forment pas un

concept.

Pour chaque exemple à classer, GRAND choisit d’appliquer les règles les plus spé-
cifiques pour cet exemple. Un vote majoritaire peut être effectué sur l’ensemble des
règles vérifiées par l’objet à classer, mais l’auteur de GRAND conseille (de façon em-
pirique sur la base des expérimentations effectuées) de restreindre ce vote aux trois
meilleures règles (les plus spécifiques pour l’objet).

4.3. Complexité et Comparaison expérimentale

GRAND construit entièrement le pseudo-treillis avant de mettre en œuvre son prin-
cipe de classification. L’ordre de complexité en temps est en � � � ��� � > � où

�
= min

(n,m) [OOS 88].

La complexité en temps de l’opération de mise à jour du treillis est liée au nombre
de concepts déjà générés et majorant l’objet concerné. L’ordre de cette complexité
est en � ��� = � dans le meilleur des cas [OOS 88]. Dans les cas pratiques étudiés, la
complexité en espace du treillis est en � � ��� = � [OOS 88].

GRAND implémenté en Prolog puis en C, a été comparé [OOS 94] sur � jeux de
données de l’UC-irvine [BLA 98] (Breast Cancer et Lymphography) à plusieurs mé-
thodes de classification [MIC 86] : Assistant, AQ15, AQR, Bayes et CN2. L’auteur de
GRAND a reproduit les procédures expérimentales des autres systèmes et reporté les
résultats publiés. La méthode de validation utilisée consiste à faire une sorte de “hol-
dout” amélioré. 	 ��
 d’exemples sont sélectionnés pour l’ensemble d’apprentissage et
� ��
 pour l’ensemble test. L’auteur répète cette opération quatre fois et le résultat de
GRAND est la moyenne des quatre taux de précision obtenus.

GRAND obtient des taux de précision comparables aux autres méthodes. La com-
paraison est donnée à titre indicatif pour montrer la faisabilité de l’usage des treillis de
concepts pour la classification. Les temps d’exécution de ces expériences ne sont pas
mentionnés. L’auteur indique seulement un temps approximatif de 15 mn permettant
de construire un treillis d’environ � � � � nœuds avec 200 exemples et 10 attributs sur
une machine DEC 5000/240, puis un temps mis pour maintenir le treillis avec un nou-
vel exemple de moins d’une demi-seconde, d’une minute ou d’environ � � mn lorsqu’il
contient respectivement � � � , 
 � � � et � e � � � nœuds.

5. LEGAL

LEGAL (LEarning with GAlois Lattice) [LIQ 90] s’appuie sur ses paramètres
d’apprentissage pour construire seulement un sup-demi treillis, ce qui permet de ré-
duire l’espace de recherche des hypothèses. Parmi les variantes de ce système [MEP 94],
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nous présentons celle qui construit le treillis des concepts uniquement sur les exemples
positifs (LEGAL-E).

5.1. Principe et Construction du treillis

Le processus d’apprentissage de LEGAL consiste à construire un ensemble or-
donné d’hypothèses. LEGAL utilise une méthode de généralisation descendante ba-
sée sur le treillis de Galois. Le concept à apprendre est représenté par le contexte
�3����������� où � regroupe l’ensemble des exemples positifs ��� � � et l’ensemble des
exemples négatifs ou contre-exemples �3��� � . Le système utilise deux paramètres � et�

qui sont respectivement les critères de validité et de quasi-cohérence. Les notions
de validité (ou complétude) et de quasi-cohérence (ou correction) pour les hypothèses
et les nœuds sont introduites comme suit :

� Une hypothèse est dite valide (ou suffisamment complète) si elle est vérifiée par
“assez” d’exemples positifs. Soit � l’ensemble des hypothèses valides : � 1 7�� 

� t.q. � 7 � : �4� :9B 	 � � � 1 � : et

� � � W � U �� � U � 	 � B . Ce critère correspond à la
notion de support utilisé pour générer les motifs fréquents pour les règles d’association
[PAS 99].

� Une hypothèse est dite quasi-cohérente (ou suffisamment correcte) si elle est
vérifiée par “peu” de contre-exemples. Soit � l’ensemble des hypothèses quasi-

cohérentes : �2127�� 
�� t.q. � 7 � : � � : B 	 � � � 1 � : et
� ��� W ��
 �� � 
 � � � B .

� Une hypothèse est dite pertinente si elle est à la fois valide et quasi-cohérente.
Soit � l’ensemble des hypothèses pertinentes : � 1 � W
� .

� Un nœud est dit valide (resp. quasi-cohérent ou pertinent) si son intension consti-
tue une hypothèse valide (resp. quasi-cohérente ou pertinente).

Proposition 5 Si 7 � : �4� : B est quasi-cohérent alors tous ses minorants le sont aussi.
Si 7 � : �4� : B est valide alors tous ses majorants le sont aussi.

LEGAL [MEP 94] utilise une version modifiée de l’algorithme de Bordat [BOR 86]
dans laquelle, à chaque étape, seuls les nœuds valides sont conservés dans le treillis et
font l’objet d’une spécialisation à l’étape suivante. Le programme s’arrête lorsqu’au-
cun des nœuds générés à l’étape précédente n’est valide. La construction du treillis se
fait par niveaux.

5.2. Apprendre et Classer avec LEGAL

LEGAL construit uniquement le sup-demi treillis des nœuds valides. Cette res-
triction se justifie par le fait que les nœuds situés plus bas dans le treillis sont trop
spécifiques. Ils sont donc moins adaptés à la généralisation et peuvent conduire le sys-
tème à faire du sur-apprentissage. Dans sa version actuelle, LEGAL se limite à un
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apprentissage d’une classe constituée d’instances positives et éventuellement d’ins-
tances négatives. La connaissance obtenue est matérialisée par l’ensemble des hypo-
thèses pertinentes.

{{a1,a2,a3,a4},{o1,o2,o3,o4}}

{{a1,a2,a3,a4,a5},{o1,o2,o3}}

{{a1,a2,a3,a4,a6},{o1,o2,o4}}

{{a1,a2,a3,a4,a5,a6},{o1,o2}}

{{a1,a2,a3,a4,a5,a7},{o1,o3}}

{{a1,a2,a3,a4,a5,a8},{o2,o3}}

O Nb. pert. vérifiées Classe
1 5 +
2 5 +
3 4 +
4 2 +

5 0 -
6 0 -
7 0 -

Figure 6. Le sup-demi treillis et le nombre d’hypothèses pertinentes vérifiées par
chaque objet

La figure 6 montre le treillis construit par LEGAL sur les exemples positifs et le
nombre d’hypothèses pertinentes vérifiées par chaque objet. Pour � 1 � � �

et
� 1

� � � � , on a comme ensemble d’hypothèses pertinentes :

� 127'7 � : �4� ; ��� = �4� > B , 7 � : �4� ; ��� = �4� > ��� ? B , 7 � : ��� ; �4� = ��� > �4� @ B , 7 � : �4� ; ��� = �4� > ��� ? ��� A B ,7 � : �4� ; ��� = �4� > �<� ? ��� E B , 7 � : ��� ; �4� = ��� > �4� ? ��� @ B)B .

LEGAL effectue un vote majoritaire parmi l’ensemble � des hypothèses perti-
nentes vérifiées par l’exemple à classer. Soit 8�� un exemple, � � est l’ensemble des
hypothèses pertinentes que vérifie 8�� . � � 1 7�� 	 � R 8�� vérifie �,B . Soient

�
et � ,

respectivement les seuils de justification et de réfutation proposés par LEGAL.
� 8�� est un exemple positif si

R
� � R ��R � R 	 �

c’est-à-dire si 8�� vérifie suffisamment
d’hypothèses pertinentes : 8 � est justifié.

� 8 � est un exemple négatif si
R
� � R ��R � R�� � c’est-à-dire si 8 � vérifie peu d’hypo-

thèses pertinentes : 8 � est réfuté.
� Sinon ( � � R

� � R ��R � R�� �
), 8 � est ambigu et le système est silencieux. Pour éviter

que le système soit silencieux, il suffit de donner une valeur identique à � et
�

.

Si on se réfère à la figure 6, les exemples d’apprentissage peuvent être partitionnés
en fonction du nombre d’hypothèses pertinentes vérifiées. Pour des valeurs de

�
et �
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respectivement égales à
:= et

:@ , on obtient deux classes qui coïncident avec les classes
connues des exemples.

5.3. Complexité et Comparaison expérimentale

Une analyse de la complexité du système LEGAL qui intègre les paramètres du
système a été proposée [NJI 97a].

Taille du sup-demi treillis : chaque nœud du treillis pour être valide doit contenir
au moins �

� � exemples positifs. Par conséquent, un majorant pour la taille du sup-
demi treillis � est obtenue :

R
�
R � �

�

� ��� ����� ��� 	�
 

� � : � avec
� 1������ � � � � � �

Complexité en temps : une étape de la construction du treillis consiste à générer
tous les sous-nœuds d’un nœud donné et à insérer les nœuds valides dans � , ce qui
donne : ����� R �

R � � � � � � � ��� � � R � R � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � ��� �
Dans l’article original [LIQ 90], aucune comparaison expérimentale n’est faite.

Dans des publications ultérieures [MEP 94, MEP 93], LEGAL a été appliqué à plu-
sieurs jeux de données de l’UCI [BLA 98]. Les comparaisons avec d’autres systèmes
de classification sont présentées à titre indicatif, car les conditions d’expérimentation
ne sont pas identiques, les auteurs se limitant à reporter des résultats publiés dans la
littérature pour les autres systèmes. LEGAL a été appliqué sur plusieurs problèmes
réels de classement venant de domaines différents comme la biologie [VIG 96] ou
l’archéologie [MEP 98].

6. GALOIS

Le système GALOIS, développé par Carpineto et Romano [CAR 93], fait du re-
groupement conceptuel à l’aide du treillis. Il s’applique autant à la classification non
supervisée (par exemple l’interrogation des bases documentaires [CAR 96]), qu’à la
classification supervisée. Dans ce dernier cas, l’apprentissage s’effectue de façon non
supervisée et le treillis est ensuite utilisé pour classer les nouveaux exemples.

6.1. Principe et Construction du treillis

Carpineto et Romano [CAR 93] caractérisent les nœuds du treillis uniquement par
leur intension. Par conséquent dans ce qui suit, on parlera du concept � � pour dé-
signer 7 � � �4� � B . Pour la procédure de mise à jour, ils font la même remarque que
Godin [GOD 95], selon laquelle les concepts déjà présents dans le treillis peuvent
être modifiés mais ne sont jamais supprimés.

Ils proposent alors, en plus de maintenir le diagramme de Hasse du treillis, un
principe simple à respecter à chaque étape pour garantir le résultat voulu. Ce principe
est un résultat du théorème fondamental de l’analyse formelle de concepts [WIL 82] :
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Proposition 6 Si 7 � � �4� � B est la borne supérieure des deux concepts 7 � �<� � � B et 7 ��� �4��� B ,
alors � � 1 � � W � � .

Pour les concepts modifiés, seule l’extension est concernée (ajout du nouvel objet
dans son extension). Cette opération n’a aucune conséquence pour GALOIS, puisque
l’extension n’est pas représentée. Par contre, un nouveau concept est créé en se basant
sur un concept existant dit concept générateur. L’algorithme de mise à jour du treillis
de concepts se base sur la caractérisation du concept générateur.

Proposition 7 Soit 8 ��� : le nouvel objet à insérer, le concept � � 	 �
�

est dit géné-
rateur du concept

� 	 �
� � :

si et seulement si � � n’est pas inclus dans � � 8 ��� : � et
��� � 	 �

�

sur-concept de � � , � � W � � 8���� : � n’est pas inclus dans � � .

La construction du treillis se fait de façon incrémentale en utilisant l’approche
ascendante (voir figure 7). A l’étape

�
, soient 8�� � : le nouvel objet à insérer dans le

treillis �
�

, � � un concept, � � un sur-concept de � � et
� 1 � � 8���� : � W � � .Lorsque

�

est non vide, on considère les quatre cas exclusifs suivants :

1) � � ��� � ; par conséquent � � n’est pas un concept générateur (lignes � à � � ).

2) � � � 1 � ; le nouveau concept
�

appartient déjà au treillis (lignes � à � � ).

3) � � ��� �
; le nouveau concept

�
est inséré dans le treillis comme borne su-

périeure de � � et de � � 8 ��� : � (lignes � � à � � , à la sortie de la boucle POUR Inse-
rer=Vrai).

4) ��� �<�D� � est incomparable à
�

; le nouveau concept
�

est inséré dans le treillis
car c’est la borne supérieure de � � et de � � 8 ��� : � (lignes � � à � � , à la sortie de la
boucle POUR Inserer=Vrai).

Dans le cas où
�

est vide ��� � , il faut insérer � � 8 ��� : � et
�

dans le treillis (lignes � �
à � � ).

�
devient le concept supremum du treillis �

��� :
. L’infimum n’est pas modifié

puisque les auteurs de GALOIS initialisent la construction du treillis ��� en faisant
l’union des propriétés de chaque objet.

Remarque 4 Dans les deux cas où il y a création d’un nouveau concept, � � est un
concept générateur [GOD 91] pour le concept 7 � � W � � 8 � � : � �#	 � � � W � � 8 ��� : ��� B .

L’algorithme de mise à jour (voir figure 7) consiste à déterminer le cas corres-
pondant à chaque concept du treillis lorsqu’on ajoute un nouvel objet. Une version
améliorée de cet algorithme de mise à jour a été publiée par les auteurs du système
GALOIS dans [CAR 96]. Cette version diffère de l’algorithme de génération incré-
mentale de treillis développé par Godin, appelé aussi GALOIS [GOD 95] dont une
présentation synthétique est faite dans [VAL 02]. Le lecteur intéressé par l’implémen-
tation du système de classification supervisée GALOIS [CAR 93] peut choisir d’im-
plémenter l’algorithme de Godin [GOD 95]. La figure 8 présente les quatre premières
étapes de la construction du treillis du contexte courant (voir figure 1).
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Figure 7. Algorithme de Carpineto et Romano

6.2. Apprentissage et Classement

La phase d’apprentissage consiste à sélectionner les concepts cohérents générés
qui satisfont la distribution existante. Le treillis des fermés de � � obtenu avec GALOIS
sur l’exemple courant est identique à celui de la figure 2 lorsqu’on masque l’extension
de chaque concept.

GALOIS utilise deux méthodes différentes pour affecter une classe à un objet. Au
choix, le système effectue un calcul de la similarité entre le nouvel objet et chaque
concept cohérent et maximal (pour l’inclusion). La similarité entre un objet et un
concept est le nombre de propriétés du concept vérifiées par l’objet. Le système at-
tribue ensuite à l’objet la classe du concept le plus similaire. GALOIS propose aussi
un processus empirique qui attribue à chaque objet la classe majoritaire parmi les
concepts pertinents qu’il vérifie.
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{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a8}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a8}{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8}

{a1,a2,a3,a4,a5}

{a1,a2,a3,a4,a5,a7} {a1,a2,a3,a4,a5,a8}

{a1,a2,a3,a4,a5,a7,a8}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8}

0

2
1

3

Figure 8. Etapes de construction du treillis avec l’algorithme de Carpineto et Romano

6.3. Complexité et Comparaison expérimentale

La complexité de la mise à jour des nœuds par un algorithme incrémental croît au
fur et à mesure que de nouveaux objets sont considérés. Cette opération est effectuée
en temps quadratique en fonction du nombre d’objets dans le treillis et exponentiel
pour le nombre d’attributs.

Dans le pire des cas, la complexité en temps de GALOIS est égale à � ����� � �9� � �
�
� � ��� < � ����� � � � ; � � ��� , où � est le nombre maximal de valeurs que peut prendre un

attribut. La complexité en temps de la construction incrémentale du treillis en fonction
d’un nouvel exemple est comprise entre � � ��� et � � � ; � où � est le nombre de concepts
dans le treillis à mettre à jour.

Une implémentation de GALOIS avec le langage Common Lisp, a été evaluée sur
quatre ensembles de données de la banque de données UCI [BLA 98] : Small Soybean,
Congressional Voting, Breast Cancer, Iris.

La méthode d’évaluation n’est pas identique pour ces quatre ensembles. En outre
GALOIS n’est pas comparé avec d’autres méthodes de classification. Les auteurs se
limitent à fournir les résultats (intervalle de valeur du taux de précision et écart-type)
obtenus en prédiction sur ces quatre ensembles, en ayant de manière générale repété
dix exécutions du programme sur un ensemble de cinquante exemples d’apprentis-
sage et cinquante exemples de test choisis aléatoirement dans l’ensemble initial. Les
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résultats sont comparables aux meilleurs résultats reportés dans la littérature. Le choix
du nombre 50 peut rendre les résultats non significatifs par rapport à l’ensemble ini-
tial. Ceci est dû principalement à un problème d’espace mémoire, lié à la génération
entière du treillis de Galois.

Les temps d’exécution du programme sont commentés par les auteurs, mais ne
sont pas fournis, ni comparés à ceux d’autres systèmes de classification utilisés dans
la comparaison.

7. RULEARNER

Sahami a proposé le système RULEARNER [SAH 95] qui utilise le treillis de
concepts sur les données pour organiser et orienter la recherche de règles de classifi-
cation.

Notations :
� 8�� � � 8 � � � � (resp.

� � � � 8 � � � � ) désigne l’ensemble des sous-concepts
(resp. sur-concepts) du concept � . � 8�� ��� ����� � ��� � � désigne l’ensemble des nœuds-
exemples présents dans SousCon(C). Nous employons ici le terme concept pour dé-
signer à la fois les concepts formels du treillis de Galois, et les nœuds-exemples et
nœuds-attributs qui sont rajoutés dans le représentation du pseudo-treillis construit
par l’algorithme de Oosthuisen.

7.1. Principe et Construction du pseudo-treillis

Ce système construit dans sa phase d’apprentissage un ensemble minimal de règles
(ordonnées ou non) qui recouvrent les nœuds-exemples du treillis. Un paramètre de
généralisation � , qui indique le pourcentage d’erreurs autorisées pour chaque règle,
est fixé par l’utilisateur.

Définition 14 Un concept est dit positif (resp. négatif) si le pourcentage des exemples
négatifs (resp. positifs) couverts par le concept est en deçà de � . Sinon le concept est
dit mixte, puisqu’il ne peut être étiqueté.

RULEARNER utilise le pseudo-treillis de Galois généré par l’algorithme d’Oos-
thuisen. Le graphe construit par RULEARNER sur l’exemple courant est le même que
celui obtenu avec le système GRAND en omettant les classes (

�
et � ) (voir section �

sur le système GRAND).

7.2. Apprentissage et Classement

Tous les concepts sont considérés comme actifs au départ (ligne � ). RULEARNER
associe à chaque concept du treillis un label représentant sa classe ou la valeur “mixte”
en fonction du paramètre de bruit � (ligne � ). A chaque étape, une règle est générée
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à partir du treillis. Le système sélectionne le concept actif non mixte qui recouvre
le plus d’objets (ligne � ). S’il en existe plusieurs, il choisit celui ayant la plus petite
intension. La règle ayant pour antécédent l’intension du concept sélectionné et pour
conséquent la classe des exemples couverts est générée.

Les concepts dont tous les objets sont couverts par au moins une des règles gé-
nérées sont marqués comme inactifs (lignes e à � 
 ). La prochaine étape consiste à
rechercher des règles pour l’ensemble des objets non couverts par la nouvelle règle.
Le programme s’arrête lorsque tous les concepts du treillis sont inactifs. L’ensemble
des règles obtenues forme une partition de l’ensemble d’apprentissage.

RULEARNER va générer un ensemble ordonné (liste de décision) ou non ordonné
de règles de classification suivant le choix de l’utilisateur (lignes � 	 à � � ). Un inconvé-
nient majeur de RULEARNER est sa propension à générer des règles trop spécifiques.
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Figure 9. Algorithme de génération de règles avec RULEARNER.
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Exemple 3 Pour l’exemple courant, avec � 1 � , le concept �fe de la figure 3 corres-
pondant à 7 � : ��� ; �4� = ��� > B sera sélectionné. C’est l’hypothèse de taille minimale qui
recouvre tous les exemples positifs. La règle � :�� � ; � � = � � >�� �

est générée.

Pour classer un nouvel objet avec une liste ordonnée, RULEARNER applique les
règles en respectant l’ordre sur les antécédents. La première règle vérifiée par l’objet
est utilisée pour déterminer sa classe.

Dans le cas d’une liste non ordonnée de règles, RULEARNER utilise un système
de vote pour déterminer la classe d’un nouvel objet.

7.3. Complexité et Comparaison expérimentale

Pour la construction du treillis, RULEARNER utilise l’algorithme de Oosthuizen à
travers le programme GRAND. Il nécessite donc d’engendrer complètement le treillis
de Galois de l’ensemble d’apprentissage pour débuter la génération de règles.

La discussion sur les temps de calcul porte sur des études antérieures effectuées par
l’auteur montrant un ordre de complexité polynomial ( � � ��� = � ) pour la construction
du treillis sur des jeux de données réelles [SAH 95].

RULEARNER a été comparé à � � � �
[QUI 93] et � � � [CLA 89] sur les données

Monks et Breast Cancer de la banque de données test d’apprentissage de l’UC-Irvine
[BLA 98]. La technique de validation de type “holdout” est utilisée sur les données
Monks. Dans le cas de Breast Cancer, cette technique est répétée trois fois et le résultat
indique la moyenne et l’écart-type. Les résultats obtenus montrent qu’en moyenne
sur ces jeux de données, RULEARNER a un taux de précision comparable, voire
légèrement supérieur à celui des deux autres systèmes.

Aucune comparaison en termes de complexité en espace et en temps de calcul
n’est présentée entre ces trois systèmes. En outre une comparaison avec le programme
GRAND aurait pu être envisagée dans la mesure où l’auteur utilise le programme
GRAND pour générer RULEARNER.

8. CIBLe

CIBLe (Concept Induction Based Learning) [NJI 99] est un système de classifi-
cation supervisée qui opère en trois étapes successives : construction d’un sup-demi
treillis de concepts, redescription numérique des données d’apprentissage et utilisation
d’une mesure de similarité pour le classement de nouveaux exemples.
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8.1. Principe et Construction du treillis

CIBLe est capable de traiter des problèmes contenant plusieurs classes et de prendre
en compte des données décrites par des attributs symboliques et numériques. Les don-
nées sont préalablement séparées en fonction du type des attributs, puis le sup-demi
treillis de concepts est construit en utilisant uniquement les attributs symboliques. En-
suite, CIBLe redécrit les données initiales en fonction de leurs interactions avec le
sup-demi treillis. Finalement, le système utilise une technique de plus proches voisins
dans sa phase de classement. Ces différentes étapes sont décrites ci-après.

Soient
�

le seuil de la fonction de sélection
�

, � la hauteur maximale du sup-
demi treillis à construire, � l’ensemble des nouveaux descripteurs numériques, �
l’ensemble des objets à classer, � l’erreur de classement calculée sur les données d’ap-
prentissage par la méthode

�
-PPV et suivant le protocole leave one out ; la stratégie

globale de CIBLe est décrite par le pseudo-code de la figure 10.

La construction du sup-demi treillis est effectuée en appliquant une stratégie des-
cendante et en largeur d’abord. L’algorithme d’induction utilisé est une version légè-
rement modifiée de celui proposé par Bordat [BOR 86] (comme avec LEGAL).
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Figure 10. Stratégie globale d’induction de CIBLe
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CIBLe fait l’hypothèse selon laquelle seuls les concepts les plus généraux sont
pertinents pour l’apprentissage. Ces derniers se trouvant a priori dans la partie supé-
rieure du treillis, le système introduit un biais qui consiste à limiter artificiellement la
hauteur du treillis à construire. Ce qui a pour effet de réduire sa complexité en espace
et en temps. La construction du treillis s’arrête lorsque tous les nœuds du niveau � ont
été obtenus ou lorsqu’il n’y a plus de nœuds à spécialiser (ligne � ). CIBLe construit le
treillis sans tenir compte de la classe des exemples.

8.2. Apprentissage et Classement

Après la phase de construction, le sup-demi treillis de hauteur � forme l’espace
de recherche pour la sélection des concepts pertinents. Cette sélection est effectuée
en mesurant pour chaque concept la quantité d’information qu’il apporte au problème
de la caractérisation des classes présentes dans les données d’apprentissage. Pour ce
faire, CIBLe utilise une fonction de sélection basée sur une évaluation qualitative des
concepts (ligne � et � ). Dans la pratique, l’utilisateur a le choix entre trois fonctions
de sélection : l’entropie de Shannon utilisée dans � � � [QUI 86], l’entropie améliorée
[HUT 94] et la loi de succession de Laplace utilisée dans le système � � � [CLA 89].

Définition 15 Soient,
�

la fonction de sélection utilisée et
�

son seuil, un concept
� � � �4� � � est dit pertinent si

� � 7 � � �4� � B � � �
.

Définition 16 Un attribut est dit pertinent s’il apparaît dans la description d’au moins
un concept pertinent.

CIBLe utilise l’ensemble d’apprentissage pour rechercher le meilleur seuil de sé-
lection des concepts du treillis (ligne � à ��� ). Il itère en partant d’une valeur de seuil
fixé (valeur par défaut : � ) avec un pas d’incrémentation de � � � � pour choisir le seuil
fournissant le taux d’erreur minimal en apprentissage.

CIBLe intègre aussi une méthode de redescription de l’espace de représentation
(figure 11). A chaque attribut pertinent � � , on fait correspondre un nouveau descrip-
teur

� � . Chaque objet 8 � prend alors comme valeur pour
� � la fréquence avec laquelle8�� est couvert par les concepts pertinents qui ont l’attribut � � dans leur intension (ligne

�
). On obtient de ce fait un nouvel espace de représentation à valeurs entièrement nu-

mériques, de taille réduite par rapport à l’espace de départ et basé uniquement sur des
attributs pertinents. Il est à noter que la méthode de redescription proposée s’applique
aussi lorsque la connaissance apprise est constituée par un ensemble de règles.

Dans l’exemple courant, pour
� 1 � � 
 
 et � 1 � � � , seuls trois concepts sont

pertinents (représentés par des nœuds rectangulaires dans la figure 12) parmi les douze
concepts du sup-demi treillis de hauteur � 1 � . Ils sont totalement caractérisés par un
sous-ensemble de cinq attributs 7 � : �4� ; ��� = ��� > �4� @ B pertinents parmi les huit attributs
initiaux. Le tableau 13 présente le contexte initial redécrit avec CIBLe.
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Figure 11. Algorithme de redescription de CIBLe

Chaque nouvel objet à classer est préalablement redécrit (ligne ��� ), puis sa classe
est déterminée en utilisant un algorithme de type PPV (plus proche voisin) sur les
exemples d’apprentissage (ligne � � ). Cette méthode de classement fait l’hypothèse
que les exemples les plus proches appartiennent forcément à la même classe.

Le fait que le nouvel espace de représentation soit entièrement numérique permet
d’utiliser n’importe quelle “bonne” distance comme mesure de similarité. Dans la
pratique, CIBLe propose trois mesures de similarité pour classer un objet à partir des
éléments de l’ensemble d’apprentissage : la distance de Manhattan, la distance de
Mahalanobis et la distance euclidienne.

8.3. Complexité et Comparaison expérimentale

Deux phases importantes dans CIBLe influencent sa complexité : la construction
du sup-demi treillis et la recherche de la valeur optimale du seuil.

L’algorithme utilisé est basé sur celui de Bordat avec un paramètre supplémentaire
qui consiste à limiter la hauteur du treillis et donc le nombre de nœuds construits.On
a la formule suivante qui donne une borne supérieure pour le nombre de nœuds situés
à la hauteur � 1 � � � du treillis :

R
� � � : R � R

� � R � min � � � � � � � � � . On obtient une
borne supérieure pour la taille du sup-demi treillis :

R
�
R �

��
���
�

R
� � R �

��
���
�
� min � � � �)� � � �9���

� �2� min � � � � ��� � � :

Par conséquent, la construction de chaque nœud se faisant en � ��� = � , la com-
plexité de l’algorithme dans le pire des cas est en �
� min � � � � � � � : � � = � . Ainsi si on
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Figure 12. Le sup-demi treillis construit par CIBLe sur le contexte initial avec � 1 �

� : � ; � = � > � @
O � D
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Figure 13. La redescription numérique du contexte initial avec CIBLe

se limite à une profondeur réduite du treillis, on diminue d’un facteur exponentiel la
complexité en temps et espace de génération des concepts pertinents de CIBLe.
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Dans la pratique le pas d’incrémentation est de � � � � , ce qui implique au plus ��� �
parcours du treillis pour déterminer la pertinence de chaque nœud, d’où une com-
plexité dans le pire des cas en �
� min � � � � � � � : � .

Le système CIBLe a été comparé en termes de complexité et de capacité de pré-
diction avec des systèmes à base de treillis de concepts (LEGAL [MEP 94], IGLUE
[NJI 97b] ainsi qu’avec des systèmes d’apprentissage utilisant des approches diffé-
rentes, à savoir : C � � �

[QUI 93], ��� [CLE 95], IB � [AHA 91] et KNNFP [AKK 96]
qui font de l’apprentissage à partir d’instances. Pour ce faire, vingt trois ensembles de
données provenant de la base de l’UC/-Irvine [BLA 98] ont été utilisés.

Les résultats (taux d’erreur) obtenus par CIBLe sont comparables à ceux des autres
méthodes. Ils sont meilleurs en général sur les données contenant au plus deux classes
et décrites uniquement avec des attributs nominaux. Cependant les écart-types ne sont
pas mentionnés dans cette comparaison expérimentale.

Les résultats de CIBLe restent stables lorsqu’on fait varier les trois mesures de
similarité de la phase de classement. Par contre, la fonction de succession de Laplace
fournit des résultats en moyenne meilleurs que les deux autres fonctions de sélection
implémentées dans le système (entropie, et entropie améliorée).

9. CLNB & CLNN

CLNB (Concept Lattices Naive Bayes) et CLNN (Concept Lattices Nearest Neigh-
bour) sont deux systèmes de classification qui incorporent respectivement un clas-
sifieur bayésien naïf et un classifieur par plus proches voisins, dans le treillis de
concepts.

9.1. Principe et Construction du treillis

A chaque concept du treillis vérifiant les contraintes de sélection est associé un
classifieur contextuel. Si un nouvel exemple vérifie l’intension du concept alors on
lui applique le classifieur correspondant pour déterminer sa classe en se limitant à
l’extension du concept. Les deux systèmes reposent sur le même principe, tant en
apprentissage qu’en décision. La seule différence réside dans le type de classifieur
contextuel utilisé par l’un ou par l’autre.

L’idée sous-jacente consiste à utiliser le treillis de concepts pour sélectionner le
sous-ensemble d’exemples d’apprentissage qui sera utilisé par l’un des classifieurs
(bayésien naïf ou plus proche voisin). Le choix des treillis de concepts est motivé par
le fait de vouloir éviter le problème du maximum local que l’on rencontre avec le sys-
tème � � � � ��� [KOH 96] qui partitionne les exemples avec un arbre de décision avant
d’appliquer le classifieur bayésien naïf, ou encore avec le système � ��� [ZHE 00] qui
est une amélioration du système � � � � ��� .
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Les auteurs ne donnent aucune précision sur l’algorithme utilisé en dehors du fait
qu’il s’agit d’une approche descendante, par niveau et non incrémentale. Ils génèrent
les concepts d’un sup-demi treillis et sélectionne comme pertinents les concepts qui
vérifient les contraintes d’apprentissage.

9.2. Apprentissage et Classement

Ces deux systèmes ne traitent que des attributs nominaux. Ils utilisent l’algorithme
de discrétisation basé sur l’entropie [FAY 93] pour traiter les attributs numériques.

Le principe d’apprentissage s’appuie sur une approche descendante guidée par les
données. Il consiste à partir du concept le plus général (borne supérieure ; extension
contenant tous les exemples) du treillis, et générer les sous-concepts immédiats qui
satisfont trois contraintes (support, précision et rejet), et ensuite réitérer le processus
avec les nouveaux concepts générés.

– contraintes de support : deux paramètres sont introduits. Le premier définit le
nombre d’exemples minimum que doit contenir un concept. La valeur par défaut est
fixée à

� 
 . Cette contrainte est identique au premier critère utilisé par � ��� � � .
En considérant notre exemple (voir figure 2, avec un seuil fixé à � objets sur 	 , les
concepts ayant les singletons ou doublons d’objets ne sont pas générés.

Le second paramètre définit le nombre d’exemples minimum différents qui doit
exister entre un concept et un de ses sur-concepts. Ce nombre est inversement propor-
tionnel au taux d’erreur du sur-concept. La valeur par défaut est fixée à trois divisé par
le taux d’erreur du sur-concept. Plus le taux d’erreur associé à un sur-concept est faible
(taux de précision élevé), plus le nombre d’exemples différents entre ce sur-concept et
chacun de ses sous-concepts doit être élevé.

– contrainte de précision : ce paramètre limite la génération des concepts pour
ne retenir que ceux dont le taux de précision associé est supérieur à celui associé à
un sur-concept augmenté d’un nombre calculé en fonction du nombre d’exemples
présents dans chacun de ses deux concepts. La valeur par défaut de ce nombre
est fixée à � . En considérant notre exemple avec un seuil à � , si le sur-concept
� 7 � : ��� ; �4� >)B � 7 8): � 8<; � 8<= � 89> � 8<? B � généré est sélectionné et a un taux de précision égal
à e ��
 alors le sous-concept � 7 � : �4� ; ��� > �4� ?<B � 7 8): � 8<; � 8<= � 8<?<B � sera généré, mais pas
sélectionné en apprentissage si son taux de précision est inférieur ou égal à e ��
 . Le
sous-concept n’apporte rien de nouveau ni d’important par rapport à son sur-concept.

– contrainte de rejet : étant donné un concept et un de ses sur-concepts, si
leurs nombres d’exemples sont proches, alors il ne faut pas sélectionner le concept.
L’information additionnelle apportée par le concept est négligeable. La valeur par
défaut du seuil pour ce paramètre est fixée à � ��
 , ce qui signifie que le rap-
port entre le nombre d’exemples du sous-concept et celui du sur-concept, doit
être inférieur à � ��
 . Cette contrainte introduit une certaine flexibilité pour la gé-
nération des concepts. En considérant notre exemple avec un seuil à 	 � 
 , si le
concept � 7 � : ��� ; ��� > B � 7 8 : � 8 ; � 8 = � 8 > � 8 ? B � est généré alors les concepts suivants :
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� 7 � : ��� ; �4� > ��� ? B � 798 : � 8 ; � 8 = � 8 ? B � et � 7 � : ��� ; �4� = ��� > B � 798 : � 8 ; � 8 = � 8 > B � sont générés,
mais ne sont pas sélectionnés en apprentissage. En effet l’apport des attributs � ? et � =
est considéré comme étant négligeable.

Notations : Support � � � est vrai si la règle � vérifie les 2 contraintes de support.
Précision � � � est vrai si � vérifie la contrainte de précision. Rejet � � � est vrai si � vérifie
la contrainte de rejet. � � est l’ensemble des règles ayant pour antécédent un concept
dont le nombre d’attributs est égal à i.

� 8�� � � 8 � est l’ensemble des sous-concepts
engendrés à partir du concept courant. � �

�
est le classifieur de base choisi ; NB ou

NN (PPV).

���������
��� � � � �

7)B � � 1 �%� �)� ����� � R � R"#� � � � � � � � � ��� � � � � � �  7'7 � �3� � �4� B 1 * � � � B:#����� � $ � 1 � / 
 R � R � � K H�L $ �DE� ��� � $ ; O ( 3��'�F��9��'&�� ���'� 1 * � � � 	 � � K H�L $ �G � � L � ��7�7'
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�����Q.�� ;�( ��� N 	 � �2��� R � � � � � � � � � RY#� ���'��1�*C� �
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�
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Figure 14. Algorithme d’apprentissage de � � � � et � � � �

L’algorithme commence par initialiser un ensemble de classes de règles � � , chaque
classe contenant les concepts ayant le même nombre d’attributs dans l’intension (ligne
� ). En considérant le concept supremum � ��� � �4� , on rajoute la règle 7)7 � ��� � � � B)B 1 *
� � � dans � � � � � � � (ligne � ). On parcourt chaque ensemble de classes de règles � � (ligne
� ). Dans la mesure où l’on génére les concepts par niveau, et où le nombre d’attri-
but d’un sur-concept est inférieur au nombre d’attribut de ses sous-concepts, le sur-

30



concept sera toujours traité avant le sous-concept. En outre à partir de � � on ne peut
pas générer un concept dont le nombre d’attributs est inférieur à � . Pour chaque règle
� dans � � , si le concept associé ne vérifie pas les contraintes de support et de rejet
alors elle est retirée de � � (d’où la condition de la ligne

�
). Si ces contraintes sont

satisfaites alors on va exécuter le classifieur de base � �
�

(NB ou NN) (ligne 
 ) sur
l’extension du concept. On modifie ensuite la règle � en ��1�*C� �

�
. Si la contrainte

de précision de � n’est pas vérifiée alors on retire � de � � (ligne � � ). Si cette contrainte
est vérifiée, on génère les sous-concepts � � (SousCon) du concept � associé à � en
utilisant l’opération de fermeture par concaténation avec chaque attribut � � non pré-
sent dans l’intension de � (ligne � ). Si le sous-concept vérifie � � vérifie la première
contrainte de support alors la règle est rajoutée dans � � Intent ��� � � � (lignes � � à � � ).

Les deux systèmes utilisent un principe identique de vote parmi l’ensemble des
classifieurs pour affecter une classe à un nouvel exemple. Ce principe repose sur les
quatre étapes suivantes :

– Marquer tous les classifieurs contextuels comme étant activés, si le nouvel
exemple vérifie la règle associée au classifieur ;

– Etant données deux règles vérifiées � : et � ; telles que l’intension de la partie
gauche de �<: est incluse dans l’intension de la partie gauche de �<; , désactiver le clas-
sifieur associé à �<: ; on ne conserve que les règles maximales au sens de l’inclusion,
vérifiées par le nouvel exemple ;

– Si � ; a un taux de précision sur l’ensemble des données, qui est statistiquement
plus significatif que celui de � : , alors désactiver � : ; La mesure du � ; est utilisée pour
ce test, avec une valeur par défaut égale à �%� e � .

– Faire un vote majoritaire avec les classifieurs contextuels activés ; en cas d’éga-
lité entre classifieurs, choisir celui qui fournit la précision maximale.

9.3. Complexité et Comparaison expérimentale

Les auteurs ne donnent aucune indication sur la complexité théorique de leur sys-
tème. Ils font référence à des travaux antérieurs montrant que la complexité est fonc-
tion du contexte initial. Bien qu’en théorie elle soit exponentielle dans le pire des cas
en fonction de la taille des données, le pire des cas est rarement rencontré en pratique.

Il ressort de l’analyse de ces systèmes qu’un sup-demi treillis est généré, sur la base
de la première contrainte de support qui permet de ne pas générer le treillis entier, de
par la relation de monotonie. Ainsi la complexité de construction du sup-demi treillis
est au moins identique à celle du système LEGAL.

La comparaison expérimentale est effectuée sur vingt-six ensembles test de l’UC/-
Irvine [BLA 98]. Les taux d’erreur, calculés à partir d’une validation croisée d’ordre
dix, sont indiqués et comparés à ceux de trois autres systèmes : � � � � ��� [KOH 96],� ��� [LIU 98] qui est un système de classification basée sur les règles d’association,
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et � � � � � � � ��� (version 8) [QUI 93]. Les valeurs des paramètres sont les valeurs par
défaut.

Il ressort des résultats en prédiction qu’en général, les méthodes CLNB et CLNN
améliorent respectivement la prédiction des méthodes NB et NN prises individuelle-
ment. En outre, CLNB obtient des résultats en moyenne supérieurs à ceux des trois
autres systèmes sur ces jeux de données.

Les temps de calcul ne sont indiqués que pour CLNB et CLNN et aucune compa-
raison n’est faite avec les autres méthodes, afin de mesurer l’efficacité en temps des
algorithmes par rapport à � � � � � � � ��� , � � � et � � � � ��� . De même les écart-types ne
sont pas indiqués dans les tableaux de comparaison.

10. Discussion

Nous avons présenté six systèmes de classification à partir de treillis qui appliquent
des méthodes différentes pour réduire l’espace de recherche, en introduisant générale-
ment des biais d’apprentissage. Parmi ces systèmes, on peut noter deux approches de
génération du classifieur. La première approche construit le treillis dans son ensemble,
et ensuite l’explore pour engendrer le classifieur. Les méthodes concernées par cette
approche sont : GRAND, GALOIS et RULEARNER. Ces méthodes ont en général
la particularité d’utiliser un algorithme incrémental pour construire le treillis. La se-
conde approche autour des systèmes LEGAL, CIBLe, CLNN et CLNB n’engendre
pas l’ensemble du treillis. Des heuristiques sont utilisées pour limiter la partie générée
du treillis et permettre de réduire considérablement la taille de l’espace de recherche
des hypothèses. Ces méthodes utilisent une démarche non incrémentale, descendante,
et par niveaux, permettant d’élaguer le treillis à partir du biais d’apprentissage utilisé.

CIBLe, CLNN et CLNB sont des méthodes combinant une approche inductive et
une autre technique de classification (PPV ou Bayésien naïf). Ces méthodes produisent
des résultats qui viennent confirmer l’intérêt de la démarche multistratégique dans un
processus de classification.

Nous récapitulons dans les deux tableaux (figures 15 et 16) les résultats de cette
étude en fonction des critères utilisés : la façon dont le treillis est construit, la méthode
d’apprentissage utilisée, la technique de classement employée, la complexité théorique
et les expérimentations effectuées par les auteurs.

10.1. Construction du treillis

Pour la construction du treillis, trois algorithmes sont principalement utilisés (Bor-
dat, Oosthuizen, Carpineto & Romano). Les deux derniers algorithmes sont incré-
mentaux. Les systèmes LEGAL, CIBLe, CLNN et CLNB ont la particularité de ne
construire qu’un sup-demi treillis, ce qui réduit leur complexité théorique et leurs
temps d’exécution.
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10.2. Apprentissage et Classement

Le critère d’apprentissage est évalué suivant cinq éléments :

– la façon dont les données sont représentées : binaire, attribut/valeur, symbolique
et numérique. Une représentation riche permet de mieux traiter les problèmes réels
en évitant la perte d’information liée au prétraitement des données. C’est le cas des
systèmes CIBLe, CLNB et CLNN. Il faut noter que le traitement des attributs nu-
mériques pose un vrai problème. Dans CIBLe, ils ne sont pris en compte que lors
du calcul de la similarité entre objets (phase de classement), alors que dans les deux
autres systèmes une étape de discrétisation est effectuée au préalable. Ces systèmes
gagneraient à prendre en compte les travaux portant sur la construction de treillis de
concepts sur des données complexes, comme les données symboliques définies par
Diday et Polaillon [POL 98].

– le nombre de classes apprises simultanément. Seul LEGAL n’apprend qu’une
seule classe à la fois, ce qui renforce la complexité de son utilisation dans le cas de
données multi-classes. Le traitement de plusieurs classes n’est pas explicitement décrit
dans la publication de RULEARNER. L’algorithme publié se limite à � classes (positif
et négatif).

– la méthode de sélection des concepts utilisée : à l’exception de CIBLe qui utilise
des méthodes statistiques pour mesurer la quantité d’information présente dans chaque
concept, les autres systèmes utilisent des méthodes empiriques basées sur les notions
de support, complétude, cohérence, précision, rejet et maximalité.

– la combinaison de méthodes : l’apprentissage multi-stratégique a fait ses preuves
en montrant que la combinaison de deux approches différentes permet de béné-
ficier des avantages de chacune. Cette démarche permet en général d’éviter le
sur-apprentissage. Les systèmes CIBLe, CLNB et CLNN proposent d’induire des
concepts par la construction d’un sup-demi treillis, puis d’appliquer dans la phase
de classement une autre technique (ici classifieur bayésien naïf,

�
-PPV ou vote majo-

ritaire) sur la connaissance apprise (concepts sélectionnés ou règles de décision).

– la connaissance apprise. Elle est à la base constituée par les concepts sélectionnés
(concepts pertinents) dans le treillis. Alors que certains systèmes choisissent de la
conserver sous cette forme, les autres (GRAND, RULEARNER, CLNN et CLNB)
extraient des règles. Ces dernières ont l’avantage d’être plus compréhensibles pour
l’utilisateur. Cependant la relation d’ordre matérialisée par les liens de dépendance
entre les concepts est perdue lors de la génération des règles. Il y a donc un choix
à faire entre la compréhension et la richesse de la connaissance acquise à partir des
données.

Pour le classement des nouveaux objets, la méthode
�

-PPV est la plus utilisée
(avec

� 1 � souvent). Un vote majoritaire est appliqué sur la connaissance apprise
(sous-ensemble de règles ou concepts) qui caractérise le mieux le nouvel objet.
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Systèmes GRAND LEGAL GALOIS RULEAR- CIBLe CLNN &
NER CLNB

Type de complet partiel complet complet partiel partiel
Treillis demi-treil demi-treil demi-treil
Algorithme Oosthuizen Bordat Carpineto Oosthuizen Bordat ?

& Romano
Données binaires binaires attribut/ attribut/ symbol./ symbol./

val symb val symb numériq. numériq.
Nbre de multi- une multi- multi- multi- multi-
classes classes classe classes classes classes classes
Sélection cohérence cohérence cohérence support hauteur support
de concepts maximalité maximalité maximalité maximalité fonction précision

selection rejet
Combinaison non non non non induction induction
de méthodes + � -PPV + � -PPV

ou NB
Connaissance règles concepts concepts règles concepts règles
apprise pertinents pertinents pertinents
Classement vote vote similarité règle la + � -PPV règles

ou vote gle ou vote et votes

Figure 15. Tableau récapitulatif des propriétés des différents systèmes

10.3. Complexité et Expérimentations

En ce qui concerne l’estimation de l’ordre de complexité, les systèmes CLNN et
CLNB ne fournissent aucun élément d’information. On a déjà vu que l’algorithme
utilisé par ces deux systèmes pour l’induction du treillis n’était pas explicité. Pour les
autres systèmes, la complexité exponentielle apparaît clairement dans la formule, à
l’exception de CIBLe pour lequel on a un polynôme de degré � � � .

Les données utilisées par les différents systèmes pour leurs expérimentations pro-
viennent en majorité de la base de l’UCI. L’importance de cette base de données n’est
plus à démontrer. On peut regretter qu’en dehors de LEGAL, les autres systèmes
n’ont pas été appliqués sur des problèmes concrets. Le nombre de données traitées
par chaque système est généralement faible (moins de cinq), sauf pour CIBLe, CLNN
et CLNB (plus de vingt chacun). Il serait intéressant de qualifier la base de l’UCI en
fonction de la difficulté des concepts à caractériser, et de déterminer pour chaque pro-
blème le taux d’erreur minimal admissible. Il serait alors possible dans ces conditions
de valider un système en se basant sur les résultats obtenus.

Le holdout ou la validation croisée sont les méthodes utilisées par cinq des six
systèmes pour mesurer leurs taux d’erreur en prédiction. Il s’avère que ces deux mé-
thodes sont parmi celles qui fournissent les résultats les moins discutables. Seul le
système GALOIS utilise une méthode de validation contestable sans aucune fiabilité
statistique (sélection de

� � objets d’apprentissage et de
� � objets de test).
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Figure 16. Complexité et comparaison expérimentale des différents systèmes

Cette étude vient aussi confirmer que le principal système de référence en appren-
tissage supervisé reste C � � �

. Ce dernier est régulièrement utilisé par les différents au-
teurs pour comparer et justifier la pertinence des résultats obtenus avec leurs systèmes.
On peut déplorer qu’en dehors des systèmes LEGAL et CIBLe, aucune comparaison
expérimentale n’est effectuée entre les différents systèmes à base de treillis.

Toutefois ces systèmes introduisent généralement un certain nombre de paramètres
(et donc de valeurs par défaut) pour guider l’apprentissage. Aucune étude de la perti-
nence de ces paramètres n’est effectuée dans la littérature. Pour des questions d’usage
il peut être très difficile pour un utilisateur novice de recourir à ces méthodes pour
un problème donné. De plus, il paraît indispensable de faire une comparaison expé-
rimentale de l’ensemble de ces systèmes, en utilisant des procédures de comparaison
identiques, et sur un grand nombre de jeux de données tests. Cette comparaison ex-
périmentale aura le mérite de fournir des indications sur ces systèmes basés sur les
treillis de Galois.

En outre l’ensemble de ces systèmes n’exploitent pas les connaissances du do-
maine qui pourraient permettre d’améliorer leur complexité et leur efficacité. En ef-
fet les connaissances du domaine peuvent permettre de faire un prétraitement sur les
données initiales, conduisant à une simplification du contexte initial et à une rapide
génération du treillis. Elles peuvent permettre de guider l’exploration des concepts
pertinents par élagage du treillis, évitant ainsi la génération de l’ensemble du treillis.
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11. Conclusion

Dans cet article, après avoir défini le problème de la classification, nous avons
présenté le treillis de concepts (ou de Galois) et plusieurs systèmes de classification
basés sur cette structure mathématique. A travers les expérimentations pratiques de
chacun de ses systèmes, on peut conclure que le treillis de Galois offre un cadre tant
pour la classification supervisée que pour la classification non supervisée. En effet, la
construction du treillis peut se faire en tenant compte ou non de la classe des éléments
du contexte.

L’utilisation du treillis de Galois permet de décomposer le concept à caractériser en
sous-concepts. Il est alors plus aisé de rechercher une bonne caractérisation d’un en-
semble réduit de données. Dans cette approche, les nœuds du treillis qui caractérisent
chacun un sous-concept, possèdent une double représentation. L’une est constituée
par l’hypothèse qui généralise les exemples du sous-concept concerné (l’intension).
L’autre utilise l’ensemble des exemples du sous-concept (l’extension). C’est une ins-
tanciation du concept qui peut s’intégrer dans un mécanisme de généralisation basée
sur les exemples. Il est donc possible, avec cette structure, de choisir la représenta-
tion adéquate en fonction du problème posé. Pour chaque concept, on dispose de ses
exemples concrets et de sa caractérisation. Nous avons aussi constaté que la qualité de
la connaissance issue du treillis est liée au choix des concepts (nœuds) à utiliser. La
notion de concept formel est comparable à la notion d’hyperrectangle de dimension
� qui sous-tend des systèmes tels que NGE [WET 94] ou Tabata [BRé 98]. En outre
Ying et Wang [YIN 02] présentent un modèle algébrique général de conjectures et
d’hypothèses basé sur les treillis et extrapolent sur le fait que des techniques futures
en extraction de connaissances s’appuiront sur ce modèle pour aider les chercheurs en
physique quantique dans leurs travaux de recherche.

Pour s’attaquer aux grandes bases de données, il semble utile de mettre en oeuvre
des algorithmes permettant de traiter un volume de données important. Pour cela
l’usage de la mémoire secondaire ou du parallélisme constitue une voie de recherche
pouvant accroître le recours à l’utilisation des méthodes basées sur les treillis pour des
applications réelles. Le traitement de données floues devra aussi être pris en considé-
ration dans les systèmes de classification à partir de treillis de concepts [BEL 00].
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