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Introduction

= Derniére partie sur le cours d’'OPC
= Centrée sur la modélisation vue du coté du probleme SAT

= Un petit plan
» Le probléme sAT
» Les démonstrateurs de type CDCL
» La modélisation de CSP vers SAT
» D’autres types de modélisation
» Avantages et inconvénients des diverses approches
» Extensions au probléme SAT
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Définitions : le probleme SAT

XV %V X = Variables : xq ... X3
A X3 = Littéraux : x1, X1
AN Xy VX = Clauses : X7 VX2 V X3
VAN Xo V X3
= Formule CNF
= Probleme SAT : existe-il une interprétation

des variables qui satisfait la formule ?

o
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Définitions : le probleme SAT

XV %GV X3 = Variables : xy ... x3
A X3 = Littéraux : x1, X1
N XV oXe = Clauses : X7 V Xz V X3
VAN Xo V X3
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Définitions : le probleme SAT

XV X% V X3 = Variables : xy ... x3
A X3 = Littéraux : x1, X1
N X1V X = Clauses : X7 V Xz V X3
VAN Xo V X3
= Formule CNF
= Probleme SAT : existe-il une interprétation
X1 X2 | X3 des variables qui satisfait la formule ?
FIVIF
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Variables : xy ... x3

Littéraux : xq1, X1

Clauses : X7 V Xo V X3

Formule CNF

Probléme SAT : existe-il une interprétation

des variables qui satisfait la formule ?

Tester toutes les possibilités : illusoire !

Nombre d’instructions

Temps nécessaire

2°=8

2% ~ 80 x 10°
2% ~ 8 x 10'®
260 ~ 1018

2128 ~ 340 x 10%8

instantané

1 seconde

=~ 277 heures

166 jours

> 3 milliards d’années
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1960 DAVIS et PUTNAM
1962 DAVIS, LOGEMANN et LOVELAND

1971 SAT est NP-complet
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Historique

1960 DAVIS et PUTNAM
1962 DAVIS, LOGEMANN et LOVELAND

1971 SAT est NP-complet Lintao ZHANG

1983 Formules aléatoires
1992 Recherche locale
1999 BmcC : Utilisation de SAT
20071 Solveur CDCL : ZCHAFF

Sharad MALIK




Ces deux articles marquent un tournant!

A. Biere, A. Cimatti, E. Clarke, et Y. Zhu. "Symbolic Model Checking without
BDDs". 1999.

M. Moskewicz, C. Madigan, Y. Zhao, L. Zhang et S. Malik. « Chaff:
engineering an efficient SAT solver. 2001.

On passe de l'utilisation de SAT pour montrer qu’un probléme est
NP-complet et donc intraitable

A l'utilisation de SAT pour résoudre un probleme intraitable en théorie
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Quelques démonstrateurs SAT

SAT4J 2004

- {Gueose )

Glucose 2009

Grasp 199 ’——‘ Zchaff 2001 }—’l Minisat 2003 ]—<

—" CryptoMinisat 2009]

——[EnySAT 2008
—~[ Precosat 200 ]—»[ plingeling =010 ]-4

oI
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Quelques démonstrateurs SAT
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Quelques démonstrateurs SAT

SAT4J 2004

Rsat 2007

Grasp 199 ’——‘ Zchaff 2001 }—’l Minisat 2003 ]—<
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Quelques démonstrateurs SAT

SAT4J 2004

Rsat 2007

Glucose 2009

Grasp 199 ’——‘ Zchaff 2001 }—’l Minisat 2003 ]—<
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Evolution des démonstrateurs

Results of the SAT competition/race winners on the SAT 2009 application benchmarks, 20mn timeout

1200 T T

T T
Limmat (2002)
Zchaff (2002)
Berkmin (2002)
Forklift (2003)
Siege (2003)
1000 Zchaff (2004) +
SatELite (2005)
Minisat 2 (2006)
Picosat (2007)

Rsat (2007)

Minisat 2.1 (2008)
Precosat (2009)
Glucose (2009)
Clasp (2009) +
Cryptominisat (2010)
Lingeling (2010) |
Minisat 2.2 (2010)
Glucose 2 (2011)
Glueminisat (2011)
Contrasat (2011)

WOk <+

800

O00CGO®D ¢4 b [

CPU Time (in seconds)
T

180

Number of problems solved
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Séquence de décision, Propagation

Ct=X1V Xy

Co=X1 VX3V Xg
C3 = X1 V Xg V X12

Cq = Xo V X414

Cs = X3V X7 V Xq3

Cs = X3V X7V X13 V Xo
C7=XgV X7V Xg

—
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Séquence de décision, Propagation

DL 1
Ci=X1V Xy
C2=X1 VX3V Xg DL2
C3 = X1 V Xg V X12
Cq4 = X2 V X91

Cs = X3V X7 V Xq3
Cs = X3 V X7 V X13 V Xg
C7=Xg V X7V X9

—
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Séquence de décision, Propagation

DL 1

Ci=X1V Xy
Co=X1 VX3V Xg DL2
C3=X1 V XgV X12
Cq4 = X2 V Xq1

=X3V X7V X
C5 =X V Xz V Xa3 DL 3
Ce = X3 V X7 V X13 V Xg
C7=Xg VX7V Xg
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Séquence de décision, Propagation

Ci=X1V Xy

C3=X1 V XgV X12

Cq4 = X2 V Xq1

Cs = X3 V X7 V Xi3
SR DL

Cs = X3V X7V X13 V Xg 8

C7=XgV X7V Xg

—
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Analyse de conflits

C1=X1V Xy
Co=X1VX3VXg

C3 =Xy V Xg V X2

C4 = Xo V X414

Cs = X3V X7 V Xq3

Cs = X3 V X7 V X13 V X9
C7=Xg VX7V X9

e S




Introduction SAT Modélisation Extensions

Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Analyse de conflits

Ci=X1V Xy
A L T O B CE R el

C3 =Xy V Xg V X2
C4 = Xo V X414
€3 =2 Vol Y ot d* =07 @y, Cs = X3 V XV X7 V Xi3
Cs = X3 V X7 V X13 V Xg
C7=XxgV X7V Xg

e S
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Analyse de conflits

Ci =X1 VX

(e @ EEEEEEE
Co =X VX3V Xg

C3 =Xy V Xg V X2
Cq4 = Xo V Xq1

Cs = X3V X7 V Xq3 d* = C7 @y C5 = X3 V XgV X7 V X153

Cs = X3V X7V X13 V Xg d d — _
- = = X3V XgV X
Cr=Xg VX7 V X 1 1 ®xy3 C5 3V XgV X7

e S




Analyse de conflits

C1=X1V Xy —
T\ T X7, X- X X

Co=x V%V DL 4 @ 7, X13[0s], Xa[Cs], Xo[C7]

C3 = X1V Xg V Xq2

Cq4 = Xo V Xq1

C5 = X3 V X7 V Xi3 0" = C7 @y C5 = X3 V XgV X7 V X3
=X3V X7V Xi3 V X o o

CG— ’ l 713 ’ d1:d1 ®X13 CSZXS\/XB\/ X7

C7 = Xg V X7 V Xg

Premiere résolvante qui ne contient qu’un littéral du niveau de décision
courant

Schéma d’apprentissage appelé le premier UIP
d; est ajoutée a la base des clauses apprises, et...
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Backjumping

Ci1=X1V Xy
C2=X1VX3VXg

C3 = X1V Xg V Xq2

Cs = X2 V Xq4 DL2
Cs = X3 V X7 V Xi3

Cs = X3 V X7 V X13 V X9

—
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Backjumping

DL 1
Ci1=X1V Xy
C2=X1VX3VXg
C3 = X1V Xg V Xq2
Cs = X2 V Xq4 DL2
Cs = X3 V X7 V Xi3
Cs = X3 V X7 V X13 V X9
C7=Xg V X7V Xg DL 3
di=X3V Xg VX7 DL 4

—
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Backjumping
DL 1
Ci1=X1V Xy
C=Xx1VX3VXg
=Xx1VXxgVXx
C3 1 8 12 DL

C4 = X2 V X14

Cs = X3 V X7 V Xq3

Cs = X3 V X7 V X13 V Xg
C7=XsV X7V X9

di=X3V Xg VX7
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Un bref apercu des démonstrateurs CDCL

Backjumping
DL 1
Ci1=X1V Xy
C=Xx1VX3VXg
=Xx1VXxgVXx
C3 1 8 12 DL

C4 = X2 V X14

Cs = X3 V X7 V Xq3

Cs = X3 V X7 V X13 V Xg
C7=XsV X7V X9

di=X3V Xg VX7
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Autres composants essentiels

= Heuristique de choix de variables

» Dynamiques : récompensent les variables les plus récemment utilisées
dans I'analyse de conflits
» Enregistrement de la phase (ne pas oublier le passé)

= Redémarrages : statiques ou dynamiques

m Le nettoyage de la base de clauses

» Pour éviter une explosion de la mémoire utilisée, il est nécessaire de
supprimer certaines clauses apprises

S
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Modeélisation

—
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Introduction
= Modélisation de problemes en SAT

= Si un modeéle est découvert, il faudra le transformer dans la syntaxe du
probléme initial

Probléme initial SAT

Modéle modele ? [ Solveur saT
O
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Introduction

= Modélisation de problemes en SAT

= Si un modeéle est découvert, il faudra le transformer dans la syntaxe du
probléme initial

= On peut également partir du probleme CSP et le traduire en SAT
» Etape supplémentaire

» Peut sembler inutile, mais le codage en CSP parait plus naturel

--- csp -

- — -

Probléme initial .

SAT
S

Modéle modele ? [ Solveur saT
O
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Introduction

= Modélisation de problemes en SAT

= Si un modeéle est découvert, il faudra le transformer dans la syntaxe du
probléme initial

= On peut également partir du probleme CSP et le traduire en SAT
» Etape supplémentaire

» Peut sembler inutile, mais le codage en CSP parait plus naturel

- — -

Probléme initial .

[ ]
[ sonewrr |

Modéle modele ? [ Solveur saT
O
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Codage des variables

m Comment coder une variable CSP x; et son domaine {a, b, c}

O
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Codage des variables

m Comment coder une variable CSP x; et son domaine {a, b, c}

= Une premiere solution

» Une variable booléenne représentant x; = kx4, x}, x;

O
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Codage des variables

m Comment coder une variable CSP x; et son domaine {a, b, c}

= Une premiere solution

» Une variable booléenne représentant x; = kx4, x}, x; I
» Une clause (at least) nous disant que x; doit avoir une valeur x; V x; \V X¢

O
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Codage des variables

m Comment coder une variable CSP x; et son domaine {a, b, c}

= Une premiere solution

» Une variable booléenne représentant x; = kx4, x}, x;

» Une clause (at least) nous disant que x; doit avoir une valeur x; v x}, VV x.

» Des clauses (at most) nous disant que x; ne peut pas avoir plus d’'une
valeur : (x4 V x}), (xi V x0)...

-
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Codage des variables

m Comment coder une variable CSP x; et son domaine {a, b, c}

= Une premiere solution

» Une variable booléenne représentant x; = kx4, x}, x;

» Une clause (at least) nous disant que x; doit avoir une valeur x; v x}, VV x.

» Des clauses (at most) nous disant que x; ne peut pas avoir plus d’'une
valeur : (x4 V x}), (xi V x0)...

= Pour chaque variable x; de domaine de taille n, il faut donc

» nvariables booléennes
> 14 2071 clauses

S 16/45
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Codage des contraintes

= Les contraintes peuvent étre codées de diverses manieres

» Codage direct
» Codage support

= Attention : cela nécessite de connaitre les tuples interdits ou les tuples
autorisés d’'une contrainte

= On ne peut pas traiter directement les contraintes en intention ou les
contraintes globales (il faut expliciter les tuples)

-
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Codage direct

= Etant donnée une contrainte C de scope scp(C) = (Xi, X;, X)

= Le codage direct [walsh 00] va ajouter une clause pour chaque tuple
interdit de la contrainte C

= Pour chaque tuple interdit, (a, a, b), on ajoute la clause x} v xh v xk

1 Les tuples interdits falsifient ainsi les clauses associées !

e
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m Soitx,y € {2,3,4,5,6}

= Réprésenter les variables et les clauses nécessaires a la contrainte :
xX+y<7

O
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m Soitx,y € {2,3,4,5,6}

= Réprésenter les variables et les clauses nécessaires a la contrainte :
xX+y<7

Xo X3 X4 X5 Xg Y2 Y3 V4 V5 Ve

(X2 V X3V X4V X5V Xg)

(x2Vvx3) 2VX) (eVvX) (VX)) (X3VXy) (XVX) (VX)) (XaVXs)
(XaVXs) (X%5VXs)

(Y2VysVysVysVys)
(¥2Vvys) (aVya) (2VYs) (Y2V¥e) (aVya) (aVys) (13VYe) (VaVYs)
(Yavys) (¥5V¥e)

(x2Vys) ((3Vvys) (x3VVe) (xavys) (XaVys) (XaVys) (X5Vys) (X5VYa)
(xsVys) (%sVYe) (%VY2) (X6VYys) (X6VYya) (X%6V¥s) (X%6VYs)

-




Le codage direct ne permet pas d’inférer (propager) autant que I'arc
consistance !

C’est pour cela qu’a été proposé le codage support [Gent 02]

Le codage support code non seulement la structure du réseau mais
aussi I'algorithme (AC) utilisé pour le résoudre

Etant donné une contrainte C de scope scp(C) = (x/, X))
si x' = a posséde comme support {a, b, c} C D(x)
On ajoute alors la clause : (X} V x4 v x! v xL)

x' = a est possible tant qu'il lui reste un support dans la contrainte !
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Contrainte d’arité supérieure

= Ce codage ne fonctionne que pour les contraintes binaires !
= On peut I'étendre aux contraintes n-aires [Bessiere 03]
= Etant donnée une contrainte C de scope scp(C) = (x', x/, x¥)
» si x' = aposséde comme support {(a, b), (a,e)} € D(x/) x D(x¥)
= On ajoute alors les clauses
> st o (XA XE)

- s (XA XE)

> X‘;VS1\/82

= Nécessite des variables additionnelles

e
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m Soitx,y € {2,3,4,5,6}

= Représenter les variables et les clauses nécessaires a la contrainte :
xX+y<7

O
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m Soitx,y € {2,3,4,5,6}

= Représenter les variables et les clauses nécessaires a la contrainte :
xX+y<7

Xo X3 X4 X5 Xg Y2 Y3 V4 V5 Ve

(X2 V X3V X4V X5V Xg)

(x2Vvx3) 2VX) (eVvX) (VX)) (X3VXy) (XVX) (VX)) (XaVXs)
(XaVXs) (X%5VXs)

(Y2VysVysVysVys)
(¥2Vvys) (aVya) (2VYs) (Y2V¥e) (aVya) (aVys) (13VYe) (VaVYs)
(Yavys) (¥5V¥e)

(2Vvy2VysVysVys) (X3Vya2VysVys) (XaVvyaVys) (%Vy2) (Xe)
(V2VxeVxaVxaVxs) (aVxeVxaVixy) (aVxeVxs) (V5Vx2) (¥e)

)




Deés lors que les domaines des variables sont importants, le choix entre
I'utilisation des tuples interdits ou autorisés n’est plus de mise !

Il faut prendre le plus concis des 2

Etant donné une contrainte C de scope scp(C) = (x', x/, x¥)
Taille des domaines : 50

La contrainte a 20 couples interdits

Et donc : 50° — 20 = 124 980 couples autorisés

En méme temps, plus une contrainte posséde de couples autorisés,
moins AC est efficace



Proposé pour résoudre des probléemes d’ordonnancement [Tamura 09]

On se place dans le cas ou les variables prennent leurs valeurs dans
{k,2,3... ux}.

Iy et uy sont les bornes inférieures et supérieures que peut prendre x

On va utiliser (ux — Ix + 1) variables booléennes
Xx représente x < k (pour Iy — 1 < k < uy)

Et les contraintes suivantes

Xiy—1

Xuy

Xk—1 V X pour ki < k < uy
Une fois cela fait, on va coder les clauses représentant des régions
entiéres
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Codage ordonné : les contraintes

= Ce codage est particulierement adapté aux problémes contenant de
I'arithmétique : Ordonnancement, sac a dos,. ..

m Soit x,y € {2,3,4,5,6}

= Représenter les variables et les clauses nécessaires a la contrainte :
xX+y<7

R
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Codage ordonné : les contraintes

= Ce codage est particulierement adapté aux problémes contenant de
I'arithmétique : Ordonnancement, sac a dos,. ..

m Soit x,y € {2,3,4,5,6}

= Représenter les variables et les clauses nécessaires a la contrainte :
xX+y<7

X1 X2 X3 Xa X5 Xp Yi Y2 ¥3a Ya Y5 Ve

X X (x1vx) (2Vvxs) (X3Vxs) (XgVXs) (X5V X)

Vi Yo (yivye) (avys) (¥aVvys) (YaVys) (¥5VYe)

(x1Vvys) (eVys) (Vys) (XaVy) (X5Vy)

—
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Codage ordonné : résultats

= Sugar est le démonstrateur implantant ce codage
= Autorise des contraintes en intention
= Bons résultats aux évaluations CSP

» Reésolution de probléemes ouverts jusque la
» Y compris sur certaines contraintes globales ! !

-
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Codage dangereux

= Supposons un probleme modélisé difficile a résoudre

= Celavient il

» Du probléme en lui méme ?
» De la modélisation ?

O
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Codage dangereux

= Supposons un probleme modélisé difficile a résoudre

= Celavient il

» Du probléme en lui méme ?
» De la modélisation ?

= Dans [Hertel07], les auteurs proposent deux codages d’'un méme
probléme et montrent une séparation exponentielle entre les deux

-




Supposons un probleme modélisé difficile a résoudre

Cela vient il

Du probléme en lui méme ?
De la modélisation ?

Dans [Hertel07], les auteurs proposent deux codages d’'un méme
probléme et montrent une séparation exponentielle entre les deux

Dans les années 90, un challenge important :

Résoudre les instances par32

Des démonstrateurs spécialisés ont été développés pour atteindre ce but
(egsatz, [Li00])

Dans [Bailleux 03], les auteurs ont montré que ce n’est pas le probléme qui
était difficile mais son codage en SAT.
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Un exemple : le probléme des pigeons

Un autre exemple : le probleme des pigeons

Déja vu dans la premiére partie du cours

On doit mettre n pigeons dans (n — 1) pigeonniers : un seul pigeon par
pigeonnier

= Evidemment insatisfiable

Et pourtant ....

-
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Le codage des pigeons

u Les variables pf, : Le pigeon p est dans le pigeonnier h

= Les clauses

> Le pigeon i est un dans un pigeonniers : pj V ph...pn— 1)’
> Les pigeons i et j ne peuvent pas étre dans le méme pigeonnier : pf v p/’J

= Testons cela : comportement exponentiel

= Ajoutons quelques contraintes :

» Les pigeons sont tous les mémes, les pigeonniers aussi : Symétries
» En codant ces symétries, on rend le probleme extrémement simple

-
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Un autre exemple : codage de circuits

1 SAT est le langage parfait pour coder des circuits
= Tres utilisé : EDA (Electronic Design Automation)
= De la méme maniére : cryptanalyse, beaucoup de xor

= Des démonstrateurs dédiés : CryptoMinisat

—
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Codage des circuits

Xq (y1 VEVX_Z)
% 4 (i v xi)
1V x2)
Y3
(Y2 V x2 V x3)
Vo (Y2 VX2)
X (y2 vV X3)

(Y3 Vy1Vy2)
1 6 variables booléennes : (yaVvy)
X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3

= Variables d’entrées x;

(ys Vv y2)

u Variables auxiliaires y; Y3

O




Introduction SAT Modélisation Extensions

= Premier domaine ou l'utilisation de SAT s’est montrée performante

= Model Checking ou vérification formelle

= On dispose d’'un automate a états et on souhaite vérifier qu’une propriété
donnée est vraie

= Utilisée pour la vérification des circuits intégrés ou la vérification de

logiciels
OO
c2 c4 Propriété : Est on sur d’arriver a I'état a ?
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Fonctionnement

En BMC, plutét que de prouver que la propriété est vraie, on va essayer
de trouver un contre exemple en bornant a k le nombre d’étapes

» ATlétape i on se trouve dans l'état s;

Formule SAT : I(sp) A T(So,81) A T(S1,82) A ... A T(Sk—1,5k) A P(Sk)

Dans le cas ou l'instance est satisfiable : la propriété est fausse (bug)

= Dans le cas ou l'instance est insatisfiable : on ne sait rien !

Il faut augmenter la borne max

N




Dans le méme esprit que précédemment, comment faire pour trouver
une solution optimale ?

En effet, le probléme SAT est un probléeme de décision, réponse oui ou
non

Il faut essayer de trouver une solution d’'un cout k donné

Dans le cas ou le probleme est satisfiable, il faut augmenter (ou réduire)
la borne k

Malgré tout, les démonstrateurs SAT s’averent quelque fois trés
performants sur ce type de probléme (cf. sugar)



Introduction SAT Modélisation Extensions

Avantages et inconvénients de SAT

= Avantages

» Langage tres simple
» Lapprentissage : les nogoods sont codés directement dans le langage de
départ (clauses)

N
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Avantages et inconvénients de SAT

= Avantages

» Langage trés simple
» Lapprentissage : les nogoods sont codés directement dans le langage de
départ (clauses)

= Inconvénients

» Un niveau d’abstraction élevé
» Pas d’optimisation
» Des probléemes inaccessibles (trop gros)

N
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Avantages et inconvénients de CSP

» Avantages

» Expressivité : contraintes en intention, contraintes globales
» Optimisation

y ) {36/45]
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Avantages et inconvénients de CSP

» Avantages

» Expressivité : contraintes en intention, contraintes globales
» Optimisation

= Inconvénients

» Des démonstrateurs moins efficaces ?

y ) {36/45]
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. . Extensions

p ) [37/45]
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Introduction

= Pour palier les différents inconvénients listés ci-dessus, des extensions
ont été proposées

» MAXSAT : Probléme d’optimisation associé a SAT
» Pseudo Booléens : expressivité plus importante et optimisation

» SMT : SAT modulo théorie : expressivité plus importante

y > [38/45]
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Pseudo booléens

= Formalisme plus expressif

m Lesclauses:ai x Xy +a@ X Xo...ap X X, Op a
= a,aeN

mopei{<,>=1<2>}

= Les variables sont toujours booléenes, mais on a maintenant des
expressions mathématiques

= On peut également introduire une fonction d’optimisation (de la méme
forme)

p > [39/45]
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Codage des pigeons

n Les variables pf, : Le pigeon p est dans le pigeonnier h
= Un pigeonnier contient un pigeon : p} + p2 + ...+ pp =1

= Un pigeon est dans un pigeonnier : pf + p5 + ...+ pp_1hP =1

) {40/45]



Introduction SAT Modélisation

MaxSAT

= Probléeme d’optimisation associé a SAT

= Satisfaire le plus de clauses possibles

= Une version plus adaptée aux problémes réels : MAXSAT pondéré

Les clauses ont chacune un poids (appartenant a [0, o]

Maximiser le poids des clauses satisfaites

= Clauses Dures (poids o) :
» Pas deux cours dans la méme salle, pas d’enseignant dans deux salles
différentes

= Clauses souples :
» Je veux commencer a 10h et terminer & 16h....
I
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Avantages et inconvénients

1 MAXSAT et pseudo sont des problemes d’optimisation

m Pseudo est une formalisme plus expressif

= Pour autant, beaucoup de démonstrateurs passent par un solveur SAT
pour résoudre ces problemes

= Ceci vient de l'efficacité des solveurs SAT

= N’est pas viable a long terme ? ?

> [42/45]
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