
Chapitre 1

Modèles d’Apprentissage Artificiel

La cognition humaine repose sur cette propension unique à extraire des connaissances gé-
nérales à partir de très peu d’exemples. Même si les animaux peuvent discriminer les objets
sur la base d’indices perceptuels, seuls les humains et peut-être quelques autres mammifères
sont capables d’apprendre des connaissances qui sous-tendent la généralisation de propriétés.
Considérons par exemple comment un enfant peut saisir le sens d’un nom commun tel que
“cheval”. étant donné quelques instances de chevaux montrés par ses parents, l’enfant est ca-
pable d’accomplir un bond inductif qui dépasse largement les données observées : il pourra
ensuite prédire si une nouvelle entité est un cheval ou non, et fera vraisemblablement très peu
d’erreurs, excepté les occasionnels poneys, ânes, ou zèbres. La capacité à généraliser à partir
de peu de données est cruciale, non seulement pour apprendre la signification des mots, mais
aussi pour apprendre les propriétés des objets, les relations de cause à effet, les règles sociales,
et bien d’autres domaines de la vie courante (Woodmward et Needham, 2008).

Avec le potentiel qu’offre l’apprentissage humain, il n’est pas étonnant de constater que,
dès les débuts de l’informatique, les chercheurs se sont demandés si les machines étaient ca-
pables d’apprendre. Le premier algorithme d’apprentissage a été inventé en 1958 par Rosen-
blatt. Cet algorithme, appelé Perceptron, apprend une fonction linéaire discriminante à partir
d’une séquence d’exemples décrits par leurs attributs. Même si l’analyse discriminante avait
été découverte auparavant (Fisher, 1930), le Perceptron était le premier algorithme capable de
généraliser, c’est à dire d’induire un concept à partir d’un échantillon d’exemples, sans savoir
à l’avance la distribution de probabilité sur tous les exemples. Depuis, la recherche en appren-
tissage a fait des progrès considérables, à la fois sur le plan expérimental, où de nouveaux
algorithmes sont apparus pour apprendre des tâches de plus en plus complexes, et sur le plan
théorique, où des modèles ont été inventés pour établir les fondements de l’apprentissage.

Une analyse détaillée des modèles d’apprentissage artificiel nécessiterait aujourd’hui tout
un ouvrage. Après avoir introduit une architecture pour les agents apprenants, nous présente-
rons un cadre formel d’apprentissage supervisé, à partir duquel nous déclinerons trois modèles :
l’apprentissage exact, l’apprentissage enligne, l’apprentissage statistique. Nous présenterons
ensuite un cadre non supervisé d’apprentissage, appelé apprentissage par renforcement, dans
lequel nous examinerons une adaptation de l’apprentissage statistique. Nous conclurons cette
étude en pointant quelques thèmes de recherche actuels sur la modélisation de l’apprentissage.
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FIGURE 1: Une architecture simplifiée d’agent apprenant

1.1 Agents Apprenants
Comme le suggèrent Russell et Norvig (2003) ainsi que Pitrat (2009), la plupart des pro-

blèmes d’intelligence artificielle se modélisent naturellement à partir du paradigme orienté
agent. Un agent est une entité qui perçoit et agit dans son environnement en utilisant respective-
ment ses capteurs et ses effecteurs. Par exemple, un agent robotique perçoit son environnement
physique à partir de capteurs optiques, sonores ou inertiels, et agit dans son environnement en
déclenchant diverses commandes. Un agent logiciel perçoit son environnement à partir des
frappes du clavier, les mouvements de la souris, ou encore les messages du réseau, et agit dans
son environnement en affichant sur l’écran, écrivant des fichiers, ou transmettant des messages
par le réseau. Le comportement d’un agent est décrit par une fonction ou stratégie qui associe
une action à un percept, ou plus généralement une séquence de percepts. Cette stratégie est
implémentée par un programme appelé module de décision.

En se basant sur ce paradigme, un problème de décision est spécifié par un espace de
percepts accessibles par l’agent, un ensemble d’actions que l’agent peut accomplir, et une me-
sure de performance qui associe à toute stratégie une quantité, que l’on appelle souvent utilité.
Pour des tâches relativement simples comme les problèmes de classification, la performance de
l’agent peut être mesurée en comptant le nombre de fois que l’agent s’est trompé de décision.
Cependant, pour des tâches plus complexes comme les problèmes de décision séquentielle,
chaque action peut avoir une incidence à long terme et donc la performance doit mesurer l’uti-
lité de toute la séquence d’actions accomplies par l’agent en fonction des données perçues.

Nous disons qu’un agent apprend s’il améliore sa performance à résoudre le problème
de décision à partir de l’expérience acquise sur son environnement. L’architecture d’un agent
apprenant (figure 1) comprend, en plus du module de décision, un module d’apprentissage per-
mettant à l’agent de modifier les paramètres du module de décision en fonction de l’expérience
acquise. Le processus d’apprentissage peut être vu comme une séquence de cycles d’interac-
tion entre l’agent et l’environnement. Durant chaque cycle, l’agent reçoit une observation et
choisit une action en utilisant son module de décision. Après s’être engagé sur son action,
l’agent reçoit un feedback lui permettant d’évaluer son action et donc de réviser sa stratégie.



Exemple 1. Pour illustrer ces notions sur un exemple concret, considérons la conception d’un
filtre anti-spam “adaptatif”. Le problème consiste à déterminer si chaque courriel entrant est un
message utile à lire ou non. Même si le développement des filtres anti-spam a fait des progrès
notables, la conception de filtres adaptatifs est un problème important puisque l’utilité d’un
message est très relative d’un individu à l’autre (Chan et Lippmann, 2006). Pour des raisons de
simplicité, nous imaginons ici chaque mot comme un attribut booléen, et représentons chaque
message comme un vecteur booléen. Ainsi, l’espace des observations est l’ensemble {0, 1}n où
la dimension n peut atteindre 105 dans les applications réelles. Comme il s’agit d’un problème
de classification binaire, l’ensemble des actions peut être donné par {−1, 1}, avec la convention
que −1 soit un message normal et +1 soit un spam.

Le protocole d’apprentissage est le suivant : à chaque étape t = 1, 2, . . ., un courriel entrant
est présenté à l’agent. A partir de son module de décision, l’agent prédit si ce message est
un spam ou non ; si sa prédiction est positive, il déplace le message dans le dossier “spam”.
L’utilisatrice lui signale alors une erreur si elle déplace le message depuis le dossier “spam”
vers la boîte de réception, ou inversement. La performance de l’agent est mesurée par le nombre
d’erreurs de prédiction qu’il fait sur toute une série de courriels.

Intuitivement, la “difficulté” d’un problème d’apprentissage est caractérisée par deux sour-
ces de complexité. La première correspond au nombre de cycles durant lesquels la performance
de l’agent reste sous-optimale pour la tâche de décision donnée. La seconde correspond aux
ressources de calcul nécessaires durant chaque cycle à l’agent pour réviser sa stratégie et choi-
sir une action. Par modèle d’apprentissage, nous entendons un cadre formel donnant une me-
sure de ces deux sources de complexité. Avant d’entrer dans les détails des modèles, il est utile
de donner une indication de la façon dont les observations, les actions et le feedback peuvent
influer sur la difficulté de l’apprentissage.

Observations. Dans la plupart des applications réelles, l’espace des observations accessibles
à l’agent est immense, voire infini. Ainsi, pour apprendre rapidement un agent doit être ca-
pable d’extrapoler, c’est-à-dire inférer à partir de l’expérience acquise sur un nombre restreint
d’observations perçues, une stratégie de décision pouvant s’appliquer sur éventail beaucoup
plus large d’observations possibles. En plus du problème lié à la dimension des observations,
les valeurs de certains attributs peuvent être imprécises, erronées, ou encore absentes. Dans
ces environnements “partiellement” observables, l’agent doit être aussi capable d’interpoler,
c’est-à-dire inférer à partir d’une situation incertaine un ensemble d’observations sur lesquelles
il peut appliquer sa stratégie et combiner les résultats pour en dériver une action.

Actions. Un problème de décision est dit unidimensionnel si les actions sont des décisions
simples pouvant être représentées comme des valeurs d’un domaine (fini ou infini). Il est dit
multidimensionnel si les actions sont des décisions complexes représentées par des vecteurs
dont chaque entrée est un composant de l’action. Dans certains problèmes de décision multidi-
mensionnels, l’espace des décisions possède une structure combinatoire ; les décisions peuvent
prendre la forme d’arbres, de graphes, ou encore d’hypergraphes. Le problème est alors dit
structurel. Par exemple, l’alignement de mots depuis une phrase source (observation) vers une
phrase cible (décision) en traduction automatique du langage (Matusov et al., 2004), l’appa-
riement de formes en reconnaissance d’images (Belongie et al., 2002), sont des problèmes de
classification structurelle considérés comme particulièrement difficiles en apprentissage.



Même des actions simples peuvent avoir un impact sur la difficulté de l’apprentissage selon
la manière dont elles influent l’environnement. En reprenant la terminologie de Russell et
Norvig (2003), un problème de décision est dit épisodique si, durant chaque cycle d’interaction,
l’action choisie par l’agent n’a aucun effet sur l’observation suivante. Il est dit séquentiel si
chaque action peut influer le cours des observations et donc avoir une conséquence à long
terme. Par exemple, les problèmes de classification sont souvent épisodiques. En revanche, les
problèmes de mouvement, les stratégies de placement financier, ou encore les jeux de plateau,
sont des exemples caractéristiques de tâches de décision séquentielle.

Feedback. Le type de feedback définit le mode d’apprentissage. En apprentissage supervisé,
le feedback correspond à l’action qu’aurait du choisir l’agent selon l’observation courante.
Ainsi l’environnement est un superviseur qui corrige les erreurs de l’agent en fournissant la
bonne “étiquette” à chaque observation (Kearns et Vazirani, 1994). En apprentissage non su-
pervisé, l’agent ne reçoit aucun feedback. Au départ du processus d’apprentissage, l’agent
démarre avec un lot d’observations non étiquetées et construit une représentation qui permet
de structurer ces observations. Cette représentation peut ensuite être utilisée comme straté-
gie pour étiqueter de nouvelles observations selon la structure induite (Xu et Wunsch, 2008;
Koller et Friedman, 2009). Il existe tout un éventail de modes d’apprentissage entre ces deux
extrêmes. Par exemple, en apprentissage semi-supervisé, certaines observations sont associées
avec des étiquettes, alors que d’autres sont sans étiquette ; ces dernières pouvant néanmoins
aider l’agent à prédire la distribution des données (Chapelle et al., 2006).

Enfin, dans l’apprentissage par renforcement, l’agent reçoit systématiquement un feed-
back de l’environnement, mais il est limité à un signal donnant une indication sur la qualité
de sa décision (Sutton et Barto, 1998). Dans ce cadre s’ajoute une difficulté supplémentaire
caractérisée par le fameux dilemme exploration-exploitation (Fel’dbaum, 1961). D’un coté,
l’agent a besoin d’explorer son environnement pour découvrir l’effet de ses actions et mesurer
la performance des stratégies envisageables ; de l’autre coté, l’agent a intérêt d’exploiter ses
connaissances acquises afin d’appliquer les actions qu’il sait être performantes. Bien entendu,
toute la difficulté est de trouver un bon compromis entre ces deux attitudes.

1.2 Apprentissage Supervisé
Après un tour d’horizon sur les problèmes d’apprentissage, nous allons à présent intro-

duire un cadre plus formel pour l’apprentissage supervisé. Ce cadre sera exploité dans les trois
prochaines sections pour définir des modèles particuliers d’apprentissage supervisé.

Un problème d’apprentissage supervisé comprend un espace X d’observations, appelées
aussi instances ou entrées, et un espace Y d’actions ou sorties. Notons Z = X × Y . Tout élé-
ment z ∈ Z est appelée exemple et toute séquence d’exemples z = (z1, · · · , zm) est appelée
ensemble d’entraînement. 1 Dans ce chapitre, les entrées et sorties sont décrites comme des
vecteurs de dimension non nulle et finie.

En plus des entrées et sorties, un problème d’apprentissage supervisé comprend générale-
ment deux classes de fonctions de X dans Y , la classe d’hypothèses H et la classe cible H∗.
Intuitivement, l’apprenant cherche à prédire le comportement de son environnement à partir de

1. Techniquement, un ensemble d’entraînement est donc une “liste” d’exemples.



stratégies h sélectionnées dansH. La classe cibleH∗ sert de référence pour mesurer la perfor-
mance des hypothèses ; l’objectif est de trouver par entraînement une hypothèse h ∈ H dont
la performance est proche de la “meilleure” fonction cible h∗ ∈ H∗. Bien qu’il semble naturel
de supposer que H = H∗, nous verrons que dans certaines circonstances, il est important du
point de vue calculatoire que ces deux ensembles restent distincts.

La performance des hypothèses est mesurée par une fonction ` : H × X × Y → R+,
appelée fonction de perte. Elle associe à toute hypothèse h dans H, toute entrée x dans X et
toute sortie y dans Y un réel non négatif `(h;x, y) évaluant l’écart entre la prédiction h(x) et la
sortie y. La performance d’une hypothèse h sur une séquence d’exemples z = (z1, · · · , zm)
selon ` est définie par la perte cumulée

∑m
t=1 `(h; zt). Parmi les fonctions de perte les plus

utilisées dans les problèmes unidimensionnels, nous pouvons mentionner la fonction de perte
discrète ou zero-un, et la fonction de perte quadratique, respectivement définies par :

`DIS(h;x, y) = Ih(x) 6=y et `SQ(h;x, y) =
1

2
‖h(x)− y‖2

Dans le cadre plus général des problèmes multidimensionnels ou structurels, les fonctions de
perte sont souvent définies par des fonctions convexes sur H qui évaluent la distance entre les
structures h(x) et y (Bakir et al., 2007).

Pour des raisons d’efficacité, les hypothèses qui nous intéressent en intelligence artificielle
sont celles qui peuvent être représentées par un nombre “raisonnable” de symboles. Nous ap-
pelons schéma de représentation la donnée d’un ensemble Ω appelé classe de représentation,
d’une mesure de complexité 2 f : Ω → R+ qui associe à chaque représentation ω ∈ Ω un réel
non négatif mesurant sa “complexité” ou “longueur” f(ω), et d’une fonction surjective qui
associe à chaque représentation ω ∈ Ω une hypothèse hω dans H. Dans la suite, nous omet-
trons la fonction surjective lorsque sa définition ne fait pas d’ambiguïté, et nous spécifierons
donc un schéma de représentation simplement par sa classe Ω et sa mesure de complexité f .
L’espace des hypothèses engendrées par Ω est dénoté HΩ, c’est à dire HΩ = {hω : ω ∈ Ω}.
La longueur de description d’une hypothèse h ∈ HΩ selon f , notée f(h), est définie par la
longueur f(ω) de la plus petite représentation ω ∈ Ω pour laquelle hω = h.

En résumé, les principaux composants d’un problème d’apprentissage supervisé sont :
– un espace d’instances X ,
– un espace de décisions Y ,
– un schéma de représentation (Ω, f) engendrant l’espaceHΩ mesuré par f ,
– un espace de fonctions ciblesH∗, et
– une fonction de perte `.

Les paramètres du problème sont la dimension des entrées, la dimension des sorties, la lon-
gueur de description des hypothèses, et la fonction de perte.

Exemple 2. Reprenons notre scénario sur le filtrage anti-spam. Rappelons que l’espace des en-
trées est X = {0, 1}n et l’espace des sorties est Y = {−1,+1}. Un schéma de représentation
souvent utilisé dans la littérature pour apprendre à classer les messages est celui des fonctions
linéaires à seuil. La classe Ω est un ensemble de paires (w, θ) où w est un vecteur de Rn et θ
un scalaire de R. L’hypothèse associée à ω = (w, θ) est définie par hω(x) = sgn(〈w, x〉 − θ)
où 〈w, x〉 désigne le produit scalaire entre w et x et sgn(z) est la fonction qui retourne le signe

2. En apprentissage statistique, f est souvent appelée fonction de régularisation.
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FIGURE 2: Un arbre de décision et une liste de décision pour la fonction x1x2 ∨ x3

du scalaire z. En d’autres termes, hw(x) = +1 si et seulement si le produit scalaire entre w et
x est supérieur au seuil θ. Une des mesures de complexité les plus utilisées en apprentissage
linéaire est f(w) = 1

2‖ω‖, où ‖ω‖ est la norme Euclidienne de ω ∈ Rn+1.
Enfin, la performance de l’agent est le nombre d’erreurs de prédiction qu’il fait sur toute

séquence de courriels z = ((x1, y1), · · · , (xm, ym)). Spécifiquement, ce nombre d’erreurs est
mesuré par la perte discrète cumulée :

∑m
t=1 `DIS(hωt

;xt, yt) où ωt est la fonction linéaire à
seuil maintenue par l’agent au tour t.

Classes de concepts. Afin d’analyser et comparer les modèles d’apprentissage étudiés dans
ce chapitre, nous utiliserons souvent des hypothèses booléennes, appelées aussi concepts.
Dans ce contexte, l’espace des entrées est l’hypercube {0, 1}n et l’ensemble de sortie est
{0, 1} ou bien {−1,+1} selon le contexte. étant donné un ensemble de variables booléennes
{x1, · · · , xn}, rappelons qu’un littéral est une variable xi ou sa négation xi, un terme (ou
monômial) est une conjonction de littéraux et une clause est une disjonction de littéraux. Une
formule en forme normale disjonctive, appelée aussi DNF, est une disjonction de termes et
une formule en forme normale conjonctive, appelée CNF, est une conjonction de clauses. Une
formule est monotone si tous ses littéraux sont positifs.

Comme nous l’avons vu dans l’exemple 2, une fonction h : {0, 1}n → {−1,+1} est
dite linéaire à seuil si elle representable par une paire (w, θ) où w ∈ Rn et θ ∈ R, telle que
h(x) = sgn(〈w, x〉 − θ). La fonction linéaire h est dite booléenne à seuil si w ∈ {0, 1}n et
θ ∈ N. Par exemple, la fonction de majorité qui associe à toute entrée x la classe +1 si et
seulement si x contient une majorité de 1, est définie par w = 1 et θ = bn2 c.

Un arbre de décision (booléen) un arbre binaire dont chaque feuille est étiquetée par 0 ou
1 et chaque noeud interne est étiqueté par un index i ∈ {1, · · · , n} pointant sur deux fils. La
classification d’une instance x selon l’hypothèse associée à l’arbre de décision ω est déterminée
en partant de la racine de ω et en appliquant récursivement la règle de décision suivante : (1)
si le noeud courant est un index i, alors brancher à gauche si xi = 0 et à droite si xi = 1 ; (2)
si le noeud courant est une feuille alors retourner la valeur 0 ou 1 indiquée la feuille. La taille
d’un arbre de décision est définie par le nombre de ses feuilles.

Une liste de décision est une séquence de règles 〈t, v〉d = ((t1, v1), · · · , (td, vd)) où ti est
un terme et vi est une valeur dans {0, 1}. La classification d’une instance x selon l’hypothèse
associée à la liste de décision ω est déterminée en partant de la première règle et en parcourant
itérativement la liste jusqu’à ce qu’une règle soit déclenchée. La règle (ti, vi) est déclenchée
par x si x est un modèle de ti ; dans ce cas la valeur retournée est vi.
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1.3 Apprentissage Exact

Appelé aussi apprentissage avec requêtes (Angluin, 1988), l’apprentissage exact est un
modèle d’apprentissage supervisé qui a été très étudié en intelligence artificielle pour élici-
ter des connaissances en interagissant avec un utilisateur. L’apprentissage exact peut être vu
comme une variante du jeu de “Mastermind” faisant intervenir une séquence de questions-
réponses entre l’apprenant et son environnement. L’objectif de l’apprenant est de découvrir la
fonction cachée de l’environnement en posant un nombre minimum de questions. Dans cette
section, nous allons illustrer l’apprentissage avec requêtes sur des problèmes de classification
binaire (Y = {0, 1}), mais gardons à l’esprit que ce modèle peut se généraliser à des tâches
multi-classes ou multidimensionnelles.

Un problème d’apprentissage de concepts consiste en un espace d’instances X , un espace
d’hypothèse HΩ engendré à partir d’une classe de représentation Ω, et un espace de concepts
cibles H∗. Par exemple, un problème d’apprentissage de formules de Horn consiste en un
espace d’assignations booléennes {0, 1}n et de l’ensemble de toutes les fonctions booléennes
sur {0, 1}n représentables par des formules de Horn. Un exemple est ici une paire (x, y) où
x ∈ X et y ∈ {0, 1}. L’exemple est dit positif si y = 1 et négatif si y = 0. Une hypothèse h
est dite cohérente avec un exemple (x, y) si h(x) = y.

étant donnés deux concepts h1 et h2 dansHΩ, nous disons que h1 est plus spécifique que h2

(ou h2 est plus générale que h1), noté h1 ≤ h2, si h1(x) ≤ h2(x) pour toute instance x ∈ X .
Par exemple, la figure 3a représente le graphe associé à l’espace de tous les termes monotones
(conjonctions de littéraux positifs) définis sur les variables booléennes {x1, x2, x3} ; un arc est
associé entre deux termes ω1 et ω2 si hω1

≤ hω2
.

étant donné un ensemble d’entraînement z, nous appelons espace des versions de z par
rapport à HΩ l’ensemble de toutes les hypothèses h de HΩ qui sont cohérentes avec tous les
exemples zt de z. Intuitivement, l’espace des versions d’une série d’exemples est la collection
de toutes les hypothèses possibles qui peuvent représenter le concept cible. Une hypothèse h
dans l’espace des versions de z est dite maximalement spécifique s’il n’existe aucune autre
hypothèse dans cet espace qui est plus spécifique que h. La notion d’hypothèse maximalement



générale se définit de manière analogue.
Les requêtes principalement utilisées en apprentissage exact sont les requêtes d’apparte-

nance et les requêtes d’équivalence. Soit h∗ l’hypothèse cible de l’environnement.
– Une requête d’appartenance (MQ) associe à une instance x posée par l’apprenant la

réponse oui si h∗(x) = 1, et non sinon.
– Une requête d’équivalence (EQ) associe à une hypothèse h posée par l’apprenant la

réponse oui si h = h∗, et non sinon. En cas de réponse négative, l’adversaire renvoie
un contre-exemple à l’apprenant ; le contre exemple est de la forme (x, 1) si h∗(x) = 1
mais h(x) = 0, et de la forme (x, 0) si h∗(x) = 0 mais h(x) = 1.

Intuitivement, les requêtes d’équivalence correspondent à une forme d’apprentissage pas-
sif où l’apprenant cherche à maintenir son hypothèse jusqu’à ce qu’elle soit réfutée par un
contre-exemple. Les requêtes d’appartenance, pour leur part, correspondent à une forme d’ap-
prentissage actif permettant à l’apprenant de demander la valeur d’un exemple de son choix.
Bien entendu, l’apprenant doit poser un nombre raisonnable de requêtes pour que le modèle
puisse être applicable.

Definition 1 (Apprentissage exact). Soit X un espace d’entrées de dimension n, Ω une classe
de représentation munie d’une mesure f et H∗ une classe de concepts cibles sur X . Nous
disons que H∗ est apprenable avec requêtes d’équivalence et d’appartenance par HΩ, s’il
existe un algorithme A tel que, pour tout concept cible h∗ ∈ H∗, A trouve une representation
de h∗ dans Ω, en posant un nombre de requêtes EQ et MQ polynômial en n et f(h).

Nous disons que la classe cible H∗ est identifiable si la classe de représentation Ω utilisée
par l’apprenant coïncide avec H∗ c’est à dire H∗ = HΩ. Ce critère est important en représen-
tation des connaissances lorsque nous cherchons à identifier un concept par une représentation
précise qui sera ensuite utilisée pour diverses taches, telles que la déduction ou le diagnostic.

D’autre part, nous disons queH∗ est efficacement apprenable si le temps de calcul de l’al-
gorithme A borné par un polynôme de n et f(h). Enfin, nous disons que H∗ est fortement
apprenable (par rapport au nombre d’attributs n) si la complexité des requêtes est polynô-
miale en f(h) mais seulement poly-logarithmique en n. Ce dernier critère révèle toute son
intérêt lorsque les données contiennent un grand nombre d’attributs dont, finalement, très peu
s’avèrent pertinents pour séparer les exemples. Par exemple, dans le filtrage anti-spam, la dif-
ficulté majeure de l’apprenant est de trouver parmi des dizaines de milliers d’attributs, les
quelques variables qui, combinées ensemble, permettent de prédire si un message est un spam.

Exemple 3 (Apprendre des termes). Soit HMM =
⋃
n∈NHnMM, où HnMM désigne l’espace de

toutes les hypothèses représentables par des termes monotones sur les variables booléennes
{x1, · · · , xn}. Il est possible d’identifier efficacement toute hypothèse h ∈ HnMM avec au plus
n requêtes d’équivalence : l’algorithme démarre avec le terme ω formé par toutes les variables,
et, à chaque réception d’un contre-exemple (x, y), l’algorithme élimine dans ω tous les litté-
raux qui sont faux dans x. Notons que l’algorithme maintient systématiquement l’hypothèse
la plus spécifique de son espace des versions. Ainsi chaque contre-exemple reçu est nécessai-
rement positif (y = 1). étant donné que l’hypothèse courante hω est toujours plus spécifique
que l’hypothèse cible h et que chaque contre-exemple suivant élimine au moins un littéral, le
nombre de requêtes avec réponse négative est au plus n. Le comportement de cet algorithme est
illustré dans la figure 3b, où le concept cible est x1 et l’apprenant reçoit deux contre-exemples.



Exemple 4 (Apprendre des DNF monotones). Rappelons qu’une formule en forme normale
disjonctive (DNF) est une disjonction de termes. Une DNF est dite monotone si ses termes sont
tous monotones. Soit HMDNF =

⋃
n∈NHnMDNF l’espace de toutes les hypothèses représentables

par des DNF monotones sur {x1, · · · , xn}. Il est démontré que cette classe n’est pas apprenable
de manière purement passive : pour identifier certaines formules de taille polynômiale en n, le
nombre de requête d’équivalence peut croître exponentiellement en n (Angluin, 1990).

En revanche, il est possible d’identifier les DNF monotones de manière active en utilisant à
la fois des requêtes d’équivalence et des requêtes d’appartenance (Angluin, 1988). La stratégie
d’apprentissage réside dans le fait que toute hypothèse h ∈ HMDNF admet exactement une
représentation minimale (par inclusion de termes). L’algorithme démarre avec la formule vide
ω = ⊥ et, à chaque réception d’un contre-exemple (nécessairement positif) (x, 1), l’algorithme
identifie le terme t de la représentation minimale pour lequel x est un modèle de t en utilisant
des requêtes d’appartenance. Pour cela l’idée est de poser une requête sur chaque voisin de x
obtenu en permutant la valeur d’une seule variable, et de prendre la conjonction des variables
xi pour lesquelles la permutation de valeur a donné une réponse négative. Comme l’hypothèse
courante hω est toujours plus spécifique que l’hypothèse cible et que chaque contre-exemple
permet l’identification d’un nouveau terme dans la représentation minimale de h, il suffit donc
de k + 1 requêtes d’équivalence et de kn requêtes d’appartenance pour identifier le concept
cible, où k est le nombre de termes dans la représentation minimale de h.

Les recherches en apprentissage ont démontré que de nombreuses classes de concepts sont
apprenables avec des requêtes d’équivalence et d’appartenance. En particulier, les fonctions
de Horn (Angluin et al., 1992) et les fonctions linéaires à seuil (Maass et Turan, 1994), sont
efficacement identifiables. En se basant sur des propriétés de fermeture de ces classes, Blum
et al. (1995) ont démontré le résultat suivant.

Théorème 1. Les DNF monotones, les formules de Horn, les fonctions à lecture unique et les
formules à seuil sont fortement identifiables avec requêtes d’équivalence et d’appartenance.

Bshouty (1995) a démontré que les arbres de décision sont efficacement apprenables (mais
non nécessairement identifiables) avec des requêtes d’équivalence et d’appartenance. Enfin,
les listes de décision dont la taille des termes est bornée sont efficacement identifiables avec
seulement des requêtes d’équivalence (Castro et Balcázar, 1995; Simon, 1995).

Avec une panoplie de tels résultats, on pourrait être tenté de croire que la plupart des classes
de fonctions booléennes sont apprenables avec requêtes d’équivalence et d’appartenance. Ce
n’est malheureusement pas le cas ; concernant la question des circuits booléens, Kharitonov
(1993) a démontré qu’ils ne sont pas apprenables avec requêtes d’équivalence et d’apparte-
nance, même dans le cadre ou l’hypothèse maintenue par l’apprenant n’est pas forcément un
circuit booléen. Une autre question qui a fait l’objet de recherches intensives depuis l’introduc-
tion du modèle d’Angluin est celle de l’apprenabilité des DNF (non monotones). Sur ce point,
Feldman (2009) a récemment fait une découverte capitale :

Théorème 2. A moins que NP = RP, les DNF ne sont pas efficacement apprenables avec
requêtes d’équivalence et d’appartenance, même si l’hypothèse maintenue par l’apprenant est
une disjonction de formules à seuil (cette dernière classe incluant celle des DNF).

Gardons à l’esprit que l’apprentissage exact ne se limite pas aux classes de fonctions boo-
léennes. Ce modèle a été utilisé avec succès pour identifier certaines logiques de description



Algorithme 1: Apprentissage Enligne

Paramètres : espace d’entrées X , espace de sorties Y , classe d’hypothèsesH, function
de perte `

Initialisation : L’apprenant choisit une hypothèse initiale h1 ∈ H
Tours : pour chaque tour de jeu t = 1, 2, . . .
(1) l’environnement présente une instance xt ∈ X
(2) l’apprenant effectue la prédiction ŷt = ht(xt)
(3) l’environnement révèle la response yt ∈ Y et l’apprenant subit `(ht;xt, yt)
(4) l’apprenant choisit une nouvelle hypothèse ht+1

(Frazier et Pitt, 1996), ou encore divers fragments de la logique du premier ordre (Haussler,
1989; Khardon, 1999; Arias et Khardon, 2002). De manière orthogonale, le cadre ne se limite
plus aujourd’hui aux requêtes d’équivalence et d’appartenance. Par exemple, certains résultats
récents en inférence grammaticale ont été obtenus en utilisant des requêtes d’édition pour ap-
prendre des boules de mots (Becerra-Bonache et al., 2008). Un autre exemple est l’utilisation
de requêtes d’injection pour apprendre certaines classes de circuits booléens (Angluin et al.,
2009). Une application pratique de ces requêtes d’injection est l’identification de réseaux so-
ciaux à partir du comportement des agents (Angluin et al., 2010).

1.4 Apprentissage Enligne

Parmi les paradigmes d’apprentissage supervisé étudiés dans la littérature, l’apprentissage
enligne est certainement un des cadres qui se rapproche le plus de l’apprentissage naturel.
Comme le décrit la figure 1, ce cadre peut-être vu comme un jeu répétitif à somme nulle entre
l’apprenant et son environnement. A chaque tour de jeu, l’apprenant reçoit une instance du pro-
blème à résoudre. Il prédit ensuite une solution pour cette instance en utilisant son hypothèse
et reçoit enfin la bonne réponse. L’apprenant subit alors une perte qui mesure l’écart entre la
prédiction et la réponse. En se basant sur ces informations, l’apprenant est autorisé à mette à
jour son hypothèse avant de procéder au tour suivant.

Dans l’apprentissage enligne, nous ne faisons aucune hypothèse sur la séquence des exem-
ples choisis par l’environnement. Cette séquence peut être déterministe, stochastique, ou bien
encore choisie par un environnement actif se comportant comme un adversaire. Comme l’en-
vironnement révèle la réponse yt seulement après la prédiction ŷt, il peut évidemment induire
l’apprenant en erreur à chaque tour de jeu. Dans ce cas, la perte cumulée de l’apprenant est
maximale. Afin de prendre en compte cette éventualité, la performance de l’apprenant n’est pas
mesurée de manière absolue par sa perte cumulée, mais de manière relative, par la différence
entre la perte cumulée de l’apprenant et celle de la meilleure hypothèse de la classe cible H∗.
Cette différence est appelée regret, car elle capture le regret de l’apprenant à ne pas choisir la
meilleure hypothèse s’il avait connu à l’avance la séquence d’exemples.

De manière formelle, un algorithme d’apprentissage enligne peut-être identifié par une
fonction A qui associe à toute séquence d’exemples z = (z1, · · · , zt) une hypothèse ht ∈ H.



Le regret à l’horizon m de A par rapport à une hypothèse h∗ ∈ H∗ est défini par

regretA(h∗,m) = sup
z∈Zm

(
m∑
t=1

`(ht; zt)− `(h∗; zt)

)

Intuitivement, un algorithme d’apprentissage A atteint une performance non-triviale pour une
classe cibleH∗ si, pour tout h∗ ∈ H∗, son regret par rapport à h∗ est sous-linéaire par rapport
à m, c’est-à-dire regretA(h∗,m) = o(m). Cette condition implique qu’à l’horizon infini, le
comportement de l’apprenant est similaire à celui de la meilleure hypothèse.

lim
m→∞

(
1

m
regretA(h∗,m)

)
= 0

Definition 2 (Apprentissage enligne). Soient X un espace d’entrées de dimension n et Y un
espace de sorties de dimension d. Soit Ω une classe de représentation associée avec sa mesure
de complexité f . Enfin, soit H∗ un sous-ensemble cible de l’espace d’hypothèses HΩ. Nous
disons queH∗ est apprenable enligne à partir deHΩ et par rapport à ` s’il existe un algorithme
d’apprentissage A pour Ω tel que, pour toute hypothèse cible h∗ ∈ H∗ et tout horizon m ≥ 1,
regretA(h∗,m) est sous-linéaire en m et polynômial en n, d, et f(h∗).

Comme pour l’apprentissage exact, H∗ est identifiable enligne si H∗ = HΩ. Nous disons
queH∗ est efficacement apprenable enligne si, durant chaque tour t, le temps calcul parA pour
prédire (étape 2) et réviser son hypothèse (étape 4) est polynômial en n, d et f(h∗). Enfin,H∗
est fortement apprenable enligne (par rapport au nombre d’attributs n) si regretA(h∗,m) est
seulement poly-logarithmique en n.

Lorsque la classe d’hypothèses H∗ est particulièrement difficile à apprendre, il est utile
de contraindre les séquences d’exemples. Nous disons que H∗ est apprenable enligne dans le
cas réalisable s’il existe une fonction cible h∗, inconnue de l’apprenant, et pour laquelle toute
séquence d’exemples 〈xt, yt〉 fournie par l’environnement est cohérente avec h∗.

Dans les applications où la fonction cible peut changer au cours du temps, l’objectif de
l’apprenant est de “poursuivre” ou “traquer” l’évolution de la fonction. Ce cadre dynamique
nous incite à généraliser la notion de regret. Soit h∗ = 〈h∗1, h∗2, . . .〉 une séquence infinie de
fonctions dans H∗ et h∗m la sous-séquence obtenue à l’horizon m. Un changement dans h∗m
correspond à un tour t ≤ m pour lequel h∗t+1 6= h∗t . Le regret à m pour un algorithme A par
rapport à la séquence h∗ est défini par

regretA(h∗,m) = sup
z∈Zm

(
m∑
t=1

`(ht; zt)− `(h∗t ; zt)

)

Definition 3 (Tracking enligne). Soient X un espace d’entrées de dimension n et Y un es-
pace de sorties de dimension d. Soit Ω une classe de représentation associée avec sa mesure
de complexité f . Enfin, soit H∗ un sous-ensemble cible de l’espace d’hypothèses HΩ. Nous
disons queH∗ est poursuivable à partir deHΩ et par rapport à ` s’il existe un algorithme d’ap-
prentissage A pour Ω tel que, pour toute séquence d’hypothèses h∗ dans H∗ et tout horizon
m ≥ 1, regretA(h∗,m) est sous-linéaire en m et polynômial en n, d, f(h∗) et le nombre de
changements dans h∗m.



Comme le souligne Blum (1997), la plupart des algorithmes enligne “apprennent très bien
des choses simples”. En effet, lorsque l’espace cibleH∗ est suffisamment petit, ces algorithmes
convergent très rapidement, même lorsque les données sont éparpillées ou bruitées, ou encore
lorsque la fonction cible évolue au cours du temps. Le trait commun de ces algorithmes réside
dans l’optimisation convexe : l’apprenant optimise à la volée une fonction objective convexe
qui est mise à jour à la fin de chaque tour.

Parmi les classes de représentation “simples”, celles dont le cardinal est borné par un po-
lynôme des dimensions d’entrée et de sortie sont efficacement apprenables, même dans le
cas non-réalisable où l’apprenant est confronté à du bruit. Les algorithmes enligne pouvant
apprendre ces classes d’hypothèses sont regroupés sous le paradigme d’apprentissage avec
conseil d’experts (Littlestone et Warmuth, 1989; Vovk, 1990; Cesa-Bianchi et al., 1997). L’idée
générale est de considérer chaque fonction cible h ∈ H∗ comme un expert et de prédire en se
basant sur la performance des experts.

Exemple 5 (Weighted Majority). L’algorithme d’apprentissage avec conseil d’experts le plus
connu est “Weighted Majority”, introduit par Littlestone et Warmuth (1989) et généralisé en-
suite sous le nom de “Hedge” par Freund et Schapire (1997). Considérons un espace H∗ de
fonctions cibles de X dans Y , appelées experts. Nous supposons que H∗ est fini et de taille
N . Dans l’algorithme de la majorité pondérée, l’apprenant démarre avec un vecteur de poids
w1 qui associe à chaque expert i ∈ {1, · · · , N} le poids w1,i = 1. Durant chaque tour t,
l’apprenant prédit avec la règle

ŷt =

∑N
i=1 wt,ih

∗
i (xt)∑N

j=1 wt,j
(1.1)

Ainsi, l’algorithme calcule la moyenne pondérée des prédications de chaque expert. Dans le
cas où Y = {−1,+1}, l’algorithme retourne le signe de la moyenne pondérée.

L’idée clé de l’algorithme réside dans la mise à jour multiplicative des poids. étant donné
un paramètre d’apprentissage η, chaque expert i ∈ {1, · · · , N} est mis à jour par la règle

wt+1,i = wt,ie
−η`(h∗i ;xt,yt) (1.2)

où `(h∗i ;xt, yt) est la perte de l’expert hi sur l’exemple (xt, yt). Intuitivement, un expert qui
prédit incorrectement verra son poids diminuer à vitesse exponentielle. Ainsi, avec une telle
règle, l’apprenant se focalise rapidement sur le meilleur expert. Notons qu’en normalisant la
règle 1.2, l’algorithme de majorité pondérée apprend à rechercher le meilleur expert dans H∗
en maintenant des hypothèses dans l’enveloppe convexe deH∗.

Supposons que ` soit fonction de perte convexe prenant des valeurs dans [0, 1]. Alors
d’après le théorème 2.2. dans (Cesa-Bianchi et Lugosi, 2006), le regret par rapport à tout
expert de l’algorithme de majorité pondérée en utilisant η =

√
8(lnN)/m est borné par :

2

√
m lnN

2

Notons que si l’algorithme ne connaît pas à l’avance le nombre de toursm, le paramètre η peut
être rendu adaptatif en utilisant à chaque tour ηt =

√
8(lnN)/t. Le regret augmente alors

légèrement en ajoutant le terme
√

(lnN)/8. Dans le cas particulier où Y = {−1,+1} et la



fonction de perte `(h;xt, yt) est donnée par la valeur absolue |h(xt)−yt|, le nombre maximum
d’erreurs que peut faire l’algorithme de majorité pondérée est borné par :

min
i
Mi + 2 lnN +

√
2(lnN) min

i
Mi

oùMi est le nombre d’erreurs faites par l’expert i. Par exemple, le nombre maximum d’erreurs
que peut faire l’algorithme de majorité pondérée pour apprendre un monotone monomial de
taille au plus k est en O(k lnn + miniMi). En se basant sur les propriétés de l’algorithme
Weighted Majority, nous pouvons donc déduire le résultat suivant.

Théorème 3. Toute classe d’hypothèses dont la taille est un polynôme des dimensions d’entrée
et de sortie est apprenable enligne à partir de son enveloppe convexe, et par rapport à toute
fonction de perte convexe et bornée.

Ce dernier résultat peut même être généralisé au tracking d’experts, en utilisant des va-
riantes de Weighted Majority (Herbster et Warmuth, 1998).

C’est certainement dans la reconnaissance de fonctions linéaires, et plus généralement les
fonctions polynômiales à seuil, que les algorithmes d’apprentissage enligne ont eu le plus de
succès. Les exemples suivants examinent deux des algorithmes les plus connus en classification
linéaire. Nous supposons ici que X = Rn et Y = {−1,+1}.

Exemple 6 (Perceptron). Introduit par Rosenblatt (1958), le Perceptron est un classifieur li-
néaire avec mises à jour additives de poids. Dans sa version la plus simple, l’algorithme utilise
un seuil nul et maintient un vecteur de poids w ∈ Rn. Initialement, le vecteur est w1 = 0.
Durant chaque tour t, le Perceptron prédit avec la règle

ŷt = sgn 〈wt, xt〉 (1.3)

En d’autres termes, la valeur prédite est le signe du produit scalaire du vecteur de poids wt et
de l’instance xt. Si la prédiction est correcte alors wt+1 = wt. Sinon, l’algorithme utilise la
mise à jour

wt+1 = wt + ηytxt (1.4)

où η est un paramètre d’apprentissage. La performance du Perceptron a fait l’objet de nom-
breuses études dans la littérature (voir e.g. Novikov, 1962; Freund et Schapire, 1999; Shalev-
Shwartz et Singer, 2007). Cette performance est généralement établie en utilisant une fonction
de perte convexe appelée perte charnière (hinge loss) et définie de la manière suivante

`γ(w;x, y) = max [0, γ − y 〈w, x〉] (1.5)

Cette fonction pénalise toute fonction linéaire pour laquelle la marge y 〈w, x〉 est plus petite
que γ. Notons que si y 6= sgn 〈w, x〉 alors `γ(w;x, y) ≥ γ. Par conséquent, la perte charnière
cumulée sur le nombre d’exemples est une borne supérieure de γM , où M est le nombre
total d’erreurs faites par l’algorithme. Dans le cas du Perceptron, nous utilisons γ = 1. Soit
((x1, y1), · · · , (xm, ym)) une séquence arbitraire d’exemples et X2 = maxt ‖xt‖, où ‖xt‖ est
la norme Euclidienne de xt. Soit u un vecteur de Rn et L =

∑m
t=1 `γ(u;xt, yt). Alors d’après



le résultat récent de Shalev-Shwartz et Singer (2007), le nombre total d’erreurs faites par le
Perceptron est borné par

L+
1

2
‖u‖X2

2 + ‖u‖X2

√
L (1.6)

Ce résultat se généralise aisément aux fonctions linéaires à seuil en supposant que le dernier
élément de chaque instance xt possède toujours la valeur −1. 3 Dans le cadre booléen où
X = {0, 1}n, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 4. Les fonctions linéaires à seuil sont apprenables enligne par rapport à la fonction
de perte charnière avec γ = 1.

Exemple 7 (Winnow). L’algorithme Winnow, introduit par Littlestone (1988), ressemble au
Perceptron par sa simplicité, mais utilise une mise à jour multiplicative, plutôt qu’additive,
des poids. Nous examinons ici la version présentée dans (Grove et al., 2001). Comme pour
le Perceptron, Winnow maintient un vecteur de poids w ∈ Rn. Initialement, le vecteur est
w1 = 1. Durant chaque tour t, Winnow prédit avec la règle 1.3. Si la prédiction est correcte
alors wt+1 = wt. Sinon l’algorithme utilise, pour chaque i ∈ {1, · · · , n}, la mise à jour

wt+1,i = wt,ie
ηytxt,i (1.7)

où η est un paramètre d’apprentissage. Comme pour le Perceptron, la convergence de Winnow
a fait l’objet de nombreuses investigations (Littlestone, 1988, 1989; Grove et al., 2001; Shalev-
Shwartz et Singer, 2007). Nous présentons ici le résultat de Shalev-Shwartz et Singer. Soit
((x1, y1), · · · , (xm, ym)) une séquence arbitraire d’exemples et X∞ = maxt maxi |xi|. Soit
u un vecteur de Rn, γ une charnière entre 0 et 1, et L =

∑m
t=1 `γ(u;xt, yt). Alors, le nombre

total d’erreurs faites par Winnow est borné par

1

γ
L+

2X2
∞

γ2
(log n) +

X∞

γ
3
2

√
2(log n)L (1.8)

Le regret est dépendant du choix de γ, mais il est seulement logarithmique en la dimension
d’entrée. A nouveau, le résultat peut s’étendre aux fonctions linéaires à seuil en supposant
que le dernier attribut de chaque instance possède toujours la valeur −1. Dans le cas où X =
{0, 1}n, rappelons qu’une fonction booléenne à seuil est une fonction linéaire à seuil pour
laquelle les poids sont restreints à des booléens, et le seuil est un entier. Une fonction booléenne
à seuil (w, θ) est dite (k, r) si

∑
i |wi| = k et θ = r.

Théorème 5. Les fonctions booléennes à seuil (k, r) sont fortement apprenables enligne par
rapport à la fonction de perte charnière avec γ = 1

2/(k + r + 1
2 ).

Ce théorème implique, entre autres, que les clauses sont fortement apprenables enligne.
Notons que le résultat peut être généralisé au tracking de fonctions booléennes à seuil, en
utilisant des variantes de Winnow (Auer et Warmuth, 1998; Herbster et Warmuth, 2001).

L’apprentissage enligne ne se limite évidemment pas à la classification binaire. Les familles
d’algorithmes additifs et multiplicatifs, incluant respectivement le Perceptron et Winnow, com-
prennent des versions multi-classes étudiées dans (Crammer et Singer, 2003b; Crammer et al.,

3. Si ce n’est pas le cas, nous rajoutons simplement un autre élément à x.



2006). De manière analogue, ces familles couvrent aussi les problèmes de régression, avec des
algorithmes populaires comme la descente de gradient (Windrow et Hoff, 1960) ou le gradient
exponentiel (Kivinen et Warmuth, 1997). Concernant l’apprentissage multidimensionnel, les
algorithmes enligne ont été utilisés avec succès dans l’ordonnancement de préférences (e.g.
Cohen et al., 1999; Crammer et Singer, 2003a), et l’appariement de structures (e.g. Lafferty
et al., 2001; Taskar et al., 2006; Collins et al., 2008).

1.5 Apprentissage Statistique
Le dernier modèle d’apprentissage supervisé présenté dans ce chapitre a été introduit en

statistique avec les travaux de Vapnik et Chervonenkis (1971, 1974), puis en informatique
théorique avec ceux de Valiant (1984). L’intérêt fondamental de ce modèle est de fournir des
bornes sur la capacité de généralisation des algorithmes d’apprentissage.

Dans ce modèle, nous supposons que l’environnement est une source d’exemples qui, à
chaque appel de l’apprenant, fournit un exemple tiré aléatoirement selon une distribution fixe,
mais inconnue de l’apprenant. Cette hypothèse nous permet de voir une séquence d’exemples
fournis par l’environnement comme un échantillon, et donc, de considérer le problème d’ap-
prentissage comme un problème d’inférence statistique.

En termes plus formels, considérons une distribution de probabilitésD sur X ×Y , où X est
un espace d’instances et Y un espace de décisions. Nous appelons échantillon une séquence
z = (z1, · · · , zm) d’exemples tirés selon la distribution jointe Dm. Etant donné une classe de
représentation Ω, un algorithme d’apprentissage statistique pour Ω est une fonctionA qui prend
en entrée un échantillon z tiré aléatoirement selon Dm et retourne en sortie une hypothèse
A(z) dans la classeHΩ. En général, nous souhaiterions que A puisse produire, avec une forte
probabilité sur Dm, une hypothèse h capable de prédire correctement sur des exemples de test
fournis par la même source que les exemples d’entraînement. La performance de l’hypothèse
h est mesurée par son risque, noté riskD(h) ; il est défini par la perte espérée de h sur un
exemple z tiré aléatoirement selon D,

riskD(h) = Ez∼D[`(h; z)]

Soit H∗ une classe d’hypothèses cibles. Le but de l’apprenant A est de minimiser son regret
probabiliste par rapport à toute hypothèse h∗ ∈ H∗, c’est-à-dire

Pz∼Dm [riskD(A(z)) ≥ riskD(h∗) + ε] ≤ δ
pour deux paramètres δ ∈ (0, 1) et ε > 0, appelés respectivement la confiance et la précision.
En se basant sur ces notions, le modèle d’apprentissage “agnostique” introduit dans (Haussler,
1992; Kearns et al., 1994) fournit un cadre général à l’apprentissage statistique.

Definition 4 (Apprentissage agnostique). SoientX un espace d’entrées de dimension n et Y un
espace de sorties de dimension d. Soit Ω une classe de représentation associée avec sa mesure
f . Enfin, soit H∗ un sous-ensemble cible de l’espace d’hypothèses HΩ. Nous disons que H∗
est agnostiquement apprenable par HΩ s’il existe un algorithme A et un polynôme p tels que,
pour toute distribution D sur X ×Y , toute hypothèse h∗ ∈ H∗ et tous paramètres δ ∈ (0, 1) et
ε > 0, après avoir reçu p(n, d, f(h∗), 1

δ ,
1
ε ) exemples tirés selon D, A retourne une hypothèse

h ∈ HΩ telle qu’avec une probabilité 1− δ, riskD(h) ≤ riskD(h∗) + ε.



Dans le modèle “agnostique”, la distributionD est arbitraire, ce qui implique qu’il n’existe
a priori aucune dépendance fonctionnelle entre une instance x et une décision y dans un
exemple tiré dans D. En revanche, dans le modèle d’apprentissage probablement approxi-
mativement correct (PAC) de Valiant (1984), nous supposons qu’il existe une dépendance
fonctionnelle gouvernée par une fonction cible h∗ ∈ H∗. Dans ce cadre réalisable, D est
une distribution sur l’ensemble X ; chaque exemple fourni par l’environnement est une paire
z = (x, h∗(x)) où x est tiré aléatoirement selon D. Le risque est donc défini par

riskD(h) = Ex∼D[`(h;x, h∗(x))]

Definition 5 (Apprentissage PAC). Soient X un espace d’entrées de dimension n et Y un
espace de sorties de dimension d. Soit Ω une classe de représentation associée avec sa mesure
f . Enfin, soit H∗ un sous-ensemble cible de l’espace d’hypothèses HΩ. Nous disons que H∗
est PAC apprenable par HΩ s’il existe un algorithme A et un polynôme p tels que, pour toute
distribution D sur X , toute hypothèse h∗ ∈ H∗ et tous paramètres δ ∈ (0, 1) et ε > 0,
après avoir reçu p(n, d, f(h∗), 1

δ ,
1
ε ) exemples tirés selonD et étiquetés par h∗,A retourne une

hypothèse hω ∈ HΩ telle qu’avec une probabilité 1− δ, riskD(hω) ≤ ε.

De manière analogue aux autres modèles d’apprentissage, nous disonsH∗ est efficacement
PAC apprenable si la complexité de A est polynomiale en la taille de son échantillon. Nous
disons aussi queH∗ est PAC identifiable siH∗ = HΩ.

Une des approches les plus connues pour satisfaire le critère d’apprenabilité “statistique”
est d’utiliser le principe de convergence uniforme. Etant donné un échantillon z dont les
exemples sont tirés aléatoirement et indépendamment selon une distribution fixe D, le risque
empirique d’une hypothèse h sur z selon une fonction de perte ` est défini par

risk EMP(h) =
1

m

m∑
t=1

`(h; zt)

Intuitivement, le principe de convergence uniforme signifie que, pour toute hypothèse
h ∈ H et toute distributionD, le risque empirique de h est, avec une forte probabilité, “proche”
du vrai risque de h. Afin de mesurer précisément la proximité entre ces deux risques, diverses
dimensions ont été proposées dans la littérature de l’apprentissage statistique (Vapnik et Cher-
vonenkis, 1971; Vapnik, 1998; Antos et al., 2002; Bartlett et Mendelson, 2002). Nous allons
nous focaliser sur une dimension indépendante des données, due à Vapnik et Chervonenkis, et
abrégée sous le nom de VC-dimension.

Pour des raisons de clarté, nous supposons ici que Y = {0, 1}. 4 Etant donné un échantillon
z = (z1, · · · , zm) dans Zm et une hypothèse h ∈ H, le vecteur de perte induit par h sur
z est défini par (`(h; z1), · · · , `(h; zm)) où `(h; zi) est la perte discrète de h sur l’exemple
zi = (xi, yi). La croissance de H sur z, notée ΠH(x), est le nombre de vecteurs de perte
distincts sur z induits parH,

ΠH(z) = |{(`(h; z1), · · · , `(h; zm) : h ∈ H}|

Notons que pour tout échantillon z de taille m, ΠH(z) ≤ 2m. Nous disons que z est pulvérisé
parH si ΠH(z) = 2m. De manière plus générale, la fonction de croissance deH est le nombre

4. Voir (Vapnik, 1998) pour une généralisation de la VC-dimension aux fonctions multivaluées ou réelles.



maximum de vecteurs de perte distincts induits parH sur un échantillon de taille donnée,

ΠH(m) = max
z∈Zm

ΠH(z)

La VC-dimension de H, notée VCdim(H), est définie par la taille du plus grand échantillon
qui peut être pulvérisé parH.

VCdim(H) = sup{m ∈ N : ΠH(m) = 2m}

En se basant sur cette notion, une condition suffisante pour établir la convergence uniforme est
que la VC-dimension deH soit finie. Le résultat suivant est démontré dans (Long, 1999).

Lemma 1 (Convergence uniforme). Soit H un espace d’hypothèses de X dans {0, 1}. Si la
VC-dimension de H est finie alors il existe une constante c telle que pour toute distribution D
sur les exemples, tout échantillon de m exemples tirés aléatoirement et indépendamment selon
D, et tout paramètre de confiance δ ∈ (0, 1), avec une probabilité 1− δ

sup
h∈H
|risk EMP(h)− riskD(h)| ≤ c

√
VCdim(H) + ln(1/δ)

m

A partir de ce résultat, il suffit donc que la VC-dimension de notre classe d’hypothèses
soit bornée par un polynôme de la dimension d’entrée, et que notre algorithme retourne une
hypothèse minimisant le risque empirique.

Théorème 6. Soient X un espace d’entrées de dimension n et HΩ un espace d’hypothèses de
X dans {0, 1} engendrées par une classe de représentation Ω. Si VCdim(HΩ) est un polynôme
de n, alors toute classe cible H∗ ⊆ HΩ est agnostiquement apprenable par HΩ en retournant
ĥ = arginfh∈HΩ

risk EMP(h) avec une taille d’échantillon d’au moins
(

2c
ε

)2 (
d+ ln 1

δ

)
.

Si l’on fait abstraction des ressources de calcul, de nombreuses classes de concepts sont
agnostiquement apprenables en utilisant le principe de convergence uniforme. Nous pouvons
mentionner la classe des termes monotones (sur n variables) dont la VC-dimension est de n,
et les formules kDNF dont la VC-dimension est en Θ(nk). Plus généralement toute classe
de concepts H∗ dont la taille est bornée 2p(n), où p est un polynôme, est apprenable puisque
VCdim(H∗) ≤ log2 |H∗|. Parmi les classes de taille infinie, les fonctions linéaires à seuil sont
agnostiquement apprenables car leur VC-dimension est de n+ 1.

Cependant, d’un point de vue calculatoire, une des difficultés centrales associées au prin-
cipe de convergence uniforme est de produire des algorithmes capables de retourner en temps
polynômial une hypothèse minimisant le risque empirique sur les données d’entraînement.
Avec la fonction de perte discrète, les termes monotones, les kDNF et les fonctions linéaires
à seuil sont efficacement identifiables dans le modèle PAC. Ce n’est malheureusement pas le
cas dans le modèle agnostique où les exemples ne sont plus étiquetés par une fonction cible : à
moins que NP = RP, les termes monotones (et donc les kDNF) ne sont pas efficacement iden-
tifiables Kearns et al. (1994), ainsi que les fonctions linéaires à seuil (Höffgen et al., 1995). Ce
dernier résultat est à comparer avec le théorème 4, où un simple algorithme comme le Percep-
tron peut apprendre efficacement des fonctions linéaires, même en présence de bruit, dès lors
que la fonction de perte n’est plus la fonction discrète, mais un substitut convexe de celle-ci.



Dans le cadre réalisable, une des questions qui est restée ouverte depuis plus d’une ving-
taine d’année a été de savoir si les DNF de taille polynômiale en n sont efficacement PAC
apprenables. Un premier résultat a été obtenu par Jackson (1997) avec l’algorithme “Harmo-
nic Sieve”. Cet algorithme apprend en temps polynômial une représentation de Fourier de la
DNF cible en utilisant un échantillon tiré selon la distribution uniforme et des requêtes d’ap-
partenance pour affiner son exploration. Malheureusement, l’espoir de généraliser ce résultat
au véritable modèle PAC (distributions arbitraires) est très limité puisque, récemment, Alekh-
novich et al. (2008) et Feldman (2009) ont démontré le résultat suivant.

Théorème 7. A moins que NP = RP, les DNF ne sont pas efficacement PAC apprenables,
même si l’apprenant à accès aux requêtes d’appartenance, et même si l’hypothèse qu’il re-
tourne est une disjonction de formules à seuil.

Dans cette section, nous avons examiné l’apprentissage statistique sous le regard de la
convergence uniforme. Même si ce principe est très utilisé dans la littérature, gardons à l’esprit
que d’autres principes permettent de dériver des bornes sur le risque en se focalisant sur des al-
gorithmes satisfaisant certaines propriétés. Parmi ces principes, nous pouvons citer le boosting
d’apprenants faibles (Schapire, 1990; Freund, 1995), les algorithmes auto-limitatifs (Langford
et Blum, 2003), et la stabilité algorithmique (Bousquet et Warmuth, 2002).

1.6 Apprentissage par Renforcement
Contrairement aux modèles étudiés jusqu’à présent, l’apprentissage par renforcement est

un cadre d’apprentissage dans lequel le feedback communiqué à l’apprenant se résume à une
“récompense” ou “pénalité”. Notons que l’apprentissage par renforcement, dans son paradigme
général, couvre tout un éventail de problèmes étudiés en théorie des jeux et en recherche opé-
rationnelle. Parmi les problèmes les plus connus, nous pouvons citer les bandits multi-bras
(Robbins, 1952; Banos, 1998; Gittings, 1989; Auer et al., 2002a,b; Bubeck et Cesa-Bianchi,
2012), le monitoring partiel (Rustichini, 1999; Piccolboni et Schindelhauer, 2001; György
et al., 2007) et, bien entendu, l’apprentissage de processus de décision séquentielle (Andreae,
1969; Witten, 1977; Watkins, 1989; Watkins et Dayan, 1992; Sutton et Barto, 1998; Kaelbling,
2010). Dans cette section, nous allons focaliser notre attention sur le dernier problème.

En apprentissage de processus de décision séquentielle, l’objectif est d’apprendre à maxi-
miser sa récompense totale en interagissant avec un environnement qui, au départ, est inconnu.
L’environnement en question est souvent modélisé comme un processus de décision Markovien
(Puterman, 1994). Pour un ensemble E, nous notons PE l’ensemble de toutes les distributions
de probabilités sur E. En se basant sur cette notation, un processus de décision Markovien
consiste en un tuple M = (S,A, T,R, γ) où S est un espace d’états, A est un espace d’ac-
tions, T : S × A → PS est la fonction de transition, R : S × A → P[0,1] est la fonction de
récompense (bornée) 5, et γ est le facteur de dévaluation compris dans l’intervalle [0, 1]. Un
processus de décision Markovien est fini si les espaces S et A sont tous deux finis.

Pour des raisons de clarté, nous supposerons que le modèle M de l’environnement est
fini. Dans ce contexte, nous pouvons définir T (· | s, a) comme la distribution de probabilités

5. Par transformation linéaire, il est possible d’étendre l’intervalle [0, 1] à tout intervalle dont les bornes sont
constantes, sans changer les politiques optimales du processus (Ng et al., 1999).



Algorithme 2: Apprentissage par Renforcement

Paramètres : espace d’états S, espace d’actions A, fonction (cachée) de transition T ,
fonction (cachée) de récompense R, facteur de dévaluation γ

Initialisation : L’environnement occupe un état s1 ∈ S et le communique à l’agent

Tours : pour chaque tour de jeu t = 1, 2, . . .
(1) l’agent perçoit l’état st et choisit une action at ∈ A
(2) l’environnement retourne à l’agent la récompense rt choisie aléatoirement selon
R(st, at) et occupe un nouvel état st+1 ∈ S choisi aléatoirement selon T (· | st, at)

associée à l’état s ∈ S et l’action a ∈ A. Ainsi T (s′ | s, a) est la probabilité d’atteindre l’état
s′ si l’action a est accomplie dans l’état s.

Une politique est une stratégie pour choisir la prochaine action étant donné l’historique
de tous les états observés jusqu’à présent. Une politique est stationnaire si elle choisit la
prochaine action en se basant seulement sur l’état courant ; en d’autres termes une politique
stationnaire est une fonction π : S → A. La valeur d’un état s pour une politique station-
naire π, notée V π(s), est définie comme l’espérance de la récompense cumulative dévaluée
obtenue est exécutant π à partir de l’état s ; en d’autres termes, V π(s) = E[

∑∞
t=1 γ

t−1rt] où
rt = E[R(st, π(st))] est l’espérance de la t-ième récompense obtenue en suivant π à partir
de s. De manière similaire, la valeur d’une paire état-action (s, a) pour une politique station-
naire π, notée Qπ(s, a) est définie comme l’espérance de la récompense cumulative dévaluée
obtenue en appliquant d’abord l’action a sur s, puis en suivant π à partir du nouvel état ob-
tenu. Afin de maximiser ses récompenses, l’agent cherche à trouver une politique optimale π∗

dont les fonctions de valeur, notées respectivement V ∗(s) et Q∗(s, a), satisfont les conditions
V ∗ = maxπ V

π et Q∗ = maxπ Q
π . Notons qu’une politique ne peut pas avoir une valeur au

delà de 1/(1− γ) puisque la récompense maximale vaut 1.
Si le modèle M de l’environnement est communiqué dans son intégralité à l’agent, il est

possible de trouver la fonction de valeur optimale ainsi que la politique optimale, en utilisant
des algorithmes standards tels que la programmation linéaire, l’itération de valeur ou l’itération
de politique (Puterman, 1994). Cependant, en apprentissage par renforcement, nous supposons
que les fonctions de transition et de récompense dans M sont a priori inconnues de l’agent : il
doit interagir avec son environnement pour acquérir des informations sur ces fonctions.

Le protocole d’apprentissage par renforcement, illustré dans la figure 2, est relativement
similaire à celui de l’apprentissage enligne. A chaque tour t, l’agent perçoit l’état st et choisit
une action at ; à partir de cette action, l’environnement retourne le feedback rt choisi aléa-
toirement selon la fonction cachée de récompense R, et occupe un nouvel état st+1 choisi
aléatoirement selon la fonction cachée de transition T . Une transition est un tuple de la forme
(st, at, rt, st+1), qui peut être utilisé comme exemple pour apprendre les fonctions de recom-
pense et de transition. Un chemin est une séquence de la forme ct = (s1, a1, r1, s2, · · · , st)
où chaque sous-séquence (si, ai, ri, si+1) est une transition. En se basant sur ces notions, un
algorithme d’apprentissage par renforcement peut être vu comme une fonctionA qui, à chaque
étape t, retourne une politique non stationnaireAt : {S×A× [0, 1]}∗×S → A. Les fonctions
de valeur sont étendues de manière naturelle aux politiques non stationnaires. Spécifiquement,



étant donné une étape t et un chemin ct, nous notons V At(ct) l’espérance de la récompense
cumulative dévaluée obtenue en exécutant la politique At à partir de la fin du chemin de ct,
c’est-à-dire V At(ct) = E[

∑∞
i=0 γ

irt+i]. Etant donné un paramètre de précision ε > 0, nous
disons que la politique At est quasi-optimale selon ε si V At(ct) ≥ V ∗(st)− ε.

Nous avons à présent tout les notations en main pour définir le modèle PAC-MDP, intro-
duit récemment par Strehl et al. (2009), et dont l’idée générale consiste à étendre le modèle
statistique PAC à l’apprentissage par renforcement. Le modèle est construit sur la notion de
complexité de l’échantillonnage d’exploration (ou plus simplement complexité d’échantillon-
nage), introduite par Kakade (2003), et qui mesure le temps nécessaire pour converger vers
une politique quasi-optimale. De manière formelle, soit c = (s1, a1, r1, s2, . . .) un chemin
aléatoire engendré en executant un algorithme d’apprentissage par renforcement A sur un pro-
cessus de décision Markovien M . Notons ct le sous-chemin de c obtenu depuis s1 jusqu’à st.
Pour tout ε > 0, la complexité d’échantillonnage de A sur M selon ε est le plus petit entier T
tel que, quelque-soit t > T , la politique At appliquée sur ct est quasi-optimale selon ε.

Definition 6 (Apprentissage PAC-MDP). Un algorithme A est dit PAC-MDP (probablement
approximativement correct sur les processus de décision Markoviens) si, pour tout environne-
ment M = (S,A, T,R, γ), tout paramètre de précision ε > 0 et tout paramètre de confiance
δ ∈ [0, 1], avec une probabilité 1 − δ la complexité d’échantillonnage de A sur M selon ε est
polynômiale selon la taille de S, la taille de A, et selon les quantités 1/ε, 1/δ et 1/(1− γ).

Par analogie avec le modèle statistique, nous disons que l’algorithme A est efficacement
PAC-MDP si, pour chaque tour de jeu t, la complexité temporelle et la complexité spatiale de
A requises pour choisir l’action at sont aussi polynômiales en |S|, |A|, 1/ε, 1/δ et 1/(1− γ).

Afin de clarifier l’intérêt du modèle PAC-MDP, nous allons examiner deux algorithmes
bien connus en apprentissage par renforcement, R-MAX et le Q-Learning retardé ; la borne de
convergence du premier est meilleure sur le paramètre de précision et le facteur de dévaluation,
alors que la borne de convergence du second est meilleure sur le nombre d’états.

Exemple 8 (R-MAX). Introduit par Brafman et Tennenholtz (2002), R-MAX appartient à la fa-
mille des algorithmes d’apprentissage par renforcement à base de modèles ; ces algorithmes
cherchent à apprendre la fonction de transition et la fonction de récompense de l’environne-
ment M = (S,A, T,R, γ), et utilisent leur modèle approximatif M̂ = (S,A, T̂ , R̂, γ) pour
calculer une stratégie optimale. L’algorithme R-MAX construit les fonctions T̂ et R̂ de la ma-
nière suivante. Soit n(s, a) le nombre de fois que l’agent applique l’action a dans l’état s.
Notons r[1], r[2], · · · , r[n(s, a)] les récompenses obtenues à chaque fois. La fonction R̂ est
alors donnée par la récompense empirique :

R̂(s, a) =
1

n(s, a)

n(s,a)∑
i=1

r[i]

Soit n(s, a, s′) le nombre de fois que l’agent observe l’état s′ après avoir appliqué l’action a
dans l’état s. La fonction T̂ est donnée par la distribution empirique de transition :

T̂ (s′ | s, a) =
n(s, a, s′)

n(s, a)

A partir de ces deux fonctions empiriques, l’agent utilise la fonction de valeur Q̂ pour construire
sa stratégie. Spécifiquement, l’action choisie dans l’état s est donnée par argmaxA Q̂(s, a). La



mise à jour de la stratégie est obtenue en résolvant les équations de Bellman :

Q̂(s, a) = R̂(s, a) + γ
∑
s′∈S

T̂ (s′ | s, a) max
a′∈A

Q̂(s′, a′) si n(s, a) ≥ m,

Q̂(s, a) =
1

1− γ
sinon

Ici, m est un paramètre de l’algorithme indiquant la quantité minimale d’échantillons né-
cessaires pour mettre à jour la fonction Q̂. Rappelons que les équations de Bellman peuvent
être résolues en utilisant des algorithmes de programmation dynamique. En se basant sur ces
notions, Strehl et al. (2009) démontrent que R-MAX est efficacement PAC-MDP. Si l’on fait
abstraction des termes logarithmiques, la complexité d’échantillonnage est en

Õ

(
|S|2|A|

ε3(1− γ)6

)
Exemple 9 (Q-Learning retardé). Le Q-Learning introduit dans la thèse de Watkins (1989)
fait partie de la famille des algorithmes sans modèle, qui cherchent à apprendre une straté-
gie optimale sans construire le processus de décision Markovien de l’environnement. Nous
présentons ici une version dite retardée de cet algorithme qui a été suggérée par Strehl et al.
(2006). Comme son nom l’indique, l’algorithme du Q-Learning maintient une estimation Q̂ de
la fonction de valeur Q associée aux paires état-action du modèle M de l’environnement. En
notant V̂ (s) = argmaxA Q̂(s, a), l’action choisie par l’algorithme dans l’état s est celle qui
maximise V̂ (s). Dans le Q-Learning retardé, la mise à jour de Q̂ est gouvernée par deux para-
mètres, un entier m indiquant le nombre minimum d’échantillons nécessaires à la mise à jour
de Q̂, et un réel ε ∈ [0, 1] indiquant le bonus d’exploration ajouté à chaque paire état-action
lorsque Q̂ est mise à jour. Pour chaque paire (s, a) dans S × A, si l’action a a été accomplie
au moins m fois dans l’état s, alors l’algorithme calcule la quantité suivante :

Ŵ (s, a) =
1

m

m∑
i=1

(r[i] + γV̂ (s[i])) + ε1

où r[1], · · · , r[m] et s[1], · · · , s[m] sont les m récompenses et états consécutifs les plus ré-
cents observés lorsque l’agent a accompli l’action a dans l’état s. Si la différence entre l’esti-
mation courante Q̂(s, a) et la quantité Ŵ (s, a) est supérieure à 2ε1, l’agent choisit la nouvelle
valeur Q̂(s, a) = Ŵ (s, a). Dans le cas où au moins une des deux conditions précédentes
est insatisfaite, l’agent ne met pas à jour Q̂(s, a). En se basant sur cette règle, Strehl et al.
(2006) démontrent que le Q-Learning retardé est efficacement PAC-MDP avec une complexité
d’échantillonnage en

Õ

(
|S||A|

ε4(1− γ)8

)
L’analyse de convergence des algorithmes d’apprentissage par renforcement (Szepesvári,

1997; Kearns et Singh, 2002; Even-Dar et Mansour, 2003; Kakade, 2003) a non seulement
permis le développement du modèle PAC-MDP, mais ouvert la voie à d’autres paradigmes
plus récents, tels que le modèle KWIK (knows what it knows) récemment suggéré par Li et al.
(2011). Ce modèle utilise des notions provenant à la fois de l’apprentissage enligne et de l’ap-
prentissage statistique ; il s’avère être particulièrement élégant pour modéliser l’exploration
active en apprentissage par renforcement.



1.7 Discussion
Rappelons qu’un modèle d’apprentissage est un cadre formel permettant de définir une me-

sure de la “difficulté” à apprendre à résoudre un problème de décision. Dans ce chapitre, nous
avons cherché à mettre en lumière la diversité des modèles d’apprentissage. Même si l’on se
focalise sur l’apprentissage supervisé, il existe plusieurs modèles, chacun apportant un point
de vue sur la manière dont un agent apprend en interagissant avec son environnement. Naturel-
lement, certains de ces modèles peuvent être “simulés” par d’autres modèles. Par exemple, le
modèle exact avec requêtes d’équivalence est identique au modèle enligne réalisable avec perte
discrète (Littlestone, 1988). L’idée est de simuler chaque requête d’équivalence par une erreur
de prédiction de l’apprenant : le nombre de requêtes d’équivalences est donc précisément le
nombre d’erreurs de l’apprenant. Il est possible de convertir les modèles enligne en modèles
statistiques : les méthodes de conversions sont établies dans (Cesa-Bianchi et al., 2004) pour
le cadre agnostique et dans (Angluin, 1988; Littlestone, 1988) pour le cadre PAC.

Pour des raisons évidentes de place, nous n’avons pas examiné les modèles propres à l’ap-
prentissage non supervisé ou semi-supervisé. Ces modèles sont décrits dans plusieurs ouvrages
(Duda et al., 2001; Chapelle et al., 2006; Koller et Friedman, 2009; Theodoridis et Koutroum-
bas, 2009; Cornuéjols et al., 2010). Le chapitre ?? du présent ouvrage traite aussi en partie de
ce cadre en présentant quelques algorithmes d’apprentissage non supervisé.

Enfin, parmi les nombreuses perspectives de recherche autour des modèles d’apprentissage,
nous en mentionnerons trois :

Apprentissage relationnel. En apprentissage dit attribut-valeur, les observations perçues
par l’agent sont des “objets” particuliers d’une même classe définie sur un ensemble d’at-
tributs. L’apprentissage relationnel (De Raedt, 2008) offre un cadre plus général où chaque
observation peut désigner un nombre arbitraire d’objets pouvant appartenir à des classes diffé-
rentes inter-connectées par des relations. L’éventail des applications en apprentissage relation-
nel est immense, incluant la classification de molécules chimiques, la prédiction de liens dans
les réseaux sociaux, l’analyse de citations dans les documents, ou encore la prise de décision
séquentielle dans les environnements multi-objets. Les hypothèses utilisées pour ce cadre sont
souvent des modèles graphiques contenant à la fois un composant relationnel et un composant
probabiliste (Kersting, 2006; Getoor et Taskar, 2007). Par exemple, les réseaux de Markov
logiques (Richardson et Domingos, 2006) sont des ensembles de clauses du premier ordre,
chacune associée avec un poids non négatif, et dont la sémantique décrit une distribution de
probabilités sur l’espace de Herbrand. L’apprenabilité de ces modèles probabilistes relationnels
dans le cadre supervisé, non supervisé, ou par renforcement, reste encore largement inconnue.

Apprentissage structurel. Rappelons qu’en apprentissage structurel, l’espace des décisions
d’un agent possède une structure combinatoire ; les décisions peuvent prendre la forme de
permutations, d’arbres, de graphes, d’hypergraphes, etc. A nouveau, les applications de l’ap-
prentissage structurel sont nombreuses incluant, par exemple, la décomposition analytique en
traduction automatique de la langue, l’appariement de formes en reconnaissance d’images, ou
le classement de produits dans les systèmes de recommendation. Certaines applications com-
binent à la fois l’apprentissage relationnel et la prédiction structurelle, comme la prédiction de
repliement dans les protéines (Turcotte et al., 2001). Même si des progrès considérables ont



été réalisés pour la prédiction de certaines classes de structures, comme les arbres (e.g. Koo
et al., 2007) et les permutations (e.g. Helmbold et Warmuth, 2009), il reste encore de multiples
questions ouvertes sur les classes de graphes et d’hypergraphes (Vembu, 2009).

Apprentissage multi-agents. Un système multi-agents comporte plusieurs agents, chacun
pouvant percevoir et agir dans un environnement commun (Shoham et Leyton-Brown, 2009).
Les origines de l’apprentissage multi-agents remontent à celles de la théorie des jeux, avec
des algorithmes comme fictitious play utilisés pour prédire des équilibres (Brown, 1951). Bien
qu’il soit apparu assez récemment en intelligence artificielle, l’apprentissage multi-agents a
fait l’objet d’une attention considérable cette dernière décennie, avec des applications incluant
l’allocation de ressources, la gestion d’enchères, l’analyse financière et, bien entendu, les di-
vers jeux de stratégie. Malgré ce florilège de résultats, Shoham et al. (2007) soulignent que de
nombreuses questions restent ouvertes au niveau de la modélisation ; la difficulté réside dans
le fait que pour chaque agent, l’environnement est, en général, perçu comme partiellement ob-
servable, dynamique et séquentiel. Considérons par exemple le modèle des jeux stochastiques
ou jeux de Markov qui généralisent les processus de décision Markoviens au cadre multi-
agents (Littman, 1994). Même dans le cas coopératif d’une équipe de joueurs ayant la même
récompense, apprendre à jouer un équilibre n’est pas systématiquement la meilleure stratégie
puisque certaines jeux d’équipe peuvent contenir de multiples équilibres dont certains sont
sous-optimaux. Le défi augmente dans le cas non-coopératif où les joueurs n’ont pas toujours
la même récompense : chaque agent doit à la fois découvrir le comportement des autres agents
tout en cherchant à maximiser ses propres récompenses. Avec de telles considérations, nous
ne pouvons qu’imaginer toute la difficulté d’étendre des modèles comme PAC-MDP (Strehl
et al., 2009) ou KWIK-MDP (Li et al., 2011) aux jeux stochastiques.
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