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Résumé

Les Fonctions Ordinales Conditionnelles (OCF) sont l’un
des cadres prédominants pour définir des opérateurs de
changement de croyances. Dans son article original Spohn
définit les OCF comme des fonctions de l’ensemble des
mondes vers l’ensemble des ordinaux. Mais dans les ar-
ticles suivants (de Spohn et des autres auteurs) les OCF
sont justes des fonctions de l’ensemble des mondes vers
l’ensemble des entiers naturels (avec éventuellement+∞).
L’utilisation d’ordinaux transfinis dans ce cadre n’a ja-
mais été étudié. Cet article se propose d’aborder cette
question. Nous étudions la généralisation d’opérateurs
de transmutation utilisant les ordinaux transfinis. L’uti-
lisation de ces ordinaux transfinis permet de représenter
plusieurs “niveaux de croyances” qui apparaissent natu-
rellement dans les applications réelles. Ces niveaux de
croyances peuvent être considérés comme une généralisa-
tion du cadre usuel à deux niveaux de croyances,connais-
sancesversuscroyances, ou base de règlesversusbase de
faits, issu des systèmes experts.

Mots Clef

Représentation des connaissances, Révision de croyances,
OCF.

Abstract

Ordinal Conditional Functions (OCFs) are one of the pre-
dominant frameworks to define belief change operators. In
his original paper Spohn defines OCFs as functions from
the set of worlds to the set of ordinals. But in subsequent
paper by Spohn and others, OCFs are just used as func-
tions from the set of worlds to natural numbers (plus even-
tually +∞). The use of transfinite ordinals in this frame-
work has never been studied. This paper opens this way.
We study generalisations of transmutations operators to
transfinite ordinals. Using transfinite ordinals allows to re-
present different “levels of beliefs”, that naturally appear
in real applications. This can be viewed as a generalisation
of the usual“two levels of beliefs”framework :knowledge
versusbeliefs; or rules baseversusfacts base, issued from
expert systems works.
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1 Introduction

Les Fonctions Ordinales Conditionnelles (OCF) [16] sont
l’un des cadres prédominants pour représenter les états
épistémiques et définir des opérateurs de changement de
croyances (voir par exemple [16, 18, 4, 11, 15]).

La simplicité de leur définition explique leur succès : un
OCF est une fonction qui associe un ordinal à chaque
monde. Plus cet ordinal est petit, plus le monde est plau-
sible aux yeux de l’agent. Cette représentation d’état épis-
témique est plus expressive que celle utilisant des pré-
ordres totaux sur les mondes, qui est la représentation ca-
nonique pour les opérateurs de révision AGM classiques
[13, 4]. Le rôle fondamental des OCF pour définir des
opérateurs de révision est attesté par le fait que les opéra-
teurs de conditionalisation d’OCF de Spohn [16] sont sou-
vent utilisés pour illustrer les travaux sur la révision itérée
[4, 11].

Dans son article original Spohn définit les OCF comme des
fonctions de l’ensemble des mondes vers l’ensemble des
ordinaux. Mais dans les articles suivants de Spohn [17] et
des autres auteurs, les OCF ne sont plus que des fonctions
de l’ensemble des mondes vers l’ensemble des entiers na-
turels (avec éventuellement+∞). Cette restriction est na-
turelle, puisqu’elle est généralement suffisante pour repré-
senter les états épistémiques des agents et pour définir des
opérateurs de changement de croyances.

Mais il est étrange que dans ces travaux utilisant des OCF
il n’ait jamais été étudié ce que l’utilisation d’ordinaux
transfinis pouvait apporter à la représentation d’états épis-
témiques, et ses conséquences sur la définition des opéra-
teurs de révision.

Le but de cet article est d’étudier les OCF transfinis,
c’est-à-dire les OCFS qui utilisent les ordinaux transfinis.
Très grossièrement les ordinaux transfinis permettent de
décrire plusieurs “niveaux d’infinis”. D’un point de vue
de la représentation, cela permet d’encoder différent “ni-
veaux de croyances”, c’est-à-dire des croyances plus ou
moins fortes/plausibles, où les croyances les plus fortes
apparaissent comme des contraintes d’intégrité pour les
croyances plus faibles.

Lorsqu’on utilise des OCF qui sont définis sur la restriction
〈 entiers naturels∪ {+∞}〉, les mondes qui sont associés
à+∞ représentent des croyances indiscutables que l’on ne



peut remettre en question1, qui sont alors habituellement
appelées connaissances.
La question de déterminer si les connaissances existent ou
pas est une question philosophique difficile. Quel agent
peut avoir des croyances indiscutables ? Comment un agent
peut-il être sûr que ce qu’il “sait” (croit) est absolument
vrai ? Il semble que cela est inaccessible à tout agent hu-
main ou artificiel2, donc parler de connaissances pour un
agent humain ou artificiel n’est rien de plus qu’une ma-
nière pratique de décrire des croyances qui sont beaucoup
plus enracinées/plausibles que d’autres. Mais à l’intérieur
de ces croyances très enracinées il y en a très certainement
certaines plus enracinées que d’autres. Donc ne disposer
que d’un seul niveau+∞ pour représenter les croyances
fortement enracinées semble clairement ne pas être suffi-
sant. Il semble naturel de souhaiter représenter des diffé-
rences d’enracinement parmi ces croyances fortement en-
racinées.
Cette distinction entre connaissances et croyances rappelle
la représentation habituellement utilisée en système expert
et en automatique, qui divise l’état épistémique de l’agent
entre une base de règles (correspondant aux connaissances)
qui est un ensemble de croyances fortement enracinées dé-
crivant le comportement du système, et une base de faits
(correspondant aux croyances), qui est un ensemble d’ob-
servations faites par l’agent (par l’intermédiaire de capteurs
par exemple).
Pour illustrer cela prenons comme exemple la représenta-
tion de l’état épistémique d’un médecin. Le médecin pos-
sède une base de règles, qui représente son expertise mé-
dicale, et une base de faits, qui représente les symptômes
qu’il observe chez un patient particulier (cela peut-être des
analyses médicales, des observations visuelles, etc.).
Pour la plupart des applications cette représentation est
clairement suffisante. Elle est également suffisante pour
illustrer des discussions intéressantes sur le statut de laré-
vision itérée de croyances :
Dans la plupart des articles la révision itérée de croyances
est présentée comme le processus permettant d’incorpo-
rer dans les croyances de l’agent des informations succes-
sives. Il est alors facile de penser que ces informations suc-
cessives représentent des informations de plus en plus ré-
centes. Et il est vrai qu’un agent doit être capable de ma-
nipuler ce type d’information. Mais les opérateurs de révi-
sion itérée [4] ne sont pas le bon outils dans ce cas. Ces
opérateurs ne sont pas destinés à incorporer des informa-
tions de plus en plus récentes, mais des informations de
plus en plus fiables. Ce sujet est le point de départ de deux
articles intéressants [10, 5], où il est entre autres claire-
ment expliqué que si l’on souhaite incorporer des infor-
mations de plus en plus récente, l’outil adéquat est la fu-
sion de croyances prioritaires. Intuitivement si l’ordre d’in-

1Dans ce cas les OCF peuvent être vus comme une sémantique à la
logique possibiliste [6].

2Sous l’hypothèse de son existence, le seul agent qui pourrait disposer
de vraies connaissances serait un dieu.

corporation des informations dépend simplement de leur
ordre d’arriver, mais qu’elles peuvent avoir des fiabilités
variables, alors il faut sauvegarder ces informations avec
leur degré de fiabilité respectif, et fusionner toutes ces in-
formations.
Dans [5] Didier Dubois identifie trois types de révision dif-
férentes. Nous ne discuterons que deux de ces types. Le
premier est celui dont nous venons de discuter ci-dessus,
il s’agit d’incorporer des informations de plus en plus ré-
centes. Cela correspond au cas où la base de règles ne
change pas, et où la base de faits augmente. Supposons
par exemple que le médecin reçoivent successivement dif-
férentes analyses médicales (qui ont des fiabilité diffé-
rentes). L’incorporation de ces faits changera peut être les
croyances du médecin à propos de la maladie du patient,
mais cela ne modifiera pas son expertise médicale. Ce cas
peut être manipulé à l’aide des opérateurs classiques de ré-
vision AGM [1, 8, 13] si toutes les informations sont co-
hérentes entre elles (ce qui est le cas si le monde n’évolue
pas (hypothèse usuelle en révision de croyances, sinon il
faut utiliser des opérateurs de mise à jour [12, 9]), et que
les capteurs sont fiables (par exemple si il s’agit d’obser-
vations visuelles directes)). Si les observations ne sont pas
cohérentes entre elles (par exemples si les capteurs/sources
ne sont pas complètement fiables), alors il faut utiliser des
opérateurs de fusion prioritaires proposés dans [10] à cette
fin.

Le deuxième type de révision identifié par Didier Dubois
correspond au cas où c’est la base de règles de l’agent qui
doit être modifié. Supposons par exemple que notre méde-
cin se rende à un congrès scientifique et qu’il apprenne de
nouveaux protocoles à propos d’une maladie particulière,
il doit donc changer sa base de règles. Dans ce cas l’opé-
ration adéquate est la révision itérée à la Darwiche et Pearl
[4] : une information plus fiable doit être incorporée aux
croyances actuelles. En fait les exemples typiques de révi-
sion itérée DP devraient être des exemples de changement
de théories scientifiques plutôt que des exemples de la vie
de tous les jours avec des observations d’oiseaux...

Il y a quelques années un très intéressant article de Fried-
man et Halpern a déjà discuté des problèmes et dangers de
définir de nouveaux opérateurs de changement sans spéci-
fier leur cas d’applications spécifiques [7]. Les articles de
Didier Dubois [5] et de Delgrande-Dubois-Lang [10] sont
un intéressant rappel de cette discussion pour la révision
itérée.
Donc, pour résumer la vue présentée dans [5], considérons
que l’état épistémique de l’agent est représenté par deux
bases : une base de règles et une base de faits. La base de
règles étant plus importante/fiable/enracinée que la base de
faits. Alors les deux types de révision sont définis selon la
base qui doit être révisée. La première pour la base de faits,
la deuxième pour la base de règles.
Nous pensons que l’on peut pousser ce processus un peu
plus loin. Il n’y a pas de raison objective de se limiter
à seulement deux bases, et il peut être nécessaire d’utili-



ser plus de deux niveaux de croyances. Nous souhaitons
donc définir autant de bases que nécessaires, et chacune de
ces bases pourra être révisée (autant que possible) indépen-
damment des autres.
Retournons au médecin de notre exemple. On ne peut pas
restreindre les croyances de cet agent à simplement une
base d’expertise médicale, et une base de faits sur son pa-
tient. Cet agent peut avoir d’autres croyances bien plus en-
racinées que son expertise médicale, comme l’arithmétique
de base par exemple. On a donc au moins trois “niveaux
de croyances” : l’arithmétique, qui est bien plus enracinée
que l’expertise médicale, qui est bien plus enracinée que
les faits à propos du patient.
C’est ce genre de situations que les fonctions ordinales
conditionnelles transfinies permettent de représenter et de
manipuler.
Dans la section suivante nous proposons un bref rappel
sur les ordinaux, et dans la section 3 nous donnons les
définitions de base de la théorie des fonctions ordinales
conditionnelles. Ensuite dans la section 4 nous définissons
les fonctions ordinales conditionnelles transfinies, qui per-
mettent de représenter différents niveaux de croyances dans
un OCF. Dans la section 5 nous montrons comment définir
un OCF transfini à partir d’un ensemble d’OCF classiques
qui représentent les différents niveaux de croyances. Dans
la section 6 nous discutons de la révision d’OCF transfinis,
et nous définissons les transmutations relatives, qui per-
mettent de localiser le changement au niveau de croyances
concerné. Finalement nous concluons dans la section 7.

2 Ordinaux
En théorie des ensembles les entiers naturels peuvent être
définis à partir des ensembles :

0 = {} (l’ensemble vide)

1 = { {} } = {0}

2 = { {}, { {} } } = {0, 1}

3 = {{}, { {} }, { {}, { {} } }} = {0, 1, 2}

4 = { {}, { {} }, { {}, { {} } }, {{}, { {} }, { {}, { {} } }}
}= {0, 1, 2, 3}

etc.

Donc chaque entier naturel peut être vu comme un en-
semble bien ordonné, et l’ordre naturel sur les entiers est
donné par l’inclusion des ensembles correspondants (α <

β ssiα ∈ β).
Une définition possible des ordinaux est qu’un ensemble
S est un ordinal si et seulement si S est strictement bien
ordonné pour l’inclusion ensembliste et si chaque élément
de S est également un sous ensemble de S.
Donc, en partant de 0({}), et en utilisant un opérateur suc-
cesseur on peut construire l’ensemble des ordinaux :

Définition 1 Les ordinaux sont définis inductivement par :
– L’ensemble vide, noté0, est un ordinal.
– Siα est un ordinal, alorsα+1 = α∪{α} est un ordinal.

– Si A est un ensemble d’ordinaux, alors
⋃

α∈A α est un
ordinal.

Les ordinaux correspondant aux entiers naturels sont les
ordinaux finis. L’existence d’ordinaux transfinis est assuré
par l’axiome de l’infini. Le premier ordinal transfini est
noté ω. Il correspond à l’ensemble des entiers naturels
{0, 1, 2, . . .}. Mais il est possible de définir un successeur
à cet ordinalω. On peut donc définirω + 1, ω + 2, etc.
jusqu’àω + ω = ω.2.
Si l’on décrit ω comme l’ensemble{a0, a1, a2 . . .}, avec
a0 < a1 < a2 < . . ., alorsω + 1 peut être vu comme
l’ensemble{a0, a1, a2, . . . , b0}, aveca0 < a1 < a2 <

. . . < b0. Voir la figure 1 pour une représentation graphique
deω2.
On peut donc similairement définirω.3, ω.4, etc. Et l’ordi-
nal qui est l’ensemble de tous ces ordinaux est notéω2, etc.
Nous n’utiliserons pas d’ordinaux plus grand queω2 dans
cet article.
Les ordinauxω, ω.2, ω.3, . . ., ω2, . . ., qui n’ont pas de pré-
décesseur, sont appelés ordinaux limites.β est un ordinal
limite si il n’existe pas d’ordinalα tel queα + 1 = β.
Nous pouvons à présent définir l’addition sur les ordinaux.

Définition 2 L’addition sur les ordinauxα + β est défini
inductivement par :
– α + 0 = α,
– α + (β + 1) = (α + β) + 1 3,
– siβ est un ordinal limite alorsα+β est la limite deα+γ

pour toutγ < β.

Cette définition coïncide avec l’addition usuelle (sur les en-
tiers) lorsque l’on travaille avec des ordinaux finis. Mais
avec des ordinaux transfinis l’addition n’est plus commu-
tative. Il est par exemple facile de voir que3 + ω = ω est
différent deω + 3 qui est le successeur du successeur du
successeur deω.

3 Fonctions ordinales condition-
nelles

On considère un langage propositionnelL défini à partir
d’un ensemble fini de variables propositionnellesP et des
connecteurs standards.
Un monde (interprétation)I est une fonction deP dans
{0, 1}. L’ensemble de toutes les interprétations est notéW .
Une interprétationI est un modèle d’une formuleϕ ∈ L si
elle la rend vraie.
mod(ϕ) dénote l’ensemble des modèles de la formuleϕ,
i.e., mod(ϕ) = {I ∈ W | I |= φ}. Nous noteronsO
l’ensemble des ordinaux.

Définition 3 Une Fonction Ordinale Conditionnelle
(OCF) κ est une fonction de l’ensemble des mondesW
vers l’ensemble des ordinauxO telle qu’au moins un
monde est associé à0.

3On rappelle que "+ 1" dénote le successeur d’un ordinal.



FIG. 1 – Représentation graphique de l’ordinalω2. Chaque trait correspond à un ordinal de la formeω.m + n (Figure issue
de Wikipedia)

Le sens associé à un OCF est simple : l’ordinal associé à
un monde dénote sa plausibilité. Plus cet ordinal est grand,
moins ce monde est plausible. On appelle cet ordinal lede-
gré d’implausibilitéde ce monde. En particulier les mondes
qui sont associé à0 sont les mondes les plus plausibles,
c’est-à-dire les mondes qui sont actuellement crus. Cela si-
gnifie que si l’on utilise les OCF pour représenter l’état
épistémique d’un agent, la base de croyancesϕ associée à
cet état épistémiqueϕ = Bel(κ) est défini par ces mondes :
mod(ϕ) = {I | κ(I) = 0}. L’ensemble des OCF est noté
K.
Voir l’exemple 3 pour des exemples d’OCF.
Le degré d’implausibilité peut être facilement étendu aux
formules (ensembles de mondes).

Définition 4 Le degré d’implausibilité d’une formuleϕ est
le degré d’implausibilité minimum de ses modèles :κ(ϕ) =
minI|=ϕ κ(I).

On peut alors définir le degré d’acceptation d’une formule.

Définition 5 Une formuleϕ est acceptée (pour un OCFκ)
si κ(ϕ) = 0.
Le degré d’acceptation d’une formule acceptéeϕ est
dκ(ϕ) = κ(¬ϕ).

On peut à présent définir les opérateurs de changement des
OCF comme des fonctions modifiant le degré d’accepta-
tion d’une formule :

Définition 6 UneTransmutation[18] est une fonction qui,
étant donnés un OCFκ, une formuleϕ et un degré d’ac-
ceptationα, produit un nouvel OCFκ∗(ϕ, α) tel queϕ est
accepté avec le degrédκ∗(ϕ,α)(ϕ) = α.

On peut définir beaucoup d’opérateurs de transmutation
différents. Le problème est de satisfaire les conditions des
transmutations tout en gardant un maximum des informa-
tions de l’ancien OCF. Tout comme pour les opérateurs de
révision de croyances AGM, il y a plusieurs façon de défi-
nir cette minimalité du changement. Les deux méthodes les

plus utilisées sont la conditionalisation [16] et l’ajustement
[18].

Définition 7 La (ϕ, α)-conditionalisation deκ est un nou-
vel OCFκ ∗C (ϕ, α) défini par

(κ∗C(ϕ, α))(I) =

{

−κ(ϕ) + κ(I) si I |= ϕ

(−κ(¬ϕ) + κ(I)) + α si I |= ¬ϕ

où−β + α représente l’ordinalγ tel queβ + γ = α.

La conditionalisation bouge l’ensemble des modèles deϕ.
L’ajustement ne bouge que les modèles les plus plausibles
deϕ (certains autres modèles bougent également si néces-
saire).

Définition 8 Le(ϕ, α)-ajustement deκ est un nouvel OCF
κ ∗A (ϕ, α) défini par

(κ ∗A (ϕ, α))(I) =







0 si κ(I) = κ(ϕ)
α si I |= ¬ϕ etκ(I) < α

κ(I) sinon

L’ajustement peut être vu comme la contrepartie pour les
OCF de la révision naturelle de Boutilier dans le cadre de
la révision itérée AGM/DP [3].

4 OCF transfinis
Le but de ce travail est d’encoder différents “niveaux de
croyances” dans un même OCF. Ces niveaux de croyances
doivent être strictement hiérarchisés, afin d’assurer qu’une
croyance appartement à un certain niveau de croyances
sera considérée comme une contrainte d’intégrité par les
croyances des niveaux de croyances inférieurs. Illustrons
cela sur un exemple de conducteur de voiture.

Exemple 1 Les croyances les plus enracinées de l’agent
sont les croyances sur les phénomènes physiques, qui com-
posent sont plus haut niveau de croyances :
– La route est glissante (sl) si et seulement si elle est en-

neigé (sn) ou gelée (f ) : (sl ↔ sn ∨ f ).



Les règles de comportement routier forment le deuxième
niveau de croyances :
– Si la route est glissante, alors adopter une vitesse modé-

rée (m) : (sl → m).
– Si il y a des travaux (w), alors adopter une vitesse mo-

dérée (w → m).
La première règle étant plus importante/enracinée/crue
que la deuxième (nous associerons un degré de 2 à la pre-
mière règle et un degré de 1 à la deuxième).
Finalement le plus bas niveau de croyances est composé
des faits qui décrivent les croyances de l’agent à propos de
la situation actuelle :
– La route est enneigée (sn).
– Il n’y a pas de travaux (¬w). La route n’est pas gelée

(¬f ).
La croyance que la route est enneigée est plus impor-
tante/enracinée/crue que le fait que la route est gelée. Nous
associerons un degré de 5 au fait que la route est enneigé,
et un degré de 2 aux autres faits. Les nombres reflètent en
un sens l’intensité des croyances de l’agent.

Nous allons donc utiliser des ordinaux transfinis afin
de représenter ces différents niveaux de croyances dans
un même OCF. L’idée est d’utiliser les ordinaux limites
comme “frontières” entre les niveaux de croyances.

Définition 9 Un OCF Transfiniest un OCFκ tel que pour
chaque mondeI soitκ(I) = 0 ou il existe m tel queω.(m−
1) < κ(I) < ω.m, et il existe au moins un mondeI ′ tel que
κ(I ′) > ω.
m est appelé le niveau de croyances deI, et est notéλκ(I).
Siκ(I) = 0, alorsλκ(I) = 1.
Le niveau de croyances d’une formule, notéλκ(ϕ), est le
niveau de croyances minimum de ses modèles :λκ(ϕ) =
minI|=ϕ λκ(I).

Donc un OCF transfini qui correspond à l’exemple du
conducteur est par exemple :

Exemple 2 Commençons par introduire notre représenta-
tion des OCF. L’ordinal à la gauche de la ligne correspond
à celui qui est associé aux mondes sur la droite. Les sym-
boles propositionnels sont considérés dans l’ordre suivant
pour les interprétations (f sn sl w m). La notation∗ repré-
sente l’ensemble des mondes où∗ peut être remplacé par0
ou1, par exemple1 ∗ 1 représente l’ensemble{101, 111}.
κ :
ω.2 + 1 {001 ∗ ∗, 010 ∗ ∗, 100 ∗ ∗, 110 ∗ ∗}
ω + 2 {10110, 01110, 01100, 10100, 11100, 11110}
ω + 1 {00010}
5 {00000, 00001, 00011, 10111, 10101}
2 {11101, 11111, 01111}
0 {01101}

Cet OCF représente l’information présentée par les règles
de l’exemple 1. Donc dans cet exemple les mondes qui sont
associés à l’ordinal0 sont les mondes qui satisfont toutes
les formules de tous les niveaux de croyances. Les mondes

qui sont associés à2 ou5 sont les mondes qui satisfont les
deux niveaux de croyances les plus importants, les mondes
associés à2 étant plus plausibles que ceux associés à5.
Les mondes qui sont associés àω + 1 et ω + 2 satisfont
le niveau de croyances le plus important. Et les mondes
associés àω.2 + 1 sont ceux qui ne satisfont pas le niveau
de croyances le plus important.

5 Construire un OCF transfini à
partir d’un ensemble d’OCF clas-
siques

Il est possible de construire un OCF transfini à partir d’un
ensemble d’OCF classiques4, chaque OCF classique repré-
sentant un niveau de croyances différent.

Définition 10 Soient n OCF classiquesκ1, . . . , κn re-
présentant respectivement le premier (moins important)
. . ., dernier (plus important) niveau de croyances. Alors
κ est l’OCF transfini défini inductivement parκ(I) =
κκ1,...,κn

(I) :
– κ∅(I) = 0

– κκ1,...,κn
(I) =

{

ω.(n − 1) + κn(I) si κn(I) > 0
κκ1,...,κn−1

(I) sinon

Pour illustrer cela sur l’exemple du conducteur, cela revient
à considérer trois OCF classiques, représentant les trois ni-
veaux de croyances :

Exemple 3 Le premier niveau, contenant les faits, est en-
codé parκ1. Le deuxième contenant les règles de com-
portement est représenté parκ2. Le dernier, contenant les
règles physiques, est représenté parκ3.
κ1 :
5 {∗0 ∗ ∗∗}
2 {111 ∗ ∗, 01111, 01110, 01010, 01011, 110 ∗ ∗}
0 {01 ∗ 0∗}

κ2 :
2 {∗ ∗ 1 ∗ 0}
1 {∗ ∗ 010}
0 {∗ ∗ 000, ∗ ∗ 001, ∗ ∗ 011, ∗ ∗ 101, ∗ ∗ 111}

κ3 :
1 {001 ∗ ∗, 010 ∗ ∗, 100 ∗ ∗, 110 ∗ ∗}
0 {000 ∗ ∗, 101 ∗ ∗, 011 ∗ ∗, 111 ∗ ∗}

Il est facile de vérifier qu’à partir deκ1, κ2, κ3 et de
la construction de la definition 10, on obtient leκ de
l’exemple 2.

6 Réviser les OCF Transfinis
Bien sûr, puisque les OCF transfinis sont une sous-classe
des OCF, on peut donc utiliser la conditionalisation usuelle
(ou l’ajustement ou tout autre transmutation) directement
sur les OCF transfinis.

4Nous appelleronsOCF classiquesles OCFS où tous les ordinaux as-
sociés aux mondes sont strictement inférieurs àω. On appellera également
OCF contraintsles OCF où tous les ordinaux associés aux mondes sont
inférieurs ou égaux àω.



Mais cela peut poser des problèmes puisque la conditiona-
lisation autorise de changer le degré d’acceptation d’une
formule en tout autre nouveau degré.
Cette liberté peut poser problème pour les OCF transfinis,
puisque cela signifie que cela autorise de travailler sur plu-
sieurs niveaux de croyances, tout comme si il n’y avait
qu’un seul niveau. Dans ce cas cela signifie que la repré-
sentation des différents niveaux de croyances est inutile.
Il serait en particulier possible alors de définir un OCF
classique (à partir d’une bijection avec l’OCF transfini)
ayant exactement le même comportement pour les trans-
mutations/conditionalisation (à la bijection prés).
Cela montre que nous avons besoin d’une opération de
conditionalisation (et plus généralement de transmutation)
qui permet de localiser les changements à chaque niveau
de croyances.
Voyons à présent comment définir de tels opérateurs.
On appellera dorénavant transmutation absolue (respec-
tivement conditionalisation absolue) les transmutations
usuelles (respectivement la conditionalisation usuelle). Et
nous définissons à présent les transmutations relatives.
Tout d’abord il peut être utile d’illustrer ce que les OCF
transfinis signifient pour chaque niveau de croyances. Cela
se fait par l’intermédiaire des projections.

Définition 11 Soit un OCF transfiniκ composé den ni-
veaux de croyances. Lai-projection deκ (projection deκ
sur leième niveau de croyances ), notéκ↓i, est défini par :

κ↓i(I) =







ω si ω.i<κ(I)
κ(I) si ω.(i − 1)<κ(I)<ω.i

0 si κ(I)<ω.(i − 1)

Voyons ce que donnent ces projections sur l’exemple :

Exemple 4 Du point de vue du niveau de croyances le plus
important, la projection donne juste :
κ↓3 :
1 {001 ∗ ∗, 010 ∗ ∗, 100 ∗ ∗, 110 ∗ ∗}
0 {000 ∗ ∗, 101 ∗ ∗, 011 ∗ ∗, 111 ∗ ∗}

Les mondes associés à0 dans ce troisième niveau de
croyances pourront être discriminés par les niveaux infé-
rieurs.
Pour le deuxième niveau de croyances, le troisième niveau
de croyances apparaît comme des contraintes d’intégrité
qui ne peuvent pas être remises en question, donc tous les
mondes qui ne sont pas associés à0 par le (la projection
du) troisième niveau sont alors des mondes impossibles. La
projection donne donc :
κ↓2 :
ω {001 ∗ ∗, 010 ∗ ∗, 100 ∗ ∗, 110 ∗ ∗}
2 {01100, 10100, 11100, 11110, 10110, 01110}
1 {00010}
0 {00000, 00001, 00011, 10111, 10101, 11101, 11111,

01111, 01101}
Pour le premier niveau, tous les niveaux supérieurs appa-
raissent comme des contraintes d’intégrité. La projection
est alors :

κ↓1 :
ω {001 ∗ ∗, 010 ∗ ∗, 100 ∗ ∗, 110 ∗ ∗, 00010, 10110,

01110, 01100, 10100, 111 ∗ 0}
5 {00000, 00001, 00011, 10111, 10101}
2 {11101, 11111, 01111}
0 {01101}

Ces projetions donnent une idée de comment on peut ré-
viser un OCF transfini. Une transmutation relative ne mo-
difiera que la projection (niveau de croyances) correspon-
dante. Donc si le niveau de croyances d’une formule esti,
alors le changement de son degré d’acceptation ne chan-
gera que l’information de ceième niveau de croyances.
Définissons ces transmutations relatives formellement.

Définition 12 Soit un OCF transfiniκ composé den ni-
veaux de croyances. Soitα un ordinalα < ω. Soit la trans-
mutation (absolue)∗. Alors la transmutation relative� est
définie par :

(κ � (ϕ, α))(I) =















































κ(I)
si κo(I) = ω

κ(I)
si κo(I) = 0 etλκ(I) < λκ(ϕ)

B(κ, λκ(ϕ) − 1) + 1
si κo(I) = 0 etλκ(I) = λκ(ϕ)

ω.λκ(ϕ) + κo(I)
sinon

où
– κo = κ↓λκ(ϕ) ∗ (ϕ, α)
– B(κ, i) = max{I|λκ(I)=i} κ(I), si i > 0
– B(κ, 0) = −1

L’idée principale de cette définition est de localiser le chan-
gement au niveau de croyances concerné. C’est le but de
κo, qui effectue la transmutation seulement sur la projec-
tion du niveau concerné. Le résultat est ensuite incorporé
dans l’OCF transfini entierκ, grâce aux quatre points de
la définition. Le premier point assure que les mondes des
niveaux supérieurs ne sont pas affectés par le changement.
Le second point dit similairement que les mondes qui sont
dans des niveaux inférieurs, et qui ne sont pas concernés
par le changement au niveau supérieur, ne bougent pas pen-
dant la transmutation. Le quatrième point encode simple-
ment le changement au niveau de croyances concerné. La
partie la plus intéressante de la définition est le troisième
point, qui dit que si certains mondes sont rendus possibles
(i.e. tels queκo(I) = 0) après la modification du niveau
concerné, ces mondes doivent être “libérés” par ce niveau
et affectés aux niveaux inférieurs. Le problème est alors
de savoir où les mettre exactement dans ces niveaux in-
férieurs. Afin d’assurer un changement minimal pour ces
niveaux, on doit tenter de modifier le moins possible leur
structure. Cela peut être fait en affectant les mondes libérés
la moins grande plausibilité au sein du niveau immédiate-
ment inférieur (c’est le but de la fonctionB, qui trouve la



plausibilité des mondes les moins plausibles d’un niveau
de croyances donné).
Voyons cela sur un exemple :

Exemple 5 Supposons que le conducteur change de voi-
ture. Sa toute nouvelle voiture dispose d’un système d’as-
sistance à la conduite, ce qui lui fait retirer de ses règles
de comportement la règlesl → m. Afin de réaliser cette
contraction, on effectue la0-conditionalisation de l’OCF.
κ �C (sl → m, 0) :
ω.2 + 1 {001 ∗ ∗, 010 ∗ ∗, 100 ∗ ∗, 110 ∗ ∗}
ω + 1 {00010}
6 {10110, 01110, 01100, 10100, 11100, 11110}
5 {00000, 00001, 00011, 10111, 10101}
2 {11101, 11111, 01111}
0 {01101}

Un point intéressant à noter est qu’après cette conditionali-
sation relative, le conditionnelsl → m est encore valide
dans l’OCF transfiniκ �C (sl → m, 0). Mais ce n’est
plus une formule du deuxième niveau de croyances (i.e.
[κ �C (sl → m, 0)]↓2). C’est à présent une formule du
premier niveau de croyances. Donc un nouveau change-
ment au premier niveau de croyances est maintenant sus-
ceptible de supprimer ce conditionnel de l’état épistémique
de l’agent, alors que ce n’était pas possible auparavant
puisque les croyances du deuxième niveau de croyances
ne peuvent pas être affectés par les changements qui inter-
viennent au premier niveau.
On peut noter qui si l’on souhaiter enlever réellement ce
conditionnel de l’état épistémique de l’agent, cela doit être
fait par plusieurs contractions (relatives) :

Exemple 6 (κ �C (sl → m, 0)) �C (sl → m, 0) :
ω.2 + 1 {001 ∗ ∗, 010 ∗ ∗, 100 ∗ ∗, 110 ∗ ∗}
ω + 1 {00010}
5 {00000, 00001, 00011, 10111, 10101}
2 {11101, 11111, 01111}
0 {01101, 10110, 01110, 01100, 10100, 11100,

11110}

Sur cet exemple on obtient(κ �C (sl → m, 0)) �C (sl →
m, 0) = κ ∗C (sl → m, 0), mais ce n’est pas toujours le
cas.
Comme expliqué en introduction, cela a également du sens
d’utiliser différents opérateurs de révision (transmutation)
pour les différents niveaux de croyances. Par exemple pour
le niveau le moins important, qui contient habituellement
les informations factuelles, on peut utiliser des opérateurs
plus drastiques, puisque une perte d’information à ce ni-
veau n’est pas très important (comparé aux niveaux supé-
rieurs).
Cela signifie que l’on peut avoir besoin d’opérateurs de
changement plus adaptatifs. Il est donc possible de défi-
nir des opérateurs de transmutation relative où l’opérateur
utilisé (κo) dépend du niveau concerné par le changement :

Définition 13 Soit un OCF transfiniκ avec n niveaux
de croyances. Soit un vecteur den transmutations ab-
soluesA = {∗1, . . . , ∗n}. Soit α un ordinal α < ω.
Alors l’opérateur de transmutation relative adaptative
�

Acorrespondant est défini par :

(κ�
A(ϕ, α))(I) =















































κ(I)
si κo(I) = ω

κ(I)
si κo(I) = 0 etλκ(I) < λκ(ϕ)

B(κ, λκ(ϕ) − 1) + 1
si κo(I) = 0 etλκ(I) = λκ(ϕ)

ω.λκ(ϕ) + κo(I)
sinon

où
– κo = κ↓λκ(ϕ) ∗λκ(ϕ) (ϕ, α)
– B(κ, i) = max{I|λκ(I)=i} κ(I), si i > 0
– B(κ, 0) = −1

7 Conclusion
Dans cet article nous avons étudié comment représenter et
réviser les croyances d’un agent qui sont hiérarchisés au
sein de différents niveaux de croyances, où chaque niveau
apparaît comme une contrainte d’intégrité pour les niveaux
inférieurs. Nous avons montré comment représenté ces ni-
veaux en utilisant des fonction ordinales conditionnelles.
C’est la première fois, à notre connaissance, que l’utilisa-
tion d’ordinaux transfinis est étudié dans le cadre des OCF.
Dans son article original [16] Spohn écrit :

“It would be a natural idea to restrict the range
of OCFs to the set of natural numbers. In fact,
much of the following could thereby be sim-
plified since usual arithmetic is simpler than
the arithmetic on ordinals. For the sake of for-
mal generality I do not impose this restriction.
But larger ranges may be intuitively needed. For
example, it is tempting to use OCFs with larger
ranges to represent the stubbornness with which
some beliefs are held in the face of seemingly
arbitrarily augmentable counter-evidence.”

Dans ce travail nous avons donc proposé une représenta-
tion de ces “stubbornly held beliefs”, au moyen des niveau
de connaissance. Mais nous avons également discuté de
l’inadéquation des opérateurs de transmutations (absolues)
usuels pour modifier ces OCF transfinis. Nous avons pro-
posé la définition de transmutations relatives qui limitentle
changement au niveau concerné.
Nous nous sommes focalisés dans cet article sur le cadre
des OCF. Il est intéressant de rappeler à nouveau que les
OCF sont très proches de la logique possibiliste [6]. L’uti-
lisation des ordinaux transfinis peut être rapproché éga-
lement des approches utilisant de l’analyse non-standard
dans les cadres probabilistes (ce lien est d’ailleurs évoqué
dans l’article de Spohn [16]). Cela est utilisé par exemple



dans le cadre de la théorie des jeux dans [2] et dans le cadre
de la décision dans [14].
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