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Résumé

Dansla plupart desapprochespour le raisonnemenen
présencel'incohérence enparticulier cellesbaséesurla
sélectiordesous-ensembleshéentsdeformulesunehy-
pothésesous-jacentestque desformulesdifférentessont
liées par un lien moinsfort qu’une conjonctionlogique
Dansle casou elle estcohéente une basede croyances
B = {¢1,...,¢n}, OUlesy; sontdesformulesproposi-
tionnellesestéquivalentéila baseB’ = {1 A... A, }.
En revance dansle cas ol cette conjonctionestinco-
hérente cesdeux basesont typiquementdes ensembles
de conséquencedistincts.Celaillustre le fait quela vir-
gule utiliséedansla baseB estun connecteuparticulier,
différent de la conjonction.Nous proposonsdansce tra-
vail d'étudier une logique comportantun tel connecteur
“vir gule”. Ce cadre permetde fournir une sémantiquea
ce connecteuret de généaliser un certain nombe d’ap-
proches permettantde raisonneren présenced’informa-
tionscontradictoires.

Mots Clef
Raisonnementnprésencel’incohérence.

Abstract

In manyframevorksfor reasoningunderinconsistencyin
particular thosebasedon the selectionof consistentsub-
setsof the givenbeliefbase it is implicitely assumedhat
the formulas from the baseare connectedusing a weak
form of conjunction.Whenit is consistenta belief base
B ={¢1,...,pn}, wheetheyp; are propositionalformu-
las,islogically equivalentothebaseB’ = {p1A. . . App}.
However, whenit is not consistent,both basestypically
lead to different conclusionsThis illustratesthe fact that
thecommausedin baseB hasto beconsideedasa addi-
tional connectiveand not as a simpleconjunction.In this

work we defineand studya logic with sud a “comma”
connectiveWe giveit a semanticsand on this ground,we
genealise several approadesfor reasoningfrom incon-
sistentbeliefs.

Keywords

Inconsisteng handling.

1 Intr oduction

Il y a plusieurssituationsassedifférentesou on peutétre

conduita travailler avec desensemblesle formulesinco-

hérentegvoir parexemple[BHO1] pouruneclassification

fine de cessituations) parexemple:

— plusieursexpertsou capteursqui fournissentdesdon-
néesconflictuelles

— plusieursavis divergentsconcernant’évaluationd’un
objetoud’un candidat

— plusieurscontectes ou plusieursreglessimultanément
applicableglontlesconclusionsontcontradictoires

— les hypothésesde bon fonctionnementsimultané de
composantd’un systéemedontla conjonctionestcontra-
dictoire;

— plusieurscriteresconduisana despréférencesncompa-
tiblespourunagentdonné

— plusieursagentdlontlespréférencesontincompatibles.

Il fautbiennoterquepourlesquatrepremierdtemsil s’agit

de raisonnement partir de croyances(contradictoires)

tandisque pour les deux derniersitemsil s’agit de déci-

siona partir de préféenceqconflictuelles)

Tout agentdotéde capacitésléductvessufisantesdoit re-

noncera exploiter sa basede croyancesdésque celle-ci

estincohérente eneffet, a partir d’'une basede croyances

incohérentela relationdedéductiorclassiqugermetd’in-

férern’importe quelleformule du langagg(principeconnu

sousle nomdeex falsoquodlibetsequitu.



Quelle attituderaisonnablgpeut-onalors ervisagerfacea
unebasedecrayancesncohérente® On peutélaboremune
taxonomiede cesattitudes.

— attitude active L'agentcherchea résoudrees incohé-
rencesc'est-a-direa les identifier (on pourraitpresque
dire “débuggerla basede croyances”) eneffectuantdes
actionsde prise d’information (des tests) qui, idéale-

ment, rendrontin fine la basede croyance$ cohérente.

Voir parexemple[LM00a, LDOQ].

— attitude passive L'agentn’aurapasde nouwellesinfor-
mationslui permettantlel'aider araisonneiveclinco-
hérencell doit sedébrouillertantbienquemal avecsa
basede croyancesgtriend’autre.

Intéressons-noua ce secondtype d’attitude : puisqu’il
fautdetoutefacons’arrangerpourréduirel’ensembledes
conséquencedéduitesdes informationsde la base(par
rapporta ce que ferait la logique classique),l n'y a en
définitive que deux solutions: soit on affaiblit les infor-
mationsde la basede croyancesde telle maniérequeleur
conjonctiondeviennecohérentesoit on affaiblit la relation
deconséquenclgiqué’.

Affaiblir la déductionconduita la famille deslogiquespa-

raconsistantesAffaiblir les informationsconduita plus-

ieursfamillesd’approches

— affaiblissemenpar inhibition. C’estla méthodela plus
ancienne.Elle consistea calculer d’abord des sous-
ensembleslela basede croyancesB cohérent®t maxi-
maux pour un critére qui esta définir. Cettefaconde
procéderemontea[RM70]. Le critérele plusnaturelest
celuidel’inclusion : unesous-basenaximalecohéente
esttout simplementunesous-baseohérentale B dont
toutsurensemblestrictdansB estincohérentMaisbien
d’autrescritéressontpertinentsgqui tiennentcomptepar
exempledu nombe de formulessatishites,d’'unerela-
tion de priorité entrelesformulesou d’uneattributionde
degrésd’'importancea chaqudormule.Parailleurs,il ne
suffit pasde sefixer un criterede sélection il fautaussi
savoir cequel’on feradesinformationsdéduitesa partir
desdifférentessous-basesélectionnéesPour cela, on
introduit ce queCayrol et LagasquigCLS94] appellent
un procédéd’inférence Le plus courantconsistea infé-
rer uneformule si et seulemensi elle estdéductiblede
toutesous-baseréféréginférencedite “universelle”ou
“sceptique”y.

— affaiblissementpar dilatation : fusion d’'informations
L'affaiblissemenpar inhibition consistaita affaiblir les
informationsde B enles transformanten défautsdont
la vérité estplausiblemais pascertaine: lorsqu'undé-
faut n’est pas satishit, peu importe la facon dont il

1strictosensuice n’estpasla basede croyancesnitiale qui sera‘ren-
due” cohérentemaissarévisionparlesrésultatsdestests.

20n pourraitévidemmentrvisagerdefairelesdeuxala fois.

3Desprocédésplusfaiblessontlinférence“existentielle” (ou “crédu-
le”) qui consistainféreruneformulesi etseulemensi elle estdéductible
d’au moins une sous-baseréférée et I'inférence “argumentatie”, qui
consistea inféreruneformule si et seulementsi elle estexistentiellement
inférableet sanégatiomel'est pas.

n'est pas satishit (en d’autrestermes,on ne fera pas
dedistinctionentreun défaut“violé de peu”etun autre
“violé debeaucoup”)Cettedistinctionestpourtantper
tinente si I'on considéreque I'ensembledes modéles
peutétremuni d’unestructurede pseudo-distance une
informationserad’autantplusinsatishite parun monde
gue la distancede ce mondeau plus prochedes mo-
délesde cette information est grande.Ce principe est
la basede la fusion de croyancesa basede distances
[Rev97, LS98 KP98 KP02 KLMO02].

— affaiblissementpar oubli de variables. I'idée sous-
jacenteest que l'incohérenced’'une basede croyances
peutétrecauségarunexcesd’informationsurcertaines
variablesdontl'importancen’est peut-étrepascruciale.
On peut alors se focaliser sur cesvariables,simplifier
lesinformationsenoublianttout cequi concernecesva-
riables“responsabledel'incohérence’et parvenirainsi
arestaurefa cohérencgLMOOb]. Oublierun ensemble
de variablesdansune formule permetainsi de I'affai-
blir toutenpréserantun maximumdecroyancesurles
variablesnonoubliées Commepourl’inhibition defor-
mules,le choix dessous-ensemblede variablesa ou-
blier peut étre guidé par despriorités ou despénalités
sur les variables(traduisantleur degré de pertinence).
On montreque I'affaiblissemenpar oubli de variables
généralisé lafois lesapprochegarinhibition etlesap-
prochespardilatation.

Danscestrois famillesd’approcheginhibition, dilatation,
oubli de variables),on a en entréedu processugie rai-

sonnemenhon pasuneformule logiqueau sensclassique
du termemais un ensemblgfini) de formules: en parti-

culier, 'inférenceestdéfiniecommeunerelationentre un

ensembld(fini) de formuleset une formule A contrario,

pourleslogiquesparaconsistantesommepourla logique
classiquel'inférencepeutétredéfinieentreuneformuleet

uneautre.

Il fautici éclaircir un point : la logique classique- et les
logiquesen général- considerentussidesensemblesle
formules (et il existe d’ailleurs certainssystemedd'infé-

rence enparticulierpourla logiqueclassiquegqui sontdes
systemesle réécritureentreensemblesle formules— par
exemplele calculdesséquentsle Gentzen)Cependantes
ensemblesle formulessonttoujoursinterprétésconjonc-
tivement.En particulier, les conséquencelmgiquesd’un

ensembldfini de formules A coincidentavec les consé-
qguenceslogiquesde la formule A A qui consisteen la

conjonctiondetouteslesformulesde A.

Il n’en va pasde mémepour les approchesliu traitement
del'incohérencepar affaiblissement Ainsi, qu'il s’agisse
d'approchegparinhibition deformules,defusionou d’ou-
bli de variables,I'ensemble{a, —a,b} n'a typiquement
pasle mémecomportemenvis-a-visdel'inférencequesa
conjonction{a A —a A b}. Ainsi, 'approcheparinférence
“universelle”a partir dessous-ensembleohérentsnaxi-
maux pour I'inclusion permetd'inférer de {a, —a, b} les
conséquenceegiquesde b tandisque seulesles tautolo-



giesclassiquepeuwentenétreinféréesde {a A —a A b}.

Ce comportement souwent été qualifié de “dépendance
vis-a-visde la syntaxe”, et les approchegorrespondantes
(quecesoit pourl'inférencea partir debaseslecroyances
incohérentes)a révision des croyancesou le raisonne-
ment par défaut), ont elles été qualifiéesde “fondéessur
la syntaxe” — en anglais“syntax-based”)[Neb91 ; elles
ont parfois été critiquéespour cettemémeraison[Dal88,
Win8§] : le principe d’indépendance la syntaxe énoncé
dans[Dal88] stipuleque“la révisiond’un étatde croyance
doit étreindépendantle la forme syntaxiquede la basede
croyancesreprésentantétat de croyance(...)". Ce prin-
cipe demandeguele méta-théoremele substitutionde la
logiqueclassiques’appliquesangestriction.Cecin’estpas
toujoursdésirable en particuliertoutesles logiquespara-
consistantesejettentce principe.

Selonnous,tant cette dénominationque le reprochefait
auxapprochesui enreléwent,reposensurun malentendu.
Pourquoi{, v} devrait-elleétre“équivalente”a{p A ¢}
pourl'inférence,sinonparcequ’on a fait I'hypothéseim-
plicite quelesensembledeformulesdoiventétre identifiés
a leur conjonctior? La dénominatiorfdépendanceis-a-
vis dela syntaxe” revienteneffet anevoir entre{p, ¢’} et
{¢ A 9}, qu’uneseuledifférencesyntaxiquetout comme
entrep A 1 ety A ¢ enlogiqueclassique)ce qui signifie
gu’ellesdoivent étre tenuespour (sémantiquemengqui-
valentes Mais, si I'on tient a cette équivalence pourquoi
définir unebasede croyancescommeun ensemblale for-
mulesplutdt queparuneconjonction(rappelongju’on est
dansun cadrefini, ce qui rendla chosepossible)? De sur
croit, il estsurprenantlevoir la “dépendanceila syntaxe”
commeune sourcede maux: cettedépendancea’est-elle
pasinhérentea tout formalismelogique? Si ¢ A ¢ n'est
paséquialenta ¢ vV ¢ (engénéral),n’est-cepasla aussi
uneaffairede syntaxe, entreautres?

Allons un peu plus loin. Si les multiples approchegon-
déessur la sélectiond’ensemblesmaximaux cohérents
se sont montréessatishisantesgt si les relationsd’infé-
rencequ’elles permettentde définir difféerent assurément
del'inférenceclassiqueg’estjustemeniparcequ’ellesin-
troduisentdandeurlangagejuelquechosequi n’existepas
enlogiqueclassique lesensemblesle formulesavecune
interprétatiomonpurementonjonctive.Unefois quel'on
anotéque{p, 1} estuneformulede celangagegui dif-
fére de {¢ A ¢}, on doit justements’attendrea ce que
cesformulesaientdescomportementslifférentsen ce qui
concerné’inférence.

Le langagedesapprochegjuenousvenonsde mentionner
contientdonc,enplusdulangagepropositionnetlassique,
desensemblefinis deformules,qui nepeuventpasétreré-
duits a de simplesconjonctionsCelarevient a dire quele
langagecontientun connecteusupplémentairela virgule.
La mal-nommée‘dépendanceris-a-vis de la syntaxe” se
reformulealorstout simplementpar le fait quela virgule
et la conjonctionsontdesconnecteurdlifférents.La vir-
gule n'est d'ailleurs pasdéfinissablea partir desconnec-

teurs“classiques”,commeon le verraplus loin — ce qui
renforcesonstatutde connecteug partentiere.

Or, lesnombreuseapprochesjui font appela cettevirgule
nelui ont pasreconnuce statutde connecteuret ontdonc
étéhésitantes franchir le pasde définir un langagedans
lequelles objetsmanipulés(ensembledinis de formules)
sontdesformulesausensigoureuxduterme.C’estceque
nousnhousproposonglefaireici.

Une fois reconnua la virgule son statutde connecteur
il estalorstrésfacile (sinonimmédiat)de définir un lan-
gagebien plus généralou la virgule s'imbrique librement
avecelle-mémeet aveclesautresconnecteursCelangage
seradéfiniformellementuparagraph8.1(apresquelques
préliminairesformels au paragraphe) ; nouslui associe-
ronsunesémantiquéau paragraphe.2) inspiréedirecte-
mentdesapprochesxistantessur le raisonnemené base
de sous-ensemblesmiaximauxcohérents les modelesde
'ensemble{¢, . . ., ¢, } seronfesinterprétationgausens
classique)qui satisfontun sous-ensembleaximal cohé-
rent(ausensdel'inclusion) de {¢1, ..., ¢, }. Ondonnera
au paragraphe! quelquestautologiesde la logique ainsi
définie,et on étudierasesaspectsalculatoireset en parti-
culier sacompleité algorithmiqueau paragraphé.
Unetelle extensionne constituegpasun simpleexercicede
style, ot I'on se contenteraitde définir un langagecertes
bien plus expressifque les langagesxistantsmais mani-
festementdépourvude tout intérét. En effet, d’'une part,
la généralitéet I'expressiité de ce nouveaulangageper
metderéexprimerd’unefaconplusrigoureusediverspro-
blemesd’inférencea partir de basesde croyancesincohé-
rentesde révisiondescroyancesou de raisonnemenhon
monotone et d'autrepart,il permetd’exprimerdesinfor-
mationsqui ne peuventpasl'étre dansleslangagesjui ne
reconnaissergasala virgulesonstatutde connecteurCes
argumentssontdéweloppésau paragraphé.
Enfin,onremarquerauele choix quel’'on aurafait aupa-
ragraphe.2pourla sémantiquelesensembledeformules
n'estpasle seulpossible puisqu’il existedenombreuxcri-
terespertinentspour la sélectionde sous-ensemblesaxi-
maux cohérentsjl existe égalemenplusieursinterpréta-
tionspertinenteslu connecteuvirgule.Par soucideconci-
sion, les premiersparagraphesle I'article reposentsur le
choix correspondand la maximalitépour I'inclusion (qui
estle plusfréquentet le plus naturel); d’autresinterpréta-
tions pertinentesfaisantintervenirla cardinalité,desprio-
ritésou despondérationsserontplusbrievementvoquées
au paragraphe’, avant que de nouwelles perspecties ne
soientouvertesenconclusion.

2 Préliminair es

Onconsidérainensembldini desymbolegpropositionnels
PS. Lpg estle langagepropositionnetonstruita partirde
PS, desconstanteS (vrai) et L (faux)etdesconnecteurs
classiqueg A, v, —} dela maniéreusuelle.Les formules
de Lpg sontnotéespardeslettresgrecquesy, 1, etc.

Une interprétationest une fonction totale de PS dans



{0, 1}, vue aussicommel’ensemblede tousles symboles
de PS qu'elle satishit. M pg dénotel’ensembledesin-
terprétationsgpour PS. Une interprétationM estun mo-
deéle d'une formule ¢, noté M | ¢, si et seulementsi
elle la satishit (i.e. la rend vraie). Mod(¢) dénotel’en-
sembledesmodélegielaformuleg, i.e. Mod(¢) = {M €
Meps | M = ¢}.

C dénotel’inclusion stricte. Soit B = {¢1,...,¢,} Un
ensembldfini de formulesde Lpg, et soit BY C B. On
note A\ B" = A{y: |¢: € B'}. B’ estun sous-ensemble
cohéentde B si etseulemensi /\ B’ estcohérentB’ est
un sous-ensemblenaximal cohéent (ou maxcon¥ de B
si et seulemensi B’ estcohérentetil n’existe pasde B”
cohérentel que B’ C B” C B. Onnote MaxCons(B)
'ensembledessous-ensemblesaximauxcohérentsle B.
Lesrésultatsde compleité quenousdonnonsdanscetar
ticle font mentionde certainexlassesle compleité dela
hiérarchiepolynomiale,ainsi quela classePSPACE. Les
résultatsde compleité n’étant pascruciauxdanscet ar
ticle, nousrenvoyonsle lecteura [Pap94 pourplusdedé-
tails surcesdéfinitions.

3 Un langageavecune virgule, et sa
sémantique

3.1 Langage

Commencongardéfinirle langagede cettelogique“a vir-
gule”.

Définition 1 Le langage Egg’”gest défini inductivement

commesuit:

- PSU{T, L} CLlro,

—sip e LL59 ety € L0 alors g, o A, o VP
appartiennen £}, ;

—sin>0et{g,...,on} C Lpa? alors (p1,..., o)
appartienta £,59.

Clairement,le Iangageﬁv"gest une extensionde Lpg

danslaquelleon adonnéa la virgule sonstatutde connec-
teur a partentiére.ll fautbien noterl'importancedesdé-
limiteurs ( et) (qui ne doiventsurtoutpasétre confondus
avecdesparenthésd$, qui estdueaufait que,dansla sé-
mantiquequenousallonshientdtdonnerle connecteuvir-

gulen’estpasassociatif (1, (p2, ¢3)) neseraengénéral
paséquivalenta ({1, 2), @3) Nia{p, p2, p3) ; eNconsé-
qguencelesformulesdutype (¢1, .. ., ¢») Nesontpasdes
formulesdeﬁv"g touteoccurrencauconnecteuvirgule
doit etre5|tueeentredesdélimiteurs”<” et”)”.

On définit la profondeurd’une formule de £}27, et les

langages £}, 7™ n € N}, commesuit:

Définition 2

—sip e PSU{T, L}alorsprof(p) =0;

— prof(—p) = prof(»);

—prof(e N %) =
max(prof(p),prof(¥));

prof(e vV ¥)

— prof({¢1,...,pn)) = max;—.. nprof(apl) + 1.

Pour n € IN, on définitle langage Ev"g commel’en-
sembledetouteslesformulesdeE;ggde profondeurinfé-
rieure ou égalean.

On vérifie aisémentjue cettedéfinition inductive estbien

fondée et quen outre, £15¢ = U,.N Eng nl et

EVzrg[ EPS

Enfin, pour toutn > 1 on définit le langageL ¢
(ensembledesformules&mplesde profondeurn) Comme
le sous-ensemblde L’V“g composéesformulesdela
forme (¢1,...,¢k), OU ¢1,..., ¢, sontdesformulesde
cyireln=1 | cest-a-direl'ensembledesformulesde pro-
fondeurn ot la virguleestle connecteuprincipal.
Voici des exemplesde formules de £}4¢, ou PS =
{a,b,c}:
—@p1=aANbA(=bVc)A—c;
— @2 =(aAb,=bVc,c);
—@p3="cA{aANb,-bVcy;
— s ={a,aNb,{=bV ¢c,~c));
— @5 ={aAbV{c,aVb,—c),(=bVec,—c) A (—a,{c,aA
b)) V(b A (mcVa),(bc));
— e ={a,aNb,T,1);

(a,
—<P7—<>
(

Virg[s,n]

- 8= ().
On a prof(p1) = 0; prof(p2) = prof(ps) =
prof(pe) = prof(pr) = prof(es) = 1; prof(es) = 2;

prof(¢s) = 3. Notonsaussique g, € EV"‘][S’” (de
mémeques, ¢7 etos) etqueps € Lo 97, i

3.2 Sémantique

Définition 3 =y (satisfactiond’uneformulede £}, “par

uneinterprétation)estla relationsur M pg x Egg’"g définie

inductivemenpar :

- ]\/[‘:VT;

- M v,

— Sia € PS, M=yasietseulemensia € M ;

— ME=y—psietseulemensi M Hyp;

— MEye Ay sietseulemensi M=y p et My ;

— MEve V1 sietseulemensi M=y ouMEy;

- MEv{e1,...,0n) Si et seulementi il n’existe pas
d'interprétation M’ € Mpg tel que {i | M'|=ve;}
contiennestrictement{i | M=y ¢; }.

Onintroduit la notationsuivante:

Définition 4 Lorsquey = (¢1,...,¢n) €t M € Mpsg,
onnoteFilter(M, ¢) = {i | M=y p;}.

La derniéreconditiondela définition3 peutalorss’écrire:

sio = (¢1,...,¢p) alors My si et seulemensi il

n'existe pasde M’ € Mpg tel que Filter(M’', o) D

Filter(M, p).

Onnote Mody (¢) = {M € Mpgs | MEve}. Unefor-
mule de EV"g estcohéente(ou satishisablg si et seule-
ment si Modv(ap) # 0, et valide si et seulementsi



Mody (¢) = Mps. Si ¢ ety sontdeuxformulesde
L7579, ondit quey estconségencdep (Notépl=y-1) si et
seulemensi Mody (¢) € Mody (). Lorsquep = T, 0on
notesimplement=y-v aulieu de T =y 4. Ondit quedeux
formulesy ety deﬁggg sontéquivalentesnotép =y 1,
si etseulemensionapkE=yy ety p.

Onremarquejuelarestrictionde =y auxformulesdepro-

fondeurO coincideaveclarelationdesatistctionclassique

.
4 Quelquespropriétés

Nousallonsdansce paragrapheonneresprincipalespro-
priétédogiquesduconnecteuvirgule,etvoir enparticulier
commentcelui s’articuleaveclesautresconnecteurs.

Il fautd’abordnoterque,contrairemenauxautresconnec-
teur, le connecteurirgulen’estpasvérifonctionnel: la va-
leur de véritéde (¢, . .., ¢,) dansM nepeutétredéter
minéelorsqu’onconnaitseulementesvaleursdevérité de
chaquep; (i € 1...n) dansM.

Nousallonsa présendonnerquelquegropriétédriviales,
maisillustrant bien le comportementle cet opérateurLa
définition 3 impligue immédiatementies propriétéssui-
vantes:

Pourtoutepermutatiorr de{1,...,n},

<S017 s 7(Pn> EStéqlﬂ/alem:e":;'l <§0(r(1): cey (Po(n)> (1)

VksiViel... ko, =y ¢, alors
<Q017"-7(10k7"'7(10n>EV<SDI17"'190;C7"'1<1017,> (2)

La propriété suiante exprime qu'une formule de
e 57l asttoujourscohérenté

<()01:"'7()01:§02a"'ag0n> =V <9917"

Y >0 {p1,...,pn) FvLl 4

Et plusprécisémentprsquen =1 :

() estéquivalentea p si ¢ estcohérentegta Tsinon
(5)
Onaenparticulier() =y (L) =y T.
En outre,il n'existe pasen généralde lien déductifentre
uneimbricationdevirgulesetleurversion‘dépliée”; ainsi,
engénéralpna:

71/}m>> #V
<9017'-'590n71/)17"'3wm> (6)

<<§017---790n>7 <,¢1,-..

Par exemple, ({a,b), (—a, c)) Fv{a,—a,b,c). Cettepro-
priétéesta mettreenrapportavecl’équation(14), puisque
cettederniéreestuncasparticulierdela propriétéci-dessus
oul'implication estvérifiée.

4Cequi n’estévidemmenpasle casdesformulesde L‘ggg.

Engénéralpnaaussi

71/}m> |7éV
<<§015"' :@n>, <1/)1,.. .

<8017'--780n7'l/)1,...
s¥m)) (1)

Par exemple,<a, —a, b, C> #V«av b, _'a>7 <_'a7 C>>
Indiguonsa présentommenteconnecteus’articuleavec
les autres.Un premierrésultatmontre que le connecteur
virgule sesitue en quelquesorteentrela conjonctionet la
disjonction.

C1A . ANeREV (1, On) (8)

Sip1 V...V, FvLalors
(p1,- - en)EVRLV ... Vpn (9)

On peutdoncconsidérete connecteuvirgulecommeune
conjonction “faible”, dansle sensou celui-ci donnele
mémerésultatque la conjonctionlorsquecelle-ci est co-
hérente,mais donnetout de mémeun résultatcohérent
lorsquecettederniereestincohérenteDe plus dansle cas
ou touteslesformulessontdeuxa deuxcontradictoiresla
virguledonnele mémerésultatquela disjonction.

Il estégalemeninstructif de considérerce que donnele
connecteuwirgule avec deuxformules,pour expliquer ce
comportement

@ A1 sicohérentsinon
@ V1 sicohérentsinon (10)
T

<$07 ¢> =v

Il n'estdoncpassurprenantuele connecteuvirgules’ar
ticule tresbienavecla conjonction.

(@15 o) NPEV(PL A @, on A ) (11)

Engénéralpna:

Sen) N (12)

Par exemple,(a A —a,b A —a) Fv(a,b) A —a. De plus,
on a le mémerésultatnégatif en toute généralitélorsque
(p1,- .., pn) Ap estcohérentcommele montrel’exemple
(@ A =b,—a A =b,—a A —b) v {a,—a Vb, —a) A —b.
Onaaussi

(1 AN, on Ap) FEvipr,..

71/}m>|:V<301 /\¢17----,
s O A1, o Abp) (13)

<8017"'780n>/\<1/}1,...
(,DlA?/J;mJ_,_

L'implication réciproquen’est pas vérifiée, puisque par
exemple{a A —a) Fv (a) A (—a).

<9013---7$0n> A <¢1;"'7¢m>':V
<(pla"-a(pna(l/}1:-'-7w'm> (14)



Voyonsa présenfjuellessontlesrelationsentrela virgule
etla disjonction.

Si ¢ estcohérentalors
(prVe,...,onVe)=v (e1A...Apn) Ve (15)

Cequidonnedonc:

(b1 Voo VoolEvien . en) Vo (16)

L'implication réciproquen’est pas vérifiée, puisque par
exemple(a, b, —=b) V —a vy (a V —a,bV —a,—bV —a).

5 Expressvité

Pourillustrer I'utilité d’inclure un tel connecteuwirgule
dansle langage housallons montrerdansce paragraphe
unensemble@l’approchegjui peuentétrecapturéeparce
maoyen.

5.1 Inférencesceptique

Unedesméthodegespluscommunepourle raisonnement
apartird’ unensembleleformulesglobalemenincohérent
etdesélectionnelessous-ensemblaaaximaux(pourl’in-
clusionensemblistefohérentgdits maxcon¥deformules
(voir [RM70] par exemple).L'inférencesceptique(ou in-
férence"universelle”)estalorsdéfiniecommel’ensemble
desinférencesclassiguesommunesa tous les maxcons,
soit:

Définition 5
A by pssiVM € MaxCons(A), M = ¢

Cetteinférencesceptiqueest directementapturéepar le
connecteuvirgule:

Proposition 1

{o1,.. ., 0n} Py @ssi(or, ..., on)Eve

5.2 Inférencecrédule

A partird’'un ensemblaele maxconspn peutégalementé-
finir 'inférence crédule(ou inférence“existentielle™), qui
permetd’inférer uneformule si aumoinsun maxcond'in-

fereclassiquement.

Définition 6 Soitun ensembl@eformulesA,
AF3gpssiIM € MaxCons(A),M = ¢

Cetteinférencepeutégalemengétre traduitedansle cadre
delalogiquedelavirgule:

Proposition 2

{@1,.. s on} F3 @ ssi(p1,...,0n, @) N Fv L

5.3 Défautssupernormaux

La logiquedesdéfautssupernormauxBre89, maisaussi
les “approchessyntaxiques”de [Neb91, Poo88 peuwent
étre expliquéesde la facon suivante : soit un couple
(B, Bg), ou B et By sontdeux ensembledinis de for-
mules. B estI'ensembledesfaits (ou contraintesdures),
qui esttoujourssupposéohérentEt B; estun ensemble
de défauts,c’est-a-direun ensembleade formulesquel’'on
désireajouterauxfaits,si celanedonnepasd’incohérence.
B, estsouventincohérentvec B.
Uneextensionestunsous-ensemblgeformulesde BU By
qui contienttoutesles formulesde B et un maximumde
formulesde B, (pourl’inclusion ensembliste).’ensemble
detouteslesextensionsestdoncdéfini par
Extens((B,Bq)) = {E|E C BUBgetB C EetE [~
letVE'tQ.EC E'CBUBy, E = 1}.
L'inférenceadpartird’unetelle structure( B, By) estdéfinie
par:

Définition 7
(B,Bg) Fp ¢ sSIVE € Extens({B,Bg)), E E ¢

Celasetraduit égalemenfacilementdansla logiquedela
virgule ('ensembledesfaits estcohérenet peutdoncétre
considéré&onjonctvementj.e. B = A\ B):

Proposition 3

(B,{¢1:---sn})FD @sSSi{p1 AB,...,on AN B)Eve

Finalementon peutnoterquela circonscriptionpeutétre
codéecomme une inférencea partir de défauts super
normaux,elle est donc récupéréetgalemenicommecas

particulierde cettelogiqueavirgule.

5.4 Révisionde croyances

L'opérateurde révisionbasiquede Nebel[Neb91, Neb98§
FUV83] sedéfinitcommesuit:

Définition 8 Soit BLy = {M | M C BetM [~
petYM'tq.M c M' C B,M' = ¢}
La révisionbasiqueestalors définiepar :

Boyp=( \/

MeB1-yp

M)A

On peutalorscalculerle résultatde cetterévisionavecla
logiquedelavirgule:

Proposition4

{o1,...,onfon o EuSSi{p1 Ap,...,on NO)EVH



5.5 Fusionde croyances

Pourle moment,esapprochegjuenousavonsmontréex-
primablesdansla logiquede la virgule ne requiérentque
desformulesde profondeurl. Si on se permetd’imbri-
querles connecteursirgules,on gagneen expressvité et
celanouspermetde coderd’autresapprochesAinsi, la
fusion de croyancesest par exemple exprimable dansce
cadre.Supposongjue nousdésirionsfusionnerdesbases
de croyances(ou de préférenceskn autorisantcertaines
d’entreellesa étreincohérentesll estnécessairelansce
cas,si on veutprendreen comptecesbasesncohérentes,
d’effectuerune premiérefusion intra-sourcepour extraire
une information pertinentede ces basesavant de réali-
serunevéritablefusioninter-source.Soit un ensemblele

basest) = {B,..., B, } telquepourtouti € 1...n, on
aB; = {¢},..., ¢}, }- On peutalorsdéfinir la fusion de
cesbasesomme:

AE) = (@b s @b (0

Cet opérateum’est pasdéfinissablgpar les opérateursle
fusion a deux étapesd’agrégationdéfinis dans[KLMO02],
mais traite le mémeprobléme.Si on s’autorised’autres
sémantiquesgour la virgule (voir le paragrapher?), on
peutalors capturerles opérateursle fusion a deux étapes
d’agrégation.

s Phon ))

6 Complexité algorithmique

Commengongar un résultatimmédiat mais intéressant
pourla suitedu paragraphe.

Proposition5 Pourtouteformulep de£}, 9, il existeune

formuley de£},79") = £pg quilui estéquivalente

La preU\edecerésultaltientenuneligne: 1) estlaformule
deﬁv“"g (uniqueaI'équivalencdogiqueprés)telle que
M'od(dj) = Mody (p).

Il n'estpasdifficile d’exhiberunalgorithmequi calculeune
transformée’ () d’une formule quelconquep de £,5°,
i.e. uneformule de Lps équivalentea . Lorsqueyp €
£l cest-a-direp = (1. ... ), alorsC(p) =
V{AB' |B € MaxCons({¢1,...,¢n}} convient. Par
exemple latransforméale (a A b, —b V ¢, —c) ainsidéfinie
est((aAD)A(=bV )V ((aAb)A(=e))V ((=bVe) A(—c)),
qui estéquialentea (a A b) V (=b A —c).

Pour obtenir une transforméed’une formule de Ev”g :
il suffit alorsde commencepar Calculerunetransformee
de chaquesous-formulede ¢ qui estdansﬁv”“g s1 puis
de remplacerdansy toute occurrenced’'une formule de
£} par la transforméecalculée.Par exemple, une
transforméede —¢ A (a A b,—b V ¢,—c) est—e A ((a A
b) V (=b A —¢)), qui estéquivalentea —c A (a \VV —b).
SO|tma|ntenanUneformuIedeEV“9 deprofondeurk. On
commencepar transformercommeprecédemmenlloutes
lessous-formulesie p qui sontdans/:V”g 1 onobtient

ainsiuneformuledeprofondeum — 1, etonitérele proces-
susjusqu’aobtentiond’une formule de profondeur0. Par
exemple,soity = (a,b, (—=b V ¢, —c)) ; on commencear
transformer—b V ¢, =¢) en—b A —c¢ : auboutd’uneitéra-
tion, onadoncla formule {(a, b, —b A —¢), qu’'uneseconde
itérationtransformeen (a Ab) V (a A =b A —c), équivalente
aa A (bV —c).

Une simple récurrencesur la profondeurdes formules
montrequetouteformule ¢ de EV”g peutétreréécritede
maniéreéquialente(pour =y) en une formule proposi-
tionnelleclassiqueguel’on noteraC(y). Le probléemeest
quelataille de C(p) estengénérakexponentiellemenplus
grandequela taille de ¢, et qu’il n’estdoncpaspossible
d’exploiter cettetransformatiorpour dériver desrésultats
de compleité pour £}.5?. Plus exactementl n’est pas
possibled’associera touteformule avirguleuneformule
classiqudogiquemengquialenteet detaille polynomiale
en la taille de la formule a virgule, sousles hypotheses
usuelleddela théoriedela complexité®.

Le problémede la satisfiabilitédans. ;.5 Y estévidemment
aumoinsaussidifficile quepourla logiqueclassiquil est
donc NP- difficile) Que peut-ondire de plus? Commen-

gonsparﬁv“ 91l

Proposition6 Le probleme de satisfaisabilit¢ dans
£} ests2-complet,

Preuve: oncommencegar montrerquele problemedeveé-
rification qu'uneinterprétation)/ satishit uneformule ¢
de E;g“ estdansA%. En effet, soit V1 (¢) 'ensemble

des sous-formulesde ¢ qui appartiennenty ﬁv”g s,
c'est-a-direde la forme (¢4, ...,¢y) oUlesy; sontdes
formulesde Lpgs. Posond/i (¢) = {au, ..., aq}. Décider
si M=y «; estdanscoNP, puisqu’il sufit, pour montrer
queM Hv«;, dedevineruneinterprétationV/’ puisdeveé-
rifier que Fiilter(M’, ) D Filter(M, ). Or, vérifierque
M v o peutétrerésoluparl’algorithmenon-déterministe
suivant:

1. pouri =1 jusqu’aq :
2. Si M}:Vai

3. alorsremplacery; parT dansy
4, sinonremplacery; par L dansp;
5. fin (pour)

6. vérifier quela formule’ obtenueapredesq rempla-
cementeffectuésestsatishite par M.

Le testa I'étape 2 fait appela un oracleNP, etlesautres
étapesontrésoluesentempspolynomial.Par conséquent,
vérifierqueM =y ¢ peutétrerésoluentempspolynomiala
I'aide d’'un nombrepolynomiald’appelsal’oracle, c’est-a-
direqu'il estdansA%. Maintenantyérifier qu'uneformule
 estsatishisableconsistea deviner uneinterprétation)/
etavérifierqueM =y ¢ : le problemedesatisfiabilitédans

SCerésultatestuneconséquencdirectedela non-compilabilitéde la
circonscriptiofCDLS99].



£}r9l estdoncdansNPA: — NPT = NPNP — P,
Quanta la Z‘” difficulté du probléemede satishisabilité
dansﬁv"g , c’estun corollairede la Proposition2 et de
la38- d|ff|cultedel inférencecréduleapartirdesous-bases
maximales:ohérente{sl\lebga CLS95.

&
Qu’en est-il maintenantde la satishisabilité de formules
avecimbricationde virgules? Une applicationitéréede la
preuwe précédent@mousconduitfacilementau résultatsui-
vant:

Proposition? Le probléeme de satisfaisabilité dans

Vzrg D
Lp estdansZn 41

Nous n’avons pasde preuwe de X! , -difficulté pour ce
probléme(maisnousle conjecturons)Pourle casgénéral
oula profondeum’estplusbornéepnale résultatsuivant:

Proposition8 Le problémede satisfaisabilitédans ), ?
estdansPSPACE.

En effet, une conséquenceanmédiatede la Proposition7
estqu'il existeuneréductionpolynomialedu problémede
satishisabilitéde £ },% /versle problémeQBF.

La encore,nous n'avons qu'un résultat d’appartenance
mais il nous manquela PSPACE-difficulté (que nous
conjecturons).
QuelquescommentairesurcesrésultatsToutd’abord le
fait quela satlshlsabllltedansﬁv“ 91 soit au secondhi-
veaude la h|erarch|epolynom|aleet pasau-delaestplu-
t6t une bonnenouwelle. En effet, on savait (depuisle pa-
ragraphed) quelesproblémes’inférence‘universelle”ou
“existentielle”peuventétreréduitsentempspolynomialen
desproblémesﬂesatisﬁisabiIitéou devalidité deformules
de £} : 1a satistisabilitédans£ 7" ne peutdonc
pasétreen- degadu secondniveau. Le falt gu’elle ne soit
doncpasnon plus au-delamontrequele gain d’expressi-
vité du langageobtenuen passantle £},591*!) & £} irol']
nes'accompagn@asd’un sautde compleqte

Que le niveaud’imbrication de la virgule s’accompagne
(vraisemblablement)’'un sautdecomplexité n’estpassur
prenant(on peutremarquemun phénoméneimilaire avec
le niveaud’imbrication desconditionnelsyoir notamment
[EG93). Cettedifficulté (qui seconfirmeraitsi nousavions
établi les résultatsde difficulté que nousavons conjectu-
rés!) ne doit pasnousempéchede recherchedesalgo-
rithmespourdéterminersi uneformulede £},5 7 estsatis-
faisableou non. On a indiqué au déhut devce paragraphe
quela transformatiord’une formule de £}, 2 enunefor-
mulede Lpg étaitengénéralexponentielle: c’estentout
casce qui sepassedansle pire descas.En pratique,il se
peutquecettetransformatiorpuisseétre effectuée totale-
mentou du moinspartiellementenlimitant I'explosionen
espacePar “effectuercettetransformatiorpartiellement”,
nousvoulonsdire qu'il estpossibleden’appliquerlatrans-
formationprécédentguepourlesniveauxlesplusinternes
d’imbrication de la virgule (c’est-a-direde s’arréteravant
lesprof(y) itérationsnécessaires).

7 Variations sur la sémantiquede la
virgule

En posanta définition3, nousavonschoisid'interprétera
satishctionde (¢4, . . ., ¢,) commela satishctionpar M
d’un sous-ensemblde {1, ..., p,} maximalpour I'in-
clusion Nousallonsmaintenanplus brievementproposer
quelquesautresdéfinitions pertinenteset examiner leurs
conséquencdssplusimmédiates.

7.1 Maximalité “non triviale” pour linclu-
sion

Uneparticularitéavecla sémantiquele (1, . . ., ¢, ) don-
née au paragraphes.2, apparaitdansle casdégénéréou
toutesles formules p; sontincohérentes- ce qui signi-
fie que MaxzCons({¢1,...,¢n}) estvide, et par consé-
guent que toute interprétationM satishit (trivialement)
(p1y-+-son). {p1,--.,pn) estdoncdansce caséquva-
lentea T.

Une conséquencede cet étatde fait estque (p) n'estpas
toujourséquialentea ¢ (cf. paragraphd) : plusprécisé-
ment,(p) estéquivalentea y si etseulemensi ¢ estcohé-
rente,et équivalentea T sinon.Ce n’estun problémeque
sil'on désire pourétreenaccordavec!intuition, que ()

soit équivalentea . Dansce cas,il estfacile de modifier
la définition de =y pour garantirl’équivalencede () et
¢ danstousles casdefigure: il sufit de remplacerdans

la définition 3, I'item définissantM =y (p1, ..., ¢n) par
celui-ci:
- MENT(p1,...,p,) sietseulemensi {i | M=ye;}

estnon vide et il n'existe pasd'interprétationM’ €
Mpg tel que {i | M'l=y¢;} contiennestrictement
{i | MEve:).
Avec cette nouelle définition, la propriété(4) n’est évi-
demmentplus vraie; la plupartdesautrespropriétésres-
tentinchangéesstcertainepeuventétrerenforcées ainsi,
dans(9), on n’a plus besoinde la condition“si ¢; V...V
wn ¥ L7 (10) devient

[ @Ay sicohérent
wr={ 20% Smen an

Lesrésultatsde compleité resteninchangés.

7.2 Maximalité pour la cardinalité

On peutchoisi, commemodelesde (¢4, ..., ¢,), lesin-
terprétationgjui maximisenie nombe deformulesy; sa-
tisfaites.Ce qui revient a remplacerdansla définition 3,
I’item définissant]\/ﬂ:‘/(gol, ..., @n) parcelui-ci:

- MES{p1,...,pn) si et seulementsi il n’existe pas
d'interprétationV’ € Mpg telque|{i | M'=v i} >
i | MEvei}].

Les propriétésdonnéesau paragraphet sont peu affec-

téespar cette modification, mise a part I'idempotence:

(p1,01,92,--.,pn) N'estgénéralemenplus équivalente

a(p1,p2,...,pn). Parexemple(a, a, ~a) n'estpaséqui-

valentea (a, —a).



Les résultatsde compleité, quanta eux, sont profondé-
ment changésPour commencerla satishisabilité d’'une
formule de LV"g " estdans AR (O(logn)) : étantdon-
néeuneformule ¢ de LV"" U considéronzommedans
la preuwe de la Proposmon 5, 'ensemble Vi(yp) =

{au,...,aq} dessous-formulesie ¢ qui appartiennené
cyirals:tl B . Pour chacunede cesformulesa;, le nombre

maximal kz de sous-formulegle «; simultanémensatis-
faisablespeut étre calculé par dichotomiesur le nombre
de sous-formulesle «; : le calculde chaquek; peutdonc
étreréaliséenun nombrelogarithmique(enla taille de ;)
d’appelsa un oracleNP, etla suitedesk;, enun nombre
polynomial(enlataille de p) d'appelsaunoracleNP. Une
fois la suitedesk; calculéeyérifierque M =y ¢ devientun
probléemepolynomial: on remplaced’abordchaquesous-
formule o; par T si Filter(M, «;) = k;, etpar L sinon,
puis on vérifie que M satishit la formule de Lpg qui en
résulte.Le probléemede satlshlsabllltedansﬁv“g avec
la sémantiqueléfiniepar =5 estdoncdansAp (il esten
fait facile, en utilisantun résultatde compledté del'infé-
rence“universelle” avec critére de cardinalité[CLSS99,
demontrerqu’il estAf-complet).

Or, ceprocedépeutétreitére,cequi permetdemontrerque
le problémede satisfaisabilitédans£},5 ¢ avecla séman-
tique définiepar = estAf-complet Il fautnoterquele
sautde compleité (entrele premiemiveaudela hiérarchie
polynomialeet le second)mis en évidencepar [CLSS9§
lorsquel’'on passedu critére de cardinalitéau critére de
l'inclusion pourla sélectionde sous-ensemblagsaximaux
cohérentss’agranditici en un sautgigantesquéde A5 a
PSPACE).

On peutpar ailleurs montrerque, contrairemeng ce que
'on a établi dansle casde v, il existe une traduc-
tion de toute formule de £V”g en une formule équiva-
lentede Lpg, dontla taille est polynomialemenbornée
lorsqu’on choisit la sémantiquecorrespondané = . La
preuwe estconstructve et s’appuiesur unefonction deed
transformationC' similaire a celle donnéeau paragraphe
6 : on remplaced’abord toutesles occurrencesles for-
mulesa; = (p1,...,¢n,) de cgg‘g[&” dansy parles
formulesde cardinalité [= £;] : {(¢1,...,¢n,), QUi Si-
gnifie qu’exactementk; formules parmiles n; formules
©1,- .., n, doiventétre satishites; or, unetelle formule
decardinalitépeutétreexpriméeparuneformuleclassique
de Lps quilui estéquivalenteetdontla taille estdeméme
grandeura unefonctionpolynomialeprés[BLS94]. L'ité-
ration du processugonduita unetraductionpolynomiale
de L}, 59versL psqui présere I'équivalence=¢.

7.3 Seuilde satisfaction

On peut égalementrenoncera la maximalité (pour I'in-

clusion ou la cardinalité)du sous-ensemblde formules
satishites par une interprétationlors de la définition de
MEv{p1,-. ., en), enfixantunseuilp (0 < p < 1), eten
posanta définition:

— MEL (g1, ... pa) ssi LR >

Une approcheutilisant un tel seuil a été proposégourle
raisonnemenen présencal’'incohérencedans[CLOQ], et
pourlafusiondecroyancesdans|EKMO03, Eve03.
Avecunetelle sémantiquegn peutmontrerfacilementque
la compleité dela satishisabilitédécroitencore pourde-
venirun probléme‘seulement’NP-complet.

8 Conclusion

On a posédanscet article desjalons pour une logique
qui considérda virgule commeun connecteu part en-

tiere. Plus exactementpon a donnéune définition séman-
tique d'une telle logique. On a donnéquelquestautolo-
giesintéressantede cettelogique (et aussiquelqueson-

tautologiesintéressantely, on a montréqu’elle permetde

réexprimer dansun langageunifié divers problémesde

raisonnemenén présencal’incohérencegd’inférencenon

monotone de révision ou de fusion descroyances.On a

partiellementidentifié la compleité de la satishisabilité
danscettelogique.

On a aussimontrécommentdonnerencoreplus de géné-
ralité a notreapprochegenfaisantvarierla “sémantiquede

la virgule”. Par fautede tempset d’espacenousn’avons
pasrecherchéxhaustvement,parmiles propriétésconsi-
déréesauparagraphd, quellessontcellesqui tiennenten-

corepourlesdifférentesnterprétationslela virgule.Nous
n'avons pasnon plus expliqué commentintroduirela no-

tion de priorité entreformulesdansnotrelangageet dans
la sémantiquassociée- maiscecineposeaucunprobleme
particulier
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