Chapitre 1

Sur la représentation des états épistémiques et
la révision itérée

1.1. Introduction

Depuis la proposition d’ Alchourrén, Girdenfors et Makinson [ALC 85] pour don-
ner un cadre formel au probleme de la révision de la connaissance, la plupart des
travaux ont adopté 1’identification des états epistémiques a des théories (ou a des for-
mules dans le cas fini, voir [KAT 91]). Or ce type de représentation n’est pas tres
adéquat pour traiter la riche dynamique de la connaissance, comme 1’ont bien illustré
Darwiche et Pearl dans [DAR 97].

Il y a eu neanmoins des travaux ou la représentation est plus riche, en particu-
lier les fonctions ordinales conditionnelles de Spohn [SPO 87]. Ce travail a été pro-
longé par Williams et al. [WIL 94, WIL 95]. Dans ces travaux il n’y a pas eu de
caractérisation des opérateurs de révision en termes de postulats de rationalité ni
de théoréme de représentation. C’est dans ce sens que vont les travaux de Boutilier
[BOU 93,BOU 96], Nayak et al. [NAY 94, NAY 96], Lehmann [LEH 95], Konieczny
et Pino Pérez [KON 00].

Les postulats AGM ne permettent pas d’assurer un bon comportement du pro-
cessus d’itération de la révision parce qu’ils ne permettent pas d’assurer le main-
tien des informations conditionnelles. Ces informations conditionnelles sont assez
proches des conditionnels (counterfactuals) qui ont déja été€ intensément étudiés (voir
e.g. [LEW 73, STA 68]). Un conditionnel peut étre exprimé par une phrase du type :
“Si « était vrai, alors 3 le serait aussi”, et il est généralement noté o > [ ou a
la maniére d’une probabilité conditionnelle S|a. Les conditionnels sont trés proches
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de la révision de la connaissance, ce lien a été souligné par de nombreux auteurs
[BOU 92a, BOU 92b, LEV 88], on peut d’ailleurs interpréter les relations d’inférence
rationnelles & ~ 3 comme des conditionnels, et la relation entre relations ration-
nelles et révision est bien connue [MAK 89]. Ce lien est illustré par le test de Ramsey
[RAM 31], énoncé par Stalnaker [STA 68] de la fagon suivante :

“First add the antecedent (hypothetically) to your stock of beliefs ; second
make whatever adjustments are required to maintain consistency (without
modifying the hypothetical belief in the antecedent); finally, consider
whether or not the consequent is true.”

C’est-a-dire que pour tester si le conditionnel 5|« appartient a la base de connaissance
, il suffit de réviser la base de connaissance par « et voir si 3 est dans le résultat :

Bla ssi poat B Test de Ramsey

Il serait souhaitable que la révision par une nouvelle information change les con-
naissances de I’agent, mais, autant que possible, ne modifie pas les informations condi-
tionnelles de 1’agent (c’est-a-dire les informations du genre “si j’apprends telle chose,
je serais disposé a penser que telle autre chose est vraie”) qui permettent de coder la
stratégie de révision de I’agent. Le probléme avec le modele AGM est qu’il ne permet
pas d’assurer le maintien de ces informations conditionnelles.

Dans ce chapitre nous allons donner tout d’abord une présentation succincte des
travaux les plus marquants dans la dynamique de la révision. Ensuite nous donnons
une notion syntaxique trés générale et trés simple d’état épistémique. Toutes les no-
tions mentionnées plus haut sont des instances de cette notion générale. Une particu-
larité de cette approche est d’étendre la révision au cadre ou la nouvelle information
est aussi un état épistémique, et non pas une simple formule.

Un ensemble trés compact de postulats de rationalité pour la révision (itérée) est
proposé. Ces postulats capturent le bon comportement des opérateurs de révison par
rapport a I’itération. Nous donnons aussi des théorémes de représentation. Un des
points intéressants de ces théoremes de représentation est qu’ils soulignent le carac-
tere universel des pré-ordres totaux! entre les interprétations pour interpréter des états
épistémiques.

1.2. Bref historique de la dynamique de la révision

Dans cette section nous allons passer en revue les approches les plus marquantes
pour traiter la dynamique de I’itération dans le processus de révision.

1. un pré-ordre sur A est une relation réflexive et transitive sur A. Un pré-ordre < est total ssi
Va,b € Aa<boub<a.
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1.2.1. L’approche de Spohn

Spohn [SPO 87] propose de modéliser 1’état épistémique d’un agent par une fonc-
tion ordinale conditionnelle (Ordinal Conditional Function ou OCF), qui peut étre
considérée comme un classement des interprétations.

DEFINITION 1.1~ Une fonction ordinale conditionnelle k est une fonction de I’en-
semble des mondes possibles W vers la classe des ordinaux telle que au moins un
monde est associé a 0.

L’ordinal k(w) associé a un monde possible w peut étre vu comme le degré d’incré-
dulité (degree of disbelief) de ce monde dans I’état épistémique représenté par I’OCF.
Cette fonction sur les mondes possibles peut étre directement reliée aux propositions
de la fagon suivante : k() = min, -, k(w)

Une formule ¢ est crue pour un état épistémique représenté par & si k() = 0.
Sinon le degré d’incrédulité de ¢ est k(). Cette notion permet non seulement de
différencier les formules qui ne sont pas crues dans 1’état épistémique courant (en
effet on peut dire que la formule ayant le plus petit degré d’incrédulité est la plus
vraisemblable dans 1’état actuel). Mais elle permet également d’établir une distinction
entre les formules crues. On définit le degré de confiance (degree of firmness) d’une
formule de la facon suivante : ¢ est crue avec une confiance « relativement a I’OCF &
si et seulement si

- soit k() = 0 et @ = K(—g),
-ouk(p) > 0eta = —k(p).

La révision d’un OCF définie par Spohn est appelée (¢, a)-conditionnalisation de
K, ou k est ’OCF courant, ¢ est la nouvelle information et « est le degré de confiance
de la nouvelle information. Intuitivement, ce degré de confiance exprime la vraisem-
blance de la nouvelle information, plus cette valeur est élevée, plus la nouvelle in-
formation est fiable. Le résultat de la conditionnalisation est un nouvel OCF ou la
nouvelle information est crue avec une confiance de .

DEFINITION 1.2 .~ Soient un OCF k, une formule @, un ordinal o, la (p, a)-condition-
nalisation de k est I’OCF k, o satisfaisant I’ équation suivante :

| kw) = k(p) siw =@
Kya(w) = { K(w) — k() +a  siw =g

Ot a — b représente I'unique ordinal c tel que b + ¢ = a.

Nous allons illustrer le comportement des opérateurs de Spohn sur la figure 1.1.
Nous ferons de méme pour les opérateurs des sections suivantes. Ces figures repré-
sentent des pré-ordres totaux (lorsqu’il s’agit d’OCF, comme ici, un ordinal indique
I’ordinal associé aux interprétations de ce niveau). Les interprétations ne sont pas re-
présentées mais les lignes dénotent les “niveaux” du pré-ordre et il faut donc imaginer
les interprétations distribuées sur chacun de ces niveaux. Les interprétations les plus
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Figure 1.1. Fonction Ordinale Conditionnelle

crédibles (et donc les niveaux de crédibilité maximum) sont celles représentées le plus
bas.

La nouvelle information est représentée figure 1.1(a) par la zone grisée et les
contraintes imposées par les opérateurs de conditionnalisation illustrées dans la figure
1.1(b). C’est-a-dire que I’interclassement des modeles de la nouvelle information et
celui de ses contre-modeles sont préservés, et on effectue une “descente” des modeles
par rapport aux contre-modeles pour que le degré de confiance en la nouvelle infor-
mation soit a (ici 1).

Il est clair que les opérateurs définis par Spohn satisfont les postulats de la révi-
sion AGM (si @ # 0) et ceux de la contraction AGM (si a = 0), et que I’information
ordinale supplémentaire permet de définir des notions plus subtiles que celles dont on
dispose dans le cadre AGM classique [GAR 88]. Mais le principal inconvénient de
cette proposition est qu’elle nécessite un degré de confiance pour la nouvelle informa-
tion. Pour quelques applications cette mesure est fournie par le systeéme d’information
mais pour la plupart des applications on ne dispose pas de cette information numérique
sur la fiabilité de la nouvelle information.

Dans les cas ol I’on ne peut attacher une telle information numérique a la nouvelle
information il semble qu’il n’existe que deux solutions dans ’esprit des OCF. Spohn
présente ces deux solutions comme des cas limites de son approche et critique ces
deux approches. Puis il présente ses OCF comme le choix intermédiaire. Ces deux
solutions sont d’une part la révision naturelle de Boutilier, qui a déja été largement
étudiée [BOU 93, BOU 96], mais d’autre part I’autre cas limite n’a jamais été étudié
plus sérieusement. En fait I’autre cas limite correspond a 1’opérateur de révision avec
mémoire basique qui sera présenté a la section 1.4.
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1.2.2. L’approche de Darwiche et Pearl

La caractérisation AGM n’est pas suffisamment contraignante pour appréhender
la révision itérée. Darwiche et Pearl [DAR 94, DAR 97] ont reformulé les postulats
de Katsuno et Mendelzon [KAT 91] en termes d’états épistémiques. Pour Darwiche et
Pearl un état épistémique est un objet abstrait, représentant les croyances d’un agent,
dont on peut extraire la connaissance actuelle.

Plus précisément a chaque état épistémique P est associée une base de connais-
sance Bel(®) qui est une formule propositionnelle et qui représente les connaissances
de ®. Les modeles d’un état épistémique ® sont les modeles de sa base de connais-
sance associée mod(®) = mod(Bel (®)).

Pour alléger les notations on abrégera Bel(®) + u, Bel(®) A petw = Bel(®)
respectivement par ® - p, @ A petw = P.

Dans cette section, nous appellerons donc état épistémique un tel objet. Darwiche
et Pearl ne précisent pas plus la nature de cet état épistémique mais il est possible de
décrire un état épistémique comme un couple (base de connaissance, ensemble condi-
tionnel) ol la base de connaissance sera obtenue par 1’opérateur de “projection” Bel
et ’ensemble conditionnel représente I’information conditionnelle (i.e. ’enracinement
épistémique, le pré-ordre total sur les interprétations, I’ensemble de conditionnels...)
qui code la stratégie de révision.

On dispose de deux sortes d’équivalences entre états épistémiques :

— Une équivalence “faible” qui indique une identité statique entre les états épis-
témiques, c’est-a-dire que leurs bases de connaissance sont logiquement équivalentes
mais apres une révision par une méme information il n’y a a priori aucune relation
entre les états épistémiques résultats.

— Une équivalence “forte” qui indique une identité dynamique entre états épisté-
miques, dans le sens ou leurs bases de connaissance sont logiquement équivalentes et
apres une révision par une méme information les bases de connaissance associées aux
deux nouveaux états épistémiques seront également logiquement équivalentes.

En d’autres termes 1’équivalence faible dénote I’équivalence des bases de connais-
sance alors que I’équivalence forte dénote 1’équivalence des stratégies de révision. On
appellera simplement équivalence 1’équivalence faible et égalité I’équivalence forte,
ceci est traduit plus formellement dans la définition suivante.

DEFINITION 1.3 — Deux états épistémiques sont équivalents, noté ® <« @', si et
seulement si leurs bases de connaissance sont des formules équivalentes Bel(®) +
Bel(®"). Deux états épistémiques ® et ®' sont égaux, noté & = &', si et seulement si
ils sont identiques.

Les postulats AGM pour états épistémiques sont les suivants :
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Soient un état épistémique P et une formule p dénotant la nouvelle information.
® o i représente 1’état épistémique résultat de la révision de ® par p. L’ opérateur o est
un opérateur de révision s’il satisfait les propriétés suivantes :

R*1) Popubtpu

(R*2) Si & A p est consistant,alors oy < A pu

(R*3) Si p est consistant, alors ® o 4 est consistant

(R*4) Si @1 = et pg <> o, alors @1 o g > $5 0 uy

(R*5) (Pop) Apk @o(uAp)

(R*6) Si (P o u) A @ est consistant, alors @ o (u A @) F (Pop) Ay

Cette formulation ressemble beaucoup a celle de Katsuno et Mendelzon. La prin-
cipale différence est que 1’on travaille avec des états épistémiques au lieu de bases de
connaissance. Au niveau des postulats, seul (R*4) est plus faible que sa contrepartie
usuelle. C’est en fait le seul postulat ou 1’on utilise la partie conditionnelle des états
épistémiques. Voir [DAR 97, FRI 96] pour plus de détails sur la motivation de cette
définition.

Il existe également un théoréme de représentation montrant comment ces opéra-
teurs peuvent étre caractérisés en termes de familles de pré-ordres sur les interpréta-
tions. Avant de donner cette caractérisation sémantique il est nécessaire de définir ce
qu’est un assignement fidele dans le cadre des états épistémiques.

DEFINITION 1.4 — Une fonction qui associe a chaque état épistémique ® un pré-ordre
total <@ sur les interprétations est un assignement fidéle si et seulement si :

ISiwE®ew =P, alors w~¢ w'

2)SiwlE®etw [P, alorsw <g¢ w'

3) Si (1)1 = ‘1)2, alors S<1>1:S<1>2

A présent il est possible de reformuler le théoréme de représentation de Katsuno
et Mendelzon [KAT 91] en termes d’états épistémiques (cf [DAR 97]) :

THEOREME 1.1.— Un opérateur de révision o satisfait les postulats (R*1)-(R*6) si et
seulement si il existe un assignement fidele (® ~<g) tel que :

mod(® o p) = min(mod(p), <e)

Il faut noter ici que ce théoreme ne contraint que les connaissances du nouvel état
épistémique et ne donne aucune information sur la partie conditionnelle.

Une forte limitation des postulats de la révision AGM est qu’ils imposent de
trop faibles contraintes sur I’itération du processus de révision. Darwiche et Pearl
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[DAR 94, DAR 97] ont proposé des postulats pour la révision itérée. Le but de ces
postulats est de garder le plus possible de connaissances conditionnelles de 1’ancienne
base de connaissance. En plus des postulats (R*1)-(R*6), un opérateur de révision doit
satisfaire les postulats suivants :

(C1) Siat p,alors (Pop)oa+ Poa
(C2) Siat —py,alors (Popu)oa+ Poa
(C3) Si®oat palors (@op)oak u
(C4) Sidoak —p,alors (Popu)oak —u

L’explication des postulats est la suivante : (C1) dit que si deux informations sont
incorporées successivement et si la deuxieme implique la premiere alors incorporer
seulement la seconde donnerait la méme base de connaissance. (C2) dit que lorsque
deux informations contradictoires arrivent, la seconde seule donnerait le méme résul-
tat. (C3) dit qu’une information doit étre gardée si 1’on effectue une révision par une
information qui, étant donnée la base de connaissance, implique la premiere. (C4) dit
qu’aucune information ne peut contribuer a son propre rejet.

Darwiche et Pearl ont donné un théoréme de représentation pour leurs postulats.

THEOREME 1.2~ Soit un opérateur de révision qui vérifie (R*1)-(R*6). L’ opérateur
vérifie (C1)-(C4) si et seulement si I’opérateur et I’assignement fidéle correspondant
vérifient :

(CRD) SiwkEpetw = p, alors w <¢ w' ssi w <goy w'
(CR2) Siw —petw' = —p, alors w <g w' ssiw <oy w'
(CR3) Siw k= petw |=-p, alors w <g w' seulement si w <@oy W'

(CRY) Siw k= petw |=—p, alors w <g w' seulement si w <aoy W'

Les conditions (CR1)-(CR4) posent des relations sur les pré-ordres totaux avant
et apres révision. (CR1) impose que 1’interclassement des modeles de la nouvelle in-
formation est préservé. (CR2) impose la méme condition sur les contre-modeles de
la nouvelle information, c’est-a-dire que le classement relatif des modeles et contre-
modeles est préservé. (CR3) et (CR4) disent qu’apres révision le classement entre
modeles et contre-modeles peut étre modifié mais simplement en faveur des modeles.
C’est-a-dire que la révision augmente la crédibilité des modeles de la nouvelle infor-
mation.

Dans [DAR 94] les postulats (C1)-(C4) ont d’abord été donnés comme complé-
ment aux postulats usuels (R1)-(R6) [KAT 91]. Freund et Lehmann [FRE 94] ont
montré que (C2) est inconsistant avec les postulats AGM. De plus Lehmann [LEH 95]
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-
Figure 1.2. Révision Darwiche et Pearl

a montré que les postulats (C1) et (R1)-(R6) impliquent (C3) et (C4). Dans [DAR 97],
Darwiche et Pearl ont reformulé leurs postulats (et les postulats AGM) en termes
d’états épistémiques ((R*1)-(R*6)) et ont de ce fait enlevé cette contradiction et ces
redondances.

Notons que, bien que le cadre utilisé par Darwiche et Pearl soit moins riche que
celui de Spohn car moins qualitatif (pré-ordres totaux plutoét que OCF), les opérateurs
de conditionnalisation de Spohn peuvent étre vus comme un cas particulier des opéra-
teurs de Darwiche et Pearl, puisque dans le cas de la conditionnalisation la “descente”
des modeles est normée : les degrés de confiance relatifs entre modeles (et ceux entre
contre-modeles) sont conservés par la conditionnalisation, mais pas par les opérateurs
de Darwiche et Pearl (ceci est illustré figure 1.2).

Bien que la proposition de Darwiche et Pearl semble étre la plus aboutie en matiere
de révision itérée, elle souffre de quelques défauts. Elle est en effet a 1a fois trop et pas
assez contraignante. Nous verrons dans ’exemple 1.6 que les contraintes imposées
par le postulat (C2) sont trop fortes. L’exemple suivant montre que, d’un autre coté,
les postulats de Darwiche et Pearl ne contraignent pas suffisamment la révision itérée
[NAY 96] :

EXEMPLE .~ Je crois que Tweety est un oiseau qui chante. Mais, comme il n’y a pas de
forte corrélation entre le fait de chanter et celui d’étre un oiseau, je suis tout de méme
prét a penser que Tweety chante mé€me s’il s’avere que Tweety n’est pas un oiseau.
De méme si I’on m’apprend que Tweety ne chante pas, je penserai tout de méme que
Tweety est un oiseau.

Supposons a présent que j’apprenne que Tweety n’est pas un oiseau et ensuite qu’il
ne chante pas. Avec ce scénario il est raisonnable de s’attendre a ce que ma nouvelle
connaissance soit que Tweety est un animal qui n’est pas un oiseau et qui ne chante
pas.

Mais cela n’est pas garanti par les postulats Darwiche and Pearl.
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1.2.3. Autres approches

La révision naturelle : Boutilier propose [BOU 93, BOU 96] un opérateur de révision
naturelle dont le but est d’avoir de bonnes propriétés en ce qui concerne 1’itération.
Cet opérateur peut étre considéré comme accomplissant un changement minimal dans
le pré-ordre associé aux états épistémiques : lorsque 1’agent incorpore une nouvelle
information, il considere les modeles minimaux de la nouvelle information pour le
pré-ordre correspondant a 1’ancien état épistémique. Et le pré-ordre associé au nouvel
état épistémique est exactement le méme que 1’ancien, la seule différence est que les
modeles minimaux de la nouvelle information sont les nouveaux modeles minimaux
pour le pré-ordre (voir figure 1.3).

Figure 1.3. Révision naturelle

Ceci est un cas particulier des opérateurs de Darwiche et Pearl (c’est I’opérateur
de Darwiche et Pearl accomplissant un changement minimal du pré-ordre). Cet opé-
rateur est le seul a satisfaire les propriétés (R*1)-(R*6) et la propriété de minimisation
absolue (CB) suivante :

(CB) Si®ot -y ,alors (Pop)opu« Pop

Mais Darwiche et Pearl ont montré que cette minimisation excessive se payait par
une insécurité des connaissances [DAR 97] :

EXEMPLE.— Je rencontre un étrange animal qui semble étre un oiseau, je crois donc
que cet animal est un oiseau. Cet animal se rapproche et je vois que cet animal est
rouge, je pense donc que cet animal est rouge. Un expert en animaux étranges passe
par 1a et m’apprend qu’en fait cet animal n’est pas un oiseau mais un mammifere. Je
révise donc mes croyances et pense a présent que cet animal est un mammifere. Que
dois-je croire a propos de la couleur de 1’animal ?

D’apres 1’opérateur de révision naturelle, on ne peut plus croire que I’animal est
rouge (il suffit de prendre & = T o oiseau, u = —oiseau et Y = rouge). Bien que
la couleur et I’espece de 1’animal ne soient a priori absolument pas liées, I’ordre dans
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lequel on apprend ces informations les “conditionne’ en quelque sorte pour I’opérateur
de révision naturelle.

Dans I’exemple ci-dessus on illustre bien le fait que, pour I’opérateur de révision
naturelle, la croyance “I’animal est rouge” dépend de la croyance “I’animal est un
oiseau”, puisque remettre en cause cette derniere invalide la premiere. Alors que si
I’on avait appris la couleur de 1’animal avant d’avoir les informations sur son espece,
on aurait maintenu cette information sur sa couleur.

On peut illustrer ce probleme directement sur la condition (CB) puisque lorsque
® o ) - —p, cette condition semble supposer que 1’incompatibilité entre p et ® o 1)
provient de 1 alors que u peut trés bien étre parfaitement compatible avec ¢ mais
incompatible avec ®.

Transmutations : Williams [WIL 94] reprend les OCF de Spohn comme moyen
de représenter les états épistémiques et donne d’autres opérations de modifications de
ces OCF. Williams nomme transmutation toute transition d’un état épistémique a un
autre. Plus exactement la (¢, @)-transmutation de & est un nouvel OCF £*(p, ) tel
que le degré de croyance (voir section 1.2.1) de ¢ est a. Nous renvoyons le lecteur a
’article de Williams pour la définition technique.

8 8
6 6
4 4
2 A A A A 3
0 Sy

(a) OCF k (b) (¢, 3)-ajustement de k

Figure 1.4. ajustement

Elle définit aussi les ajustements qui sont un type de transmutation élémentaire.
Il est important de noter que d’aprés Williams un ajustement est une transmutation
qui induit un changement minimal dans 1’OCF, c’est-a-dire qu’il obéit au principe de
changement minimal. L’idée défendue ici est donc similaire a celle justifiant 1’opéra-
teur de révision naturelle de Boutilier. La différence est que le cadre est plus quan-
titatif (1’ajustement nécessite un degré de confiance en la nouvelle information) et
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que 1’opération d’ajustement permet d’effectuer une révision, une contraction ou une
restructuration?, suivant la valeur du degré de confiance.

Révision rangée : Lehmann [LEH 95] propose des postulats pour les opérateurs
de révision qui sont sensés assurer de bonnes propriétés en ce qui concerne I’itération.
Sa proposition est basée sur la notion de séquences de révisions qui jouent le rdle
d’états épistémiques. Les postulats de Lehmann, contrairement aux postulats de Dar-
wiche et Pearl, ne sont pas donnés comme une extension des postulats AGM, bien que
Lehmann affirme dans [LEH 95] qu’ils capturent les postulats AGM. Lehmann donne
également une caractérisation sémantique de ces opérateurs sous forme de modeles
rangés (widening ranking models ).

Figure 1.5. révision rangée

Une critique que 1’on peut adresser a ce modele est que — dans le cas fini — a partir
d’un certain moment toute révision sévere (i.e. non compatible avec la connaissance
actuelle) par une information ¢ a comme résultat cette information . C’est-a-dire que
I’on atteint comme cas limite 1’opérateur de révision par intersection totale (full meet
revision), qui est considéré comme insatisfaisant pour une opération de révision. Ceci
s’explique tres facilement a partir de la figure 1.5, puisque chaque révision sévere
fait disparaitre tous les niveaux situés entre le premier niveau de ’ancien pré-ordre
et le premier niveau ou apparaissent des modeles de la nouvelle information (toutes
les interprétations comprises entre ces deux niveaux deviennent équivalentes). Donc
a partir d’un certain nombre d’itérations, on obtient simplement deux niveaux : le
premier composé des modeles de la connaissance actuelle et le second comprenant
tous les autres modeles.

2. une restructuration est une transformation de 1’état épistémique qui ne modifie pas la base de
connaissance associée. Cela permet de rendre une formule plus ou moins credible sans modifier
les connaissances de 1’agent (Voir [WIL 94]).
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Révision a mémoire : Konieczny et Pino Pérez ont proposé dans [KON 00] des
opérateurs de révision 8 mémoire. En fait, ils y donnent une notion syntaxique construc-
tive d’état épistémique. Les postulats proposés et la représentation sont le point de
départ pour I’approche plus générale qui sera présentée dans la section suivante et qui
a été d’abord proposée dans [BEN 00].

Figure 1.6. Opérateur de révision a mémoire basique

L’opérateur présenté sur la figure 1.6 est un opérateur a mémoire particulier. 11
est I’opérateur a mémoire le plus simple a définir et est appelé opérateur & mémoire
basique. Les autres opérateurs de cette famille ont un comportement plus complexe.

Cinématique des enracinements épistémiques : Un opérateur de révision étant
équivalent 4 un enracinement épistémique (voir [GAR 88]), Nayak, Foo, Pagnucco et
Sattar ont proposé des opérateurs de révision opérant directement sur ces enracine-
ments épistémiques [NAY 94, NAY 96]. C’est-a-dire qu’ils modélisent un état épisté-
mique par un enracinement épistémique et un opérateur de révision définit donc des
transitions entre enracinements épistémiques.

Le probléme avec la caractérisation logique de Nayak et al. est qu’ils ne consi-
derent pas d’états épistémiques, ils ne travaillent qu’avec des bases de connaissance.
Sous peine d’incohérence de la caractérisation logique, il faut alors supposer que
deux opérateurs de révision apparaissant successivement dans un méme postulat sont
des opérateurs de révision différents, ce qui en quelque sorte code 1’état épistémique
au niveau de I’opérateur de révision. C’est-a-dire que si dans un postulat apparait
(K x A) x B il faut comprendre (K x A) x/4 B, ol x4 est le nouvel opérateur de
révision.
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1.3. Etats épistemiques, axiomes et représentation

Tout d’abord nous donnons une définition syntaxique tres générale des états épis-
témiques. Nous donnerons ensuite des postulats de rationalité et des théoremes de
représentation.

DEFINITION 1.5.— Un espace épistémique & est un triplet {E,m, F) ou E est un en-
semble, F' est ’ensemble des formules de la logique propositionnelle construites sur
un ensemble fini de variables et  est une fonction de E dans F . Les éléments de E se-
ront appelés des états épistémiques. Les éléments de F seront appelés des observables
et  est la fonction de projection ; ainsi si ® € E, w(®) est la partie observable de .

On doit noter que cette idée est déja implicite dans les travaux de Darwiche et Pearl
et de Lehmann [DAR 97, LEH 95] dans lesquels la fonction de projection est appelée
Bel.

A partir de maintenant, on utilisera les lettres grecques majuscules pour dénoter
les états épistémiques. Le symbole | dénotera la relation classique de conséquence
logique. W dénotera I’ensemble des interprétations. Lorsque ¢ est une formule pro-
positionnelle M od(¢) dénotera I’ensemble de ses modeles classiques.

Nous voulons donner des postulats de rationalité pour une classe d’opérateurs
de changement qui capturent la dynamique du processus d’itération. Au niveau syn-
taxique un opérateur est une fonction o qui envoie des couples d’états épistémiques
dans un nouvel état épistémique, i.e. o : ' x E — E. Nous verrons que E, 7 et o
peuvent étre interprétés de tres diverses facons.

L’ensemble de postulats suivants sera appelé AREE (Axiomes de Révision par des
Etats Epistémiques).

(REE*1) 7(® o ¥) F 7()

(REE*2) Sin(®) A m(T) est consistant, alors (® o ¥) <> 7(®) A w(T)
(REE*3) Sin(¥) est consistant, alors (P o ¥) est consistant

(REE*4) Si7n(¥1) < 7(¥s),alors (P o ¥y) & 7(P o Ty)

(REE*It) n(($00) o) & n(®o (Ool)

Remarquons que les axiomes (REE*1)-(REE*4) sont la généralisation naturelle
des postulats AGM (R1)-(R4) au cas ol la nouvelle information est un état épisté-
mique. L’axiome (REE*It), appelé I’axiome d’itération, est une généralisation des
postulats AGM (R5) et (R6) (dans le cas fini)[KAT 91]. Cet axiome, qui exprime une
sorte d’associativité au niveau des observables, va aussi capturer la priorité forte de la
nouvelle information. Par ailleurs, il va garantir le bon comportement des opérateurs
qui le satisfont par rapport au processus d’itération. Son nom d’axiome d’itération, est
dii justement au fait qu’il implique les principaux postulats de I’itération proposés par
Darwiche et Pearl [DAR 97]. Nous analyserons cela en détail dans la section 1.4.
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PROPOSITION 1.1~ L’axiome (REE*It) plus les axiomes (REE*1)-(REE*4) impli-
quent les axiomes suivants :

(REE#*5) 7(® o ¥) A7w(O) F 7(® o) avec w(T") <> w(¥ 0 O)

(REE*6) Siw(®oW)A7(0O) est consistant, alors m(®oT') F w(® o ¥) A7(O) avec
() < 7(To O).

(REE*Conj) Siw(0)An(T) est consistant, alors quel que soit I’ état épistémique ©'
tel que m(©") & m(O)AT(T)onan((Po®)ol) + m(P o O)

Les axiomes (REE*5) et (REE*6) sont la généralisation directe des axiomes AGM
(R5)-(R6) usuels. Remarquons que I’axiome (REE*Conj) dit que si nous révisons sé-
quentiellement par deux états épistémiques dont la conjonction des observables est
consistante, alors la partie observable du résultat coincide avec la partie observable du
résultat la de révision par un état épistémique dont la partie observable est la conjonc-
tion des observables des états épistémiques. Cette propriété est proche du postulat
Conjunction proposé par Nayak et al. [NAY 96] (voir aussi Spohn [SPO 87]). Néan-
moins (REE*Conj) est plus faible que la propriété Conjunction car la conclusion de la
premiere impose seulement 1’équivalence entre les observables tandis que la conclu-
sion de la seconde impose 1’égalité des états épistémiques.

DEFINITION 1.6~ Soit (E, 7, F') un espace épistémique. Une fonctiono : EX E —»

E est appelée un opérateur de révision par états épistémiques lorsqu’elle satisfait
AREE.

Une des clés dans notre premier théoréme de représentation est la construction du
pré-ordre lexicographique associé a deux pré-ordres. Ceci est fait précisément par la
définition suivante :

DEFINITION 1.7 — Soient <1 et <y deux pré-ordres totaux sur WW. On définit le pré-
ordre total <jep(<,,<y) PAT W1 Sjex(<q,<s) W2 ST w1 <1 wa oU (W1 =1 wa el wy <o
(UQ).

THEOREME 1.3~ Soit {E, 7, F) un espace épistémique. Soito : E x E — E
une fonction. o est un opérateur de révision par état épistémique ssi pour chaque état
épistémique U on peut associer un pré-ordre total <y, tel que :

(i) (¥) = min(<y) si () est consistant.

(ii) (¥ 0 @) = mm(glew(S;,S&,)) si w(®) est consistant.

L’implication de droite a gauche (la partie si) est une vérification assez simple.
Pour I’implication de gauche a droite (la partie seulement si), la clé est la définition de
la fonction ¥ —<y,. Ceci est fait dans la définition suivante :

DEFINITION 1.8~ Soit {E, 7, F') un espace épistémique et soit o un opérateur de
révision par état épistémique. Pour chaque état épistémique VU on définit un pré-ordre
total sur les interprétations, <Y, de la fagon suivante :
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w <Fwr & w En(Po0O)
avec mod(m(0)) = {w1,wa}.

Remarquons que c’est grice a I’axiome (REE*4) que <[, est bien défini, c’est-
a-dire que si © et ©' sont tels que mod(m(0)) = {wi,w2} = mod(n(O")) alors
(¥ o0O)=n(¥oO).

Une fois que nous avons cette définition il n’est pas difficile de prouver les pro-
priétés (i) et (ii) du théoréme.

Une différence importante entre ce théoréme et les théoremes de représentation
bien connus pour la révision, ¢’est que le théoréme précédent ne permet pas de construi-
re I’opérateur o a partir des pré-ordres <{,. Dans ce sens c’est un théoréme de repré-
sentation faible. Mais, par ailleurs, il est suffisamment puissant pour donner, avec
n’importe quelle représentation des états épistémiques, une représentation concrete
des observables via les pré-ordres <J,. De plus, un autre aspect important de ce théo-
reme est le processus de calcul des observables de 1’état épistémique nouveau via le
pré-ordre lexicographique.

Un reproche que I’on pourrait aussi faire a ce théoréme est que 1’on n’a pas néces-
sairement ¥ o ® :Slez(sg,é(y )» méme si interprétation des états €pistémiques sont
des pré-ordres totaux. Néanmoins si on exige un tout petit plus de rationalité de la part
de I’opérateur, 1’égalité est satisfaite.

DEFINITION 1.9 — Soit (E, 7, F') un espace épistémique tel que les éléments de 1’en-
semble E sont des pré-ordres totaux tels que pour chaque <g¢€ E, (<) = @ avec
Mod(p) = min(<s). Soit o : E X E — E un opérateur. o est appelé rationnel si
I’égalité suivante est satisfaite :
Mod(n(<w © <)) = min(Mod(n(<e)), <v)
Pour cette classe d’opérateurs nous avons la représentation suivante

THEOREME 1.4 .— Soit o un opérateur rationnel et <g, <g deux états épistémiques.
Alors o est un opérateur de révision par état épistémique ssi
<w 0 <o = Sew(<s,<v)

1.4. Comportement des postulats AREE pour I’itération

Dans cette section nous étudions le comportement des opérateurs de révision par
état épistémique par rapport a I’itération. Pour ce faire nous commencgons par adapter
les postulats de Darwiche et Pearl [DAR 94, DAR 97] a notre cadre formel, c’est-a-
dire lorsque la nouvelle information est aussi un état épistémique.

Les postulats pour la révision iterée par états épistémiques sont les suivants :

(C1%) Sim(®) F (T alors 7((¥ o T) 0 B) ¢ 7(T o B)

(C2%) Sim(®) F —7(T) alors 7((¥ o T) 0 ®) ¢ 7(T 0 B)
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(C3*) Sin(¥o®)F n(l') alors w((¥Tol)od) w(l)
(C4*) Si (¥ 0 ®) b ~m(T) alors 7((¥ o T) 0 &) I —(T)

Soient (£, 7, F') et o un espace épistémique et un opérateur rationnel comme dans
la définition 1.9. Soit C un sous-ensemble de I’ensemble E. On définit oz comme la
restriction de o a 2 x C. Par exemple si C est la classe des pré-ordres totaux a au plus
deux niveaux o¢ est I’opérateur de révision a mémoire basique défini dans [KON 00].
Pour cet opérateur nous avons le résultat suivant :

THEOREME 1.5~ Supposons que o¢ est un opérateur de révision rationnel par état
épistémique. alors oc satisfait (C1*-C4*) ssi les éléments de C sont les pré-ordres
totaux qui ont au plus deux niveaux.

Plus généralement nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 1.6~ Un opérateur de révision par état épistémique satisfait les postu-
lats (C1%*), (C3*) and (C4* ). Mais (C2*) n’est généralement pas satisfait.

Remarquons que par les théoremes 1.5, 1.6 et le fait que 1’on peut avoir des pré-
ordres totaux avec plus de deux niveaux, I’opérateur de révision rationnel par état
épistémique ainsi construit sur E satisfait (C1*), (C3*) et (C4*) mais ne satisfait pas
(C2%).

L’exemple suivant, nous montre que (C2*) n’est pas satisfait. La nous conside-
rerons que F est ’ensemble des pré-ordres sur les interprétations donnés par la dis-
tance de Hamming3 2 partir des observations ¢ : le premier niveau est Mod(p) =
Mod(m(<w)), le deuxiéme niveau les interprétations a distance 1 du premier niveau
et en général le n 4+ 1-iéme niveau sera constitué des interprétations a distance n du
premier niveau.

EXEMPLE.— Considérons un circuit composé d’un additionneur et d’un multiplieur.
Nous n’avons initialement aucune information a propos de ce circuit, soit ¥ tel que
w(¥) = T. Nous apprenons que 1’additionneur et le multiplieur fonctionnent, en
considérant que les deux variables propositionnelles adder_ok et multiplier_ok dé-
notent respectivement que 1’additionneur (resp. le multiplieur) fonctionne, i.e. w(®) =
adder_okAmultiplier_ok. Quelqu’un teste alors le circuit et il s’avere que 1’addition-
neur ne fonctionne pas correctement, i.e. 7(T') = —adder_ok.On donc 7(T) F —7(®)
mais 7((¥ o ®) o I') « -—adder_ok A multiplier_ok tandis que 7(¥ o T') +
—adder_ok. L’ application de (C2*) devrait conduire & 7((¥ o ®) o I') = —adder_ok,
c’est-a-dire a oublier que le multiplieur fonctionne !

On trouve figure 1.7 les pré-ordres qui correspondent a ces états épistémiques.
L’interprétation 01 dénote que adder_ok est faux et que multiplier_ok est vrai, etc.

3. La distance de Hamming (ou de Dalal [DAL 88]) entre deux interprétations est le nombre de
variables propositionnelles pour lesquelles elles different.
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Figure 1.7. Exemple

Deux interprétations sont équivalentes pour 1’état épistémique @ (w ~¢ w') si elles se
trouvent au méme niveau. Une interprétation w est meilleure que w' (w <g w') si w
se trouve dans un niveau inférieur a celui de w'.

Le probleme avec le postulat (C2*) est qu’il impose, lorsqu’une observation pré-
cédente est partiellement remise en doute, de ne pas tenir compte du tout de cette
information. Ce comportement semble un peu excessif. Dans 1’exemple, I’'informa-
tion y est remise en question par «, il faut donc également remettre en question la
partie de p non remise en cause par «. Imaginons une application ol la nouvelle in-
formation est composée d’une conjonction de dizaines de formules, si I’'une d’entre
elles est ultérieurement remise en cause, cela doit-il nous faire “perdre” I’information
contenue dans les autres formules ? Lehmann [LEH 95], dont les opérateurs ont le
méme comportement, illustre ceci par la remarque suivante dont il attribue I’'idée a P.
Y. Schobbens.

“Suppose an agent learns, first, a long conjunction a Ab A ... A z and
then its negation ~aV —bV ...V —z. Postulate (I7) 4 implies it will forget
about the first information, since it has been contradicted by the second
one. But one could argue that this is not the right thing to do. Granted,
the first information is incorrect, but it could be almost correct. If one
makes this assumption, upon receiving the second information, one will
conclude that few components, perhaps only one, of the conjunction are
false, most of them still believed to hold true. This analysis distinguishes,
I think two kinds of [revisions]. In the first one, one retracts a proposi-
tion because the source from which it has been obtained is now known

4. Un des postulats de Lehmann pour ’itération.
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to be unreliable. In this case, there is no reason to suppose the propo-
sition is approximatively correct. In the second kind of [revisions], one
retracts a proposition because some new information came to contradict
it. In this case, one may have reason to believe the proposition is still ap-
proximatively correct. This distinction should lead to two different sets of
postulates for [revisions].”

L’hypothese sous-jacente de (C2*) est que chaque information est produite par une
source et que remettre en question la véracité d’une information remet en question la
confiance en cette source. C’est une condition qui peut étre utile pour certaines appli-
cations mais, outre le fait que Darwiche et Pearl ne mentionnent pas ce comportement
dans leur article, cette hypothese semble trop forte dans un cadre général.

1.5. Conclusion

Deux choses s’imposent des résultats des sections 1.3 et 1.4. Tout d’abord le ca-
ractere universel des pré-ordres totaux sur les interprétations comme représentation
des états épistémiques. Ceci, joint a son caractere de simplicité, fait que les pré-ordres
totaux soient les modeles preférés pour la dynamique de la connaissance. Ensuite, la
notion générale d’état épistémique est assez souple pour que I’on puisse considérer
des révisions par des états épistémiques comme une généralisation naturelle de la ré-
vision ol la nouvelle information est une simple formule. En fait la révision d’un état
épistémique complexe par une simple formule peut étre codée par des révisions avec
des préordres a deux niveaux.

Un point important qui se dégage également des sections précédentes est le role
que joue le postulat d’itération dans la primauté forte de la nouvelle information ainsi
que la place du postulat controversé (C2) dans des processus d’itération maniant des
informations complexes : dans ce processus (C2) n’a pas lieu d’étre.

Enfin, une dernie¢re remarque concerne le cas limite des différents opérateurs pré-
sentés. Par cas limite, nous entendons le comportement de ces opérateurs aprés un
grand nombre d’itérations. Dans le cas purement qualitatif (i.e. lorsque ’on travaille
avec des pré-ordres), il existe deux cas limites : soit la représentation sous forme de
pré-ordres donne un pré-ordre linéaire (i.e. tel qu’il n’existe pas d’interprétations équi-
valentes), ce qui a pour conséquence que toute révision a comme résultat une base
de connaissance complete (composée d’un seul modele). Quasiment tous les opéra-
teurs menent a ce cas limite. L’autre cas limite est I’obtention d’un pré-ordre a seule-
ment deux niveaux : le premier composé des modeles de la connaissance actuelle et
le second des autres interprétations. Le probléme est qu’alors toute révision par une
formule ¢ qui contredit les connaissances actuelles se résume simplement aux consé-
quences logiques de . L’opérateur de révision rangée de Lehmann mene a ce cas
limite. Or, on peut interpréter le premier cas limite comme un processus d’appren-
tissage : en fonction de son expérience passée, ’agent peut avoir un avis tres précis
de I’état du monde actuel. Alors que le second cas limite dénote une attitude d’oubli,
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puisque I’agent “oublie” progressivement ses anciennes informations conditionnelles.
La question est alors de savoir s’il est possible de définir un opérateur purement qua-
litatif permettant d’échapper a I’'un de ces deux cas limites, comme le fait I’opérateur
d’ajustement de Williams> dans un cadre plus quantitatif (i.e. avec des OCF).

Annexe : preuve du théoreme 1.4

PREUVE : Lorsque I’égalité du théoreme est satisfaite il facile de vérifier que o est
un opérateur de révision par état épistémique.

Pour établir la reciproque, supposons que o est un opérateur de révision par état épis-
témique. Nous voulons voir que I’équation du théoreme 1.4 est satisfaite, i.e.

!
' . w<gw or
w < w Ssl
—PoW { w~g w and w < w'
Pour ce faire nous allons prouver quelques faits.

Faitl. w<gw = w<ooyw w

Si ce n’était pas le cas, on aurait w' <@y w. Prenons I avec mod(rw(T")) = {w,w'}.
Alors, par la propriété de rationalité de 1’opérateur {w'} C mod(w((® o ¥) o T")). Par
un argument similaire on a mod(w (¥ o I')) = {w}. A nouveau, par la propriété de
rationalité de 1’opérateur on a mod(m(® o (¥ oT'))) = {w} ce qui est en contradiction
avec le postulat (REE*It).

Fait2. w~g w' and w <g ' = w <spoy W

Si ce n’était pas le cas, on aurait w' <goy w. Prenons I' avec mod(n(T")) = {w,w'}.
Alors, par la propriété de rationalité de I’opérateur on a que mod(n((® o ¥) o TI')) =
{w'}. Par un argument similaire on a mod(w (% o I')) = {w,w'}. A nouveau, par la
propriété de rationalité de I’opérateur on a mod(mw(® o (¥ oT'))) D {w} ce qui esten
contradiction avec le postulat (REE*It).

. w<g w' or
Fait3. w < w =
—Po¥ wo~g w and w <gp w'
Supposons que I’on n’a pas w <g w'. Alors w' <g w. Par le Fait 1 il est impos-
sible que w' <y w (car on aurait w' <goy w ce qui est une contradiction). Ainsi

5. en effet, selon la valeur du degré de confiance en la nouvelle information, on peut créer ou
supprimer des “niveaux” dans le pré-ordre.
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nécessairement on a w ~y w'. Maintenant, supposons que 1’on n’a pas la conclusion
voulue, alors on a que w' <g w. Prenons I' avec mod(n(I")) = {w,w'}. Alors, par
la propriété de rationalité de 1I’opérateur on a que mod(n(¥ o I')) = {w,w'}. Par un
argument similaire on a mod(w(®o (¥oI"))) = {w'}. Par (REE*It) la derniere égalité
nous conduit a mod(w((®o¥)oI')) = {w'} ce qui contredit I’hypothese w <gow w'.

g
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