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Résumé : Le système modal que nous développons consiste à donner une lo-
gique pour la mise à jour des croyances objectives. Son langage est construit de
la même manière que celui de la logique classique propositionnelle en ajoutant
les opérateurs2i (“il est cru par l’agenti que”), [φ,G] (“après que les agents du
groupeG aient appris queφ”) et [G] (“après que les agents du groupeG aient
appris quoi que ce soit”). Nous définissons les notions de modèle, de formule va-
lide et de formule satisfaite. L’axiomatisation complète de notre système modal
est établie. L’étude de la décidabilité et de la complexité de notre système modal
est proposée.
Mots-clés: Logique épistémique, croyances objectives, mise à jour des croyances.

1 Introduction

Deux joueurs, Alex et Béa, sont en face à face au pokerTexas Hold’em. Chacun
connaît ses deux cartes et ne sait pas encore quelles seront les cartes communes posées
face visible sur la table. Cette donnée est pourtant fixée à l’avance par le mélange du
paquet : en effet nos deux joueurs ne peuvent pas en modifier la distribution. Ils l’ap-
prennent par contre au fur et à mesure de leurs enchères, en mettant ainsi à jour leurs
croyances sur ces faits objectifs. Ils peuvent se tromper sur les croyances des autres
agents ("Alex croit que Béa croit avoir le meilleur jeu") mais leurs croyances concer-
nant telle ou telle carte posée face visible sur la table sont des croyances vraies. Quel
modèle nous permet d’exprimer ce caractère objectif de leur croyance, qui fait que s’ils
croient un fait objectif c’est que celui-ci est vrai ?

Rentrons dans le cours du jeu. Initialement, chaque joueur a 2 cartes face cachées.
Après une phase d’enchères, le donneur pose trois cartes face visible sur la table (le
flop). S’ensuivent trois phases d’enchères, entrecoupées par la découverte d’une nou-
velle carte (leturn et larivière). Même s’il pense avoir un jeu perdant, Alex peut tenter
un bluff s’il pense que Béa n’est pas sûre d’avoir le jeu gagnant. Comment représenter
alors le fait que Béa est sûre d’avoir le jeu gagnant quoi qu’il arrive ultérieurement ?
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Supposons maintenant qu’Alex apprenne le jeu de Béa à son insu. Il a alors un avan-
tage sur son adversaire. Il sait en particulier qui a le jeu gagnant, et il peut également
déduire si son adversaire est sûre ou non que son jeu sera gagnant. Quelle opération de
mise à jour sur notre modèle permet de différencier la découverte commune d’une carte
d’une tricherie (dans laquelle seul un joueur apprend quelque chose) ?

Cet article propose un formalisme répondant à ces exigences. Nous présenterons
d’abord la logique des croyances objectives et une opération de mise à jour exprimable
dans cette logique, ce qui nous permettra d’exprimer des phrases telles que "Après la
distribution du flop, Béa envisage d’avoir un jeu perdant" ou "Alex croit que si l’As de
pique sort à la rivière, il aura un jeu gagnant". Dans un second temps, nous présenterons
le concept de "mise à jour arbitraire" qui nous permettra d’exprimer par exemple "Béa
peut apprendre quelque chose de sorte qu’elle sache que son jeu est gagnant et pourtant
quoi qu’apprenne Alex, il envisage que Béa envisage d’avoir un jeu perdant".

2 Croyances objectives

2.1 Syntaxe et sémantique

Nous construisons le langage de la logique des croyances objectives à partir d’un en-
semble dénombrableAG d’agents et d’un ensemble dénombrableAT d’atomes. L’en-
semble des formules est obtenu à partir deAG etAT en itérant un nombre indéfini de
fois les opérations suivantes :

– pour toutp ∈ AT , p est une formule,
– ⊥ (“falsum”) est une formule,
– si φ est une formule alors¬φ (“non φ”) est une formule,
– siφ est une formule etψ est une formule alors(φ∨ψ) (“φ ouψ”) est une formule,
– si φ est une formule alors pour tout agenti ∈ AG, 2iφ (“il est cru par l’agenti

queφ”) est une formule.
Nous utilisons les abréviation habituelles pour simplifier les écritures. En particulier,
3iφ (“il est admis par l’agenti queφ”) remplace¬2i¬φ. La longueur d’une formule
φ, notation| φ |, est le nombre d’occurrences de symboles dansφ. La formuleφ est boo-
léenne lorsque pour tout agenti ∈ AG, φ ne contient aucune occurrence de l’opérateur
2i. Il s’agit maintenant d’interpréter sémantiquement les objets syntaxiques que nous
avons introduits. Un modèle est une structure relationnelle de la formeM = (W,R, V )
dans laquelleW est un ensemble non vide de mondes possibles,R est une fonction as-
sociant à chaque agenti ∈ AG une relation binaireRi surW et V est une fonction
associant à chaque monde possiblex ∈ W un ensembleV (x) d’atomes. Relativement
à un modèleM = (W,R, V ), nous définissons la relation de satisfaisabilité entre un
monde possiblex ∈W et une formuleφ, notation(M, x) |= φ, de la façon suivante :

– (M, x) |= p ssip ∈ V (x),
– (M, x) 6|= ⊥,
– (M, x) |= ¬φ ssi non(M, x) |= φ,
– (M, x) |= φ ∨ ψ ssi(M, x) |= φ ou (M, x) |= ψ,
– (M, x) |= 2iφ ssi pour touty ∈W , xRiy seulement si(M, y) |= φ.
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Une formuleφ est valide dans un modèleM = (W,R, V ), notationM |= φ,
lorsque pour toutx ∈ W , (M, x) |= φ. Une formuleφ est satisfaite dans un modèle
M = (W,R, V ), notationM sat φ, lorsqu’il existex ∈ W tel que(M, x) |= φ.
SoitM = (W,R, V ), M′ = (W ′, R′, V ′) des modèles etx0 ∈ W , x′0 ∈ W ′

des mondes possibles. Nous dirons que(M, x0) et (M′, x′0) sont bisimilaires, no-
tation (M, x0) ←→ (M′, x′0), lorsqu’il existe une relation binaireZ entreW et
W ′ telle quex0Zx

′
0 et pour chaquex ∈ W et pour chaquex′ ∈ W ′, si xZx′ alors

V (x) = V ′(x′) et pour touti ∈ AG,
– s’il existey ∈W tel quexRiy alors il existey′ ∈W ′ tel quex′R′iy

′ etyZy′,
– s’il existey′ ∈W ′ tel quex′R′iy

′ alors il existey ∈W tel quexRiy etyZy′.
La proposition suivante nous explique à quel point des modèles bisimilaires se res-
semblent.

Proposition 1
SoitM = (W,R, V ), M′ = (W ′, R′, V ′) des modèles etx0 ∈ W , x′0 ∈ W ′ des
mondes possibles. Si(M, x0) ←→ (M′, x′0) alors(M, x0) |= φ ssi(M′, x′0) |=
φ pour chaque formuleφ.

2.2 Axiomatisation/complétude

L’intuition que nous avons des énoncés “il est cru par l’agenti queφ” et “il est admis
par l’agenti queφ” est telle que nous nous intéressons à la logiqueLCO des croyances
objectives dont les axiomes sont les suivants :

(LCP ) les axiomes de la logique classique propositionnelle,

(K) 2i(φ→ ψ)→ (2iφ→ 2iψ),

(4) 2iφ→ 2i2iφ,

(5) 3iφ→ 2i3iφ,

(Tbool) 2iφ→ φ (φ formule booléenne).

Les axiomes(4) et (5) expriment le caractère introspectif de la croyance : “lorsque
l’agenti croit queφ, il croit qu’il croit queφ” et “lorsque l’agenti admet queφ, il croit
qu’il admet queφ” pour chaque formuleφ. Les axiomes(Tbool) expriment le caractère
objectif de la croyance : “lorsque l’agenti croit queφ, φ” pour chaque formule boo-
léenneφ. Autrement dit, nous considérons que les croyances des agents sur le monde
réel sont consistantes avec celui-ci. Les théorèmes deLCO sont toutes les formules
déductibles des axiomes en utilisant les règles de déduction suivantes :

(MP ) si φ est un théorème etφ→ ψ est un théorème alorsψ est un théorème,

(GD) si φ est un théorème alors2iφ est un théorème.

A la suite de Hommersomet al. (11), considérons la classeC0 des modèlesM =
(W,R, V ) dans lesquels

– Ri est transitive pour tout agenti ∈ AG : pour toutx ∈ W , pour touty ∈ W et
pour toutz ∈W , sixRiz etzRiy alorsxRiy,

– Ri est euclidienne pour tout agenti ∈ AG : pour toutx ∈ W , pour touty ∈ W et
pour toutz ∈W , si zRix etzRiy alorsxRiy,
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– Ri est o-sérielle pour tout agenti ∈ AG : pour toutx ∈ W , il existey ∈ W tel
quexRiy etV (x) = V (y).

La proposition suivante établit l’adéquation et la complétude de la logiqueLCO pour
la classeC0.

Proposition 2
Soitφ une formule. Alorsφ est un théorème deLCO ssiφ est valide dans tout modèle
de la classeC0.

Notons que le résultat de la proposition 2 n’apparaît pas dans (11). Considérons la for-
mule3i>. Cette formule est valide dans toute structure relationnelleM = (W,R, V )
où Ri est sérielle pour tout agenti ∈ AG : pour toutx ∈ W , il existe y ∈ W tel
quexRiy. Par conséquent, la logiqueLCO est une extension de la logiqueKD45AG
obtenue en remplaçant l’axiome(Tbool) par l’axiome3i>. L’inclusion deKD45AG
dansLCO est stricte siAT 6= ∅. Pour le montrer, associons à toute partieX deAT ,
la logiqueLCOX obtenue en remplaçant l’axiome(Tbool) par l’axiome2iφ → φ
pour chaque formule booléenneφ basée surX. Le lecteur montrera sans peine que la
fonctionX 7−→ LCOX est strictement croissante. Qui plus est,LCO = LCOAT et
KD45AG = LCO∅.

2.3 Décidabilité/complexité

De la proposition suivante, il ressort que la logiqueLCO possède la propriété dite du
modèle fini.

Proposition 3
Soitφ une formule. Siφ est satisfaite dans un modèle de la classeC0 alorsφ est satisfaite
dans un modèle fini de la classeC0.

Décider siφ est valide dans tout modèle de la classeC0 revient à décider si¬φ est
satisfaite dans un modèle de la classeC0. Et d’après la proposition précédente, elle est
satisfaite dans un modèle de la classeC0 ssi elle est satisfaite dans un modèle fini de la
classeC0. Par conséquent, le problème de décision suivant est décidable :

– entrée : une formuleφ,
– sortie :φ est-elle satisfaite dans un modèle de la classeC0 ?

Plus précisément,

Proposition 4
Le problème de décision ci-dessus estPSPACE-complet.

Tester si une formule est satisfaite dans un monde possible relativement à un modèle
fini peut certainement être fait en un temps fini. Par conséquent, le problème de décision
suivant est décidable :

– entrée : une formuleφ et un modèle finiM = (W,R, V ) de la classeC0,
– sortie :φ est-elle satisfaite dans un monde possiblex ∈W relativement àM ?

Plus précisément,
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Proposition 5
Le problème de décision ci-dessus estP -complet.

Notons que les résultats des propositions 3, 4 et 5 n’apparaissent pas dans (11).

3 Mise à jour

Nous nous posons maintenant la question de la mise à jour des croyances objectives :
que se passe-t-il dans un modèle lorsqu’un groupe d’agents apprend qu’une formule
booléenne est satisfaite ? Pour répondre à cette question, nous présentons le modèle
proposé par Hommersomet al. (11), en proposant quelques propriétés nouvelles. Soit
M = (W,R, V ) un modèle,φ une formule booléenne etG ⊆ AG un groupe d’agents.
La mise à jour deM parφ etG est le modèleMAJφ,G(M) = (W ′, R′, V ′) défini de
la façon suivante :

– W ′ = W × {0, 1},
– (x, a)R′i(y, b) ssi une des conditions suivantes est vérifiée :

– a = 0, b = 0 etxRiy,
– a = 1, b = 1, xRiy, (M, y) |= φ et i ∈ G,
– a = 1, b = 0, xRiy et i 6∈ G.

– V ′(x, a) = V (x).
Dans tout cet article, nous considérons seulement des groupes finis d’agents. Pour jus-
tifier l’opérationMAJ qui associe les modèles à leurs mise à jour par des formules
booléennes et des groupes d’agents, examinons les propositions suivantes.

Proposition 6
SoitM = (W,R, V ) un modèle de la classeC0, φ une formule booléenne etG ⊆ AG
un groupe d’agents. Pour chaquex ∈ W , si (M, x) |= φ alors le sous-modèle de
MAJφ,G(M) engendré à partir de(x, 1) est un modèle de la classeC0.

Par conséquent, la classeC0 est stable par l’opérationMAJ .

Proposition 7
SoitM = (W,R, V ) un modèle de la classeC0, φ une formule booléenne etG ⊆ AG
un groupe d’agents. Pour chaquex ∈W et pour touti ∈ AG,

– (MAJφ,G(M), (x, 1)) |= 2iφ lorsquei ∈ G,
– (MAJφ,G(M), (x, 1)) |= 2iφ ssi(M, x) |= 2iφ lorsquei 6∈ G.

Il s’ensuit que les agents du groupe G croient la formule apparaissant dans la mise à
jour, et que les autres ne la croient que s’ils la croyaient déjà avant la mise à jour.

Proposition 8
SoitM = (W,R, V ) un modèle de la classeC0, x ∈W un monde possible etG ⊆ AG
un groupe d’agents. Alors(MAJ>,G(M), (x, 1)) ←→ (M, x).

Proposition 9
SoitM = (W,R, V ) un modèle de la classeC0, x ∈ W un monde possible etφ une
formule booléenne. Alors(MAJφ,∅(M), (x, 1)) ←→ (M, x).
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Autrement dit, mettre à jour par la constante booléenne> ou pour un groupe d’agents
vide ne change rien aux croyances des agents.

Proposition 10
SoitM = (W,R, V ) un modèle de la classeC0, x ∈ W un monde possible,φ, ψ des
formules booléennes etG ⊆ AG un groupe d’agents. Si(M, x) |= φ et(M, x) |= ψ
alors(MAJψ,G(MAJφ,G(M)), ((x, 1), 1)) ←→ (MAJφ∧ψ,G(M), (x, 1)).

Deux mises à jour successives sont donc équivalentes à une seule.

Proposition 11
SoitM = (W,R, V ) un modèle de la classeC0, x ∈ W un monde possible,φ, ψ des
formules booléennes etG,H ⊆ AG des groupes d’agents.
Si (M, x) |= φ et (M, x) |= ψ alors (MAJψ,H(MAJφ,G(M)), ((x, 1), 1))
←→ (MAJφ,G(MAJψ,H(M)), ((x, 1), 1)).

L’ordre dans une suite de mises à jour est donc sans importance.

Proposition 12
SoitM = (W,R, V ),M′ = (W ′, R′, V ′) des modèles de la classeC0, x ∈ W,x′ ∈
W ′ des mondes possibles,φ une formule booléenne etG ⊆ AG un groupe d’agents. Si
(M, x) |= φ, (M′, x′) |= φ et(M, x) ←→ (M′, x′) alors(MAJφ,G(M), (x, 1))
←→ (MAJφ,G(M′), (x′, 1)).

Deux modèles bisimilaires le restent donc après une même mise à jour. Notons que les
résultats des propositions 8, 9, 10 et 12 n’apparaissent pas dans (11).

4 Mise à jour des croyances objectives

4.1 Syntaxe et sémantique

La logique des croyances objectives utilise uniquement les opérateurs2i. Par consé-
quent, elle est loin d’être satisfaisante pour modéliser la mise à jour. Que pouvons-nous
faire pour introduire dansLCO de nouveaux opérateurs donnant la possibilité d’ana-
lyser la dynamique de la mise à jour des croyances objectives ? En adaptant les tra-
vaux de Hommersomet al. (11), nous développons une logique de la mise à jour des
croyances objectives dont le langage contient, en plus des opérateurs2i, des opérateurs
de la forme[φ,G] pour chaque formule booléenneφ et pour chaque groupe d’agents
G ⊆ AG. Nous complétons ensuite cette présentation par des résultats nouveaux d’ex-
pressivité et de décidébilité/compexité.[φ,G]ψ ayant “après que les agents du groupe
G aient appris queφ,ψ” pour signification, ces opérateurs introduisent une idée de mise
à jour. Nous généralisons la relation de satisfaisabilité de la façon suivante :

– (M, x) |= [φ,G]ψ ssi(M, x) |= φ seulement si(MAJφ,G(M), (x, 1)) |= ψ.
La proposition suivante nous explique à quel point des modèles bisimilaires se res-
semblent.
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Proposition 13
SoitM = (W,R, V ), M′ = (W ′, R′, V ′) des modèles etx0 ∈ W , x′0 ∈ W ′ des
mondes possibles. Si(M, x0) ←→ (M′, x′0) alors(M, x0) |= φ ssi(M′, x′0) |=
φ pour chaque formuleφ.

4.2 Axiomatisation/complétude

SoitLMAJCO la logique de la mise à jour des croyances objectives dont les axiomes
sont les suivants :

(LCO) les axiomes de la logique des croyances objectives,

(R0) [φ,G](ψ → χ)→ ([φ,G]ψ → [φ,G]χ),

(R1) [φ,G]p↔ (φ→ p),

(R2) [φ,G]⊥ ↔ (φ→ ⊥),

(R3) [φ,G]¬ψ ↔ (φ→ ¬[φ,G]ψ),

(R4) [φ,G](ψ ∨ χ)↔ [φ,G]ψ ∨ [φ,G]χ,

(R5) [φ,G]2iψ ↔ (φ→ 2i[φ,G]ψ) lorsquei ∈ G,

(R6) [φ,G]2iψ ↔ (φ→ 2iψ) lorsquei 6∈ G.

Les axiomes(R1), (R2), (R3), (R4), (R5) et (R6) ont tous une interprétation simple.
Nous le verrons plus bas, leur présence implique que le langage deLMAJCO n’est
pas plus expressif que le langage deLCO. Les théorèmes deLMAJCO sont toutes les
formules déductibles des axiomes en utilisant les règles de déduction(MP ) et (GD)
ainsi que la règle de déduction suivante :

(GMAJ) siψ est un théorème alors[φ,G]ψ est un théorème.

La proposition suivante établit l’adéquation et la complétude de la logiqueLMAJCO
pour la classeC0.

Proposition 14
Soit φ une formule. Alorsφ est un théorème deLMAJCO ssiφ est valide dans tout
modèle de la classeC0.

Soitτ la traduction des formules du langage deLMAJCO en des formules du langage
deLCO définie de la façon suivante :

– τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn], p) = φ1 ∧ . . . ∧ φn → p,
– τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn],⊥) = φ1 ∧ . . . ∧ φn → ⊥,
– τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn],¬φ) = φ1 ∧ . . . ∧ φn → ¬τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn], φ),
– τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn], φ ∨ ψ) = τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn], φ) ∨ τ([φ1, G1] . . . [φn,
Gn], ψ),

– τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn],2iφ) = φ1 ∧ . . . ∧ φn → 2iτ(µ, φ) oùµ est la séquence
obtenue de[φ1, G1] . . . [φn, Gn] en éliminant les[φ,G] qui ne concernent pasi,

– τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn], [φ,G]ψ) = τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn][φ,G], ψ).
Nous laissons au lecteur le soin de montrer que

– | τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn], ψ) |≤ (| φ1 | + . . .+ | φn | + | ψ |)× | ψ |,
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– τ([φ1, G1] . . . [φn, Gn], ψ) ↔ [φ1, G1] . . . [φn, Gn]ψ est valide dans tout modèle
de la classeC0.

Par conséquent,
– | τ(ε, ψ) |≤| ψ |2,
– τ(ε, ψ)↔ ψ est valide dans tout modèle de la classeC0.

Le langage deLMAJCO est-il plus expressif que le langage deLCO ? La traduction
ci-dessus nous autorise à dire que non : toute formule deLMAJCO est équivalente à
une formule deLCO.

4.3 Décidabilité/complexité

De la proposition suivante, il ressort que la logiqueLMAJCO possède la propriété
dite du modèle fini.

Proposition 15
Soitφ une formule. Siφ est satisfaite dans un modèle de la classeC0 alorsφ est satisfaite
dans un modèle fini de la classeC0.

Par conséquent, le problème de décision suivant est décidable :
– entrée : une formuleφ,
– sortie :φ est-elle satisfaite dans un modèle de la classeC0 ?

Plus précisément,

Proposition 16
Le problème de décision ci-dessus estPSPACE-complet.

Quant au problème de décision suivant, il est également décidable :
– entrée : une formuleφ et un modèle finiM = (W,R, V ) de la classeC0,
– sortie :φ est-elle satisfaite dans un monde possiblex ∈W relativement àM ?

Plus précisément,

Proposition 17
Le problème de décision ci-dessus estP -complet.

5 Mise à jour arbitraire des croyances objectives

5.1 Syntaxe et sémantique

La logique de la mise à jour des croyances objectives utilise uniquement les opé-
rateurs2i et [φ,G]. Par conséquent, elle est loin d’être satisfaisante pour modéliser
la mise à jour arbitraire. Que pouvons-nous faire pour introduire dansLMAJCO de
nouveaux opérateurs donnant la possibilité d’analyser la dynamique de la mise à jour
arbitraire des croyances objectives ? En nous inspirant des travaux de Balbianiet al.(3),
nous développons une logique de la mise à jour arbitraire des croyances objectives dont
le langage contient, en plus des opérateurs2i et [φ,G], des opérateurs de la forme[G]
pour chaque groupe d’agentsG ⊆ AG. [G]ψ ayant “après que les agents du groupeG
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aient appris quoi que ce soit,ψ” pour signification, ces opérateurs introduisent une idée
de mise à jour arbitraire. Nous généralisons la relation de satisfaisabilité de la façon
suivante :

– (M, x) |= [G]ψ ssi pour toute formule booléenneφ, (M, x) |= [φ,G]ψ.

Proposition 18
Les formules suivantes sont valides dans tout modèle de la classeC0 :

(T ) [G]ψ → ψ,

(4) [G]ψ → [G][G]ψ,

(CR) 〈G〉[H]ψ → [H]〈G〉ψ.

Remarquons d’abord que les formules de la forme[G ∪ H]ψ → [G][H]ψ ne sont pas
toutes valides dans tout modèle de la classeC0. Par exemple, la formule[{i, j}](2ip→
2i2jp) → [{i}][{j}](2ip → 2i2jp) n’est pas valide dans le modèle présenté sur la
figure 1 (qui est de la classeC0). Remarquons par ailleurs que les formules de la forme
[G]〈H〉ψ → 〈H〉[G]ψ ne sont pas toutes valides dans tout modèle de la classeC0. Par
exemple, la formule[{i}]〈{j}〉(2ip⊕2jp)→ 〈{j}〉[{i}](2ip⊕2jp) — dans laquelle
l’opérateur⊕ dénote la disjonction exclusive — n’est pas valide dans ce même modèle.

1•p i,ji,j 0•¬p i,j

FIG. 1 –

La proposition suivante nous explique à quel point des modèles bisimilaires se res-
semblent.

Proposition 19
SoitM = (W,R, V ), M′ = (W ′, R′, V ′) des modèles etx0 ∈ W , x′0 ∈ W ′ des
mondes possibles. Si(M, x0) ←→ (M′, x′0) alors(M, x0) |= φ ssi(M′, x′0) |=
φ pour chaque formuleφ.

5.2 Axiomatisation/complétude

SoitLMAJACO la logique de la mise à jour arbitraire des croyances objectives dont
les axiomes sont les suivants :

(LMAJCO) les axiomes de la logique de la mise à jour des croyances objectives,

(S0) [G](ψ → χ)→ ([G]ψ → [G]χ),

(S1) [G]ψ → [φ,G]ψ.

L’axiome (S1) a une interprétation simple. Toutefois, sa seule présence ne suffit pas
à rendreLMAJACO complet pourC0. Pour assurer la complétude de la logique
LMAJACO pour la classeC0, il nous a été nécessaire d’utiliser les règles de déduction
suivantes :
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(GMAJA) siψ est un théorème alors[G]ψ est un théorème,

(X) si pour toute formule booléenneφ, ϕ([φ,G]ψ) est un théorème alorsϕ([G]ψ) est
un théorème.

Dans la règle de déduction(X), ϕ représente une forme admissible, i.e. un élément de
l’ensemble obtenu à partir d’un symbole dénoté] en itérant un nombre indéfini de fois
les opérations suivantes :

– ] est une forme admissible,
– si ϕ est une forme admissible alors pour toute formuleφ, (ϕ ∨ φ) est une forme

admissible,
– si ϕ est une forme admissible alors pour tout agenti ∈ AG, 2iϕ est une forme

admissible.
Remarquons que] apparaît exactement une fois dans toute forme admissible. Pour toute
forme admissibleϕ et pour toute formuleφ, ϕ(φ) dénote la formule obtenue deϕ
en remplaçant l’unique occurrence de] dansϕ parφ. La proposition suivante établit
l’adéquation et la complétude de la logiqueLMAJACO pour la classeC0.

Proposition 20
Soitφ une formule. Alorsφ est un théorème deLMAJACO ssiφ est valide dans tout
modèle de la classeC0.

M : •p,q11
i

j

i,j

•¬p,¬q00

j

i,j

•p,¬q10
i

i,j

•¬p,q01

i,j

M′ :
1•p

i
i,j 0•¬p i,j

FIG. 2 –

Le langage deLMAJACO est-il plus expressif que le langage deLMAJCO ? Pour
répondre à cette question, il suffit de considérer la formule〈{i, j}〉(2ip∧¬2j2ip) et les
modèlesM etM′ (de la classeC0) présentés sur la figure 2. Nous laissons au lecteur le
soin de montrer que(M, 11) |= 〈{i, j}〉(2ip∧¬2j2ip) et(M′, 1) 6|= 〈{i, j}〉(2ip∧
¬2j2ip). Si la formule〈{i, j}〉(2ip ∧ ¬2j2ip) était équivalente à une formule de
LMAJCO, elle serait satisfaite de la même manière dans les modèles bisimilaires
relativement au langage restreint àp. Puisque(M, 11) ←→ (M′, 1) relativement
au langage restreint àp, alors la formule〈{i, j}〉(2ip ∧ ¬2j2ip) n’est équivalente à
aucune formule deLMAJCO. Par conséquent, le langage deLMAJACO est plus
expressif que le langage deLMAJCO.

5.3 Décidabilité/complexité

Nous ignorons si la logiqueLMAJACO possède la propriété dite du modèle fini.
Nous ignorons également si le problème de décision suivant est décidable :

– entrée : une formuleφ,
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– sortie :φ est-elle satisfaite dans un modèle de la classeC0 ?
Par contre, nous savons que le problème de décision suivant l’est :

– entrée : une formuleφ et un modèle finiM = (W,R, V ) de la classeC0,
– sortie :φ est-elle satisfaite dans un monde possiblex ∈W relativement àM ?

Plus précisément,

Proposition 21
Le problème de décision ci-dessus estPSPACE-complet.

6 Conclusion

La logique dynamique épistémique présuppose que le dialogue est un programme co-
gnitif qui met à jour l’état épistémique des agents qui y participent. Son développement
récent trouve son origine dans les travaux de Plaza (12) qui définit la première logique
des annonces publiques. Dans les travaux de Balbianiet al. (3), Baltag et Moss (4)
et Gerbrandy (8), des actions plus élaborées que les annonces publiques sont consi-
dérées : annonces arbitraires, annonces privées et mise à jour de croyances. D’autres
travaux, notamment ceux de Dechesne et Wang (5) et Hommersomet al.(11), montrent
comment certaines variantes de la logique dynamique épistémique peuvent servir à la
modélisation formelle et à la vérification des protocoles cryptographiques. Dans cet ar-
ticle, nous avons enrichi la variante élaborée par Hommersomet al. — et qui consiste
principalement à ajouter au langage de la logique classique propositionnelle les opéra-
teurs2i (“il est cru par l’agenti que”) et [φ,G] (“après que les agents du groupeG
aient appris queφ”) — de l’opérateur[G] (“après que les agents du groupeG aient
appris quoi que ce soit”). De notre système modal, nous avons établi l’axiomatisation
complète et proposé l’étude de la décidabilité et de la complexité. Les actions de mise
à jour des croyances objectives dont nous venons de parler consistent à faire effectuer
par un agent omniscient extérieur à un groupe d’agents des annonces objectives à des-
tination des agents de ce groupe. Un prolongement possible de notre travail concerne, à
la manière d’Agotnes et van Ditmarsch (1), l’intégration d’opérateurs de la logique des
annonces publiques à notre langage. Que deviennent l’axiomatisation/complétude et la
décidabilité/ complexité dans ce contexte ? Un autre prolongement possible de notre tra-
vail concerne, à la manière de Dechesne et Wang (5), l’utilisation de notre langage pour
la modélisation formelle et la vérification des protocoles cryptographiques. Comment
modéliser formellement et vérifier la confidentialité et l’intégrité des communications
dans ce contexte ?
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Annexe

Démonstration de la proposition 1 :Par induction surφ.
Démonstration de la proposition 2 :Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
φ est un théorème deLCO seulement siφ est valide dans tout modèle de la classeC0.
L’argument habituel basé sur le modèle canonique deLCO permet de montrer queφ
est un théorème deLCO si φ est valide dans tout modèle de la classeC0.
Démonstration de la proposition 3 :L’argument habituel basé sur la filtration permet
de montrer que siφ est satisfaite dans un modèle de la classeC0 alorsφ est satisfaite
dans un modèle fini de la classeC0.
Démonstration de la proposition 4 :Le problème de décision ci-dessus estPSPACE-
difficile parce que l’argument développé par Halpern et Moses (10) pour montrer que
le problème de la satisfaisabilité des formules de la logiqueKD45AG estPSPACE-
difficile s’adapte plutôt facilement. Quant à son appartenance àPSPACE, l’argument
développé par Halpern et Moses (10) pour montrer que le problème de la satisfaisabilité
des formules de la logiqueKD45AG est dansPSPACE permet de la montrer.
Démonstration de la proposition 5 :Le problème de décision ci-dessus estP -difficile
parce que l’argument développé par Grädel and Otto (9) pour montrer que le problème
de la satisfaisabilité des formules dans un monde possible relativement à un modèle de
la logiqueK estP -difficile s’adapte plutôt facilement. Quant à son appartenance àP ,
l’argument développé par Grädel and Otto (9) pour montrer que le problème de la satis-
faisabilité des formules dans un monde possible relativement à un modèle de la logique
K est dansP permet de la montrer.
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Démonstration de la proposition 6 :Simple vérification.
Démonstration de la proposition 7 :Simple vérification.
Démonstration de la proposition 8 :SoitZ la relation binaire entreW × {0, 1} etW
définie de la façon suivante :

– (u, a)Zv ssiu = v.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer queZ est une bisimulation entre le sous-
modèle deMAJ>,G(M) engendré à partir de(x, 1) et le sous-modèle deM engendré
à partir dex.
Démonstration de la proposition 9 :SoitZ la relation binaire entreW × {0, 1} etW
définie de la façon suivante :

– (u, a)Zv ssiu = v.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer queZ est une bisimulation entre le sous-
modèle deMAJφ,∅(M) engendré à partir de(x, 1) et le sous-modèle deM engendré
à partir dex.
Démonstration de la proposition 10 :SoitZ la relation binaire entre(W × {0, 1})×
{0, 1} etW × {0, 1} définie de la façon suivante :

– ((u, a), b)Z(v, c) ssiu = v, a = c et b = c.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer queZ est une bisimulation entre le sous-
modèle deMAJψ,G(MAJφ,G(M)) engendré à partir de((x, 1), 1) et le sous-modèle
deMAJφ∧ψ,G(M) engendré à partir de(x, 1).
Démonstration de la proposition 11 :SoitZ la relation binaire sur(W × {0, 1}) ×
{0, 1} définie de la façon suivante :

– ((u, a), b)Z((v, c), d) ssiu = v, a = d et b = c.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer queZ est une bisimulation entre le sous-
modèle deMAJψ,H(MAJφ,G(M)) engendré à partir de((x, 1), 1) et le sous-modèle
deMAJφ,G(MAJψ,H(M)) engendré à partir de((x, 1), 1).
Démonstration de la proposition 12 :SoitZ une bisimulation entre le sous-modèle de
M engendré à partir dex et le sous-modèle deM′ engendré à partir dex′. SoitZmaj

la relation binaire entreW × {0, 1} etW ′ × {0, 1} définie de la façon suivante :
– (u, a)Zmaj(u′, a′) ssiuZu′ eta = a′.

Nous laissons au lecteur le soin de montrer queZmaj est une bisimulation entre le sous-
modèle deMAJφ,G(M) engendré à partir de(x, 1) et le sous-modèle deMAJφ(M′)
engendré à partir de(x′, 1).
Démonstration de la proposition 13 :Par induction surφ.
Démonstration de la proposition 14 :Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
φ est un théorème deLMAJCO seulement siφ est valide dans tout modèle de la classe
C0. L’argument habituel basé sur le modèle canonique deLMAJCO permet de mon-
trer queφ est un théorème deLMAJCO si φ est valide dans tout modèle de la classe
C0.
Démonstration de la proposition 15 :D’après la proposition 3, la traductionτ des
formules du langage deLMAJCO en des formules du langage deLCO définie à la
section 4.2 nous autorise à dire que le problème de décision ci-dessus estPSPACE-
complet.
Démonstration de la proposition 16 :D’après la proposition 4, la traductionτ des
formules du langage deLMAJCO en des formules du langage deLCO définie à la
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section 4.2 nous autorise à dire que le problème de décision ci-dessus estPSPACE-
complet.
Démonstration de la proposition 17 :D’après la proposition 5, la traductionτ des
formules du langage deLMAJCO en des formules du langage deLCO définie à la
section 4.2 nous autorise à dire que le problème de décision ci-dessus estP -complet.
Démonstration de la proposition 18 :SoitM = (W,R, V ) un modèle,x ∈ W un
monde possible etψ une formule.
(T ) : Supposons que(M, x) |= [G]ψ et(M, x) 6|= ψ. Donc,(M, x) |= [>, G]ψ. Par
conséquent,(MAJ>,G(M), (x, 1)) |= ψ. D’après la proposition 8, le sous-modèle de
MAJ>,G(M) engendré à partir de(x, 1) et le sous-modèle deM engendré à partir de
x sont bisimilaires : une contradiction.
(4) : Supposons que(M, x) |= [G]ψ et (M, x) 6|= [G][G]ψ. Donc, il existe une for-
mule booléenneφ1 telle que(M, x) 6|= [φ1, G][G]ψ. Par conséquent,(M, x) |= φ1

et(MAJφ1,G(M), (x, 1)) 6|= [G]ψ. Donc, il existe une formule booléenneφ2 telle que
(MAJφ1,G(M), (x, 1)) 6|= [φ2, G]ψ. Par conséquent,(MAJφ1,G(M), (x, 1)) |= φ2

et (MAJφ2,G(MAJφ1,G(M)), ((x, 1), 1)) 6|= ψ. D’après la proposition 10, le sous-
modèle deMAJφ1,G(MAJφ2,G(M)) engendré à partir de((x, 1), 1) et le sous-modèle
deMAJφ1∧φ2,G(M) engendré à partir de(x, 1) sont bisimilaires : une contradiction.
(CR) : Supposons que(M, x) |= 〈G〉[H]ψ et (M, x) 6|= [H]〈G〉ψ. Donc, il existe
une formule booléenneφ1 telle que(M, x) |= 〈φ1, G〉[H]ψ et il existe une for-
mule booléenneφ2 telle que(M, x) 6|= [φ2,H]〈G〉ψ. Par conséquent,(M, x) |= φ1,
(MAJφ1,G(M), (x, 1)) |= [H]ψ, (M, x) |= φ2, (MAJφ2,G(M),
(x, 1)) 6|= 〈G〉ψ. Donc, (MAJφ1,G(M), (x, 1)) |= φ2,
(MAJφ2,H(MAJφ1,G(M)), ((x, 1), 1)) |= ψ, (MAJφ2,H(M), (x, 1)) |= φ1 et
(MAJφ1,G(MAJφ2,H(M)), ((x, 1), 1)) 6|= ψ. D’après la proposition 11, le sous-
modèle deMAJφ2,H(MAJφ1,G(M)) engendré à partir de((x, 1), 1) et le sous-modèle
deMAJφ1,G(MAJφ2,H(M)) engendré à partir de((x, 1), 1) sont bisimilaires : une
contradiction.SoitM = (W,R, V ) un modèle,x ∈ W un monde possible etψ une
formule.
Démonstration de la proposition 19 :Par induction surφ.
Démonstration de la proposition 20 :Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
φ est un théorème deLMAJCO seulement siφ est valide dans tout modèle de la classe
C0. L’argument habituel basé sur le modèle canonique deLMAJCO permet de mon-
trer queφ est un théorème deLMAJCO si φ est valide dans tout modèle de la classe
C0.
Démonstration de la proposition 21 :Le problème de décision ci-dessus estPSPACE-
difficile parce que l’argument développé par Agotneset al. (2) pour montrer que le
problème de la satisfaisabilité des formules dans un monde possible relativement à un
modèle de la logiqueGAL estPSPACE-difficile s’adapte plutôt facilement. Quant
à son appartenance àPSPACE, l’argument développé par Agotneset al. (2) pour
montrer que le problème de la satisfaisabilité des formules dans un monde possible
relativement à un modèle de la logiqueGAL est dansPSPACE permet de la montrer.


