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Résumé : Le systeme modal que nous développons consiste a donner une lo-
gique pour la mise a jour des croyances objectives. Son langage est construit de
la méme maniére que celui de la logique classique propositionnelle en ajoutant
les opérateursl; (“il est cru par 'agent que”), [¢, G] (“aprés que les agents du
groupeG aient appris que”) et [G] (“apres que les agents du grou@eaient

appris quoi que ce soit”). Nous définissons les notions de modéle, de formule va-
lide et de formule satisfaite. L'axiomatisation compléte de notre systeme modal
est établie. L'étude de la décidabilité et de la complexité de notre systeme modal
est proposée.
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1 Introduction

Deux joueurs, Alex et Béa, sont en face a face au pdkeas Hold’em Chacun
connait ses deux cartes et ne sait pas encore quelles seront les cartes communes posées
face visible sur la table. Cette donnée est pourtant fixée a I'avance par le mélange du
paquet : en effet nos deux joueurs ne peuvent pas en modifier la distribution. lls I'ap-
prennent par contre au fur et a mesure de leurs encheres, en mettant ainsi a jour leurs
croyances sur ces faits objectifs. Ils peuvent se tromper sur les croyances des autres
agents ("Alex croit que Béa croit avoir le meilleur jeu") mais leurs croyances concer-
nant telle ou telle carte posée face visible sur la table sont des croyances vraies. Quel
modéle nous permet d’exprimer ce caracteére objectif de leur croyance, qui fait que s'ils
croient un fait objectif c’est que celui-ci est vrai ?

Rentrons dans le cours du jeu. Initialement, chaque joueur a 2 cartes face cachées.
Aprés une phase d’enchéres, le donneur pose trois cartes face visible sur la table (le
flop). S’ensuivent trois phases d’enchéres, entrecoupées par la découverte d’'une nou-
velle carte (laurn et lariviere). Méme s’il pense avoir un jeu perdant, Alex peut tenter
un bluff s’il pense que Béa n’est pas sire d’avoir le jeu gagnant. Comment représenter
alors le fait que Béa est slire d’avoir le jeu gagnant quoi qu'il arrive ultérieurement ?
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Supposons maintenant qu’Alex apprenne le jeu de Béa a son insu. Il a alors un avan-
tage sur son adversaire. Il sait en particulier qui a le jeu gagnant, et il peut également
déduire si son adversaire est slre ou non que son jeu sera gagnant. Quelle opération de
mise a jour sur notre modeéle permet de différencier la découverte commune d’une carte
d’une tricherie (dans laquelle seul un joueur apprend quelque chose) ?

Cet article propose un formalisme répondant a ces exigences. Nous présenterons
d’abord la logique des croyances objectives et une opération de mise a jour exprimable
dans cette logique, ce qui nous permettra d’exprimer des phrases telles que "Apres la
distribution du flop, Béa envisage d’avoir un jeu perdant” ou "Alex croit que si I'As de
pique sort a lariviére, il aura un jeu gagnant". Dans un second temps, nous présenterons
le concept de "mise a jour arbitraire" qui nous permettra d’exprimer par exemple "Béa
peut apprendre quelque chose de sorte qu’elle sache que son jeu est gaghant et pourtant
quoi qu'apprenne Alex, il envisage que Béa envisage d’avoir un jeu perdant".

2 Croyances objectives

2.1 Syntaxe et sémantique

Nous construisons le langage de la logique des croyances objectives a partir d'un en-
semble dénombrabléG d’agents et d’'un ensemble dénombralAlE d’atomes. L'en-
semble des formules est obtenu a partitAd& et AT en itérant un nombre indéfini de
fois les opérations suivantes :

— pour toutp € AT, p est une formule,

1 (“falsum”) est une formule,

si ¢ est une formule alors¢ (“non ¢”) est une formule,

si ¢ est une formule ep est une formule alor§p v ¢) (“ ¢ ouw”) est une formule,

si ¢ est une formule alors pour tout agene AG, O,¢ (“il est cru par I'agent;
queo”) est une formule.

Nous utilisons les abréviation habituelles pour simplifier les écritures. En particulier,
&0 (Uil est admis par I'agent que ¢”) remplace—0;—¢. La longueur d’une formule

¢, notation| ¢ |, estle nombre d’occurrences de symboles dahs formuleg est boo-
Iéenne lorsque pour tout agent AG, ¢ ne contient aucune occurrence de 'opérateur
0;. Il s’agit maintenant d’interpréter sémantiquement les objets syntaxiques que nous
avons introduits. Un modéle est une structure relationnelle de la farme (W, R, V)

dans laquelléV est un ensemble non vide de mondes possililesst une fonction as-
sociant a chaque ageihte AG une relation binaireR; surW etV est une fonction
associant & chaque monde possible W un ensemblé’(x) d’atomes. Relativement

a un modéleM = (W, R, V'), nous définissons la relation de satisfaisabilité entre un
monde possible € W et une formulep, notation(M, z) = ¢, de la fagon suivante :

- (M,z) | pssip e V(z),

M,z) L,

M,z) E —¢ssinon(M,z) = ¢,

M,z) E ¢VyssiM,z) | pou(M,z) E ¢,

M, z) | O;¢ ssipourtouly € W, zR;y seulement siM,y) = ¢.

= (
= (
= (
= (
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Une formule¢ est valide dans un modél&t = (W, R,V), notation M |= ¢,
lorsque pour tout € W, (M, z) | ¢. Une formules est satisfaite dans un modéle
M = (W, R,V), notation M sat ¢, lorsqu'il existex € W tel que(M,z) = ¢.
Soit M = (W,R, V), M" = (W/,R',V’) des modeéles et, €¢ W, z; € W’
des mondes possibles. Nous dirons ud, z,) et (M’, z;) sont bisimilaires, no-
tation (M, zo) <= (M, z;), lorsqu’il existe une relation binair& entre W et
W’ telle quexoZz( et pour chaque: € W et pour chaque’ € W', sixZz' alors
V(z) = V'(2') et pour tout € AG,

— s'il existey € W tel quexR;y alors il existey’ € W' tel quez’ R}y’ etyZy/,

— s'ilexistey’ € W' tel quez’ R}y’ alors il existey € W tel quexR;y etyZy'.
La proposition suivante nous expliqgue a quel point des modéles bisimilaires se res-
semblent.

Proposition 1

Soit M = (W,R,V), M' = (W', R, V') des modéles et, ¢ W, z;, € W’ des
mondes possibles. M, xy) —= (M’ x() alors(M,zg) = ¢ ssi(M’,zp) =
¢ pour chaque formule.

2.2 Axiomatisation/complétude

L'intuition que nous avons des énoncés “il est cru par I'agepte¢” et “il est admis
par I'agenti queg¢” est telle que nous nous intéressons a la logifia& des croyances
objectives dont les axiomes sont les suivants :

(LCP) les axiomes de la logique classique propositionnelle,

(K) O,(¢ = ¥) = (Ti¢ — Dit),

(4) 00 — 0;0;0,

(5) Cip = 0;0i9,

(Thoor) O;¢ — ¢ (¢ formule booléenne).

Les axiomeg4) et (5) expriment le caractére introspectif de la croyance : “lorsque
I'agents croit queg, il croit qu'il croit que ¢” et “lorsque I'agenti admet quep, il croit

gu’il admet quep” pour chaque formule. Les axiomegT;,.;) €xpriment le caractére
objectif de la croyance : “lorsque I'agentroit que¢, ¢” pour chaque formule boo-
Iéenney. Autrement dit, nous considérons que les croyances des agents sur le monde
réel sont consistantes avec celui-ci. Les théoremeb@@ sont toutes les formules
déductibles des axiomes en utilisant les regles de déduction suivantes :

(MP) si¢ estunthéoréme gt — 1 est un théoréme alogs est un théoréeme,
(GD) si¢ estunthéoreme alofs; ¢ est un théoréme.

A la suite de Hommersomat al. (11), considérons la classg des modélesVt =
(W, R, V) dans lesquels
— R, est transitive pour tout ageite AG : pour toutz € W, pour touty € W et
pour toutz € W, sizR;z etzR;y alorsxR;y,
— R; est euclidienne pour tout agent AG : pour toutz € W, pour touty € W et
pour toutz € W, sizR;x etzR;y alorsxR;y,
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— R, est o-sérielle pour tout ageitc AG : pour toutz € W, il existey € W tel
quezR;y etV (z) = V(y).
La proposition suivante établit 'adéquation et la complétude de la logigu@ pour
la classe’.

Proposition 2
Soit¢ une formule. Alorsp est un théoréme deCO ssi¢ est valide dans tout modéle
de la classé€,.

Notons que le résultat de la proposition 2 n'apparait pas dans (11). Considérons la for-
mule <, T. Cette formule est valide dans toute structure relationnelle= (W, R, V)

ou R; est sérielle pour tout agemte AG : pour toutz € W, il existey € W tel
quexR;y. Par conséquent, la logigue”'O est une extension de la logiqu€D45 o¢
obtenue en remplagant I'axion{&}..;) par 'axiome<; T. Linclusion de K D45 4
dansLCO est stricte SiAT # (). Pour le montrer, associons a toute paiale AT,

la logique LCOx obtenue en remplagant I'axiom&@},,;) par 'axiomed;¢ — ¢

pour chaque formule booléengebasée suX. Le lecteur montrera sans peine que la
fonction X —— LCOx est strictement croissante. Qui plus dst{O = LCO sr et

K D45 2 = LCOy.

2.3 Décidabilité/complexité

De la proposition suivante, il ressort que la logiqu80O possede la propriété dite du
modéle fini.

Proposition 3
Soit¢ une formule. Sp est satisfaite dans un modéle de la cla&salorse est satisfaite
dans un modeéle fini de la claség

Décider si¢ est valide dans tout modéle de la claggerevient a décider sih¢ est
satisfaite dans un modeéle de la claSseEt d’apres la proposition précédente, elle est
satisfaite dans un modéle de la claSgsssi elle est satisfaite dans un modéle fini de la
classeCy. Par conséquent, le probleme de décision suivant est décidable :

— entrée : une formulé,

— sortie :¢ est-elle satisfaite dans un modéle de la clagse
Plus précisément,

Proposition 4
Le probléme de décision ci-dessus BSIP AC E-complet.

Tester si une formule est satisfaite dans un monde possible relativement & un modele
fini peut certainement étre fait en un temps fini. Par conséquent, le probléme de décision
suivant est décidable :

— entrée : une formule et un modeéle finiM = (W, R, V') de la class€,

— sortie :¢ est-elle satisfaite dans un monde possible W relativement 3\ ?
Plus précisément,
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Proposition 5
Le probléme de décision ci-dessus Bstomplet.

Notons que les résultats des propositions 3, 4 et 5 n'apparaissent pas dans (11).

3 Mise ajour

Nous nous posons maintenant la question de la mise a jour des croyances objectives :
gue se passe-t-il dans un modéle lorsqu’un groupe d’'agents apprend qu’une formule
booléenne est satisfaite ? Pour répondre a cette question, nous présentons le modéle
proposé par Hommersost al. (11), en proposant quelques propriétés nouvelles. Soit
M = (W, R, V) un modeéleg une formule booléenne é& C AG un groupe d’agents.

La mise & jour deM par¢ etG estle modele\f AJy (M) = (W', R, V') défini de
la facon suivante :

- W' =W x{0,1},

— (z,a)R.(y,b) ssi une des conditions suivantes est vérifiée :

—a=0,b=0etxR;y,
—a=1,b=1,zRy, (M,y) = ¢etieG,
—a=1,b=0,zRyeti € G.

- V'(z,a) = V().

Dans tout cet article, nous considérons seulement des groupes finis d’agents. Pour jus-
tifier 'opération M AJ qui associe les modeles a leurs mise a jour par des formules
booléennes et des groupes d’agents, examinons les propositions suivantes.

Proposition 6

Soit M = (W, R, V') un modéle de la classl, ¢ une formule booléenne & C AG
un groupe d’agents. Pour chaque= W, si (M,z) = ¢ alors le sous-modéle de
MAJ4 (M) engendré a partir de:, 1) est un modéle de la clasSg.

Par conséquent, la claségest stable par I'opératioh AJ.

Proposition 7
Soit M = (W, R, V') un modéle de la class®, ¢ une formule booléenne & C AG
un groupe d’agents. Pour chaque W et pour tout € AG,

- (MAJy (M), (z,1)) = O;¢ lorsquei € G,

- (MAJs (M), (z,1)) &= O;¢ ssi(M,z) | 0,¢ lorsquei ¢ G.

Il s’ensuit que les agents du groupe G croient la formule apparaissant dans la mise a
jour, et que les autres ne la croient que s'ils la croyaient déja avant la mise a jour.

Proposition 8
SoitM = (W, R, V) un modéle de la classg, x € W un monde possible é&t C AG
un groupe d’agents. AlofL AJ+ ¢(M), (z,1)) = (M, z).

Proposition 9
Soit M = (W, R, V) un modeéle de la classk, x € W un monde possible &t une
formule booléenne. AloreM AJy g(M), (z,1)) = (M, ).
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Autrement dit, mettre a jour par la constante booléehrmi pour un groupe d'agents
vide ne change rien aux croyances des agents.

Proposition 10

Soit M = (W, R, V') un modéle de la classk, x € W un monde possible), ) des
formules booléennes €t C AG un groupe d’agents. $M,z) = ¢ et(M,z) = ¢
alors(M ATy, c(MATy (M), (2,1),1)) = (MATsppc(M), (z,1)).

Deux mises a jour successives sont donc équivalentes a une seule.

Proposition 11

Soit M = (W, R, V) un modéle de la classk, x € W un monde possible), ) des

formules  booléennes etG,H - AG des groupes d’agents.

Si M,z) = ¢et(M,z) = o alors(MAJy g(MAJyc(M)),((x,1),1))
= (MAJye(MATyn(M)), (z,1),1)).

L'ordre dans une suite de mises a jour est donc sans importance.

Proposition 12

Soit M = (W, R, V), M" = (W', R', V') des modeéles de la clasSg, = € W,x' €

W' des mondes possiblesune formule booléenne ét C AG un groupe d'agents. Si

M,z) £ ¢, (M, 2") | getiM,z) = (M',z") alors(MAJy,c(M), (z,1))
= (MAJyc(M), (2, 1)).

Deux modéles bisimilaires le restent donc aprés une méme mise & jour. Notons que les
résultats des propositions 8, 9, 10 et 12 n'apparaissent pas dans (11).

4 Mise a jour des croyances objectives

4.1 Syntaxe et sémantique

La logique des croyances objectives utilise uniquement les opératgupsr consé-
quent, elle est loin d'étre satisfaisante pour modéliser la mise a jour. Que pouvons-nous
faire pour introduire danéCO de nouveaux opérateurs donnant la possibilité d'ana-
lyser la dynamique de la mise a jour des croyances objectives ? En adaptant les tra-
vaux de Hommersorst al. (11), nous développons une logique de la mise a jour des
croyances objectives dont le langage contient, en plus des opératedes opérateurs
de la forme[¢, G| pour chaque formule booléengeet pour chaque groupe d’agents
G C AG. Nous complétons ensuite cette présentation par des résultats nouveaux d’ex-
pressivité et de décidébilité/compexifé, Gy ayant “apreés que les agents du groupe
G aient appris que, 1" pour signification, ces opérateurs introduisent une idée de mise
a jour. Nous généralisons la relation de satisfaisabilité de la fagon suivante :

- M,z) E [¢,GlYssi(M,z) = ¢seulement M ATy (M), (z,1)) = .

La proposition suivante nous explique a quel point des modéles bisimilaires se res-
semblent.
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Proposition 13

Soit M = (W,R,V), M" = (W', R, V') des modéles et, ¢ W, z;, € W’ des
mondes possibles. M, xy) —= (M’ x;) alors(M,zg) = ¢ ssi(M',zp) =
¢ pour chaque formule.

4.2 Axiomatisation/complétude

Soit LM AJCO lalogique de la mise & jour des croyances objectives dont les axiomes
sont les suivants :

(LCO) les axiomes de la logique des croyances objectives,
(RO) [¢,Gl(¥ = x) = (¢, GlY — [¢,Glx),

(R1) [¢,Glp < (¢ — p),

(R2) [¢,G]L < (¢ — 1),

(R3) [, G]~¢ < (¢ = —[9, GlY),

(R4) [0, Gl(¢ V X) < [6,Gl V[, G]x,

(R5) [¢, G109 + (¢ — O;[¢, G]9) lorsquei € G,

(R6) [¢,G]0;¢ + (¢ — O;9) lorsquei € G.

Les axiomegR1), (R2), (R3), (R4), (R5) et(R6) ont tous une interprétation simple.
Nous le verrons plus bas, leur présence implique que le langagé&éjCO n'est
pas plus expressif que le langageldeO. Les théoréemes deM AJCO sont toutes les
formules déductibles des axiomes en utilisant les régles de déd(stiét) et (GD)
ainsi que la regle de déduction suivante :

(GMAJ) sivy estun théoréme alofg, G] est un théoréme.

La proposition suivante établit I'adéquation et la complétude de la lodiduel JCO
pour la classé&.

Proposition 14
Soit¢ une formule. Alorsp est un théoréme deM AJCO ssi¢ est valide dans tout
modeéle de la class®.

Soitr la traduction des formules du langageldi&l AJCO en des formules du langage
de LCO définie de la fagon suivante :

- T([Qsl,Gl} [¢n7 ]7 ) ¢1/\/\¢n — D

- T([¢17 Gl} [¢n7 Gn] ) A (bn - 41,

- T([¢17 1] [(bﬂan]’ﬁ(b) ¢1 /\ A¢n _>ﬁT([(bl’Gl]"'[qﬁn?Gnqu)’

- Z}([T{é)?ﬂ [(bnan]’(b\/w) _T([¢17G1] [d)n’Gn]’d))VT([d)lle]"'[¢na

= 7([¢p1,G1] ... [dn,Grn],0:0) = b1 A ... A by, — O;7(u, @) OU p est la séquence
obtenue dé¢y, G1]. .. [¢n, G| €n éliminant legg, G| qui ne concernent pas

- T([¢l, Gl} te [¢n7 Gn]’ [¢7 GW) = T([¢17 Gl} cee [¢n7 Gn][¢7 GL’(/})

Nous laissons au lecteur le soin de montrer que

— [ 7([¢1,Gil -+ [P, Gul, ) [S ([ D1 [+ A [ dn [+ )X [ 9],
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— 7([¢1, G1] .. . [bn, Gul,¥) < [d1,G1]. .. [fn, Gnt est valide dans tout modéle
de la classé€y.

Par conséquent,

(e w) 1< v

— 7(€,%) < 1 est valide dans tout modéle de la claSse
Le langage dd.M AJCO est-il plus expressif que le langage HE'O ? La traduction
ci-dessus nous autorise a dire que non : toute formuleMed JCO est équivalente a
une formule de.CO.

4.3 Décidabilité/complexité

De la proposition suivante, il ressort que la logiquil AJCO posséde la propriété
dite du modéle fini.

Proposition 15
Soit¢ une formule. Sp est satisfaite dans un modéle de la cl&&salorse est satisfaite
dans un modeéle fini de la claség

Par conséquent, le probléeme de décision suivant est décidable :
— entrée : une formulé,
— sortie :¢ est-elle satisfaite dans un modéle de la clagse
Plus précisément,

Proposition 16
Le probléeme de décision ci-dessus BStP AC E-complet.

Quant au probléme de décision suivant, il est également décidable :

— entrée : une formule et un modeéle finilM = (W, R, V') de la class€y,

— sortie :¢ est-elle satisfaite dans un monde possible W relativement a\t ?
Plus précisément,

Proposition 17
Le probléme de décision ci-dessus Bstomplet.

5 Mise a jour arbitraire des croyances objectives

5.1 Syntaxe et sémantique

La logique de la mise a jour des croyances objectives utilise uniquement les opé-
rateursd; et [¢, G|. Par conséquent, elle est loin d’étre satisfaisante pour modéliser
la mise a jour arbitraire. Que pouvons-nous faire pour introduire dddsiJCO de
nouveaux opérateurs donnant la possibilité d’analyser la dynamique de la mise a jour
arbitraire des croyances objectives ? En nous inspirant des travaux de Betlzik(3),
nous développons une logique de la mise a jour arbitraire des croyances objectives dont
le langage contient, en plus des opérateuret [¢, G|, des opérateurs de la form@]
pour chaque groupe d’ager@sC AG. [G]y ayant “aprés que les agents du grodpe
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aient appris quoi que ce soit; pour signification, ces opérateurs introduisent une idée
de mise a jour arbitraire. Nous généralisons la relation de satisfaisabilité de la facon
suivante :

— (M, z) E [G]v ssi pour toute formule booléenge (M, z) | [¢, Gl.

Proposition 18
Les formules suivantes sont valides dans tout modéle de la dasse

(T) Gy = ¢,
(4) [Gly — [GlIG]y,
(CR) (G)[H]|¢Y — [H(G)Y.

Remarquons d’abord que les formules de la foftie) H]y) — [G][H]¢ ne sont pas
toutes valides dans tout modéle de la clagsé>ar exemple, la formulg, j}](0;p —
0,0,p) — [{i}{7}(0:p — 0;0,p) n'est pas valide dans le modéle présenté sur la
figure 1 (qui est de la clasgg). Remarquons par ailleurs que les formules de la forme
[G](H)y — (H)|G]¢ ne sont pas toutes valides dans tout modéle de la adgs$ar
exemple, laformulé{:}]({j})(Cip®0,p) — {5} [{i}](Dip® O,;p) — dans laquelle
I'opérateurd dénote la disjonction exclusive — n’est pas valide dans ce méme modele.

0P

\93

(2]

i7€ 1.P
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La proposition suivante nous explique a quel point des modéles bisimilaires se res-
semblent.

Proposition 19

Soit M = (W,R, V), M" = (W' R',V') des modéles ety ¢ W, xz, € W' des
mondes possibles. 8M, xzy) = (M’ z() alors(M,zy) = ¢ ssi(M’,z() =
¢ pour chaque formule.

5.2 Axiomatisation/complétude

Soit LM AJACO lalogique de la mise a jour arbitraire des croyances objectives dont
les axiomes sont les suivants :

(LM AJCO) les axiomes de la logique de la mise a jour des croyances objectives,
(50) [Gl(¥ = x) = ([G]Y — [G]x),

(51) [GlY — [, GIY.

L'axiome (S1) a une interprétation simple. Toutefois, sa seule présence ne suffit pas
a rendreLM AJACO complet pourCy. Pour assurer la complétude de la logique

LMAJACO pour la classé€y, il nous a été nécessaire d'utiliser les regles de déduction
suivantes :
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(GMAJA) siy estun théoréme alof&]y est un théoréme,

(X) sipour toute formule booléenre ¢([¢, G]v) est un théoréme alors([G]y) est
un théoréme.

Dans la regle de déductiqiX ), ¢ représente une forme admissible, i.e. un élément de
I'ensemble obtenu & partir d'un symbole dénptn itérant un nombre indéfini de fois
les opérations suivantes :
— # est une forme admissible,
— si ¢ est une forme admissible alors pour toute formpiléy Vv ¢) est une forme
admissible,
— si ¢ est une forme admissible alors pour tout agest AG, O;¢ est une forme
admissible.
Remarquons queapparait exactement une fois dans toute forme admissible. Pour toute
forme admissiblep et pour toute formules, ¢(¢) dénote la formule obtenue de
en remplacant lI'unique occurrence fldansy par ¢. La proposition suivante établit
'adéquation et la complétude de la logigi@/ AJ ACO pour la classé€.

Proposition 20
Soit¢p une formule. Alorsp est un théoreme deM AJ ACO ssi¢ est valide dans tout
modeéle de la class®.
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Fig.2-

Le langage dd.M AJACO est-il plus expressif que le langage 8&1 AJCO ? Pour
répondre & cette question, il suffit de considérer la formilgj }) (0, pA—-0,;0;p) etles
modelesM et M’ (de la classé€,) présentés sur la figure 2. Nous laissons au lecteur le
soin de montrer queM, 11) = ({i,j})(DipA-0;0;p) et (M, 1) ¥ ({i,5})(DipA
—-0,0;p). Si la formule ({4, j})(0;p A =0,;0,p) était équivalente a une formule de
LMAJCO, elle serait satisfaite de la méme maniéere dans les modéles bisimilaires
relativement au langage restreinpaPuisque(M, 11) «— (M’,1) relativement

au langage restreinta alors la formule({s, j})(O,p A =0,0;p) n'est équivalente a
aucune formule d& M AJCO. Par conséquent, le langage &/ AJACO est plus
expressif que le langage de\f AJCO.

5.3 Décidabilité/complexité

Nous ignorons si la logiqué& M AJACO possede la propriété dite du modele fini.
Nous ignorons également si le probléme de décision suivant est décidable :
— entrée : une formulé,
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— sortie :¢ est-elle satisfaite dans un modéle de la clagse
Par contre, nous savons que le probléme de décision suivant I'est :

— entrée : une formule et un modeéle finlM = (W, R, V') de la class€y,

— sortie :¢ est-elle satisfaite dans un monde possible W relativement a\t ?
Plus précisément,

Proposition 21
Le probléme de décision ci-dessus BSIP AC E-complet.

6 Conclusion

La logique dynamique épistémique présuppose que le dialogue est un programme co-
gnitif qui met & jour I'état épistémique des agents qui y participent. Son développement
récent trouve son origine dans les travaux de Plaza (12) qui définit la premiére logique
des annonces publiques. Dans les travaux de Balleiaal. (3), Baltag et Moss (4)
et Gerbrandy (8), des actions plus élaborées que les annonces publiques sont consi-
dérées : annonces arbitraires, annonces privées et mise a jour de croyances. D’autres
travaux, notamment ceux de Dechesne et Wang (5) et Hommextsainf11), montrent
comment certaines variantes de la logique dynamique épistémique peuvent servir a la
modélisation formelle et a la vérification des protocoles cryptographiques. Dans cet ar-
ticle, nous avons enrichi la variante élaborée par Hommegtamh — et qui consiste
principalement a ajouter au langage de la logique classique propositionnelle les opéra-
teursd; (“il est cru par 'agent que”) et[¢, G] (“aprés que les agents du grou@e
aient appris que”) — de I'opérateur[G] (“aprés que les agents du grou@eaient
appris quoi que ce soit”). De notre systeme modal, nous avons établi I'axiomatisation
compléte et proposé I'étude de la décidabilité et de la complexité. Les actions de mise
a jour des croyances objectives dont nous venons de parler consistent a faire effectuer
par un agent omniscient extérieur a un groupe d’agents des annonces objectives a des-
tination des agents de ce groupe. Un prolongement possible de notre travail concerne, a
la maniére d’Agotnes et van Ditmarsch (1), I'intégration d’opérateurs de la logique des
annonces publiques a notre langage. Que deviennent I'axiomatisation/complétude et la
décidabilité/ complexité dans ce contexte ? Un autre prolongement possible de notre tra-
vail concerne, a la maniéere de Dechesne et Wang (5), I'utilisation de notre langage pour
la modélisation formelle et la vérification des protocoles cryptographiques. Comment
modéliser formellement et vérifier la confidentialité et I'intégrité des communications
dans ce contexte ?
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Annexe

Démonstration de la proposition 1 :Par induction sug.
Démonstration de la proposition 2 :Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
¢ est un théoreme deCO seulement sp est valide dans tout modéle de la claSse
L'argument habituel basé sur le modeéle canoniqud.@€ permet de montrer que
est un théoreme dBCO si ¢ est valide dans tout modéle de la claSge
Démonstration de la proposition 3 :L’'argument habituel basé sur la filtration permet
de montrer que sp est satisfaite dans un modéle de la clagselors ¢ est satisfaite
dans un modeéle fini de la claség
Démonstration de la proposition 4 :Le probléme de décision ci-dessusB$tP AC E-
difficile parce que I'argument développé par Halpern et Moses (10) pour montrer que
le probléme de la satisfaisabilité des formules de la logigug45 oo estPSPACE-
difficile s’adapte plutbt facilement. Quant a son appartenae8 RACE, I'argument
développé par Halpern et Moses (10) pour montrer que le probleme de la satisfaisabilité
des formules de la logiquE D45 4 est dans?SPACE permet de la montrer.
Démonstration de la proposition 5 :Le probléme de décision ci-dessus Bstlifficile
parce que lI'argument développé par Gradel and Otto (9) pour montrer que le probléme
de la satisfaisabilité des formules dans un monde possible relativement a un modeéle de
la logique K est P-difficile s’adapte plutdt facilement. Quant a son appartenanee a
I'argument développé par Gradel and Otto (9) pour montrer que le probléme de la satis-
faisabilité des formules dans un monde possible relativement a un modeéle de la logique
K est dang” permet de la montrer.
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Démonstration de la proposition 6 :Simple vérification.
Démonstration de la proposition 7 :Simple vérification.
Démonstration de la proposition 8 :Soit Z la relation binaire entr&” x {0,1} etW
définie de la fagon suivante :

— (u,a)Zv ssiu = v.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer guest une bisimulation entre le sous-
modéle deVf AJ+ ¢ (M) engendré & partir der, 1) et le sous-modéle d&f engendré
a partir dez.
Démonstration de la proposition 9 :Soit Z la relation binaire entr& x {0,1} etW
définie de la facon suivante :

— (u,a)Zv ssiu = v.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer guest une bisimulation entre le sous-
modele deM AJ, 3(M) engendré a partir der, 1) et le sous-modéle d&1 engendre
a partir dez.
Démonstration de la proposition 10 :Soit Z la relation binaire entréiV x {0,1}) x
{0,1} et x {0, 1} définie de la fagon suivante :

- ((uya),b)Z(v,c) ssiu =v,a =cetb=c.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer guest une bisimulation entre le sous-
modeéle deM AJy (M AJy c(M)) engendré a partir dgz, 1), 1) et le sous-modéle
de M AJyry,c(M) engendré a partir dex, 1).
Démonstration de la proposition 11 :Soit Z la relation binaire su(W x {0,1}) x
{0, 1} définie de la fagon suivante :

- ((u,a),b)Z((v,c),d) ssiu=v,a =detb=c.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer guest une bisimulation entre le sous-
modele deM AJy, x(MAJy ¢(M)) engendré a partir dgz, 1), 1) et le sous-modele
deMAJy c(MAJy, 1 (M)) engendré a partir dgx,1),1).
Démonstration de la proposition 12 :Soit Z une bisimulation entre le sous-modéle de
M engendré a partir de et le sous-modele d&1’ engendré a partir de’. Soit 2™
la relation binaire entr&” x {0,1} etW’ x {0, 1} définie de la fagon suivante :

- (u,a)Z™% (v, a') ssiuZu’ eta = a'.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer A&’ est une bisimulation entre le sous-
modele deM AJy (M) engendré a partir der, 1) et le sous-modéle d&f A.J; (M)
engendré a partir de’, 1).
Démonstration de la proposition 13 :Par induction sug.
Démonstration de la proposition 14 :Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
¢ estun théoreme deM AJCO seulement sp est valide dans tout modéle de la classe
Co. Largument habituel basé sur le modéle canoniqué 8#A.JCO permet de mon-
trer queg est un théoreme deM AJCO si ¢ est valide dans tout modele de la classe
Co.
Démonstration de la proposition 15 :D’aprés la proposition 3, la traductiondes
formules du langage dEM AJCO en des formules du langage d€'O définie a la
section 4.2 nous autorise a dire que le probleme de décision ci-desgeS BstC E-
complet.
Démonstration de la proposition 16 :D’apres la proposition 4, la traductiondes
formules du langage dEM AJCO en des formules du langage d€'O définie a la
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section 4.2 nous autorise a dire que le probleme de décision ci-desgeiS BgtC E-
complet.

Démonstration de la proposition 17 :D’apres la proposition 5, la traductiondes
formules du langage dBM AJCO en des formules du langage d€'O définie a la
section 4.2 nous autorise a dire que le probléeme de décision ci-dessusasiplet.
Démonstration de la proposition 18 :Soit M = (W, R, V) un modélex € W un
monde possible et une formule.

(T') : Supposons queM, z) E [G]y et(M,x) ¥~ ¢.Donc,(M,z) = [T,G|y. Par
conséquent,M AJt g(M), (z,1)) = . D’aprés la proposition 8, le sous-modéle de
MAJT (M) engendré a partir der, 1) et le sous-modéle d&1 engendré a partir de

x sont bisimilaires : une contradiction.

(4) : Supposons quUeM, z) = [Gly et(M,z) = [G][G]y. Donc, il existe une for-
mule booléenne, telle que(M, z) = [¢1, G][G]y. Par conséquentM, z) = ¢
et(MAJy, .c(M),(z,1)) = [G]y. Donc, il existe une formule booléengetelle que
(MAJd?l,G(M)a (.’E, 1)) b& [¢27 G]’lp Par conséquen(tMAJ%G(M), (I7 1)) ): ¢2

et (MAJy, c(MAJy, ¢(M)),((z,1),1)) ¥~ 1. D'apres la proposition 10, le sous-
modéle deM AJy, (M AJy, o(M)) engendré a partir dgz, 1), 1) et le sous-modéle
de M AJy, nes,c(M) engendré & partir dee, 1) sont bisimilaires : une contradiction.
(CR) : Supposons queM, z) = (G)[H]y et(M,x) - [H|(G)y. Donc, il existe
une formule booléenng, telle que(M,z) | (¢1,G)[H]y et il existe une for-
mule booléenne; telle que(M, x) = [p2, H|(G)1p. Par conséquentM, z) = ¢,
(MATy (M), (2,1) | [HIg, Mz) E do (MAJy M),
(1)  (Gw. Donc, (MAJy (M), (1) ¢
(MAJ¢2,H(MAJ¢17G(M))7 ((z,1), 1)) E v, (MAJ¢27H(M)’ (‘T7 1)) E ¢ et
(MAJy, ¢c(MAJy, a(M)),((x,1),1)) B <. Daprés la proposition 11, le sous-
modéle deVf AJy, (M AJy, .c(M)) engendré a partir dgz, 1), 1) et le sous-modéle
de MAJy, c(MAJy, n(M)) engendré a partir dz, 1), 1) sont bisimilaires : une
contradiction.SoitM = (W, R, V) un modélex € W un monde possible et une
formule.

Démonstration de la proposition 19 :Par induction sup.

Démonstration de la proposition 20 :Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
¢ estun théoreme deM AJCO seulement sp est valide dans tout modéle de la classe
Co. L'argument habituel basé sur le modéle canoniqué 8itAJCO permet de mon-
trer queg est un théoreme deM AJCO si ¢ est valide dans tout modéle de la classe
Co-

Démonstration de la proposition 21 :Le probléme de décision ci-dessusB$tPAC E-
difficile parce que I'argument développé par Agotmtsal. (2) pour montrer que le
probléme de la satisfaisabilité des formules dans un monde possible relativement a un
modéle de la logiqué& AL est PSP AC E-difficile s'adapte plutét facilement. Quant
a son appartenance RSPACE, I'argument développé par Agotnes al. (2) pour
montrer que le probleme de la satisfaisabilité des formules dans un monde possible
relativement a un modele de la logigGel L est dans’?SP ACE permet de la montrer.



