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Co-Directeurs : Jean-François Condotta Université d’Artois
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Introduction générale

La vérification de matériels et de logiciels, la bio-informatique, la planification temporelle et spa-
tiale, l’allocation de ressources, l’ordonnancement de tâches, la gestion d’emploi du temps, les systèmes
d’information géographique, la compréhension du langage naturel, sont des domaines d’applications qui
soulèvent de nombreux problèmes pouvant être représentés par un ensemble de contraintes. De nom-
breuses études tant théoriques que pratiques portent sur lamodélisation et la résolution de ce type de
problèmes. En particulier, décider de la cohérence d’un problème, à savoir prouver l’existence d’une
solution, est une question centrale en intelligence artificielle. Dans le cas général, la résolution nécessite
un temps considérable, au-delà de l’échelle de temps humaine. La modélisation mathématique apporte
un cadre théorique solide pour l’étude de ces problèmes, et l’utilisation de l’outil informatique facilite
la résolution. De part la diversité des problèmes à traiter,de nombreux modèles de représentation ont
été proposés. La simplicité de modélisation, l’expressivité, la compacité de la représentation, mais éga-
lement la puissance des outils mathématiques et algorithmiques, sont des critères très importants dans le
choix de la représentation.

Parmi les domaines d’applications précédemment cités, nombreux sont ceux qui requièrent la mani-
pulation de connaissances de nature temporelle et spatiale. Certaines modélisations proposent une quan-
tification du temps et de l’espace, d’autres s’attachent à l’aspect qualitatif en décrivant les relations entre
les entités. La manipulation de connaissances de nature temporelle par un raisonnement qualitatif prend
son essor avec la définition de l’algèbre des intervalles [ALLEN 1983]. Ce formalisme qualitatif permet la
représentation d’intervalles de temps sur une droite denseet décrit les contraintes entre deux intervalles
par leurs positions relatives. Allen propose une représentation sous la forme deRéseaux de Contraintes
Qualitatives(RCQ) permettant une modélisation naturelle et compacte des connaissances temporelles.
Durant ces dernières décennies, ce cadre a été fortement exploité et étendu à d’autres formalismes quali-
tatifs pour le temps et l’espace. Les techniques de résolution desRCQ sont inspirées d’autres modèles de
représentation de problèmes sous contraintes : les réseauxde contraintes discrets (RCD) et les formules
propositionnelles sous forme normale conjonctive (CNF). Cependant, l’étude des propriétés des forma-
lismes qualitatifs ont conduit au développement d’outils algorithmiques spécifiques. Ainsi, les techniques
d’inférences s’appuient sur un affaiblissement de la composition mathématique, et les algorithmes de re-
cherche sont facilités par la caractérisation de fragmentstraitables de certains formalismes qualitatifs.
Chaque modèle de représentation donne une vision différente dans la façon d’appréhender un problème.
Cela se traduit par une grande diversité dans le développement d’outils algorithmiques et dans la di-
rection des études théoriques. Cependant, le contraste entre les résultats pratiques pour la résolution de
problèmes dans les différents cadres est fortement marqué.Pour répondre à un problème, il peut être plus
efficace d’exploiter les outils algorithmiques d’un cadre alors qu’une autre modélisation semble plus na-
turelle. Ceci peut s’expliquer par la difficulté à manipulerles informations d’une structure compacte ou
la facilité à adapter des informations en logique propositionnelle. Chaque formalisme devient une source
d’inspiration pour les autres.L’objectif de notre étude est d’approfondir les connexionsentre les diffé-
rents systèmes de contraintes afin d’apporter de nouveaux outils algorithmiques pour le raisonnement
qualitatif temporel et spatial.
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Introduction générale

Pour qu’un formalisme bénéficie des études menées dans d’autres domaines, une direction peut être
les liens entre les représentations par le biais d’opérations detransformation. Une transformation est
un processus algorithmique permettant de passer d’une représentation à une autre, voire de lier les pro-
blèmes de décisions. Cette approche est motivée par des intérêts tant pratiques que théoriques. Dans le
cas général, tout raisonnement est fait à partir de la représentation d’un problème, dont la nature et le
sens ne sont pas connus. Une analyse structurelle peut conduire à choisir un autre formalisme afin de bé-
néficier d’outils algorithmiques plus adaptés et simplifierla résolution par une transformation. D’autres
approches consistent à s’inspirer ou à adapter les outils algorithmiques de chaque cadre. Les visions
différentes d’un même problème peuvent amener à penser différemment et conduire à améliorer les pro-
priétés théoriques ou les performances algorithmiques. Dupoint de vue théorique, les transformations
peuvent aider à étudier la structure d’un problème et la complexité des algorithmes nécessaires à sa ré-
solution. L’exploitation des classes traitables dans le but de faciliter les algorithmes de recherche est un
aspect très étudié. Mettre en évidence ces classes particulières par les transformations et développer des
approches pour les identifier peut contribuer à caractériser de nouvelles classes traitables dans les diffé-
rents domaines. En clair, exploiter les transformations permet de voir un même problème sous différents
angles afin d’y apporter une solution adaptée.

Notre première contribution est une étude d’une transformation desRCQ vers les formulesCNF.
Cette approche nous permet d’exploiter les outils algorithmiques d’un des formalismes les plus perfor-
mants afin de répondre aux applications sur le temps et l’espace. Pour la définir, nous nous appuyons sur
deux approches existantes, définies sur un schéma commun, pour transformer unRCD vers une formule
CNF [WALSH 2000, GENT 2002]. La première étape passe par une description structurelle duRCD en
associant chaque valeur du domaine de chaque variable duRCD à une variable propositionnelle de la
formuleCNF. Ceci a pour objectif de construire une interprétation complète de la formuleCNF par un
algorithme de recherche, pouvant être associée à une instanciation complète duRCD par la transforma-
tion. Ainsi, si l’interprétation complète est un modèle de la formuleCNF alors il existe une solution
duRCD. Pour vérifier cette condition, il est nécessaire que l’interprétation satisfasse les contraintes du
problème. L’une des approches représente, dans la formuleCNF, ce qui n’est pas autorisé par l’inter-
prétation : les contraintes en conflits avec le résultat attendu. L’autre approche modélise une propriété
de cohérence locale qu’est la cohérence d’arcs. Puisque la cohérence d’arcs permet de vérifier si une
instanciation complète dans unRCD est une solution, transformer cette propriété permet de vérifier la
cohérence de l’interprétation complète dans la formuleCNF. En nous appuyant sur un raisonnement si-
milaire, nous définissons une transformation permettant defaire la correspondance entre interprétation
complète d’une formuleCNF et scénario d’unRCQ. Nous proposons également deux façons de repré-
senter les contraintes en décrivant ce que l’interprétation ne doit pas vérifier d’une part, et en décrivant la
propriété de composition faible desRCQ permettant de vérifier la cohérence d’un scénario d’autre part.
Cependant, il existe des formalismes qualitatifs pour lesquels la méthode de fermeture par composition
faible ne permet pas de vérifier la cohérence d’un scénario. Par conséquent, la transformation n’est pas
complète pour tout formalisme qualitatif, mais elle l’est pour une grande majorité d’entre eux.

Pour notre deuxième contribution, nous proposons d’exploiter une technique algorithmique efficace
dans le domaine desRCQ, afin de définir une transformation vers les formulesCNF [CONDOTTA &
D’A LMEIDA 2007]. Certains formalismes qualitatifs bénéficient de propriétés mathématiques intéres-
santes, permettant de mettre en avant des classes de problèmes traitables. Ces problèmes sont mis en
évidence par les contraintes particulières qui les décrivent : des relations traitables. Les algorithmes de
recherche dans le cadre desRCQ mettent à profit ces relations en découpant les contraintes du RCQ en
relation traitables. À chaque contrainte n’est plus associée une seule relation atomique, mais un ensemble
de relations atomiques. Nous exploitons ce procédé afin de définir une transformation vers les formules
CNF en utilisant ce découpage en relations traitables. Cette approche originale permet de conduire l’algo-
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rithme de recherche des formules propositionnelles à se comporter de la même façon que les algorithmes
de recherches desRCQ, tout en conservant les techniques d’inférence efficace du cadre propositionnel.

Notre troisième contribution est une transformation desRCQ vers lesRCD [CONDOTTA et al.2006a],
une fois encore pour exploiter les techniques algorithmiques du cadre desRCD afin de répondre à des
problèmes qualitatifs, mais également pour faire le lien entre les différentes techniques de cohérence
locale. Les informations temporelles et spatiales sont décrites dans un formalisme qualitatif, permettant
la description des entités temporelles et spatiales ainsi que les contraintes entre celles-ci. Dans notre
transformation, chaque contrainte duRCQ sera liée à une variable duRCD et les valeurs du domaine de
chaque variable duRCD coïncideront avec la relation décrivant la contrainte. Pour contraindre leRCD,
nous garantissons la propriété de composition faible à l’aide d’une table de composition du formalisme
qualitatif. Nous montrons que la méthode de fermeture par composition faible desRCQ est équivalente à
la cohérence d’arcs pour lesRCD. Puisque la cohérence d’arcs permet de vérifier la cohérenced’un scé-
nario, nous montrons qu’il est possible de répondre à la cohérence d’unRCQ par la cohérence d’unRCD
lorsque la méthode de fermeture par composition faible permet de vérifier la cohérence d’un scénario.

Notre quatrième contribution traite de la relaxation des contraintes qualitatives [CONDOTTA et al.2007a].
« Relâcher une contrainte » signifie l’assouplir en autorisant plus qu’initialement. Elle peut être utilisée
pour restaurer la cohérence d’un problème, mais également pour faciliter la preuve de l’incohérence.
Cependant, il existe une contrainte desRCQ qui ne peut pas être relâchée localement : la propriété de
composition faible. La transformation vers lesRCD offre un outil de manipulation pour la relaxation des
RCQ. En particulier, cette approche nous permet de relâcher lescontraintes desRCQ les plus permis-
sives : les contraintes universelles. Dans un premier temps, nous proposons une méthode incomplète pour
le problème de la cohérence desRCQ, en relaxant la propriété de composition faible sur les contraintes
universelles d’unRCQ en exploitant la transformation vers lesRCD. Nous étendons ensuite ce cadre
à une méthode complète en utilisant les classes traitables de certains formalismes qualitatifs. À partir
de chaque solution duRCQ transformé et relaxé, nous pouvons construire unRCQ en réinstaurant la
propriété de composition faible afin de vérifier sa cohérence. En la comparant avec une approche clas-
sique, notre approche montre des résultats intéressants sur des problèmes difficiles pour la preuve de
l’incohérence. Cependant, l’approche complète montre quelques lacunes et celle-ci nécessite d’adapter
les algorithmes existants.

Enfin, la dernière contribution présentée sort du cadre des transformations, mais a été inspirée par
l’étude de l’adaptation des classes traitables des formalismes qualitatifs auxRCD. Dans le cadre dis-
cret, une analyse sémantique des contraintes peut mettre enavant la propriété particulière de certaines
valeurs : la substituabilité [D’ALMEIDA & SAÏS 2009]. Une valeur est substituable par une seconde si
et seulement si, pour toute solution dans laquelle cette valeur apparaît, il est possible de construire une
autre solution en la remplaçant par la seconde. Montrer la substituabilité de deux valeurs peut faciliter la
résolution du problème, mais les mettre en évidence est trèsdifficile. En nous appuyant sur un cadre clas-
sique utilisé dans les algorithmes de propagations de contraintes et dans les algorithmes de recherche,
nous définissons alors une forme de substituabilité locale.Nous proposons tout d’abord une détection
statique, intégrée à un prétraitement de cohérence d’arcs de singletons, afin de faciliter le problème. Bien
que l’approche puisse être coûteuse en temps, elle n’en reste pas moins efficace puisqu’elle permet de
prouver la cohérence de certains problèmes avant la phase recherche, contrairement à un prétraitement
classique. Une détection dynamique est ensuite intégrée dans les algorithmes de recherche et malgré une
vérification systématique durant la recherche, les résultats se montrent plus intéressants qu’un algorithme
de recherche classique.

Nos travaux sont présentés comme suit. Dans une première partie, nous décrivons les différents
domaines étudiés. Nous définissons lesRCD et la terminologie associée, puis nous présentons les tech-
niques de recherche et d’inférence permettant de répondre au problème de la cohérence desRCD. Nous
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définissons ensuite les formalismes qualitatifs et lesRCQ, avant d’entrevoir les techniques de résolution,
très proches du cadre desRCD. Nous proposons également un aperçu des différentes classes traitables
de l’algèbre des intervalles, que nous exploiterons durantnos travaux. Nous présentons succinctement
le langage de la logique propositionnelle et le problèmeSAT, en évoquant également les approches
utiles à la résolution de celui-ci. Dans une seconde partie,nous développons nos contributions. Nous
proposons dans un premier temps une étude des transformations existantes desRCD vers les formules
CNF, puis nous définissons notre transformation naturelle desRCQ vers les formules propositionnelles.
Nous exploitons ensuite les classes traitables pour proposer une nouvelle transformation vers la logique
propositionnelle, en nous appuyant sur une décomposition des contraintes duRCQ. Nous définissons
également une transformation desRCQ vers lesRCD, afin d’étudier les mécanismes de propagations
des contraintes. Puis nous exploitons ce cadre, en caractérisant une nouvelle forme de relaxation des
contraintes dans le cadre desRCQ. Enfin, nous définissons une nouvelle forme de substituabilité locale,
inspirée d’une intuition en manipulant les transformations.
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Chapitre 1

Les réseaux de contraintes discrets
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1.1 Introduction

L’une des principales motivations d’une modélisation mathématiques et informatique de problèmes
ou de connaissances est de pouvoir vérifier la cohérence de ceux-ci. Parmi la grande diversité de pro-
blèmes ou de connaissances à modéliser, la modélisation parun formalisme discretprend une place
importante en intelligence artificielle. Par le terme « formalisme discret », nous entendons un cadre de
représentation des connaissances exprimées sur des domaines finis et discrets. Les connaissances sont
représentées par un ensemble fini d’entités, chacune devant être associée à une et une seule valeur parmi
un ensemble fini de valeurs, appelé sondomaine. Par exemple, les entités peuvent être les étudiants
d’une classe, chacun ayant pour domaine l’intervalle d’entiers [1 ; d] représentant un numéro de chaise
pour un examen. Les entités sont mutuellement soumises à descontraintes discrètes, chaque contrainte
étant associée à une relation mathématiques sur les domaines des entités impliquées. Par exemple, une
contrainte entre deux étudiants décrivant la relation de différence permet de leur imposer des numéros
de chaise différents.

Le Problème de Satisfiabilité des Contraintes, CSP en abrégé, consiste à déterminer s’il existe une
instanciation, c’est-à-dire l’association d’une valeur à chaque entité,satisfaisant les relations décrites par
les contraintes. C’est un problème de décision, c’est-à-dire un problème pour lequel la réponse attendue
estOui ouNon. Dans la hiérarchie des problèmes de la théorie de la complexité, le problèmeCSP estNP-
complet, pourNon-Déterministe Polynomial Complet. En d’autres termes, pour répondre à ce problème
en temps polynomial1, il faut une machine virtuelle capable d’énumérer chaque instanciation en parallèle

1. Un processus estpolynomial en tempssignifie qu’il nécessite un temps qui est de l’ordre d’une fonction polynomiale par
rapport à la taille des données
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et, pour chaque instanciation, vérifier en temps polynomialsi elle satisfait les contraintes du problème.
En pratique et dans le cas général, répondre au problèmeCSP est une tâche difficile. À ce problème de
décision, on associe le problème visant à exhiber unesolutionau problème. Celui-ci estNP-difficile, il
est au moins aussi difficile d’y répondre que de répondre au problème de décision associé.

Au début des années1970, Montanari exploite le formalisme discret dans le domaine du traitement
d’image et de la reconnaissance de formes. Il représente alors les connaissances sous la forme deré-
seaux de contraintes discrets, notéRCD. Un réseau de contraintes est un hypergraphe, dont les nœuds
et les hyperarêtes représentent respectivement des variables décrivant les entités, et les contraintes entre
ces variables. Cette représentation permet de s’appuyer sur le cadre théorique de la théorie des graphes
afin de développer les outils algorithmiques nécessaires pour décider de la cohérence des connaissances.
Dans le cas général, répondre au problèmeCSP est une tâche difficile en pratique. L’approche consiste
à associer une valeur à chaque variable afin de construire uneinstanciationdes variables duRCD, puis
à vérifier si celle-ci satisfait les contraintes. Si les contraintes sont satisfaites, alors l’instanciation décrit
unesolutionau problème et leRCD estcohérent. Sinon, il estincohérent. Cependant, énumérer l’en-
semble des instanciations nécessite un temps considérabledans le cas général. Afin de simplifier cette
tâche, de nombreuses approches, appeléestechniques d’inférences, ont été développées. Elles s’appuient
sur la déduction logique d’informations en exploitant les informations structurelles et sémantiques du
RCD. D’autres outils algorithmiques visent à analyser les choix, à analyser les résultats obtenus et à
apprendre des erreurs effectuées. L’objectif commun est delimiter le nombre d’instanciations à explorer
afin de décider de la cohérence duRCD. L’utilisation d’outils informatiques est donc indispensable pour
faciliter les calculs, mais n’est pas suffisante malgré les progrès et innovations technologiques.

Dans ce chapitre, nous définissons les réseaux de contraintes discrets et les outils algorithmiques pour
répondre au problèmeCSP. Dans un premier temps, nous donnons une définition généraledesRCD et
nous présentons les notions de bases afin de les exploiter. Autravers d’un exemple académique reposant
sur le problème de Dirichlet, nous proposons un aperçu des techniques algorithmiques les plus utilisées.
Nous présentons, dans un premier temps, les algorithmes de recherche, puis nous décrivons les outils mis
en œuvre pour les améliorer au cours du temps, tel que la cohérence locale et les choix heuristiques.

1.2 Les Réseaux de Contraintes Discrets

1.2.1 Définition générale et terminologie

Modéliser un problème par un formalisme discret impose la définition des entités, des domaines,
ainsi que des contraintes entre celles-ci. Un réseau de contraintes discret, notéRCD, est défini par un
hypergraphe, composé d’un ensemble de nœuds et d’un ensemble d’hyperarêtes entre ceux-ci. Cela nous
permet de faire l’analogie avec les entités, représentées par les nœuds, et les contraintes, représentées
par les hyperarêtes de l’hypergraphe. Néanmoins, le problème à représenter intègre la notion de domaine
associé à une entité et de relation associée à une contrainte. Un RCD est la représentation combinée
de deux graphes, permettant de donner à la fois une vue synthétique du problème mais également de
détailler sa microstructure par une représentation fine desinformations.

Définition 1 (Réseau de Contraintes Discret)Un Réseau de Contraintes Discret, notéRCD, est décrit
par un tripletP = (X ,D, C) tel que :

– X = {x1, . . . , xn} est un ensemble fini de variables ;
– D = {Dx1 , . . . ,Dxn} est un ensemble fini de domaines tel que, à toute variablexi ∈ X , est

associé un domaine finiDxi ∈ D ;
– C décrit un ensemble de contraintes entre les variables deX , tel queC = {c1, . . . , ce}.
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En suivant la définition 1, nous noterons dans le cas général par n et e, respectivement le nombre
de variables et le nombre de contraintes d’unRCD. Les variables représentent les entités du problème.
Le domaine associé à la variablexi ∈ X , notéDxi ∈ D, est décrit par l’ensemble de valeursDxi =
{vi1 , . . . , vid}. Nous noteronsd le nombre de valeurs d’un domaine dans le cas général. Les valeurs du
domaine d’une variable sont complètes et mutuellement exclusives. Par conséquent, une variablexi ∈ X
est associée à une et une seule valeur de son domaineDxi . Cela représente une contrainte implicite du
problèmeCSP.

Historiquement, unRCD était parfois appeléréseau de relations[M ACKWORTH 1977]. Une contrainte
décrit une relation, définie sur les domaines de certaines variables du réseau de contraintes. Une contrainte
c ∈ C impliqueun ensemble de variablesX ⊆ X , appelé laportéede la contrainte. Le nombre de va-
riables impliquées dans une contrainte est appeléarité, et il est communément notér. Une contrainte
d’arité 2 est unecontrainte binaire, tandis qu’une contrainte d’aritér est unecontrainter-aire. L’appli-
cationscp permet d’associer cette portée à une contrainte, telle quescp(c) = X. Ainsi, |scp(ci)| = r.
Afin de définir la relation décrite par une contrainte, nous définissons une application de produit cartésien
π des domaines d’un ensemble de variables.

Définition 2 (Produit cartésien des domaines)π est une application qui, à tout ensembleX ⊆ X ,
associeπ(X) =

∏

x∈scp(X)Dx. 2

Cette définition nous permet, pour toutc ∈ C tel quescp(c) = X, de décrire sa relation parrel(c) ⊆
π(X), oùrel est une application qui, à toute contrainte, associe sa relation. Toute contraintec ∈ C telle
querel(c) = π(X) est appelée contrainte universelle. Dans la suite, afin de simplifier la lecture, nous
noterons parc(xi1 ,...,xir ) la relationrel(c) de la contraintec ∈ C de portées{xi1 , . . . , xir}.

La définition de la portée des contraintes permet de définir une notion de voisinage qui s’apparente à
la notion de voisinage dans un hypergraphe.

Définition 3 (Voisinage) SoientP = (X ,D, C) unRCD et deux variablesxi, xj ∈ X aveci 6= j. xi et
xj sont voisines si et seulement si il existe une contraintec ∈ C telle quexi, xj ∈ scp(c). L’ensemble
des variables voisines d’une variablexi est appelé voisinage dexi.

Définition 4 (Réseau de contraintes complet)Un réseau de contraintesP = (X ,D, C) est dit complet
si et seulement si pour toutxi, xj ∈ X , aveci 6= j, xi est voisine dexj.

Il nous est possible d’utiliser les opérations ensemblistes usuelles sur les relations des contraintes,
telles que l’intersection ou l’union, mais aussi d’utiliser les relations d’appartenance, d’inclusion,etc. Par
ailleurs, tout élémentτ ∈ rel(c) est appelétupleou r-uplet, que l’on peut assimiler à une liste ordonnée
de valeurs. Pour un tupleτ ∈ c(xj1 ,...,xjr ) tel queτ = (vi1 , . . . , vir), nous utiliserons la notationτ [xjk ]
afin d’indiquer la valeurvik dexjk dans le tupleτ , telle queτ [xjk ] = vik . Nous utiliserons également la
notationτ [x̂jk ] pour décrire le tuple(vi1 , . . . , vik−1

, vik+1
, . . . , vir)

Les notations relatives à l’arité d’une contrainte ont été étendues au réseau de contraintes lui-même.
Ainsi, un RCD dont l’arité la plus grande estr est unRCD r-aires. De nombreux travaux ont permis
de définir la transformation d’une contrainter-aire en contraintes binaires [ROSSI et al. 1990, DECH-
TER 1990, BACCHUS& VAN BEEK 1998, STERGIOU & WALSH 1999], et donc de transformer un réseau
de contraintesr-aires en réseau de contraintes binaires.

Trois formes de contraintes peuvent être définies. Les contraintes enextensionénumèrent l’ensemble
des tuples d’une relation sous une forme détaillée. Les contraintes enintention permettent la descrip-
tion d’une relation sous une forme « compilée », notamment à l’aide de relations mathématiques entre

2.
∏

e∈E dénotera le produit cartésien sur les élémentse ∈ E
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les variables ou de descriptions ensemblistes. Enfin, lescontraintes globales[L AURIÈRE 1978] sont
des contraintes permettant d’englober plusieurs contraintes et de décrire de manière concise la relation.
Elles permettent, dans la plupart des cas, de conserver le sens de la contrainte du problème. Dans notre
exemple, la contrainte globaleallDiff ou « toutes différentes » permet de préciser que les valeurs choisies
pour les variables impliquées doivent toutes être différentes [REGIN 1999]. Les contraintes globales sont
donc des contraintes en intention permettant de garder le sens de la contrainte, ce qui permet d’adapter la
recherche à chaque contrainte globale. Il existe un catalogue de plus de350 contraintes globales [BELDI-
CEANU et al.2009]. Nous concentrerons notre étude sur les représentations des contraintes en extension
ou en intention.

Enfin, à chaque forme de contrainte peut être associée une « orientation ». Une contraintec ∈ C de
portée(x1, . . . , xr) représente lessupportssi les tuples qui la décrivent représentent les combinaisons
de valeurs permises afin de satisfairec. À l’inverse, nous noterons par̄c(x1,...,xr) = π(X) \ c(x1,...,xr) la
relation représentant lesconflits. On parle de contraintes supports (resp. conflits) décritespar des tuples
supports (resp. conflits). Cette définition montre que les contraintes conflits peuvent être déduites des
contraintes supports etvice versa. Une contraintec ∈ C et c̄ ∈ C représente la même contrainte mais
permet de préciser son orientation. Sans précision de notrepart, nous mentionnerons implicitement des
contraintes supports. Outre les contraintes globales, quisont un support d’étude particulier, la distinction
entre les différentes formes de contraintes a essentiellement un intérêt pratique.

Dans la suite, pour imposer un cadre d’étude, nous définissons lesRCD normalisés. Cela permet
notamment de ne pas traiter certains cas particuliers afin d’alléger les définitions et propriétés en étudiant
une seule contrainte sur un même ensemble de variables.

Définition 5 (RCD normalisé) Soit P = (X ,D, C) un réseau de contraintes.P est normalisé si et
seulement siscp(c) 6= scp(c′) pour toutes contraintesc, c′ ∈ C.

Dans le cas général, toutRCD n’est pas normalisé, cependant unifier les contraintes de même portée
peut être fait facilement par intersection des relations. Dans la suite, nous ferons uniquement référence
aux réseaux de contraintes normalisés.

Comme défini précédemment, un réseau de contraintes est caractérisé par une représentation syn-
thétique et la microstructure d’un problème modélisé. Nousdécrivons donc une un ordre partiel sur la
microstructure afin définir une relation d’inclusion entre lesRCD.

Définition 6 (Inclusion deRCD) SoientP = (X ,D, C) etP ′ = (X ,D′, C′) deux réseaux de contraintes.
P est un sous-réseau deP ′, notéP ⊑ P ′, si et seulement sirel(c) ⊆ rel(c′) pour toutes contraintes
c ∈ C et c′ ∈ C′ telles quescp(c) = scp(c′).

Définition 7 (RCD atomique) SoitP = (X ,D, C) unRCD.P est dit atomique si et seulement si|Dx| =
1, pour toutx ∈ X .

Remarquons, quel que soitP = (X ,D, C) unRCD, qu’il existe un nombre fini deRCD atomiques
P ′ = (X ,D′, C) tel queP ′ ⊑ P.

L’exemple 1 illustre la modélisation de connaissances par un formalisme discret en exploitant la
représentation desRCD.

Exemple 1 Pour représenter un problème nécessitant la modélisation par le formalisme discret, uti-
lisons un exemple académique. Un examen va débuter.n étudiants, représentant les entités, doivent
prendre place dans la salle d’examen, dans laquelled chaises sont disponibles. Chacun des étudiants à
la possibilité de s’asseoir sur l’une desd chaises. Chaque étudiant a donc pour domaine l’ensemble des
chaises de la salle. Pour répondre aux us et coutumes, les contraintes entre les étudiants spécifient que
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chaque étudiant doit s’asseoir sur une chaise et une seule, et qu’il est interdit de s’asseoir sur la chaise
occupée par l’un(e) de ses camarades.

Les étudiants sont représentés par les variables, notéesX = {E1, . . . , En}. Le domaine de chaque
variablexi ∈ X est décrit par les chaises tel queDEi

= [1 ; d]. Les contraintes spécifient que chaque
étudiant doit être assis sur une chaise et une seule. Cette contrainte est implicite, puisqu’on ne peut
associer qu’une seule valeur à une variable. De plus, deux étudiants ne peuvent prendre place sur une
même chaise. Par conséquent, pour toutEi, Ej ∈ X aveci 6= j, nous définissons la relationc(Ei,Ej) =
{(vik , vjk′ ) ∈ DEi

×DEj
: vik 6= vjk′}. La figure 1.1 illustre la représentation de ces connaissances,

pour quatre étudiants et quatre chaises, sous la forme de deux RCD.
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FIGURE 1.1 – Problème des étudiants pourn = 4 étudiants etd = 4 chaises.

L’exemple 1 illustre plusieurs aspects de la modélisation sous la forme d’un réseau de contraintes.
En effet, celle-ci est influencée par la compréhension et l’analyse du problème qui n’est pas unique. Par
exemple, une autre modélisation du problème aurait pu être de décrire les chaises en tant que variables,
et les étudiants sous la forme du domaine associé à chacune des chaises. Un même problème peut donc
être représenté sous la forme de réseaux de contraintes différents.

La figure 1.1 présente deux formes de contraintes différentes, utilisées pour décrire un mêmeRCD.
Les contraintes duRCD de gauche sont exprimées en intention, tandis que les contraintes duRCD de
droite représente les tuples supports en extension. L’aspect graphique de ces deux formes de contraintes
illustre parfaitement les avantages et inconvénients des deux approches. Du côté intention, déterminer
si les tuples précisément demande un calcul sur la relation décrite afin de faire le lien entre les valeurs.
Cependant, cette représentation est claire et concise. Du côté extension, les informations sont toutes re-
présentées par les tuples mais leRCD est surchargé. Cela permet d’illustrer l’intérêt pratiquede chaque
représentation des contraintes, avec un compromis entre lafacilité de manipulation et la quantité d’infor-
mations à sauvegarder.

1.2.2 Instanciation et cohérence

À partir de la modélisation d’un problème sous la forme d’unRCD, nous souhaitons vérifier si celui-
ci possède ou non une solution. Il est donc nécessaire de définir certaines structures et opérations à
effectuer. À partir deP = (X ,D, C) unRCD, le problèmeCSP est décrit par la question : est-il possible
d’associer à toute variablex ∈ X , une et une seule valeurv ∈ Dx, telle que toutes les contraintes soient
satisfaites. Si oui, alorsP estcohérentousatisfiableet le problème modélisé admet une solution. Sinon,
P estincohérentou insatisfiableet le problème modélisé n’admet pas de solutions.
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Pour donner une réponse à cette question, il est nécessaire de définir quelques notions, telles que
l’ associationd’une valeur à une variable ou lasatisfactiondes contraintes. Tout d’abord, caractérisons
l’association d’une valeur à une variable.

Définition 8 (Instanciation) Soit P = (X ,D, C) un RCD. Une instanciation d’un ensemble de va-
riablesX ⊆ X deP, notéeIX , est une application qui, à toutx ∈ X, associe une valeurv ∈ Dx.

Une instanciationIX est appeléeinstanciation complètesi et seulement siX = X , et instancia-
tion partiellesinon. Dans le cas général, nous mentionnerons une instanciation sans distinction, et nous
préciserons le cas échéant. La construction d’une instanciation peut être rapprochée de deux opérations.

Définition 9 (Affectation) Soit P = (X ,D, C) un RCD. L’affectation d’une valeurv ∈ Dx à une
variablex ∈ X deP, notéex = v, est une instanciationI{x} telle queI{x}(x) = v.

En utilisant cette définition, nous pouvons définir un opérateur | permettant d’appliquer une instan-
ciation à unRCD.

Définition 10 (Application d’un instanciation) SoientP = (X ,D, C) unRCD etIX une instanciation
surX ⊆ X .P|IX est unRCD P ′ = (X ,D′, C) tel que pour toutx ∈ X , six ∈ X alorsD′

x = {IX(x)},
D′
x = Dx sinon.

Notons que, quelle que soit une instanciationIX surX ⊆ X , nous avonsP|IX ⊑ P. La notation
P|IX peut être interprétée comme «P sachantIX ». Appliquer une instanciationIX , avecX 6= ∅, à
un réseau de contraintesP est donc équivalent à appliquer plusieurs affectations àP. Appliquer une
affectationx = v se traduit par la suppression de toute autre valeur quev dans le domaine dex. Ce qui
nous permet de définir la suppression d’une valeur dans le domaine d’une variable.

Définition 11 (Réfutation) SoitP = (X ,D, C) un réseau de contraintes. La réfutation de la valeur
v ∈ Dx de la variablex ∈ X , notéex 6= v, décrit la suppression de la valeur au domaine tel que
v 6∈ Dx.

Ainsi, nous admettons qu’il est également possible d’appliquer une réfutation à unRCD. P|xi 6=v est
un réseau de contraintesP ′ = (X ,D′, C) tel queD′

xi
= Dxi \ {v} et pour toutxj ∈ X , aveci 6= j,

D′
xj

= Dxj . Il est facile de voir que l’application d’une instanciation est équivalente à l’application d’un
ensemble de réfutations. Appliquer une affectation à unRCD est également appelédécision positiveet
appliquer une réfutation est appeléedécision négative.

Une instanciation est une application et donc, par notre définition, un ensemble de couples va-
riable/valeur. En cela, il est possible d’appliquer aux instanciations les opérations ensemblistes usuelles.

Définition 12 (Restriction et prolongement) SoientIX et IX′ deux instanciations deP = (X ,D, C)
surX ⊆ X etX ′ ⊆ X respectivement.

– IX′ est la restriction deIX si et seulement siIX′ ⊆ IX ;
– IX′ est le prolongement deIX si et seulement siIX ⊆ IX′ .

En utilisant la définition 12, nous pouvons également définirl’union et l’intersection d’instanciations.
L’union IX∪X′ = IX ∪ IX′ , avecX ∩ X ′ = ∅, est le plus petit prolongement commun àIX et IX′ .
L’intersectionIX∩X′ = IX ∩ IX′ est la plus grande restriction commune àIX etIX′ .
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1.2. Les Réseaux de Contraintes Discrets

Les figures 1.2 et 1.3 illustrent l’application de deux instanciations auRCD de l’exemple 1, noté
P. La figure 1.2 représente ainsiP|I{E2,E3}

avecI{E2,E3} = {(E2, 1), (E3, 2)}, c’est-à-direE2 = 1

etE3 = 2. La figure 1.3 représenteP|I′
{E1,E2,E3}

tel queI ′{E1,E2,E3}
= I{E2,E3} ∪ {(E1, 1)}. Notons

que la réfutation de valeurs dans les domaines occasionne une suppression des tuples des contraintes,
afin de faciliter la lecture. Les tuples supprimés pour une contraintec sont ceux n’appartenant plus à la
projection des domainesπ(scp(c)). Par ailleurs, la Figure 1.3 présente une absence de tuples entre les
variablesE1 etE2, ce qui dénote une incohérence de l’instanciation dans le réseau de contraintes puisque
la contrainte de différence n’est pas satisfaite.

1
2

3
4

E1

1

E2

2

E3

1 2 3 4 E4

FIGURE 1.2 –P|I{E2,E3}

1

E1

1

E2

2

E3

1 2 3 4 E4

FIGURE 1.3 –P|I′
{E1,E3}

La définition d’instanciation nous rapproche des pré-requis permettant de répondre au problèmeCSP.
Néanmoins, il nous reste à définir la notion de satisfaction d’une contrainte.

Définition 13 (Satisfaction d’une contrainte par une instanciation) SoientP = (X ,D, C) un RCD,
c ∈ C une contrainte etIX une instanciation surX ⊆ X telle quescp(c) ⊆ X. c est satisfaite parIX
si et seulement si(IX(xi), . . . ,IX(xj)) ∈ c(xi,...,xj).

Définition 14 (Cohérence d’une instanciation)SoientP = (X ,D, C) unRCD etIX une instanciation
surX ⊆ X . IX est cohérente dansP si et seulement si toute contraintec ∈ C, telles quescp(c) ⊆ X,
est satisfaite parIX . Elle est incohérente sinon.

Définition 15 (Solution) SoitP un RCD. Une solution deP est une instanciation complète cohérente
deP.

L’ensemble des instanciations d’un réseau de contraintesP est appelé sonespace de recherche.
L’ensemble des instanciations qui ont pour restriction uneinstanciationIX deP, avecX ⊆ X , est
appelésous-espace de recherchede P associé àIX . Clairement, le sous-espace de recherche deP
associé àI∅ est l’espace de recherche complet deP, puisqueP = P|I∅ . Plus généralement, l’espace de
recherche associé au réseau de contraintesP|IX coïncide avec le sous-espace de recherche deP associé
àIX . Dans le cas général, quels que soientP,P ′ deuxRCD, siP ⊑ P ′, alors l’espace de recherche de
P est inclus dans l’espace de recherche deP ′.

Définition 16 (Cohérence d’unRCD) UnRCD est cohérent si et seulement si l’espace de recherche de
celui-ci contient au moins une solution. Dans le cas contraire, il est incohérent.
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Chapitre 1. Les réseaux de contraintes discrets

La définition de la cohérence desRCD nous permet de déduire qu’unRCD P est cohérent si et
seulement si il possède au moins un sous-réseau atomiqueP ′ ⊑ P tel queP ′ est cohérent. De plus,
remarquons que s’il existe une variablex ∈ X telle queDx = ∅ alors leRCD est trivialement incohé-
rent, puisque l’espace de recherche ne contient pas d’instanciations complètes, et par conséquent pas de
solutions.

Les figures 1.5 et 1.4 illustrent deuxRCD atomiques issus duRCD décrivant le problème de l’exemple
1, notéP. La figure 1.4 présente leRCD P|I′ , avecI ′ = {(E1, 1), (E2, 1), (E3, 2), (E4, 3)}. I est in-
cohérente car la contrainte entreE1 etE2 n’est pas respectée. La figure 1.5 présente leRCD P|I , avec
I = {(E1, 4), (E2, 1), (E3, 2), (E4, 3)}. I est une solution puisque c’est une instanciation complète
satisfaisant chaque contrainte. L’espace de recherche deP contient donc au moins une solution,P est
cohérent.

1

E1

1

E2

2

E3

3 E4

FIGURE 1.4 –P|I′

4

E1

1

E2

2

E3

3 E4

FIGURE 1.5 –P|I

Le problèmeCSP s’attache donc à déterminer l’existence d’une solution dans unRCD P, ou de
manière équivalente l’existence d’unRCD atomiqueP ′ ⊑ P cohérent. Notons qu’il n’est en aucun
cas nécessaire de déterminer une solution pour répondre au problèmeCSP, mais qu’il faut en prouver
l’existence. Dans la suite, nous noterons un réseau de contraintes incohérent, quel qu’il soit, par un
symbole unique⊥.

Propriété 1 SoientP etP ′ deuxRCD tels queP ⊑ P ′. SiP est cohérent,P ′ l’est aussi.

Preuve Cette propriété est trivialement vérifiée en considérant que siP est cohérent alors il admet un
sous-réseau atomique cohérentP ′′ ⊑ P. Par conséquent,P ′′ ⊑ P ⊑ P ′ et doncP ′′ est également
un sous-réseau atomique cohérent deP ′. P ′ est donc cohérent, et il admet une solutionI telle que
P ′′ = P ′

|I . �

Notons, par contraposée de la propriété 1, que siP ′ = ⊥, alorsP = ⊥. Puisque si l’espace de
recherche deP ′ ne contient pas de solutions, l’espace de rechercheP n’en contient pas non plus.

Le terme « cohérence » a deux aspects différents. On parle de cohérence pour unRCD et de cohé-
rence pour une instanciation partielle. Cependant, il est clair que toute instanciation partielle cohérente
n’implique pas d’avoir unRCD cohérent. Nous distinguons donc deux formes de cohérence d’une instan-
ciation. La définition 14 décrit la cohérence de l’instanciation elle-même, s’appuyant sur les contraintes
impliquant les variables de celles-ci. Plus généralement,nous pouvons étendre la notion de cohérence aux
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voisinages des variables d’une instanciation. Lorsqu’il n’existe pas de contrainte duRCD non satisfaite
par une instanciation partielle, on dit qu’ellecohérente localement.

Définition 17 (Cohérence locale)SoientP = (X ,D, C) unRCD, IX une instanciation surX ⊆ X et
P ′ = (X ,D′, C) le RCD tel queP ′ = P|IX . IX est localement cohérente si et seulement si, pour toute
contraintec ∈ C, π(scp(c)) ∩ rel(c) 6= ∅. P ′ est dit alors localement cohérent.

Définition 18 (Cohérence globale)SoitP = (X ,D, C) un réseau de contraintes. Une instanciation de
P surX ⊆ X est globalement cohérente si et seulement si elle est la restriction d’une solution deP.

Propriété 2 Une instanciationIX deP surX ⊆ X est globalement cohérente si et seulement si toutes
ses restrictionsIX′ deP surX ′ ⊆ X sont globalement cohérentes.

Preuve La preuve est immédiate. Pour le senssi : IX est globalement cohérente permet d’affirmer que
IX est la restriction d’une solution. Or, quel que soit l’ensembleX ′ ⊆ X, IX′ est une restriction deIX .
Donc pour toutX ′ ⊆ X, IX′ est la restriction d’une solution. Par conséquent, pour tout X ′ ⊆ X, IX′

est globalement cohérente. Le sensseulement si est trivialement vrai pourX = X ′. Faisons mainte-
nant l’hypothèse qu’il existe une restrictionIX′ pourX ′ ⊂ X qui ne soit pas globalement cohérente
alors queIX l’est. IX est la restriction d’une solution, maisIX′ ne l’est pas. OrX ′ ⊂ X, doncIX′

n’est pas une restriction deIX , ce qui contredit l’hypothèse. Donc il n’existe pas de restriction d’une
instanciation globalement cohérente qui ne soit pas, elle-même, globalement cohérente. L’équivalence
est donc démontrée, et par conséquent la propriété est prouvée. �

La cohérence globale est une définitionplus forteque la cohérence locale. Si une instanciation est
globalement cohérente, alors elle est localement cohérente. En d’autres termes, si une instanciationIX
de P surX ⊆ X est localement incohérente, son sous-espace de recherche associé ne contient pas
de solutions, c’est-à-direP|IX = ⊥. Par la même occasion, nous pouvons affirmer qu’unRCD est
localement, resp. globalement, cohérent si et seulement siil est issu d’une instanciation localement, resp.
globalement, cohérente. Prouver qu’une instanciation estglobalement cohérente permet de répondre au
problème de satisfiabilité des contraintes, il est donc facile de voir que ce problème est au moins aussi
difficile que le problème de la satisfiabilité des contraintes.

Nous avons défini les notions de base permettant de décider dela cohérence d’unRCD. Pour prouver
qu’unRCD est cohérent, il est nécessaire de prouver l’existence d’une solution. Dans le cas général,n
variables ont chacune un domaine fini de tailled. L’espace de recherche contient doncdn instanciations
complètes par définition. Par conséquent, énumérer les instanciations complètes de l’espace de recherche
peut toujours être effectué en temps fini. ce qui est illustrédans l’exemple 2.

Exemple 2 Considérons l’exemple 1 pourn = 20 étudiants etd = 20 chaises, l’espace de recherche
contient2020, soit 1, 05 × 1026, instanciations complètes. En schématisant la modélisation et les trai-
tements informatique, si construire une instanciation complète nécessite1 opération pour un micropro-
cesseur, et si celui-ci permet de traiter2× 1010 opérations par seconde, il faudrait plus de165 millions
d’années pour énumérer les instanciations complètes de l’espace de recherche. À cela, il faut ajouter
l’opération consistant à vérifier si une instanciation complète est une solution ou non. Pour se donner
une idée, on estime que l’univers est « seulement » composé de1084 atomes, ce qui est8 fois moins
important que le nombre d’instanciations complètes pour notre problème s’il y an = 50 étudiants et
d = 50 chaises. Les dimensions de l’espace de recherche pour les problèmes

Il est difficile de compter uniquement sur la puissance de calcul d’un ordinateur pour résoudre le pro-
blème de la satisfiabilité en énumérant uniquement l’espacede recherche et ces instanciations complètes.
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Dans le cas général, un problème simple par son énoncé peut setransformer en problème complexe une
fois modélisé. Cependant, pour décider de la cohérence d’unRCD, il est fait l’hypothèse qu’il n’y a
aucune connaissance du problème modélisé. Le développement d’outils algorithmiques s’appuie donc
sur les propriétés des formalismes discrets. Ceci constitue le cadre de l’algorithmique pour l’inférence,
déduire par la logique des informations pour résoudre un problème, et laprise de décision, choisir et
adapter les techniques de résolution face aux problèmes rencontrés.

1.3 Algorithmes pour l’inférence et la prise de décision

1.3.1 Algorithmes de recherche

Initialement, les méthodes permettant de répondre au problème de la satisfiabilité des contraintes
sont naïves, au sens où aucune information n’est déduite et aucune amélioration n’est apportée. Bien
que le problème de décisionCSP s’attache à prouver l’existence d’une solution, les algorithmes dans le
cadre discret se concentrent très souvent sur la recherche d’une d’entre elle. En pratique, il existe deux
grandes familles d’algorithmes de recherche : les algorithmes de recherchecompletset incomplets. Les
algorithmes de recherche complets permettent de répondre au problème de la satisfiabilité, en prouvant
qu’il existe une solution ou que l’espace de recherche n’en contient pas. Les algorithmes de recherche
incomplets permettent, quant à eux, de prouver soit la satisfiabilité, soit l’insatisfiabilité d’un problème,
et non les deux. Pour ces deux approches, nous présentons deux algorithmes de recherche les plus connus
pour répondre au problèmeCSP : la recherche locale[SELMAN et al.1992] pour la méthode de résolu-
tion incomplète et larecherche exhaustive[DAVIS et al.1962] pour la méthode de résolution complète.
Notons qu’il existe une approche permettant de combiner la recherche locale et la recherche exhaustive,
afin de tirer partie des avantages des deux approches. Cependant, nous ne développerons pas ce point,
malgré tous les intérêts que cette approche puissent susciter.

La recherche locale

Un algorithme de recherche locale est une approche de résolution stochastique basée sur la construc-
tion aléatoire d’instanciations complètes [SELMAN et al. 1992, SELMAN et al. 1995]. À partir de l’une
d’elle, les contraintes duRCD sont vérifiées. Si l’instanciation est cohérente, le problème est satisfiable
et celle-ci est une solution. Dans le cas contraire, il convient de déterminer la source de l’incohérence,
c’est-à-dire les contraintesC ⊆ C n’ont pas été satisfaites. Ceci permet de corriger localement l’instan-
ciation afin de réparer les incohérences. Parmi toutes les variables impliquées dans les contraintes, une
variablex ∈

⋃

c∈C scp(c) est choisie. La restrictionI|X\{x} est conservée et une opération, appeléeflip
ou switch, 3 détermine une nouvelle affectation pourx. Ceci permet de contruire une nouvelle instancia-
tion I ′ par prolongement deI|X\{x} surx. Les contraintes sont à nouveau vérifiées pourI ′ et le procédé
se poursuit jusqu’à ce qu’une solution soit trouvée. L’algorithme 1 est un algorithme de recherche locale
« élémentaire », ayant pour but de rechercher une solution dans unRCD. De nombreuses améliorations
peuvent y être apportées. Une distance peut être définie permettant de s’approcher vers une solution
potentielle. Par exemple, le couple variable/valeur le plus intéressant pour leswitchpeut être celui qui
permettra la satisfaction du plus grand nombre de contraintes. Si, pour une variable choisie, il n’est pas
possible d’améliorer l’instanciation courante à l’aide dela distance définie, on parle deminimum local.
Si certains critères montrent qu’il est nécessaire de sortir de cette situation, comme l’impossibilité de sa-

3. Le termeFlip est utilisé dans le cadre booléen ou une variable est soit vraie, soit fausse. On peut le traduire parinverser.
Pour les réseaux de contraintes, le choix se porte sur un ensemble de valeurs, une valeur est donc remplacée par une autre.Le
termeswitchpeut donc désignerintervertir.

16



1.3. Algorithmes pour l’inférence et la prise de décision

tisfaire plus de contraintes, une nouvelle instanciation est choisie, et la recherche se poursuit. L’exemple
3 décrit l’algorithme de recherche locale sans amélioration sur un problème concret.

Algorithme 1: Recherche Locale
Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : P modélise-t-il un problème satisfiable ?

1 début
2 I ← Générer une instanciation complète pourP
3 tant que (I est incohérente)faire
4 X ←

⋃
c∈C scp(c) : c non satisfaite

5 xi ← Choisir une variable dansX
6 v ← Choisirv ∈ Dxj

7 I(xi)← v

8 retourner Oui

Exemple 3 Appliquons l’algorithme 1 sur l’exemple 1. Avant de rentrerdans la salle, l’enseignant tire
au sort aléatoirement une chaise par étudiant, afin de construire une instanciation complète. Tout le
monde s’assied et les contraintes sont vérifiées. Si des étudiants sont assis sur les genoux de leurs cama-
rades, l’un des étudiants se lève, puis une nouvelle chaise lui est affectée. Ce procédé est réitéré jusqu’à
ce qu’une solution soit trouvée.

L’« inconvénient » de cette approche est exprimé dans la description de celle-ci : le procédé se pour-
suit jusqu’à la preuve de la cohérence duRCD. Une instanciation complète peut être vérifiée plusieurs
fois, sans que l’algorithme n’y prête attention. Comme énoncé précédemment, le nombre d’instancia-
tions complètes est astronomique et préserver en mémoire celles qui ont été vérifiées est inconcevable
dans le cas général. Cette approche ne permet donc pas de prouver qu’il n’existe pas de solutions. En
pratique, le temps laissé à l’algorithme est limité. L’algorithme répond donc par « oui », si leRCD est
cohérent, ou « résultat inconnu », si le temps imparti est écoulé. Cet algorithme est donc correct mais
incomplet.

Cette approche est très utilisée pour de nombreux problèmesd’optimisations et, paradoxalement,
lorsque les problèmes sont insatisfiables, comme le problèmeMAXCSP. Elle s’attache alors à approcher
le nombre maximal de contraintes qui peuvent être satisfaites, ou encore à détecter une partie du pro-
blème qui empêche la satisfiabilité des contraintes, tels que les problèmes d’extraction de sous-problèmes
incohérents [GRÉGOIREet al.2006]. Cela permet de déterminer les sources d’incohérences pour ensuite
réparer le problème ou les connaissances modélisés. De plus, cette approche produit de très bons ré-
sultats pour le problèmeCSP sur des instances difficiles à résoudre par d’autres approches, notamment
l’approche complète.

La recherche exhaustive

L’approche par recherche exhaustive est celle sur laquellese concentreront nos travaux. Comme son
nom l’indique, elle va permettre de faire un parcours exhaustif de l’espace de recherche en temps fini
afin de trouver une solution. Cet algorithme est donc correctet complet. Cependant, comme mentionné
précédemment, il n’est pas possible de sauvegarder chaque instanciation étudiée. L’espace de recherche
est donc parcouru sous la forme d’unarbre de recherche.

L’algorithme de recherche exhaustive suit un raisonnementpar récurrence, basé sur la définition de
cohérence globale d’une instanciation. ConsidéronsP = (X ,D, C) unRCD :

1. P est cohérent si et seulement siI∅ est globalement cohérente ;
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2. soient un ensemble de variablesX ⊂ X et une variablex ∈ X \ X. Une instanciationIX est
globalement cohérente si et seulement si il existe une valeur v ∈ Dx telle que l’instanciation
IX ∪ (x = v) soit globalement cohérente ;

3. une instanciation complèteIX de P est globalement cohérente si et seulement si elle est une
solution.

L’algorithme de recherche exhaustif le plus élémentaire, présenté dans Algorithme 2, est l’algo-
rithme degénération et vérification, ou generate and testen anglais. Il permet de parcourir l’arbre de
rechercheen profondeur d’abord(DFS pourDepth First Search). Le parcours est donc effectué branche
par branche. Il consiste à choisir une variable à chaque niveau de l’arbre et à lui affecter une valeur de
son domaine. Celle-ci est choisie dans un ensemble de variables non affectées, c’est-à-dire dont la taille
du domaine n’est pas1, décrit par l’applicationfutures(P).

Définition 19 (Variables futures) futures est une application qui, à toutRCD, associe un ensemble
X ⊆ X, tel que|Dx| > 1 pour toutx ∈ X.

Cela permet de construire, affectation par affectation, une instanciation complèteI, afin de vérifier si
celle-ci est une solution. Si c’est le cas, toute restriction deI est globalement cohérente et donc leRCD

est cohérent. Sinon, une instanciationIX ∪ (x = v) n’est pas globalement cohérente. Il convient de faire
un choix différent pour la variablex, et ainsi construire une instanciationIX ∪ (x = v′). Si, pour tout
v ∈ Dx, IX ∪ (x = v) n’est pas globalement cohérente, alorsIX n’est pas globalement cohérente. On
effectue une opération deretour-arrière, oubacktrack, qui consiste à annuler l’affectation d’une variable
deX afin de construire une nouvelle instanciation partielle. Sil’espace de recherche associé àI∅, c’est-
à-dire l’espace de recherche complet, ne contient pas de solutions, leRCD est incohérent. L’exemple 4
illustre l’application de l’algorithme 2 sur l’exemple 1.

Algorithme 2: Generate and Test
Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : Oui siP est cohérent, Non sinon

1 début
2 retourner Recherche( P)

3 fonction Recherche( P) : Booléen
4 début
5 si (P est atomique) alors
6 retourner Les contraintes deP sont-elles satisfaites ?
7 sinon
8 x← Choisir une variable dansfutures(X )
9 pour chaque(v ∈ Dx) faire

10 si (Recherche( P|x=v) répond Oui) alors
11 retourner Oui

12 retourner Non

Exemple 4 Appliquons l’algorithme Generate and Test à l’exemple 1. L’enseignant choisit un étudiant,
puis lui assigne une chaise. Il réitère séquentiellement leprocédé jusqu’à ce que chacun des étudiants
soit assis. Les contraintes sont alors vérifiées et, si celles-ci ne sont pas satisfaites, le dernier étudiant
assis se lève afin d’essayer la chaise suivante. Si toutes leschaises sont passées en revue sans satisfaire
les contraintes, le dernier étudiant ne peut s’asseoir. Puisque le sous-espace de recherche associé aux

18



1.3. Algorithmes pour l’inférence et la prise de décision

choix effectués pour ses camarades ne conduisent pas à une solution, celui-ci a prouvé qu’il ne pouvait
y avoir de solutions si ses camarades ne changent pas de places. Lorsqu’un étudiant a montré que pour
toutes chaises essayées, aucune n’a conduit à une solution,c’est son prédécesseur qui doit changer de
place, et le procédé est réitèré. Si l’étudiant n’a pas de prédécésseurs, l’espace de recherche a été évalué
entièrement et ne contient pas de solutions.

Cet algorithme constitue l’approche la plus élémentaire afin de garantir l’évaluation de l’intégralité
de l’espace de recherche. Cependant, celui-ci présente quelques lacunes clairement visibles. En parti-
culier, l’algorithme évalue toute instanciation localement incohérente, bien que celles-ci ne conduiront
trivialement pas à une solution.

Améliorer cet algorithme de recherche signifie réduire l’espace de recherche à évaluer. La détection
des instanciations partielles incohérentes [BITNER & REINGOLD 1975] fait partie de ces améliorations.
Le retour-arrière est également effectué lorsque l’instanciation est localement incohérente. Cependant,
déduire qu’une instanciation partielle en cours d’évaluation est localement incohérente n’est pas suffi-
sant, car le fait de choisir une valeur qui rendra une instanciation partielle localement incohérente semble
tout à fait contre-intuitif. Une amélioration peut donc être d’éliminer les valeurs des domaines qui pro-
duiront trivialement l’incohérence de l’instanciation après affectation. Ce type d’amélioration s’appelle
l’ anticipationou look-aheaden anglais. Plusieurs formes de stratégies par anticipation ont alors été pro-
posées. Parmi celles-ci, lavérification en avançant, plus communément dénomméeforward checking
[HARALICK & ELLIOTT 1979], s’attache à choisir un couple variable/valeur qui, avec l’instanciation
courante, ne formera pas une instanciation localement incohérente. D’autres formes d’algorithmes s’ap-
puie sur une anticipation forte en étendant la définition de cohérence locale d’une instanciation. Outre
l’exploitation fine de la cohérence locale, d’autres approches peuvent être définies. En analysant l’al-
gorithme, nous remarquons un choix arbitraire de la variable, et un parcours arbitraire de l’ensemble
des valeurs. Or, une incohérence provient peut-être d’un mauvais choix du couple variable/valeur utilisé
pour l’affectation. Un meilleur choix permettrait d’évaluer un sous-espace de recherche contenant une
solution.

Dans la suite, nous présentons un aperçu, non-exhaustif, des améliorations qui peuvent se greffer à
l’algorithmeGenerate and Test, afin de faciliter la résolution d’un problème. Ces approches peuvent être
classées en trois groupes de stratégies pour faciliter la résolution. Lesapproches prospectivescherchent
à anticiper l’état de la recherche, en essayant de minimiserl’évaluation de sous-espaces de recherche ne
contenant pas de solutions. La cohérence locale et l’utilisation de choix heuristiques pour les variables
et les valeurs sont des approches que nous présenterons. Lesapproches rétrospectivesproposent un
raisonnement sur le passé et cherchent à apprendre des choixqui ont été effectuées durant la recherche.
L’analyse des conflits et la génération denogoods, un état dans lequel leRCD est incohérent, seront
des aspects abordés dans cette section. Il existe égalementdes traitements qui se prévalent des deux
stratégies. Tirant des leçons des conflits afin de diriger la recherche.

1.3.2 Cohérence locale

Pour vérifier si une instanciation partielle est globalement cohérente, il faut évaluer le sous-espace de
recherche associé, ce qui est une tâche difficile en pratique. Pour parfaire notre algorithme de recherche,
il est donc possible d’imposer à l’instanciation partiellecourante d’être localement cohérente. Si une
instanciation partielle n’est pas localement cohérente, alors elle ne l’est pas globalement. Ceci permet de
ne pas évaluer un sous-espace de recherche inutilement, c’est-à-dire d’élaguerl’arbre de recherche. Pour
cela, nous présentons un aperçu des formes les plus célèbresde cohérences locales.
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La cohérence d’arcs

La forme de cohérence locale la plus étudiée et celle qui s’est imposée comme une référence pour la
résolution de problèmes de satisfiabilité est lacohérence d’arcs[M ACKWORTH 1977]. Historiquement,
le mot « arc » fait référence aux contraintes binaires d’unRCD, on parle donc de cohérence d’arcsAC

pour les réseaux de contraintes binaires et decohérence d’arcs généraliséeGAC pour les réseaux de
contraintes d’arité supérieure.

Définition 20 (Cohérence d’arcs)SoitP = (X ,D, C) unRCD :
– un couple(x, v) ∈ X ×Dx est arcs-cohérent dansP si et seulement si pour toute contraintec ∈ C,

telle quex ∈ scp(c), il existe un tupleτ ∈ rel(c) ∩ π(scp(c)) tel queτ [x] = v ;
– une variablex ∈ X est arcs-cohérente dansP si et seulement si il existe au moins une valeur
v ∈ Dx, telle que(x, v) soit arcs-cohérent ;

– P est arcs-cohérent si et seulement si toute variablex ∈ X est arcs-cohérente ;
– P est fermé par cohérence d’arcs si et seulement si tout couple(x, v) ∈ X ×Dx est arcs-cohérent.

PosonsP = (X ,D, C) un RCD. Si P est fermé par cohérence d’arcs, alors quel que soit le choix
d’affectationx = v avecx ∈ X et v ∈ Dx, nous pouvons affirmer qu’aucune contrainte dePx=v ne
sera trivialement insatisfaite. Si unRCD est fermé par cohérence d’arcs, nous avons la garantie que la
prochaine affectation choisie n’occasionera pas d’incohérence triviale dans leRCD. Ceci motive l’utili-
sation de la cohérence locale dans l’algorithmeGenerate and Test. Supposons maintenant que le couple
(x, v) ne soit pas arcs-cohérent dansP. Il existe au moins une contrainte insatisfaite dansPx=v. Par
conséquent, l’affectationx = v dansP doit être évitée, et par conséquentv est supprimée du domaine
dex. La cohérence d’arcs est une forme de cohérence localebasée sur les domaines.

L’algorithme 3 présente une approche simple pour obtenir lafermeture par cohérence d’arcs. L’en-
semble des couples variable/valeur sont énumérés et placésdans unefile de révision, c’est-à-dire un
ensemble de couple variable/valeur pour lesquels il est nécessaire de vérifier s’ils satisfont la définition
de cohérence d’arcs. Si un couple(x, v) n’est pas arcs-cohérent, alorsv est réfuté du domaine dex. Or,
la suppression de cette valeur peut avoir un impact sur les valeurs des variables voisines, et certaines ne
vérifient peut être plus la cohérence d’arcs. Il est nécessaire de (re)vérifier la cohérence d’arcs pour les
valeurs des variables voisines, qui sont donc placées dans la file de révision. Les vérifications se pour-
suivent jusqu’à atteindre unpoint fixe, c’est-à-dire jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de suppressionsde valeurs.
Notons que s’il existe un domaine n’ayant aucune valeur arcs-cohérente alors leRCD est incohérent.

La complexité en temps de cet algorithme estO(enr2dr+1). En particulier, la complexité en temps
dans le pire des cas de cet algorithme pour unRCD binaire estO(end3), et la complexité en espace dans
le pire des cas estO(nd). Nous proposons, en fin de section, un aperçu des algorithmesoptimaux en
temps enO(erdr) pourGAC etO(ed2) pourAC.

Les figures 1.6 et 1.7 reposent sur leRCD de l’exemple 1, notéP, et illustrent la cohérence d’arcs.
La figure 1.6 correspondP|I avecI = {(E1, 1), (E3, 2)}. Chaque contrainte décrit une relation de
différence entre les valeurs du domaine des variables. CeRCD n’est pas arcs-cohérent puisque quatre
valeurs, représentées en rouge, ne vérifient pas la cohérence d’arcs. La contrainte entreE1 etE4 impose
la différence des valeurs. Ainsi, il n’existe pas de tuples entre la valeur1 du domaine deE4 et une valeur
du domaine deE1. De la même façon, la valeur2 du domaine deE4 n’admet pas de tuple support avec
une valeur du domaine de la variableE3. En exploitant l’algorithme de fermeture par cohérence d’arcs,
nous obtenons leRCD AC(P|I) fermé par cohérence d’arcs, illustré Figure 1.7.

Par la définition 14, une instanciationIX deP = (X ,D, C) surX ⊆ X est cohérente si et seulement
si chaque contrainte impliquée par les variables deX sont satisfaites. Puisque la cohérence d’arcs vérifie
que chaque couple variable/valeur ait un support dans chaque contrainte voisine, elle permet donc de
déduire la cohérence d’une instanciation et, par conséquent, déduire si une instanciation complète est une
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Algorithme 3: Fermeture par cohérence d’arcs
Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : GAC(P)

1 début
2 file← {(x, v) : x ∈ X ∧ v ∈ Dx}
3 tant que (file 6= ∅) faire
4 Choisir et Supprimer (xi, vik ) ∈ file
5 si (Réviser( P , (xi, vik )) répond Oui) alors
6 si (Dxi

= ∅) alors
7 retourner ⊥
8 sinon
9 file← file ∪{(xj , vjl ) : i 6= j ∧ ∃c ∈ C : {xi, xj} ⊆ scp(c)}

10 retourner P

11 fonction Réviser( P , (x, v)) : Booléen
12 début
13 modification← Non
14 si (arcs-cohérence( P , (x, v)) répond Non) alors
15 Dx ← Dx \ {v}
16 modification← Oui

17 retourner modification

18 fonction arcs-cohérence( P , (x, v)) : Booléen
19 début
20 pour chaque(c ∈ C : x ∈ scp(c)) faire
21 si (∄τ ∈ rel(c) ∩ π(scp(c)) : τ [x] = v) alors retourner Non

22 retourner Oui

solution. La cohérence d’arcs est la forme de cohérence locale la plus faible permettant de déterminer
la cohérence d’unRCD atomique. Puisqu’il est possible de répondre au problème dela cohérence d’un
RCD atomique en temps polynomial dans la taille du problème, lesRCD atomiques sont ditstraitables.

L’approche présentée dans la recherche d’une solution viseà vérifier la cohérence d’une instanciation
complète, nous pouvons intégrer la cohérence d’arcs à l’algorithme Generate and Test. De plus, nous
souhaitons anticiper d’éventuelle incohérence locale durant la recherche. Pour cela, il suffit d’appliquer
la fermeture par cohérence d’arcs afin d’obtenir unRCD P ′ = AC(P|IX ) qu’elle que soitIX . Il est donc
garanti que, quelle que soit l’affectationx = v choisie avecx ∈ X \ X et v ∈ Dx, nous ayons une
instanciationIX ∪ (x = v) deP ne provoquant l’insatisfaction d’une contrainte. L’algorithme 4 intègre
la fermeture par cohérence d’arcs dans l’algorithmeGenerate and Test. Celui-ci est un algorithme de
recherche exhaustive avecmaintien de la cohérence d’arcsou MAC, pour Maintain Arc-Consistency
[SABIN & FREUDER1994]. La ligne 2 correspond à une phase de prétraitement duRCD, afin de garantir
que leRCD soit fermé par cohérence d’arcs pour le premier choix. Aprèschaque affectation appliquée au
RCD, la fermeture par cohérence d’arcs est maintenue (Ligne 14). Si leRCD qui en résulte n’est pas arcs-
cohérent, alors il est inutile de continuer la recherche d’une solution sur ce sous-réseau puisque celui-ci
n’est pas localement cohérent, un retour-arrière est donc nécessaire (Ligne 17). Dans le cas contraire, la
recherche se poursuit (Ligne 15) jusqu’à atteindre unRCD atomique arcs-cohérent donc cohérent.

L’exemple 5 illustre l’application deMAC sur le problème de la salle de classe.

Exemple 5 Appliquons l’algorithmeMAC au problème de l’exemple 1. Quelle que soit l’affectation
Ei = v choisie, avecEi ∈ X et v ∈ DEi

, la fermeture par cohérence d’arcs va déduireEj 6= v pour
tout Ej ∈ x tel quei 6= j. Ceci impose à chaque étudiant de ne pas s’asseoir sur une chaise qui est
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occupée. Sin ≤ d alors, l’un après l’autre, les étudiants pourront s’asseoir sur une des chaises libres.
Le problème est donc satisfiable, et une solution a été trouvée sans qu’aucun étudiant n’ait à se relever,
c’est-à-dire sans retour-arrière sur les choix effectués.Il suffit d’appliquern fois l’algorithmeGAC pour
trouver une solution à ce problème. Ce problème est donc traitable en pratique et peut être résolu par un
algorithme en temps polynomial dans le nombre de variables.Cependant, ceci est vrai uniquement pour
n ≤ d pour l’algorithmeMAC.

Remarquons qu’il est possible d’appliquer et de maintenir toute forme de cohérence locale pendant
la recherche. Cependant, ceci est difficilement envisageable pour certaines formes de cohérence locale
dont la complexité algorithmique est élevée. Il est impossible de prévoir avec certitude si une forme de
cohérence locale sera pertinente pour la résolution d’unRCD, c’est-à-dire si l’élagage sera fort ou non.
Notons que le prétraitement peut, lui aussi, être une forme de cohérence locale quelconque, et peut être
une forme différente de celle maintenue durant la recherche.

Puisque la cohérence d’arcs est maintenue pendant la recherche d’une solution et donc appliquée à
chaque décision, celle-ci suscite de nombreux travaux [BESSIÈRE2006, LECOUTRE2009]. L’algorithme
3 présenté est un algorithme de base, proche de l’algorithmeAC3 [M ACKWORTH 1977], bien que celui-
ci place dans la file de révisions des couples variables/contraintes. L’inconvénient de ces approches est
qu’elles ne sont pas réfléchies, dans le sens où chaque couplede la file de révisions est parcouru sans
distinction, et quel que soit l’état du réseau de contraintes. Ainsi, l’algorithmeAC4 [M OHR & H ENDER-
SON 1986] etGAC4 [M OHR & M ASINI 1988] atteint la complexité algorithmique optimale en temps
dans le pire de cas pour un réseau de contraintes binaires enO(erdr), en sauvegardant des informations
telles que le nombre de supports pour un couple variable/valeur avec les autres variables. Ce qui permet
d’affiner et d’accélérer les révisions. Cet algorithme est dit à « grain fin » car les révisions sont effectuées
au niveau des valeurs, à l’opposé des approches proposant des révisions sur les contraintes.AC6 [BES-
SIÈRE1994] permet de conserver la complexité optimale en temps ensauvegardant moins d’informations
queAC4. AC2001 [BESSIÈRE& RÉGIN 2001] est une extension permettant d’affiner l’algorithmeAC3.

De plus, dans la file de révision deAC3, une contrainte peut être révisée à partir de chacune des va-
riables impliquées dans celle-ci. Afin d’éviter plusieurs traitements d’une même contrainte, de nombreux
algorithmes intègrent la multidirectionnalité des contraintes.AC7 [BESSIÈREet al. 1999] permet d’ex-
ploiter la bidirectionnalité en se basant surAC6, et deux extensions deAC2001 exploitent partiellement
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Algorithme 4: MAC

Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : Oui siP est cohérent, Non sinon

1 début
2 P ′ ← GAC(P)
3 si (P ′ = ⊥) alors
4 retourner Non
5 sinon
6 retourner Recherche( P ′)

7 fonction Recherche( P) : Booléen
8 début
9 si (P est atomique) alors

10 retourner Oui
11 sinon
12 x← Choisir une variable dansfutures(X )
13 pour chaque(v ∈ Dx) faire
14 P ′ ← GAC(P|x=v)
15 si (P ′ 6= ⊥) et (Recherche( P ′) répond Oui) alors
16 retourner Oui

17 retourner Non

avecAC3.2 ou complètement commeAC3.3 la bidirectionnalité [LECOUTRE et al. 2003]. Lecoutre et
Hemery [LECOUTRE& H EMERY 2006] proposent d’intégrer la notion de supports résiduelsaux algo-
rithmes de cohérence d’arcs, c’est-à-dire pour chaque triplet contrainte/variable/valeur, le dernier support
trouvé pour le couple variable/valeur dans la contrainte. Les algorithmesAC3 etAC3.2 intègrent la ges-
tion de supports résiduels respectivement unidirectionnels avecAC3r ou multidirectionnel avecAC3rm.
AC3rm se révélant être l’algorithme le plus efficace en pratique. Enfin, Boussemartet al.[BOUSSEMART

et al. 2004b] définissent des stratégies de choix de révisions de lafile de révisions à partir de critères
heuristiques sur des caractéristiques des variables ou descontraintes. La diversité des algorithmes de
cohérences d’arcs induit également une grande diversité des algorithmes de maintien de la cohérence
d’arcs, notammentMAC2001/3.1 [BESSIÈREet al.2005] etMAC3rm [L ECOUTREet al.2008].

La cohérence de chemins

La cohérence d’arcs permet d’affirmer, pour tout couple(x, v) et pour toute variablex′ voisine de
x, qu’il existe une valeurv′ du domaine dex′ telle que{(x, v), (x′, v′)} est une instanciation partielle
cohérente. Le raisonnement peut être étendu, en vérifiant qu’à partir de deux couples(x, v) et (x′, v′)
et pour toute variablex′′ voisine dex et x′, qu’il existe une valeurv′′ du domaine dex′′ telle que
{(x, v), (x′′, v′′)} et{(x′, v′), (x′′, v′′)} soient des instanciations partielles cohérentes. Cette forme de co-
hérence locale est appeléecohérence de chemins, notéePC pourPath Consistency[M ONTANARI 1974].

Définition 21 (Cohérence de chemins)SoitP = (X ,D, C) unRCD :
– (x, v) ∈ X × Dx et (x′, v′) ∈ X × Dx′ sont chemins-cohérents si et seulement si, pour tout
xi ∈ X telle quexi 6= x etxi 6= x′, il existe une valeurvik ∈ Dxi telle que{(x, v), (xi, vik)} et
{(xi, vik), (x

′, v′)} soient des instanciations partielles cohérentes ;
– deux variablesx ∈ X et x′ ∈ X sont chemins-cohérente si et seulement si il existe deux valeurs
v ∈ Dx etv′ ∈ Dx′ telles que(x, v) et (x′, v′) soient chemins-cohérents ;

– P est chemins-cohérent si et seulement si tout couplex ∈ X etx′ ∈ X est chemins-cohérent ;
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– P est fermé par chemin cohérence si et seulement tout couple(x, v) ∈ X × Dx et (x′, v′) ∈
X ×Dx′ est chemins-cohérent.

Historiquement, le terme « chemin » est utilisé au même sens qu’un chemin dans un graphe, dans
lequel chaque couple variable/valeur décrit un nœud et chaque tuple support des contraintes décrit une
arête entre ces nœuds. Cependant, Montanari a montré l’équivalence avec la définition 21.

L’algorithme 5 présente la fermeture par cohérence de chemins. Contrairement à la cohérence d’arcs,
ce sont des ensembles de deux couples{(x, v), (x′, v′)} qui sont placés dans une file de révisions. Deux
couples sont chemins-cohérents si il est possible d’étendre chacun, pour chaque variable voisine dex
et x′, à une instanciation de taille2. Si le couple est chemins-cohérent, alors l’évaluation se poursuit.
Dans le cas contraire, l’ensemble{(x, v), (x′, v′)} ne peut être étendu à une solution.{(x, v), (x′, v′)}
est localement incohérente. Pour éviter de faire le choix deces deux couples pour de futures affectations,
il faut les interdire mutuellement. Par conséquent, un tuple conflit correspondant à{(x, v), (x′, v′)} est
créé. Si il existe une contrainte ne possédant plus de tuplessupports, alors leRCD est incohérent. Dans le
cas contraire, il faut vérifier six etx′ sont chemins-cohérentes avec leurs voisines, et ainsi de nouveaux
couples sont ajoutés à la file de révision.

Algorithme 5: Fermeture par cohérence de chemins
Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : PC(P)

1 début
2 file← {{(x, v), (x′, v′)} : x, x′ ∈ X , v ∈ Dx, v

′ ∈ Dx′ , x 6= x′}
3 tant que (file 6= ∅) faire
4 Choisir etSupprimer {(x, v), (x′, v′)} ∈ Queue
5 si (Réviser( P , {(x, v), (x′, v′)}) répond Oui) alors
6 si (c(x,x′) = ∅) alors
7 retourner ⊥
8 sinon
9 file← file ∪{{(x, v), (xi, vik )} : xi ∈ X ∧ vik ∈ Dxi

∧ xi voisine de x} ∪
{{(x′, v′), (xi, vik )} : xi ∈ X ∧ vik ∈ Dxi

∧ xi voisine de x
′}

10 retourner P

11 fonction Réviser( P , {(x, v), (x′, v′)}) : Booléen
12 début
13 modification← Non
14 si (chemins-cohérence( P , {(x, v), (x′, v′)}) répond Non) alors
15 c̄(x,x′) ← c̄(x,x′) ∪ {(v, v

′)}
16 modification← Oui

17 retourner modification

18 fonction chemins-cohérence( P , {(x, v), (x′, v′)}) : Booléen
19 début
20 pour chaque(xi ∈ X : xi 6= x ∧ xi 6= x′) faire
21 si (∄vik ∈ Dxi

telle que(v, vik ) ∈ c(x,xi) ∧ (vik , v
′) ∈ c(xi,x

′) alors
22 retourner Non

23 retourner Oui

La complexité en espace dans le pire des cas de cet algorithmecoïncide avec l’énumération des
instanciations de taille2, soitO(n2d2). Pour chacune, il est nécessaire de vérifier un chemin pour chaque
couple variable/valeur des variables voisines. Pour cela,il faut trouver un tuple supports parmi lesdr
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tuples. Chaque fois que l’on détermine qu’une instanciation de taille2 n’est pas chemins-cohérente, ces
voisines sont ajoutés. Dans le cas de réseaux de contraintesbinaires, la complexité de cet algorithme est
doncO(n4d5).

Les figures 1.8 et 1.9 étendent l’exemple 1 afin d’illustrer lacohérence de chemins. La figure 1.8
présente leRCD P ′ tel queP ′ ⊑ P avecP le RCD modélisant le problème initial Exemple 1. Remar-
quons que les arcs expriment cette fois les tuples conflits entre les valeurs du domaine des variables. Sur
P ′, certains étudiants n’ont pas l’autorisation de s’asseoirsur certaines chaises. De l’application de la
fermeture par cohérence de chemins surP ′ résulte leRCD PC(P ′) présenté Figure 1.9. Les arcs grisés
correspondent aux tuples conflits ajoutés par cohérence de chemins. Ainsi, siE1 = 3 etE2 = 1, alors
il n’existe pas de valeurs deE3 permettant de satisfaire la définition de la cohérence de chemins. Par
conséquent, le tuple(3, 1) de la contraintec(E1,E2) est un conflit. De même, siE1 = 3 etE2 = 2, alors il
n’existe pas de valeurs deE4 permettant de satisfaire la définition de la cohérence de chemins. Par consé-
quent, tous les tuples entreE1 etE2 tel queE1 = 3 sont des tuples conflits. La valeur3 du domaine
deE1 n’a plus de supports dansE2, par conséquent cette valeur n’est pas arcs-cohérente. Lesvaleurs
représentées en rouge sont les valeurs qui, à titre indicative, ne sont plus arcs-cohérentes après l’appli-
cation de la fermeture par cohérence de chemins. Seuls les arcs grisés sont les effets de la fermeture par
cohérence de chemins.
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Au même titre que la cohérence d’arcs, de nombreux algorithmes permettent de rendre un réseau
de contraintes chemins-cohérent, et sont souvent inspirés, voire étendus, des algorithmes de cohérence
d’arcs. Ainsi,PC2 est l’extension deAC3 [M ACKWORTH 1977] permettant de maintenir une file de ré-
vision sur les triplets de variables. Au même titre queAC4, l’optimalité en temps dans le pire des cas est
atteinte par deux extensions permettant de sauvegarder uneliste de supports avecPC3 [M OHR & H EN-
DERSON1986].PC5 est une extension deAC6, etPC5 + + exploite la bidirectionnalité [SINGH 1996].

k-cohérence forte et(i− j)-cohérence

Les cohérences d’arcs et de chemins peuvent être généralisées. La généralisation de ces approches
est appeléek-cohérence, aveck > 0 [FREUDER1978].

Définition 22 (k-cohérence)SoitP = (X ,D, C) unRCD :
– un ensemble dek−1 couples variable/valeur{(x1, v1), . . . , (xk−1, vk−1)} avecxi ∈ X , vi ∈ Dxi

et xi 6= xj pour tout1 ≤ i, j ≤ k − 1, estk-cohérent si et seulement si, pour toutx′ ∈ X avec
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x′ 6= xi pour tout1 ≤ i ≤ k− 1, il existe une valeurv′ ∈ Dx′ telle que,{(xi, vi), (x′, v′)} est une
instanciation partielle cohérente pour tout1 ≤ i ≤ k − 1 ;

– X ⊂ X , avec|X| = k − 1, estk-cohérent si et seulement si il existe un ensemble{(x1, v1), . . . ,
(xk−1, vk−1)} avecxi ∈ X et vi ∈ Dxi pour tout1 ≤ i ≤ k − 1 qui soitk-cohérente ;

– P estk-cohérent si et seulement si tout ensemble de variablesX ⊂ X , avec|X| = k − 1, est
k-cohérent ;

– P est fermé park-cohérence si et seulement si pour toutX ⊂ X tel que |X| = k − 1, tout
ensemble{(x1, v1), . . . , (xk−1, vk−1)} avecxi ∈ X etvi ∈ Dxi estk-cohérent.

Lorsqu’un ensemble dek−1 couples variable/valeur estk-incohérente, une contrainte d’arité(k−1)
est créée et cet ensemble devient un tuple conflit. Les cohérences d’arcs et de chemins sont donc équi-
valentes respectivement à la2-cohérence et3-cohérence. Lak-cohérence a été étendue à lak-cohérence
forte.

Définition 23 (k-cohérence forte) SoitP = (X ,D, C) unRCD. P est fortementk-cohérent si et seule-
ment il estk′-cohérent pour tout1 ≤ k′ ≤ k.

L’idée d’étendre un ensemble dek − 1 couple variable/valeur à1 variable supplémentaire amène
la question du procédé inverse. Est-il possible de déterminer une instanciation localement cohérente de
taille 1 qui puisse être étendu àk− 1 variables supplémentaires ? Cette forme de cohérence locale, nom-
méeinversek-cohérence, laisse entrevoir une généralisation sur la taille de l’instanciation initiale et son
extension. Cette forme de cohérence s’appelle la(i, j)-cohérence, c’est-à-dire est-il possible d’étendrei
affectations à une instanciation de taillej.

Définition 24 ((i, j)-cohérence) SoientP = (X ,D, C) un réseau de contraintes :
– un ensemble dei couples variable/valeur{(x1, v1), . . . , (xi, vi)} avecxk ∈ X , vk ∈ Dxk et
xk 6= xl pour tout1 ≤ k, l ≤ i, est(i, j)-cohérent si et seulement si, pour tout ensemble de
variablesX ⊂ X tel que |X| = j et xk 6∈ X pour 1 ≤ k ≤ i, il est possible de construire
une instanciation partielle cohérenteIX telle que{(xk, vk)} ∪ IX est une instanciation partielle
cohérente pour tout1 ≤ k ≤ i ;

– X ⊂ X , avec|X| = i, est(i, j)-cohérent si et seulement si il existe un ensemble dei couples
variable/valeur{(x1, v1), . . . , (xi, vi)}, avecxk ∈ X, vk ∈ Dxk etxk 6= xl pour tout1 ≤ k, l ≤
i, qui soit(i, j)-cohérent ;

– P est(i, j)-cohérent si et seulement si tout ensembleX ⊂ X , tel que|X| = i, est(i, j)-cohérent ;
– P est fermé par(i, j)-cohérence si et seulement toute ensemble dei couples variable/valeur
{(x1, v1), . . . , (xi, vi)}, avecxk ∈ X , vk ∈ Dxk et xk 6= xl pour tout1 ≤ k, l ≤ i, est(i, j)-
cohérent.

La k-cohérence est donc équivalente à la(k − 1, 1)-cohérence et l’inversek-cohérence est équiva-
lente à la(1, k − 1)-cohérence. Dans le cas général, pour appliquer lak-cohérence, il faut énumérer les
instanciations de taillek − 1, c’est-à-dire endk−1. Ce qui est une tâche difficile lorsquek est grand.
Appliquer lak-cohérence forte est équivalent à développer un arbre de recherche de hauteurk à l’aide
d’un parcours en largeur d’abord, où pour chaque niveau1 ≤ i ≤ k la i-cohérence est vérifiée, afin de
garantir la cohérence locale de chaque niveau. L’algorithme optimale est enO(nkdk) [COOPER1989].

En pratique, les formes de cohérences locales au-delà de la3-cohérence, forte ou non, sont très peu
utilisées, notamment pour le maintien de la cohérence locale pendant la recherche. Comme énoncé précé-
demment, il est difficile de déterminer la pertinence du maintien de certaines formes de cohérence locale.
De plus, une forme de(i, j)-cohérence impose de manipuler des tuples conflits de taillei lorsqu’une ins-
tanciation n’est pas(i, j)-cohérente. Une tâche qui s’avère être coûteuse en espace, notamment si leRCD
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n’est pasi-cohérent. Cependant, il est possible d’imposer la fermeture par une forme de cohérence locale
forte, de n’être effectuée qu’une seule fois en prétraitement duRCD.

(k, φ)-cohérence

La (k, φ)-cohérence est une généralisation de cohérences locales bien connues telles que la cohé-
rence d’arcs de singletonsSAC [DEBRUYNE & B ESSIÈRE1997] ou la cohérence d’arcs de tuplesTAC

[CHMEISS et al.2008].φ représente toute forme de cohérence locale qui peuvent êtredéfinie, tel queAC
ouPC.

Définition 25 SoitP = (X ,D, C) unRCD :
– une instanciationIX deP sur X ⊆ X , avec|X| = k, est(k, φ)-cohérente si et seulement si
φ(P|IX ) 6= ⊥ ;

– X ⊆ X , avec|X| = k, est(k, φ)-cohérent si et seulement si il existe une instanciationIX deP
qui soit(k, φ)-cohérente.

– P est(k, φ)-cohérent si et seulement si tout ensemble de variablesX ⊆ X , avec|X| = k, est
(k, φ)-cohérent.

– P est(k, φ)-fermé si et seulement si pour tout ensemble de variablesX ⊆ X , avec|X| = k, toute
instanciationIX deP est(k, φ)-cohérente.

Pour schématiser cette approche, il suffit de construire toute instanciation partielle surk variables
distinctes, appliquer celle-ci au réseau de contraintes etvérifier laφ-cohérence du réseau de contraintes.
Le principe est donc similaire au cadre affectations/propagations de la recherche exhaustive afin d’éli-
miner, a priori, les instanciations partielles de taillek globalement incohérentes. Elle permet ainsi de
vérifier la cohérence locale au-delà du voisinage des variables de l’instanciation appliquée, ce qui diffère
des techniques de cohérence locale présentées précédemment.

Dans le cas général, l’algorithme appliquant la(k, φ)-fermeture énumère les instanciations de taille
k et applique laφ-cohérence. Si une instanciation n’est pas(k, φ)-cohérente, un tuple conflit de taillek
est créé. Le procédé est réitéré jusqu’à obtenir un point fixe, c’est-à-dire qu’il n’y a plus de modifications
dans leRCD. Pour illustrer la(k, φ)-cohérence, nous pouvons évoquer la(1,AC)-cohérence, plus connue
sous le nom decohérence d’arcs de singletons, notéeSAC pour Singleton Arc-Consistency, présenté
Algorithme 6. Pour chaque couple(x, v) ∈ X ×Dx, siAC(P|x=v) = ⊥ alorsx = v est une affectation
globalement incohérente dansP. Il convient donc de réfuterv du domaine de la variablex. Le procédé
est réitéré jusqu’à atteindre un point fixe. La complexité algorithmique en temps dans le pire des cas de
l’algorithme 6 est enO(n2d2O(AC)) et la complexité spatiale dans le pire des cas estO(nd).

Les algorithmesSAC sont également nombreux. Parmi les extensions, nous pouvons citerSAC−SDS
[BESSIERE& D EBRUYNE 2008] etSAC3+ [L ECOUTRE& CARDON 2005] qui exploitent incrémenta-
lement la cohérence d’arcs de singletons en développant un arbre de recherche.

1.3.3 Choix heuristiques

Les techniques de cohérence locale sont un atout majeur pourrépondre au problème de satisfiabilité.
Néanmoins, il existe certaines catégories de problèmes surlesquelles seules les formes de cohérences
locales très fortes pourront être pertinentes. Cependant,la complexité algorithmique de telles approches
est très élevée, voire aussi difficile que le problème de satisfiabilité lui-même. Il faut donc se concen-
trer sur d’autres approches pour améliorer l’algorithmeMAC. L’exemple 6 fait mention d’un problème
majeur : quels choix d’affectations faut-il effectuer pourévaluer l’arbre de recherche ?
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Algorithme 6: Fermeture par Cohérence d’Arcs de Singletons
Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : SAC(P)

1 début
2 fini← Non
3 tant que (fini est Non) faire
4 fini← Oui
5 file← {(x, v) : x ∈ X ∧ v ∈ Dx}
6 tant que (file 6= ∅) faire
7 Choisir etSupprimer (x, v) ∈ file
8 si (AC(P|x,v) = ⊥) alors
9 Supprimerv deDx

10 fini← Non
11 si (Dxi

= ∅) alors
12 retourner ⊥

13 retourner P

Exemple 6 À partir de l’exemple 1, considérons50 étudiants et50 chaises. Nous faisons évoluer ce
problème puisque5 étudiants à surveiller doivent être placés au premier rang composé de4 chaises.
Ce problème n’a trivialement pas de solutions puisqu’il n’ya pas assez de chaises au premier rang,
malgré le fait qu’il y ait assez de chaises pour les50 étudiants. Seule les techniques de vérification de la
cohérence locale plus forte que la5-cohérence peuvent montrer l’aspect incohérent de ce problème.

Ce problème peut pourtant être facilement divisé en deux sous-problèmes. Les élèves souhaitant
se mettre devant forment le problème(5, 4) et le reste forme un second sous-problème(45, 46). En
appliquant la recherche exhaustive, deux cas se présentent. Si les élèves du premier rang prennent places
en premier, alors ils pourront « rapidement » déduire que le sous-problème(5, 4) est incohérent. S’ils
sont choisis en dernier,45 étudiants vont s’asseoir avant que le problème soit montrerincohérent par les
5 autres.

L’algorithmeMAC (Algorithme 4) présente le choix d’une variable parmi les variables futures et le
parcours de chaque valeur du domaine de cette variable. Comment faire ce choix ? Quels sont les critères
de choix qui permettent d’améliorer les algorithmes de recherche, sans connaître le sens du problème
modélisé ? Ces deux lignes font référence à deschoix heuristiquesdes variables et des valeurs duRCD
permettant de guider la recherche.

Définition 26 (Heuristique de choix de variables)SoitP = (X ,D, C) un RCD. Une heuristique de
choix de variablesHX est une application deX dansR, associée à une relation d’ordre totale≤H sur
X définie, pour toutxi, xj ∈ X , par : xi ≤H xj si et seulement siH(xi) ≤ H(xj).

La définition d’une heuristique de choix de valeurs est analogue à la définition 26, associant à chaque
valeur du domaine d’une variable un nombre réel, et associé àune relation d’ordre totale sur chacune
des valeurs. L’ordre≤H désigne une préférence, c’est-à-direxi ≤ xj signifie «xj est préférée àxi » (où
inversement suivant le choix effectué). Le choix de variables ou de valeurs se portent donc sur la variable
ou la valeur préférée. Il est nécessaire d’avoir une relation d’ordre strict pour faire un choix de variables
ou un choix de valeurs. Dans le cas général, les heuristiquespeuvent ainsi être combinées, afin d’affiner
le choix effectué ou départager les variables aussi préférée. Dans la suite, nous considérons qu’une fois
l’heuristiqueH calculée, l’ordre≤H est établi enO(n2) à l’aide d’un tri-rapide [HOARE 1961].

L’exemple 6 montre clairement que, pour un problème incohérent, il est nécessaire de choisir les
variables d’un sous-problème incohérent en premier. En effet, si un problème est incohérent, alors il y
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a une cause, qui peut être caractérisée comme un sous-problème du problème d’origine. Développer la
recherche vers ce sous-problème, à proximité de la racine del’arbre de recherche, permet de prouver
« rapidement » que le problème est insatisfiable. Dans notre exemple, parcourir45 instanciations com-
plètes est suffisant pour prouver l’incohérence, alors que5050 peuvent être parcourues dans le pire des
cas. Cette stratégie de recherche est appelée l’échec d’abord, oufail-first [HARALICK & ELLIOTT 1979].

Notre objectif pour caractériser l’heuristique de choix devariables est donc de préférer les variables
du sous-problème incohérent. Cependant, dans le cas général, trouver le sous-problème incohérent est
une tâche plus difficile que le problèmeCSP. L’heuristiqueH et l’ordre associée≤H doivent être dé-
cidées à chaque niveau de l’arbre. Une heuristique difficileà calculer pourrait rendre la résolution du
problème difficile, mais permettrait peut-être de faire deschoix appréciables. À l’inverse, une heuris-
tique facile à calculer pourrait proposer de mauvais choix.Les heuristiques peuvent être classées en
deux catégories : les heuristiques statiques et les heuristiques dynamiques. Les heuristiques statiques
sont calculées avant l’évaluation de l’arbre de recherche,et l’ordre choisi est donc toujours le même.
Une heuristique dynamique permet de proposer des choix en fonction de l’état de la recherche. Elles
permettent d’adapter les choix à chaque instant de la recherche.

Heuristique de choix de variables

lexico La première heuristique, parmi les plus triviales, est l’ordre lexicographique, notéelexico. Chaque
variable ou chaque valeur est définie par un nom unique, ce quipermet de décrire une relation d’ordre
strict. Cette heuristique est très souvent utilisée pour départager les heuristiques associées à une relation
d’ordre non strict. Puisque les noms ne changent pas en coursde recherche, cette heuristique est statique.
La valeur associée à chaque variable est donc calculée enO(n).

random Tout aussi triviale, le choix aléatoire d’une variable, notée random. Une variable est choisie
et considérée comme préférée à tout autre. Puisquerandomest calculée enO(1), elle peut s’avérer plus
efficace que d’autres approches « intelligente », notammentpour certains problèmes difficiles pour lequel
l’ordre du choix des variables n’est pas important. L’inconvénient de cette approche est qu’elle est non
déterministe. Sur un même problème et avec les mêmes algorithmes de recherche, les résultats peuvent
être totalement différents.

dom La première heuristique dynamique utilise la taille du domaine, notéedom [HARALICK & EL-
LIOTT 1979]. Elle est définie par l’applicationdom(x) = −|Dx|. Notons quedom(x) est toujours néga-
tif, ce qui permet de préférer les variables ayant les domaines les plus petits, par notre définition de≤deg.
L’idée derrière cette stratégie est d’avoir un nombre de branchement (ou facteur de branchement) faible
en haut de l’arbre de recherche. S’il y a maintien de la cohérence locale dans le réseau de contraintes, la
taille du domaine est modifiée dynamiquement, en fonction des choix précédents. Dans le pire des cas,
dom est calculée enO(n).

ddeg L’analyse structurelle d’unRCD peut conduire à la définition d’une autre heuristique, s’appuyant
sur le nombre de contraintes impliquant une variable, notéedeg. Bien qu’elle puisse être calculée de ma-
nière statique, cette heuristique est plus généralement utilisée de manière dynamique, notéeddeg[DECH-
TER & M EIRI 1989]. Ainsi,ddeg(x) = |

⋃

{c ∈ C : x ∈ scp(c) ∧ |futures(scp(c))| > 1}|. Choisir les
variables en fonction du degré permet de réduire le nombre decontraintes à traiter. Dans le pire des cas,
l’heuristiqueddeg est calculée enO(en).
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wdeg Pour détecter des sous-problèmes incohérents afin de diriger la recherche, il est possible d’utili-
ser les algorithmes de cohérence locale. L’heuristiquewdeg[BOUSSEMARTet al.2004a], pourweighted
degree, requiert une légère adaptation de l’algorithme de cohérence locale. Un poidswc est défini pour
chaque contraintec ∈ C, tel quewc = 1 avant la recherche. Lorsque le problème est localement inco-
hérent, il existe une ou plusieurs contraintes décrite par la relation vide, et le poids de chacune de ces
contraintes est incrémenté. Au cours de la recherche, plus les contraintes ont été pondérées, plus elles
ont été impliquées dans les incohérences locales. Cette heuristique repose donc sur la probabilité que
les contraintes impliquées dans une incohérence lors de la fermeture par cohérence locale fassent partie
d’un sous-problème incohérent. Elles permettent alors l’approximation d’un sous-problème incohérent
dans leRCD. L’heuristiquewdegest également fonction du degré des variables, puisque si lavariable
est la seule non affectée dans une contrainte, le degré n’estpas comptabilisé. Celle-ci est définie par
wdeg(x) =

∑

c∈C:x∈scp(c)∧|future(scp(c))|>1wc. Elle est calculée enO(en).

Combinaison heuristiques Comme énoncé précédemment, certaines heuristiques peuvent être utili-
sées pour départager des variables aussi préférées. Pour cela, on utilise l’opérateur⊕. Par exemple,
dom⊕ddegsignifie la variable est choisie à l’aide dedompuis les variables « également préférées » sont
départagées parddeg.

Les combinaisons d’heuristiques sont, en pratique, plus efficaces que les heuristiques présentées
seules. L’heuristiquedom/deg[BESSIÈRE& RÉGIN 1996] etdom/ddeg[SMITH & GRANT 1998] sont
des combinaisons des heuristiques permettant de minimiserle domaine des variables tout en maximisant
le degré. Elles sont, en moyenne, plus efficaces que les heuristiquesdomou ddegseules. L’heuristique
dom/wdeg, qui choisit une variable en minimisant son domaine et maximisant le degré d’incohérence,
permet d’obtenir de très bons résultats en pratique. Elle est notamment utilisée pour l’approximation de
sous-problèmes incohérents, et correspond à notre description précédente basée sur une stratégie d’échec
d’abord. Cette heuristique est illustrée dans l’exemple 7.

Exemple 7 Revenons sur l’exemple 6. Au cours de la recherche, les contraintes entre ces5 étudiants vont
être impliquées dans l’incohérence du sous-problème(5, 4). Par conséquent, le degré d’incohérencewc
de chaque contrainte va augmenter et les variables choisiesen priorité seront parmi ces5 variables
après chaque retour-arrière. Si ces5 étudiants s’installent après leurs45 camarades, ceux-ci vont pro-
gressivement faire remonter leur sous-problème dans l’arbre de recherche. Il suffit donc, dans le pire des
cas de prouver(1 +

∑46
i=1 i) fois l’incohérence de ce sous-problème afin de démontrer l’incohérence du

problème. Avec une heuristique classique, l’incohérence de ce sous-problème devrait être prouvée4645

fois dans le pire des cas.

Heuristique de choix de valeurs

Les algorithmes de recherche s’appuient moins sur les heuristiques de choix de valeurs, notamment
du fait du coût pour les calculer. Les heuristiques élémentaires telles quelexico et randomsont éga-
lement définies, et sont très souvent utilisées. Parmi les heuristiques les plus connues,conflit associe
à chaque valeur le nombre de conflits dans lesquels celle-ci apparaît. Comme pourwdeg, cette heu-
ristique s’appuie sur un raisonnement statistique. La probabilité pour qu’une valeur fasse partie d’un
sous-problème incohérent est plus forte lorsque cette valeur est impliquée dans beaucoup de conflits.
À l’inverse, minimiser le nombre de conflits [FROST & D ECHTER 1995] suggère que la valeur puisse
apparaître plus facilement dans une solution. L’inconvénient de cette approche est qu’elle nécessite de
maintenir le nombre de tuples dans lequel une valeur apparaît. Par conséquent, le calcul d’une telle heu-
ristique requiert le parcours des tuples de chaque contrainte dans laquelle la valeur peut être impliquée.
conflit(v ∈ Dx) =

⋃

{τ ∈ c : c ∈ C ∧ x ∈ scp(c) ∧ τ [x] = v}. Pour calculer l’heuristique associée
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aux valeurs du domaine d’une variable, la complexité algorithmique dans le pire des cas estO(edr).
Ceci en fait une heuristique difficile à calculer, et nécessite également la mise à jour des contraintes à
chaque point de décisions de la recherche. D’autres heuristiques sont adaptées des heuristiques utili-
ser pour la résolution du problèmeSAT [JEROSLOW & WANG 1990] à la résolution du problèmeCSP
[L ECOUTREet al.2007].

Exploiter les heuristiques

L’exemple 7 fait mention de la pondération d’un sous-problème incohérent, permettant de rapprocher
celui-ci de la racine de l’arbre. Cependant, faire remonterun sous-problème incohérent peut être une
étape très « lente ». Pour l’approche par maintien de la cohérence d’arcs (Algorithme 4), cela peut être
dû à l’évaluation de chaque valeur du domaine d’une variableà chaque niveau de l’arbre.

Pour palier à ce problème, l’algorithme 7 se propose de donner plus d’importance aux heuristiques
[HWANG & M ITCHELL 2005]. Dans celui-ci une variable puis une valeur de son domaine sont choisies
par critère heuristique. À la différence de l’algorithme 4,l’ensemble des valeurs du domaine n’est pas
évalué avant un retour-arrière. L’affectation est appliquée auRCD et la fermeture par cohérence locale
est appliquée. Si celui-ci n’est pas localement incohérent, alors la recherche se poursuit. Sinon, le couple
(x, v) est réfuté, et la cohérence locale est de nouveau vérifiée. Quel que soitP un RCD, si P|x=v et
P|x 6=v sont incohérents, alorsP est incohérent et un retour-arrière doit être effectué. Néanmoins, si le
RCD issu de la réfutation et de la fermeture par cohérence localen’est pas localement cohérent, alors
chacune des étapes est réitérée. Ainsi, une nouveau choix devariable et de valeur est effectué après la
réfutation d’une valeur.. Cet algorithme est un algorithmede recherche avecbranchements binaires, ou
binary branchingen anglais, avec maintien de la cohérence d’arcs. Celui-ci simule des branchements
de largeur2 à chaque point de choix d’une variable : la décision positivepour un couple(x, v) et, si
celle-ci n’est pas cohérente, la décision négative pour ce couple. Par analogie, l’algorithme de recherche
exhaustive 4 est àbranchementsdway pourbranchements de largeurd, ou dway branchingen anglais,
puisque les branchements sont effectués sur toutes les valeurs du domaine des variables choisies.

ConsidéronsP = (X ,D, C) unRCD et l’algorithmeMAC avec branchementdway. Lorsque le choix
de la variable se porte surx ∈ X , alors la première valeurv ∈ Dx est évaluée. Si celle-ci est globalement
incohérente, elle doit être supprimée, c’est-à-dire réfutée. Cette opération va être implicitement réalisée
en affectant la deuxième valeurv′ ∈ Dx \ {v} à la variablex. Cependant, appliquer l’affectation de
x = v′ suppose que la variable courantex est toujours préférée. Or, la modification de la microstructure
du RCD par maintien de la cohérence locale peut contredire ce choixsi l’heuristique était recalculée.
Dans le cas d’une stratégie à branchements binaires, le choix d’une variable et d’une valeur est proposé
de nouveau après chaque réfutation. Cette approche exploite donc beaucoup plus les choix heuristiques.
Cependant, cela ne signifie pas que l’approche avec branchements binaires est meilleure que l’approche
avec branchements de largeurd. En contre-partie, si les heuristiques ne sont pas adaptéesau problème,
alors l’impact des mauvais choix sera plus important dans lecas d’un branchement binaire. Remarquons
néanmoins que le choix de l’affectation du premier couple variable/valeur peut être déterminant. En
commençant l’évaluation de l’arbre de recherche, les heuristiques peuvent être complètement inefficaces.
Les domaines, le degré ou encore les poids ont des valeurs initiales, qui ne sont pas adaptés à ce stade de
la recherche. Pour l’heuristiquedom/wdeg, par exemple, le premier choix ne dirige pas la recherche vers
les conflits mais vers le domaine le plus petit.

Pour palier aux lacunes de la stratégie de branchementsdwayet améliorer la stratégie de branche-
ments binaires, il est possible d’utiliser une autre approche permettant la mise en avant des heuristiques :
les redémarrages[GOMES et al. 2000]. Cette approche consiste simplement à arrêter l’évaluation de
l’instanciation courante et à reprendre le problème depuisla racine de l’arbre de recherche. Les va-
leurs globalement incohérentes et les pondérations appliquées en cours de recherche, par exemple celle
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Algorithme 7: MAC avec branchement binaire
Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : Oui siP est cohérent, Non sinon

1 début
2 P ′ ←GAC( P)
3 si (P ′ = ⊥) alors
4 retourner Non
5 sinon
6 retourner Recherche( P ′)

7 fonction Recherche( P) : Booléen
8 début
9 si (P est atomique) alors

10 retourner Oui
11 sinon
12 x← Choisir une variable dansfutures(X )
13 v ← Choisir une valeur dansDx

14 P ′ ← GAC(P|x=v)
15 si (P ′ 6= ⊥) et (Recherche( P ′) répond Oui) alors
16 retourner Oui
17 sinon
18 P ← GAC( P|x 6=v)
19 si (P = ⊥) alors
20 retourner Non
21 sinon
22 Aller Ligne 9

utilisée pourwdeg, sont conservées. Cela permet de recommencer la recherche avec certaines connais-
sances, de démarrer l’évaluation par un sous-problème pluspertinent. Appliquer des redémarrages à la
recherche évite les évaluations infructueuses de sous-problèmes profondément dans l’arbre de recherche,
appelésphénomène heavy-tail. Cette approche suscite un grand intérêt, cependant elle est fortement dé-
pendante de la stratégie utilisée pour les redémarrages. Enpratique, les redémarrages sont fonctions du
nombre de retours-arrière, donc d’incohérence locale, effectué. La première évaluation s’arrête alors rapi-
dement, après quelques retours-arrière. L’utilisation des redémarrages permet donc d’atténuer le mauvais
choix du premier couple variable/valeur en initialisant les pondérations de certaines heuristiques, tel que
dom/wdeg

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les notions de base permettant de répondre au problèmeCSP
pour les Réseaux de Contraintes Discrets. LesRCD constituent un outil simple et compact pour la modé-
lisation de problèmes à domaine fini. En exploitant les notions de la théorie des graphes, de nombreuses
approches ont conduit à définir des outils algorithmiques efficaces pour décider de la cohérence des
problèmes modélisés. L’approche la plus exploitée consiste à développer un arbre de recherche, afin de
parcourir exhaustivement l’espace de recherche du problème, et de vérifier si une solution existe. Pour
réduire cet espace de recherche, différentes formes de cohérences locales ont été définies. La cohérence
d’arcs est la plus exploitée. Elle offre un outil rapide et efficace pour maintenir la cohérence locale en
cours de recherche. Certaines formes de cohérence locale, permettant un élagage plus fort de l’espace
de recherche mais plus difficile à calculer, sont exploitéesen prétraitement duRCD, dans le but de faci-
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liter la recherche. Cependant, exploiter la cohérence locale ne suffit pas à faciliter la résolution de tout
problème. Il est nécessaire de faire de bons choix d’affectations pour ne pas parcourir un sous-espace de
recherche ne contenant pas de solutions. Une analyse structurelle duRCD peut être utilisée pour définir
des critères heuristiques de choix de variables et de valeurs. D’autres approches consistent à identifier des
sous-problèmes souvent impliqués dans l’incohérence locale du réseau de contraintes, potentiellement
incohérents. En commençant la recherche pas ces sous-problèmes, il est possible de prouver rapidement
l’incohérence du problème. Diriger la recherche vers les conflits montre les résultats les plus intéressants
en pratique sur de nombreux problèmes. Afin d’exploiter au mieux ces choix heuristiques, le choix de
l’algorithme de recherche se porte vers le maintien de la cohérence d’arcs avec branchements binaires. En
intégrant une stratégie de redémarrage pour profiter rapidement des choix heuristiques, ces algorithmes
constituent les outils les plus efficaces pour décider de la cohérence deRCD. De nombreuses améliora-
tions peuvent être mentionnées. L’analyse de conflitsconsiste à déterminer la source de l’incohérence
locale d’unRCD après affectation et maintien de la cohérence locale. Pour exploiter l’analyse de conflits,
l’ apprentissagepermet de sauvegarder des instanciations globalement incohérentes, afin d’éviter de les
reconsidérer durant la recherche. D’autres approches se concentrent sur une analyse structurelle duRCD

afin de détecter des formes de symétries ou de décomposer le problème en sous-problème afin de faciliter
la recherche d’une solution.

De nombreuses applications logicielles, appeléessolveur, ont été développées afin de décider de la
cohérence desRCD et font l’objet de compétitions internationales. Parmi cessolveurs, nous pouvons citer
Abscon que nous utiliserons pour développer et étudier nos approches [LECOUTRE & TABARY 2008]
et qui figure parmi les meilleurs solveurs génériques.Abscon est un solveur générique écrit en langage
JAVA. Il propose un catalogue très fourni d’algorithmes de recherche et de techniques d’inférences, mais
permet également de développer de nouveaux outils pour répondre au problèmeCSP.
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Chapitre 2

Formalismes qualitatifs et réseaux de
contraintes qualitatives
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2.1 Introduction

En fonction des connaissances à modéliser, il est nécessaire d’adapter l’outil à utiliser. Pour certaines
connaissances définies sur des domaines non finis, le raisonnement quantitatif peut être limité en pratique
(modélisation complexe, problèmes de mémoire,etc). Dans le but de décider de la cohérence de connais-
sances temporelles ou spatiales, ont été définis lesformalismes qualitatifspermettant de les modéliser.
Les formalismes qualitatifs s’attachent à l’aspect qualitatif des informations et non à l’aspect quantitatif,
au sens numérique. Un formalisme qualitatif décrit les positions relatives entre des entités temporelles
ou spatiales - telles que des actions, des évènements, des régions dans l’espace - dont le domaine de
définition peut être infini et dense. Par exemple, un intervalle de temps sur une droite dense, une région
dans un plan cartésien,etc. Les positions relatives entre ces entités décrivent un ensemble fini de rela-
tions entre les entités, appeléesrelations atomiques. Par exemple, un intervalle de temps se dérouleavant
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un autre, ou une région d’un planintersecteune autre. Les connaissances temporelles ou spatiales sont
ainsi modélisées par un ensemble d’informations qualitatives mettant en relation les entités entre elles,
en faisant abstraction de l’aspect quantitatif.

Dans les années1980, pour la résolution de problèmes difficiles à représenter dans le raisonnement
quantitatif, telles que la compréhension du langage naturelle ou l’ordonnancement temporelle, Allen
imagine un formalisme qualitatif dédié à la représentationd’informations temporelles :l’algèbre des
intervalles[A LLEN 1981, ALLEN 1983]. Pour ce formalisme qualitatif, les entités considérée sont des
intervalles définies sur une droite représentant le temps. En considérant les positions relatives entre deux
intervalles d’une droite, il est possible de définir treize relations binaires, telles que tout couple d’inter-
valles est mis en relation par l’une d’elles. Par exemple, laphrase « Anatole fait la vaisselle pendant que
Béatrice regarde un match de football » exprime des connaissances temporelles qualitatives. Les entités
temporelles sont les activités « Anatole fait la vaisselle »et « Béatrice regarde un match de football »,
et la relation entre ces entités exprime que l’action d’Anatole se déroule « pendant » celle de Béatrice.
Il n’y a ni notion de durée des activités, ni précision quantitative sur le début ou la fin des activités pour
caractériser les évènements. Le cadre qualitatif ne s’attache pas à figer les entités, mais à proposer une
relation atomique entre les entités, et chaque relation atomique décrit une infinité de positions absolues.
Cependant, la modélisation des connaissances amène à faireun choix parmi un ensemble de relations
atomiques proposées entre les entités, appelérelation complexe. Ainsi, l’activité d’Anatole peut « com-
mencerou terminer » ou encore « ne pas commencerou ne pas terminer » l’activité de Béatrice. Une
contrainte implicite des connaissances est que les relations atomiques sont complètes et mutuellement
exclusives. Par conséquent, les entités ne peuvent être mises en relation que par une et une seule des rela-
tions atomiques qui composent la relation complexe. Dans lecadre de l’algèbre des intervalles, l’action
d’Anatole peut « commencerou terminer » l’activité de Béatrice mais pas « commenceret terminer ».
Ce formalisme constitue un outil de représentation simple et synthétique des données temporelles, ce qui
contribue au succès de ce modèle, qui est toujours utilisé denos jours dans de nombreux domaines.

De nombreux formalismes étendent la représentation des intervalles du formalisme d’Allen. L’algèbre
desn-pavés[BALBIANI et al.2003a] décrit des pavés dans un espace euclidien de dimension n ainsi que
les positions relatives entre ceux-ci. Ce formalisme qualitatif permet de généraliser le formalisme d’Allen
qui coïncide avec l’algèbre des1-pavé. Balbiani et Osmani [BALBIANI & OSMANI 2000] s’inspirent du
cadre d’Allen et proposent, par exemple, l’algèbre des arcs cycliquespermettant la représentation d’arcs
orientés sur un cercle. Mais les formalismes qualitatifs proposent la représentation d’informations de na-
tures diverses, autre que des entités intervalles de temps.Vilain et Kautz [VILAIN & K AUTZ 1986, VI-
LAIN et al.1990] définissent un formalisme qualitatif pour la représentation d’entités ponctuelles sur une
droite temporelle : l’algèbre des points. Ligozat [LIGOZAT 1998b] propose l’algèbre des points cardi-
nauxdécrivant les points dans un espace cartésien à deux dimensions, mis en relation par les relations
cardinales. Balbiani et Condotta [BALBIANI & CONDOTTA 2002] généralise cette algèbre à un espace
cartésien àn dimensions, avecn > 2. Pour la représentation d’informations spatiales, Randell et Cohn
[RANDELL & COHN 1989, RANDELL et al.1992] définissent le formalismeRCC, pourRegion Connec-
tion Calculus. RCC permet la description de positions relatives entre des régions d’un espace topolo-
gique. Les régions sont décrites par des formules topologiques, et une même région peut être composée
de plusieurs parties déconnectées. Ce formalisme qualitatif est l’un des plus utilisé pour la représentation
d’informations spatiales.

Pour modéliser les connaissances temporelles ou spatialeset pour vérifier la cohérence de celles-ci,
des réseaux de contraintes particuliers sont utilisés dansle cadre des formalismes qualitatifs, appelés
réseaux de contraintes qualitatives(notéRCQ en abrégé). On dit alors que leRCQ est construit sur
un formalisme qualitatif en particulier. Les variables du réseau de contraintes correspondent aux entités
temporelles ou spatiales et le domaine des variables est fonction du formalisme qualitatif utilisé. Les
contraintes d’unRCQ, appeléecontraintes qualitatives, sont constituées d’un ensemble de positions
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relatives entre ces entités à l’aide d’un ensemble derelations atomiques. Puisque le domaine des entités
peut être infini, énumérer ou parcourir l’espace de recherche en temps fini est impossible. Pour palier à
ce problème, il est nécessaire de se concentrer sur l’aspectqualitatif des informations et d’exploiter les
propriétés des formalismes qualitatifs utilisés. Ainsi, l’algorithme de recherche exhaustive est adapté et,
plutôt que de choisir une valeur du domaine de chaque variable, le choix se porte sur une et une seule des
positions relatives proposées par chacune des contraintesentre les entités. Cela permet de construire un
RCQ atomique, appeléscénario, dans lequel chaque contrainte ne décrit qu’une seule position relative.
Pour de nombreux formalismes qualitatifs, il est possible de répondre au problème de la cohérence d’un
RCQ à l’aide d’un scénario. Le problème de décision consistant àdécider de la satisfiabilité d’unRCQ
est le problèmeCSP qualitatif. Pour de nombreux formalismes qualitatifs, le problèmeCSP qualitatif est
un problème de décisionNP-complet, dans le cas général. Cependant, de nombreux travaux exploitent
la restriction de certains formalismes qualitatifs pour mettre en évidence des classes particulières de
relations complexes, appeléesclasses traitables, telles qu’il est possible de répondre à la cohérence
de toutRCQ défini à partir de l’une de ces classes en temps polynomial dans la taille du problème.
Pour définir de telles classes, certaines approches visent àréduire le formalisme qualitatif étudié à un
formalisme qualitatif plus élémentaire, tel que l’algèbredes points. D’autres tendent à représenter les
formalismes qualitatifs en logique propositionnelle [NEBEL & B ÜRCKERT 1995], afin d’extraire des
fragments traitables. LesRCQ bénéficient ainsi d’un cadre théorique permettant d’exploiter les propriétés
des formalismes qualitatifs dans le but de définir des outilsalgorithmiques efficaces pour répondre à la
cohérence de connaissances temporelles ou spatiales [BESSIÈREet al.1996].

Dans ce chapitre, nous étudions la représentation d’informations temporelles et spatiales à l’aide
desRCQ. Pour cela, nous définissons formellement les formalismes qualitatifs, puis nous présentons
quelques formalismes qualitatifs bien connus tels que l’algèbre des points, l’algèbre des intervalles ou
encore l’algèbre des arcs cycliques. Nous définissons ensuite lesRCQ et présentons les techniques algo-
rithmiques utilisées pour répondre à la cohérence desRCQ. Enfin, nous proposons un aperçu des classes
traitables de l’algèbre des intervalles.

2.2 Les formalismes qualitatifs

2.2.1 Définition générale

Les formalismes qualitatifs permettent la description d’informations temporelles ou spatiales. Pour
cela, il faut pouvoir décrire le domaine des entités, mais également les relations possibles entre ces
entités. Dans notre étude, nous nous intéressons principalement aux formalismes qualitatifs binaires,
c’est-à-dire les formalismes qualitatifs dont les relations atomiques considérées sont binaires. Dans la
suite, le terme « formalisme qualitatif » mentionnera implicitement les formalismes qualitatifs binaires,
et nous préciserons le cas échéant.

Définition 27 (Formalisme qualitatif) Un formalisme qualitatifF est défini par :
– le domaine des entitésD ;
– un ensemble fini de relations atomiques binaires, notéB, tel queB soient une partition deD2.

Le domaine des entités temporelles et spatiales, notéD, décrit des intervalles de temps, des points sur
un repère cartésien, des régions dans un espace cartésien,etc. Il représente communément un ensemble
infini d’éléments. Chaque position relative entre deux entités est décrit par une relation atomiquer telle
quer ⊆ D2. L’ensemble des relations atomiques, notéB, décrit donc l’ensemble des positions relatives
entre les entités surD2. Les relations atomiques sont complètes et mutuellement exclusives. Par consé-
quent, pour tout(x, y) ∈ D2, il existe une et une seule relationr ∈ B telle que(x, y) ∈ r. L’ensembleB
forme donc une partition deD2 [L IGOZAT & RENZ 2004].
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Les entités peuvent être mises en relation par desrelations complexes. Une relation complexe est
définie par un ensembleR = {r1, . . . , rk} oùri ∈ B pour touti ∈ [1 ; k]. Pour deux entitésx, y ∈ D, nous
noterons(x, y) ∈ R le fait qu’il existe une relation atomiquer ∈ R telle que(x, y) ∈ r. L’ensemble des
relations complexes d’un formalisme qualitatif est donc désigné par l’ensemble des parties deB, que nous
noterons2B dans le cas général. Notons qu’il est courant dans le cadre qualitatif de confondre la relation
complexeR = {r1, . . . , rk} et la relation binairer1 ∪ . . . ∪ rk. Ainsi, (x, y) ∈ R avecR = {r1, . . . , rk} si
et seulement si(x, y) ∈ r1 ∪ . . . ∪ rk.

2.2.2 Opérations sur les relations

De l’ensemble2B, nous pouvons dégager des relations remarquables pour chaque formalisme quali-
tatif. La relationidentité, notée usuellementid, est une relation atomique précisant l’identité entre entités
(relation réflexive et symétrique), telle queid ∈ B.

Définition 28 (Relation identité) SoitF un formalisme qualitatif. La relation identitéid est définie par
id = {(x, y) ∈ D2 : x = y}.

La relation totale, notéeψ, est la relation complexe permettant de spécifier que toutesles positions
relatives entre deux entités sont admises. Par conséquent,ψ = B. Aussi, une contrainte naturelle liée aux
formalismes qualitatifs est de mettre les entités en relation par un ordre total. Par conséquent, larelation
vide, notée∅, permet de spécifier que deux entités ne peuvent être mises enrelations, ce qui dénote une
incohérence dans les connaissances représentées.

Dans les formalismes qualitatifs, l’ensemble des relations complexes2B est muni d’un ensemble
d’opérateurs.

Définition 29 (Stabilité) SoientF un formalisme qualitatif,k relations complexesR1, . . . ,Rk ∈ 2B et
OP un opérateur binaire de2B × 2B dans2B. {R1, . . . ,Rk} est stable parOP si pour touti, j ∈ [1 ; k],
OP(Ri,Rj) ∈ {R1, . . . ,Rk}.

Tout d’abord, les opérateurs ensemblistes usuelles sont définies sur2B. L’intersection (∩) a pour élé-
ment absorbant la relation∅ et pour élément neutre la relationψ. L’union (∪) a pour élément absorbant la
relationψ et pour élément neutre la relation∅. Ces opérateurs sont associatifs, commutatifs et distributifs.
Il est également possible d’utiliser l’opérateurcomplémentairesurB, tel que∁BR = {r : r ∈ B, r 6∈ R}.
Puisque2B est l’ensemble des parties deB, il est clair que ces opérateurs sont stables.

Sur un formalisme qualitatifF et pour toute relation atomiquer ∈ B, l’inverse der est définie
par r−1 = {(y, x) ∈ D2 : (x, y) ∈ r}. Dans la suite, nous supposerons que l’ensembleB est stable par
inverse, et nous étendons cette définition à l’ensemble2B, en conséquence stable par inverse également.

Définition 30 (Inverse d’une relation complexe)SoientF un formalisme qualitatif etR ∈ 2B une re-
lation complexe.R−1 = {r−1 : r ∈ R}.

De plus, les formalismes qualitatifs possèdent deux lois decomposition sur2B× 2B. La composition
forte, notée◦, fait référence à la composition mathématique usuelle.

Définition 31 (Composition forte) SoientF un formalisme qualitatif etR1,R2 ∈ 2B. La composition
forte est définie par :R1 ◦ R2 = {(x, z) ∈ D2 : ∃y ∈ D, (x, y) ∈ R1 ∧ (y, z) ∈ R2}.

Cette loi de composition n’est pas totalement satisfaisante puisque celle-ci n’est pas une loi de com-
position interne en règle générale, et donc il n’existe pas toujours une relationR ∈ 2B telle que(x, y) ∈ R
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si et seulement si(x, y) ∈ ◦(R1,R2). Si des connaissances sont exprimées à l’aide d’un formalisme muni
de cette loi de composition, il est possible de devoir traiter un ensemble infini de relations, ce qui sort
du cadre des formalismes qualitatifs, défini sur un ensemblefini de relations atomiques. Dans le cas gé-
néral, il est nécessaire d’affaiblir la définition de la composition pour que l’ensemble2B soit stable pour
cette opération de composition. Lacomposition faibleest ainsi une approximation de la composition
mathématique.

Définition 32 (Composition faible) SoientF un formalisme qualitatif etR1,R2 ∈ 2B. La composition
faible est définie par :R1 ⋄ R2 =

⋂

{R ∈ 2B : R1 ◦ R2 ⊆ R}.

La composition faibleR1 ⋄R2 est donc définie comme la plus petite relation de2B contenantR1 ◦R2.
Par définition, l’ensemble2B est stable par composition faible, donc⋄ est une loi de composition interne
dans2B, et il est évident queR1 ◦ R2 ⊆ R1 ⋄ R2. Pour la composition faible, la relationψ est l’élément
neutre et la relation∅ est l’élément absorbant. Notons que, pour de nombreux formalismes qualitatifs,
la composition faible est associative, c’est-à-direR1 ⋄ R2 ⋄ R3 = R1 ⋄ (R2 ⋄ R3) = (R1 ⋄ R2) ⋄ R3,
pour R1,R2,R3 ∈ 2B, mais n’est pas commutative dans le cas général. Remarquons, au même titre
que la composition mathématique de relations binaires, que(R1 ⋄ R2)

−1 = R2
−1 ⋄ R1

−1, pour tout
R1,R2 ∈ 2B. De plus, nous avons la propriétéid ∈ r ⋄ r−1, pour toutr ∈ B, qui suit directement
la définition de composition mathématique. On appelletable de composition, abrégéeTC, le tableau à
deux entrées permettant de représenter le résultat des|B|2 compositions faibles des relations singletons
d’un formalisme qualitatif.

Pour certains formalismes qualitatifs, la structure(2B,∪,∩, ∅, ψ, ⋄,−1, id) décrit une algèbre non-
associative ou une algèbre relationnelle. Ces formalismesqualitatifs sont également appeléesalgèbres
qualitatives[L IGOZAT & RENZ 2004].

2.2.3 Quelques formalismes qualitatifs

Pour modéliser des connaissances temporelles ou spatiales, de nombreux formalismes qualitatifs ont
été développés. Nous décrivons dans la suite quelques formalismes qualitatifs très étudiés. En particu-
lier, nous présentons l’algèbre des points, l’un des formalismes qualitatifs les plus élémentaires. Nous
présentons également l’algèbre des intervalles, l’un des formalismes qualitatifs pour le temps les plus
étudiés. Nous proposons un aperçu de l’algèbre des arcs cycliques, un autre formalisme qualitatif basé
sur des intervalles temporelles ayant des propriétés particulières. Puis nous terminerons par le formalisme
qualitatifRCC (pourRégion Connection Calculus) le plus connu pour la représentation spatiale.

L’algèbre des points

L’une des algèbres qualitatives les plus élémentaires est l’algèbre des points, définie par Vilain et
Kautz [VILAIN & K AUTZ 1986, VILAIN et al. 1990]. C’est un formalisme qualitatif binaire permet-
tant de décrire des entités ponctuelles sur une droite, dontles relations décrivent un pré-ordre totale
sur les entités. Le tableau 2.1 donne une définition des relations atomiquesBpt = {<,=, >} de l’al-
gèbre des points et le tableau 2.2 en donne une illustration.Dans ce formalisme qualitatif, la rela-
tion identité est décrite par=. L’ensemble2Bpt est donc composé de8 relations complexes, tel que
2Bpt = {∅, {<}, {=}, {>}, {<,=}, {=, >}, {<,>}, {<,=, >}}.

Le tableau 2.3 donne la table de composition faible pour l’algèbre des points.
L’exemple 8 illustre la modélisation d’un problème à l’aidede l’algèbre de points.

Exemple 8 Trois étudiants,E1,E2 etE3, doivent prendre place dans une salle de classe. Chaque chaise
de la salle possède un numéro unique. Nous souhaitons modéliser les informations suivantes à l’aide de
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Description Relation Définition
Précède < {(x, y) ∈ Q2 : x < y}
Est confondu avec = {(x, y) ∈ Q2 : x = y}
Succède > {(x, y) ∈ Q2 : x > y}

TABLE 2.1 – Définition des relations de l’algèbre des points sur l’ensembleQ

Relation Illustration Relation inverse

X précède Y
<

Y succède X
>

X Y

X est égal à Y
=

Y est égal à X
=

X Y

TABLE 2.2 – Illustration des relations atomiques de l’algèbre despoints

l’algèbre des points : « deux étudiants ne peuvent avoir la même chaise », «E1 est avantE2 » et «E2

est avantE3 ».
Chaque étudiant représente une entité dont le domaine est défini par la numérotation des chaises.

Dans ce cas, nous supposons que la numérotation décrive l’ensembleZ. Les étudiants sont mis en rela-
tion parBpt = {<,=, >} surZ.

En conséquence, la conjonction de ces informations est modélisée par :

E1{<}E2, E1{<,>}E3, E2{<}E3

En nous appuyant sur l’exemple 8, nous pouvons également illustrer la différence entre composition
faible et composition forte.

Exemple 9 Reprenons l’exemple 8. Nous savons queE1{<}E2 et E2{<}E3 La composition de ses
informations permet de déduire la relation entreE1 etE3.
En utilisant la définition 31 de la composition forte, nous obtenons :

{<} ◦ {<} = {(x, z) ∈ Z2 : ∃y ∈ Z, x{<}y, y{<}z}

Autrement écrit :
{<} ◦ {<} = {(i, j) ∈ Z2 : j − i ≥ 2}

En vérifiant la définition des relations (Tableau 2.1), nous pouvons remarquer que{<}◦{<} 6∈ 2Bpt .
L’ensemble2Bpt n’est donc pas stable par composition forte. La compositionengendre une nouvelle
relation hors de2Bpt , qui par composition forte pourrait engendrer de nouvellesrelations. Il est donc
impossible d’utiliser la composition forte en garantissant de rester dans l’algèbre des points.

⋄ = < >

= = < >

< < < {=, <,>}

> > {=, <,>} >

TABLE 2.3 – Table de composition faible pour l’algèbre des points

40



2.2. Les formalismes qualitatifs

Information Modélisation
«E1 etE2 ne peuvent avoir la même chaise »E1{<,>}E2

«E1 etE3 ne peuvent avoir la même chaise »E1{<,>}E3

«E2 etE3 ne peuvent avoir la même chaise »E2{<,>}E3

«E1 est avantE2 » E1{<}E2

«E2 est avantE3 » E2{<}E3

Par définition, la plus petite relation de2B contenant{<} ⋄ {<} est{<}. Par conséquent,{<} ⋄
{<} = {<}. Par composition faible, nous pouvons donc déduire que siE1{<}E2 etE2{<}E3 alors
E1{<}E3.

L’exemple 9 montre que l’utilisation de la composition faible est bien une approximation de la com-
position forte. L’information obtenue par composition forte exprime «E1 doit être au minimum2 places
avantE3 », tandis que la composition permet de déduire «E1 est avant l’étudiantE2 ». L’aspect qualitatif
prime dans ce cadre et l’information obtenue par composition faible n’est pas erronée. Notons cependant
que si le choix du domaine pour le formalisme qualitatif se porte sur un ensemble dense, tels queR ouQ,
alors la composition forte et la composition faible sont équivalentes. Il n’y a donc plus d’approximation
par composition faible.

De nombreux formalismes qualitatifs basés sur les entités ponctuelles étendent le cadre de l’algèbre
des points. Balbiani et Condotta [BALBIANI & CONDOTTA 2002] généralisent l’algèbre des points à
un espace cartésien de dimensionn, avecn ≤ 1, ce qui impose3n relations atomiques. L’algèbre des
relations cardinales[L IGOZAT 1998b] permet de décrire les points d’un plan cartésien. La position re-
lative entre deux points est décrite par une direction par rapport à l’origine, dénotée : Nord, Sud, Est,
Ouest, Nord-Est, Nord-Ouest, Sud-Est et Sud-Ouest. Par exemple, un point se situe au même endroit, au
Nord ou au Sud-Ouest d’un autre point. L’algèbre desn-star [M ITRA 2002] est une généralisation de
l’algèbre des relations cardinales. Condotta et Saade [SAADE 2008] définissent l’algèbre des directions
cardinalessurN2 en se basant sur l’algèbre des points cardinaux afin de décrire le problème académique
desn-reines par un formalisme qualitatif. Ils complètent les positions relatives de cette algèbre en in-
tégrant la notion de distance par rapport à l’origine. Ainsi, les relations atomiquesNord, Nord-Ouest,
Ouest, etc dénotent les directions cardinales Nord, Nord-Ouest, Ouest, etc avec une distance de1 par
rapport à l’origine, et les relations atomiquesPlus au Nord, Plus au Nord-Ouest, Plus à l’Ouest, etc dé-
notent les mêmes directions cardinales avec une distance à l’origine supérieure à1. Cette algèbre est
donc composée de3n+1 relations atomiques. Nous pouvons enfin citer [BROXVALL & JONSSON2003]
qui proposent une généralisation de l’algèbre des points enajoutant une relation atomique|| décrivant
l’incomparabilité de deux entités.

L’algèbre des intervalles

Pour mettre en relations des entités sous forme d’intervalles de temps, Allen définit l’algèbre des
intervalles [A LLEN 1981, ALLEN 1983]. Un intervalle de tempsX = [x− ; x+] est défini sur une
droite, par sa borne inférieurex− ∈ Q et sa borne supérieurex+ ∈ Q avecx− < x+. Le formalisme
d’Allen est binaire, et13 relations atomiques décrivent les positions relatives entre deux intervalles de
temps :Bint = {b,m, o, s, f i, d, eq, si, di, f, oi,mi, a}. L’ensemble2Bint est donc composé de8192
relations complexes. La relation{eq} est la relation identité de ce formalisme qualitatif. Le tableau 2.4
illustre les relations atomiques et leurs inverses ; le tableau 2.5 défini chaque relation atomique entre
deux intervalles définis sur la droite des nombres rationnels. L’annexe A permet de visualiser la table de
composition faible pour le formalisme d’Allen, contenant132 = 169 relations complexes. L’utilisation
d’un ensemble dense permet d’obtenir l’équivalence entre composition faible et composition forte.
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Relation Illustration Relation inverse

X précède Y
b

Y succède X
a

X
Y

X rencontre Y
m

Y est rencontré par X
mi

X
Y

X chevauche Y
o

Y est chevauché par X
oi

X
Y

X commence Y
s

Y est commencé par X
si

X
Y

X est contenu par Y
d

Y contient X
di

X
Y

X fini Y
f

Y est fini par X
fi

X
Y

X est égal à Y
eq

Y est égal à X
eq

X
Y

TABLE 2.4 – Illustration des relations atomiques de l’algèbre desintervalles

L’exemple 10 donne un aperçu de la modélisation d’informations temporelles dans le formalisme
d’Allen. Remarquons que certaines précautions doivent être prises car chacune des informations est
traduite depuis le langage naturel. Par exemple, le mot « avant » du langage naturel peut sous-entendre
la relation{b} (avant), {m} (rencontre) ou{b,m}. Il est donc nécessaire de clarifier les informations.

Exemple 10 Lors d’une séance de cours, il est demandé à Anatole, Béatrice et Charles de se répartir
la correction d’un exercice chacun et séparément. Nous souhaitons donc modéliser les informations
suivantes : « chaque correction est réalisée durant la séance » et « deux corrections sont disjointes ».

Tout d’abord, nous pouvons entrevoir quatre intervalles detemps : la séance de cours (T ), la cor-
rection d’Anatole (A), la correction de Béatrice (B) et la correction de Charles (C). Par conséquent, le
formalisme d’Allen est adapté à la modélisation. Pour modéliser la première information, il est néces-
saire que l’intervalle représentant la correction soit inclus dans l’intervalle de temps du cours. Quatre
relations atomiques du tableau 2.4 correspondent à ce cadre: « la correction commence, est contenu
par, termine ou est égale à la séance de cours ». De même, en nous basant sur la même figure pour la
seconde information, quatre relations atomiques correspondent : « une correction est effectuée avant,
rencontre, est rencontrée ou est effectuée après une autre correction ».

Information Modélisation
« la correctionA est réalisée durant la séanceT » A {s, d, f, eq} T
« la correctionB est réalisée durant la séanceT » B {s, d, f, eq} T
« la correctionC est réalisée durant la séanceT » C {s, d, f, eq} T
« les correctionsA etB sont disjointes » A {b,m,mi, a} B
« les correctionsA etC sont disjointes » A {b,m,mi, a} C
« les correctionsB etC sont disjointes » B {b,m,mi, a} C

Par conséquent, la modélisation de ces informations à l’aide de l’algèbre des intervalles est :

A {s, d, f, eq} T, B {s, d, f, eq} T, C {s, d, f, eq} T,
A {b,m,mi, a} B, A {b,m,mi, a} C, B {b,m,mi, a} C
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Description Relation Ensemble
Précède b {(X,Y ) ∈ Q2 ×Q2 : x+ < y−}
Rencontre m {(X,Y ) ∈ Q2 ×Q2 : x+ = y−}
Chevauche o {(X,Y ) ∈ Q2 ×Q2 : x− < y−, x+ > y−, x+ < y+}
Commence s {(X,Y ) ∈ Q2 ×Q2 : x− = y−, x+ < y+}
Est contenu dans d {(X,Y ) ∈ Q2 ×Q2 : x− > y−, x+ < y+}
Fini f {(X,Y ) ∈ Q2 ×Q2 : x− > y−, x+ = y+}
Est confondu avec eq {(X,Y ) ∈ Q2 ×Q2 : x− = y−, x+ = y+}
Est fini par fi f−1

Contient di d−1

Est commencé par si s−1

Est chevauché par oi o−1

Est rencontré par mi m−1

Succède a b−1

TABLE 2.5 – Définition des relations atomiques de l’algèbre des intervalles surQ2 pourX = [x− ; x+]
etY = [y− ; y+]

L’algèbre des intervalles est l’un des formalismes qualitatifs les plus utilisés. La simplicité et l’ex-
pressivité de sa représentation contribue à son succès. Allen a défini ce formalisme pour des problèmes
de compréhension de langage naturel et d’ordonnancement alors que la modélisation sous forme de
formalisme quantitatif devenait complexe et posait des problèmes de mémoire pour sauvegarder les in-
formations. Cette nécessité d’augmenter les données quantitatives dans de nombreuses applications a
conduit à la modélisation des connaissances temporelles par ce formalisme qualitatif.

Le formalisme d’Allen a lui aussi été raffiné et généralisé. L’algèbre des rectangles [BALBIANI et
al. 1998] permet la modélisation de rectangle dans le plan cartésien. Un rectangleR est décrit par deux
intervallesRx etRy, représentant sa projection sur les deux axes du plan. Chaque position relative entre
deux rectangles est décrite par un couple deBint × Bint, correspondant aux positions relatives des in-
tervalles issu de la projection de ce rectangle sur les deux axes du plan. Par exemple,R1{(d,m)}R2
sera vérifié lorsqueR1x{d}R2x etR1y{m}R2y . 169 relations atomiques composent donc cette algèbre.
L’algèbre desn-pavé [BALBIANI et al. 2003a] généralise le raisonnement à un espace cartésien àn
dimensions. Ladkin [LADKIN 1986] définit un formalisme qualitatif permettant de représenter des in-
tervalles non convexes, appelép-intervalle, c’est-à-dire qu’un même intervalle est composé dep parties
distinctes. Pour définir les positions relatives d’unp-intervalle et d’unq-intervalle, chaque relation ato-
miquer est décrite par une matricep× q pour laquelle chaque élément est une relation atomique deBint.
L’élémentr(i, j) décrit alors la position relative entre leie intervalle dup-intervalle et leje intervalle du
q-intervalle. Ligozat [LIGOZAT 1991] décrit le formalisme qualitatif en exploitant les bornes des inter-
valles. Pour étendre l’algèbre des intervalles en considérant la taille relative entre intervalles en plus de
la position relative, [PUJARI et al.1999] proposent l’algèbreINDU . Dans ce formalisme qualitatif, un
intervalle peut donc « être avant et plus petit », « rencontrer et être de même taille » ou encore « chevau-
cher et être plus petit » qu’un autre intervalle. Ce formalisme compte25 relations atomiques en couplant
les13 relations atomiques de l’algèbre des intervalles aux ordrede grandeurs.

L’algèbre des intervalles cycliques

L’ algèbre des intervalles cycliques[BALBIANI & OSMANI 2000] est un formalisme qualitatif per-
mettant également de raisonner sur des entités représentées par des intervalles. Cependant, chaque entité
représente un arc[x− ; x+] sur cercle orientéC tel que(x−, x+) ∈ C × C avecx− 6= x+. La figure
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2.1 permet de visualiser les16 positions relatives entre deux arcs orientésAB etCD d’un cercleC dé-
crite par l’ensembleBarcs = {ppi,m, o, s, f i, d, eq, di, f, si, oi,mi, ooi,moi, omi,mmi}. L’ensemble
2Barcs contient ainsi65536 relations complexes.

A

B

C D

o (chevauche)

A

B

C

D

s (commence)

A

B

C

D

d (contenu par)

A

B

C

D
fi (fini par)

A

B

C

D
eq (confondu avec)

A

B

C

D
f (fini)

A

B

C

D

di (contient)

A

B

C

D

si (commencé par)

A

B

CD

oi (chevauché par)

A

B

C

D

moi (m etoi)

A

B
C

D

ooi (o etoi)

A

B

C

D

mi (rencontré par)

A

B

C

D

mmi (m etmi)

A

B

C

D

omi (o etmi)

A

B
C

D

ppi (disjoint)

A

B

C

D

m (rencontre)

FIGURE 2.1 – Relations atomiques de l’algèbre des intervalles cyliques

Le formalisme RCC

RCC pour Region Connection Calculusest le principal formalisme qualitatif basé sur les relations
topologiques [RANDELL & COHN 1989, RANDELL et al. 1992]. Dans un plan cartésien, des régions
convexes ou concaves sont définies. Les positions relativesentre ces régions constituent les relations
atomiques du formalisme qualitatif.RCC5 caractérisent les cinq relations atomiques suivante : deuxré-
gions sont égal deux régions sont égales, deux régions sont incluses l’une dans l’autre, deux régions sont
disjointes ou deux régions se chevauchent.RCC8 étend ce formalisme qualitatif et affine les positions
relatives distinguant que les régions peuvent être tangentes. Huit relations atomiques décrivent alors les
positions relatives : l’égalité (EQ), la disconnection (DC), la connection externe (EC), le chevauche-
ment partiel (PO), la partie propre tangente (TPP ) et son inverse (TPPI), la partie propre non-tangente
(NTPP ) et son inverse (NTPPI) Les relationsBRCC8 = {EQ,DC,EC,PO, TPP, TPPI,NTPP,
NTPPI} sont illustrées Figure 2.2. L’ensemble2BRCC8 est donc décrit par256 relations complexes.
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x y

EQ(x, y)

x y

PO(x, y)

yx

TPP (x, y)

yx

NTPP (x, y)

x y

DC(x, y)

x y

EC(x, y)

xy

TPPI(x,y)

xy

NTPPI(x, y)

FIGURE 2.2 – Illustration des relations atomiques deRCC8

2.3 Les réseaux de contraintes qualitatives

Les formalismes qualitatifs permettent de modéliser des connaissances temporelles et spatiales de
façon naturelle. La motivation derrière cette modélisation est de pouvoir vérifier la cohérence de ces
connaissances ou encore de déterminer la cause de l’incohérence de celles-ci. Pour cela, le résultat de la
modélisation à l’aide des formalismes qualitatifs a été introduit dans un réseau de contraintes pour former
un réseau de contraintes qualitatives, notéRCQ. Décider de la cohérence d’unRCQ est le problème
de satisfaction de contraintes qualitatives, que nous nommerons problèmeCSP qualitatif dans la suite.
Contrairement au cadre desRCD, le domaine des entités n’est pas fini dans le cas général. Il n’est donc
pas possible d’énumérer ou de parcourir l’espace de recherche afin de déterminer la cohérence ou non
des connaissances. Néanmoins, en s’appuyant sur l’aspect qualitatif du formalisme, il est possible de
vérifier que les positions relatives des entités sont cohérentes entre elles. Pour vérifier la cohérence d’un
RCQ, il est possible de manipuler les contraintes définies, et non le domaine comme dans l’approche
discrète. Une seule position relative est choisie entre lesentités parmi la relation complexe modélisée, afin
d’obtenir unRCQ atomique appeléscénario. Pour de nombreux formalismes qualitatifs, si un tel scénario
vérifie les propriétés d’inverse et de composition, alors leRCQ est cohérent. Le problème consistant à
déterminer s’il existe un scénario cohérent estNP-complet dans le cas général. Le nombre de scénario
est exponentiel dans la taille du problème mais fini. Il est nécessaire d’adopter une approche similaire au
cadre desRCD, c’est-à-dire énumérer l’ensemble des scénarios à l’aide d’un arbre de recherche sur les
relations atomiques, et de vérifier s’il existe un scénario vérifiant les propriétés du formalisme qualitatif.
Comme pour le cadre desRCD, il est ainsi possible de définir des techniques d’inférenceafin de réduire
l’espace de recherche à évaluer.

2.3.1 Définition générale

Définition 33 (Réseau de Contraintes Qualitatives)Un Réseau de Contraintes Qualitatives, notéRCQ,
construit sur un formalisme qualitatifF est défini par un coupleN = (V,Q) où :

– V = {v1, . . . , vn} est un ensemble fini de variables représentant les entités temporelles ou spa-
tiales ;

– Q = {Q1, . . . , Qe} décrit un ensemble fini de contraintes qualitatives binaires entre les variables
deV.

Un RCQ est un outil de représentation des connaissances qui sont retranscrites à l’aide d’un forma-
lisme qualitatif défini sur un domaineD de relations atomiquesB. Les entités temporelles ou spatiales
sont caractérisées par l’ensemble de variablesV. Ainsi, pour toutv ∈ V, le domaine dev estDv = D.
C’est la raison pour laquelle, contrairement auxRCD, l’ensemble des domaines n’est pas explicité pour
décrire la microstructure duRCQ. L’ensembleQ décrit les contraintes qualitatives entre les variables
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deV. Dans le cas général, les contraintes d’unRCQ sont de la même arité que le formalisme qualitatif
utilisé. Nous étudierons donc uniquement lesRCQ binaires. L’applicationscp associe la portée à toute
contrainteQ ∈ Q, telle quescp(Q) ⊆ V etscp(Q) 6= ∅. Tout couple de variables est impliqué dans une
contrainte deQ, par conséquent leRCQ estcomplet. Toute contrainteQ ∈ Q caractérise une relation
complexe, décrite par l’applicationrel, telle querel(Q) ∈ 2B. Une contrainte qualitativeQ ∈ Q peut
donc être considérée comme un ensemble de tuples supports décrit par{

⋃

r∈rel(Q) r}. Dans la suite, afin
de faciliter la lecture,Q(vi,vj) décrira la relation complexerel(Q) de la contrainteQ ∈ Q telle que
scp(Q) = {vi, vj}.

L’analogie entre « relations complexes » et « contraintes qualitatives » permet l’utilisation du lexique
défini pour les relations complexes. Les relations remarquables joue un rôle significatif dans lesRCQ.
Pour toutvi, vj ∈ V, Q(vi,vj) = ψ décrit unecontrainte totaleou contrainte universelle, etQ(vi,vj) =
{id} décrit lacontrainte identité. De plus, lacontrainte vide, décrite parQ(vi,vj) = ∅, dénote une inco-
hérence dans leRCQ et les connaissances modélisées. Puisque une contrainte est caractérisée par une
relation complexe, les opérations d’union, d’intersection et d’inverse sont bien définies. Comme dans le
cadre desRCD, nous pouvons définir la normalisation d’unRCQ.

Définition 34 (RCQ normalisé) SoitN = (V,Q) unRCQ construit sur un formalismeF . N est nor-
malisé si et seulement siN vérifie, pour toutvi, vj ∈ V :

– Q(vi,vi) = {id} (identité) ;
– Q(vi,vj) = Q(vj ,vi)

−1 (inverse).

Dans le cas général, quel que soit leRCQ et le formalisme qualitatif étudié, vérifier ces propriétésou
les appliquer est réalisable en temps polynomiale dans le nombre de variables duRCQ. Par conséquent,
nous nous concentrerons uniquement sur desRCQ normalisés dans la suite.

La figure 2.3 présente unRCQ binaire construit sur le formalisme d’Allen, qui est la représentation
de l’exemple 10, modélisant le problème des étudiants corrigeant chacun un exercice lors d’une séance
de cours. LeRCQ est assimilé à un graphe orienté, où chaque arc est étiqueté d’une contrainte entre les
variables représentant la microstructure. Par exemple, l’arcQ(A,T ) = {s, d, f, eq} décrit l’information
«A commence, est contenu dans, fini, ou est égal àT ». Puisque chaque relation atomique est complète et
mutuellement exclusive, une et une seule des relations atomiques peut décrire la position relative entreA
etT . Puisque leRCQ est normalisé, l’intégralité des contraintes n’est pas représentée sur les illustrations
par soucis de clarté. La contrainte identité entre une variable et elle-même n’est pas pertinente. De plus,
une contrainte peut être déduite lorsque son inverse est mentionné. Par exemple, la contrainteQ(A,T ) =

{s, d, f, eq} a pour inverseQ(T,A) = (Q(A,T ))
−1 = {s, d, f, eq}−1 = {si, di, f i, eq}. Enfin, dans le cas

général, si il existe une contrainte totale entre deux entités, celle-ci n’est pas illustrée.

T

A B

C

{s, d, f, eq} {s, d, f, eq}

{s, d, f, eq}

{b,m,mi, a}

{b,m,mi, a} {b,m,mi, a}

FIGURE 2.3 – Anatole (A), Béatrice (B) et Charles (C) doivent se répartir la correction d’un exercice
chacun et séparément lors d’une séance de cours (T )
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2.3.2 Problème de satisfiabilité de contraintes qualitatives

La modélisation de connaissances par l’utilisation desRCQ est motivée par la vérification de l’in-
tégrité des connaissances. L’objectif est donc de décider de la satisfiabilité des contraintes qualitatives,
c’est-à-dire déterminer l’existence d’une solution duRCQ.

Définition 35 (Instanciation complète) SoitN = (V,Q) unRCQ construit sur un formalisme qualita-
tif F . Une instanciation complèteI deN est une application deV dansD, qui à toutv ∈ V associe une
valeurm ∈ D.

Définition 36 (solution) SoitN = (V,Q) unRCQ construit sur un formalisme qualitatifF . Une solu-
tion est une instanciation complèteI telle que, pour toutvi, vj ∈ V, (I(vi),I(vj)) ∈ Q(vi,vj).

Dans le cadre discret, un algorithme de recherche exhaustive prévoit le parcours de chaque instancia-
tion complète, afin de vérifier la cohérence de chacune. Dans le cadre de domaines non finis, l’espace de
recherche n’est pas borné, et il n’est évidemment pas possible de considérer chaque élément du domaine
des entités pour parcourir les instanciations complètes. Pour répondre au problème de la cohérence d’un
RCQ, il faut dans un premier temps imposer la contrainte implicite des formalismes qualitatifs : les re-
lations atomiques deB sont complètes et mutuellement exclusives. En d’autres termes, tout couple de
valeurs deD2 n’appartient qu’à une et une seule relation atomique deB. Cela nous conduit à définir un
RCQ atomiqueappeléscénario.

Définition 37 (Scénario) SoitN = (V,Q) unRCQ construit sur un formalisme qualitatifF . Un scé-
nario deN est unRCQN ′ = (V,Q′) tel que, pour toutvi, vj ∈ V,Q′

(vi,vj)
⊆ Q(vi,vj) et |Q′

(vi,vj)
| = 1.

La définition d’un scénario illustre la relation d’inclusion entreRCQ.

Définition 38 (Inclusion deRCQ) SoientN = (V,Q) etN ′ = (V,Q′) deuxRCQ construits sur un
même formalisme qualitatifF . N ⊑ N ′ si et seulement si, pour toutvi, vj ∈ V, Q(vi,vj) ⊆ Q′

(vi,vj)
.N

est appelé sous-RCQ deN ′.

Par la définition d’inclusion desRCQ, tout scénario d’unRCQ est un sous-réseau de celui-ci.
Puisque les relations sont complètes et mutuellement exclusives, l’espace de recherche associé à

chaque scénario est inclus dans l’espace de recherche duRCQ complet, et deux scénarios distincts ont
des espaces de recherche disjoints. En d’autres termes, un scénario permet de décrire une partie de
l’espace de recherche d’unRCQ et l’ensemble des scénarios d’unRCQ forme une partition de l’espace
de recherche duRCQ. Comme le nombre de relations atomiques de chaque contrainte et le nombre de
variables sont finis, nous pouvons déduire qu’il existe un nombre fini de scénarios, bien qu’exponentiel
dans le nombre de variables duRCQ. Par conséquent, puisque chaque scénario factorise un ensemble
d’instanciations complètes, il est ainsi possible de « survoler » l’espace de recherche d’unRCQ en
énumérant les scénarios d’unRCQ. Puisqu’un scénario n’est autre qu’unRCQ, nous pouvons définir la
cohérence d’un scénario.

Définition 39 (Scénario cohérent)SoientN = (V,Q) un scénario construit sur un formalisme quali-
tatif F .N est cohérent si et seulement si il admet une solution.

Pour répondre au problème de la cohérence d’unRCQ, nous pouvons mettre en évidence la cohé-
rence d’un de ces scénarios. Puisque les relations atomiques d’un formalisme qualitatif sont complètes
et mutuellement exclusives, la définition d’un scénario exprime qu’à toute solution est associée un seul
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et unique scénario cohérent. Cependant, la réciproque n’est pas vraie car un scénario cohérent peut être
associé à un ensemble de solutions. Il convient donc de pouvoir déterminer si un scénario possède au
moins une solution. Or, dans le cas de domaine non fini, l’ensemble des instanciations complètes d’un
scénario est également infini. Pour palier à ce problème, plusieurs approches peuvent être envisagées
suivant le formalisme qualitatif considéré. Pour la majeure partie des formalismes qualitatifs, vérifier la
cohérence globale d’un scénario peut être effectué en vérifiant sa cohérence locale, au même titre que
la cohérence d’arcs vérifie la cohérence d’une instanciation complète. La clé pour vérifier la cohérence
d’un scénario repose donc sur les propriétés des formalismes qualitatifs.

2.3.3 Cohérence locale

Dans le cas général, considérons que le domaine des formalismes qualitatifs soit un ensemble non
fini. Puisqu’à tout élémenta de D, il existe un élémentb de D tel que(a, b) ∈ r quelle que soit la
relation r ∈ B, un RCQ est fermé par cohérence d’arcs. Intéressons-nous à la cohérence de chemins
d’un réseau de contraintes. ConsidéronsN = (V,Q) un RCQ, et deux variablesvi et vj de V. En
nous appuyant sur la définition 21 de la cohérence de chemins desRCD, les variablesvi, vj ∈ V sont
chemins-cohérentes si et seulement si il existe deux valeurs a ∈ Dvi et c ∈ Dvj telle que(a, c) ∈
Q(vi,vj) et pour toute variablevk ∈ V, il existe une valeurb ∈ Dvk telle que(a, b) ∈ Q(vi,vk) et
(b, c) ∈ Q(vi,vk). L’ensemble des valeurs chemins-cohérentes devi, vj est donc décrit par l’ensemble
{(a, c) ∈ Q(xi,xj) : ∃b ∈ Dvk , (a, b) ∈ Q(vi,vk) ∧ (b, c) ∈ Q(vj ,vk)}. Or, cet ensemble peut se réécrire
{(a, c) ∈ Q(xi,xj) : (a, c) ∈ Q(vi,vk) ◦Q(vk ,vj)}. La définition de la cohérence de chemins s’appuie sur
la propriété de composition forte. Cependant, comme énoncéprécédemment, cet ensemble ne coïncide
pas toujours à une relation de2B. Par conséquent, nous exploitons la composition faible afinde définir
la fermeture par composition faible.

Définition 40 (Fermeture par composition faibleRCQ) SoitN = (V,Q) un RCQ construit sur un
formalisme qualitatifF . N est fermé par composition faible, si et seulement siQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄
Q(vk ,vj), pour toutvi, vj , vk ∈ V.

La cohérence locale définie est appelée⋄-cohérence. La fermeture par composition faible est donc
également appeléfermeture par⋄-cohérenceou⋄-fermeture. Puisque nous traitons desRCQ normalisés,
il est à noter que la vérification de la⋄-fermeture peut être restreinte à toutvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i <
k < j ≤ n, en exploitant les propriétés de composition faible et d’inverse.

Dans le cas général, si unRCQ est chemins-cohérent alors celui-ci est⋄-cohérent. La cohérence
de chemins et la⋄-cohérence sont équivalentes si et seulement si la composition forte et la composi-
tion faible sont équivalentes. Par extension, la fermeturepar cohérence de chemins et la⋄-fermeture
sont également équivalentes. Pour l’algèbre des intervalles, Valdès-Pérez [VALDÉS-PÉREZ 1987] donne
la preuve que la⋄-cohérence d’un scénario est suffisante pour déterminer la cohérence d’un scénario.
Ainsi, un algorithme de⋄-cohérence permet de répondre au problème de la cohérence d’un scénario sur
l’algèbre des intervalles. Succinctement, parmi les formalismes qualitatifs présentés, la vérification de
⋄-cohérence estcomplètepour déterminer la cohérence de scénarios construits sur l’algèbre des points,
l’algèbre des intervalles etRCC8. Pour les autres formalismes qualitatifs, il est nécessaire d’utiliser une
étape supplémentaire afin de vérifier la cohérence du scénario. Par exemple, nous pouvons construire une
instanciation des variables duRCQ, variables par variable, en s’attachant à satisfaire la relation atomique.

En exploitant la définition desRCQ normalisés, nous pouvons faciliter la vérification de la⋄-cohérence
d’un scénario à un ensemble de relations. L’intérêt de cetteproposition réside dans le nombre de vérifi-
cations d’inclusion à effectuer en pratique, mais cela facilite également l’écriture des preuves en théorie.
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Proposition 1 SoitN = (V,Q) un scénario normalisé. SiQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk,vj) pour tout
vi, vj , vk ∈ V, avec1 ≤ i < k < j ≤ n, alorsN est⋄-cohérent.

Preuve Soit N = (V,Q) un scénario normalisé tel queQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk,vj) pour tout
vi, vj , vk ∈ V, avec1 ≤ i < k < j ≤ n. Il existe trois valeursdi, dj , dk ∈ D telles que(di, dj) ∈
Q(vi,vj), (di, dk) ∈ Q(vi,vk), (dk, dj) ∈ Q(vk ,vj). PuisqueN est normalisé, l’inverse d’une relation per-
met de déduireQ(vi,vj)

−1 = Q(vj ,vi),Q(vi,vk)
−1 = Q(vk,vi) etQ(vk ,vj)

−1 = Q(vj ,vk). Nous en déduisons
(dj , di) ∈ Q(vj ,vi), (dk, di) ∈ Q(vk,vi), (dj , dk) ∈ Q(vj ,vk). De plus, puisqueQ(vi,vi) = Q(vj ,vj) =
Q(vk,vk) = {id}, (di, di) ∈ Q(vi,vi), (dj , dj) ∈ Q(vj ,vj) et (dk, dk) ∈ Q(vk ,vk). DoncN est cohérent sur
chaque triplet de variables distinctesvi, vj , vk ∈ V. Par conséquent,Q(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄Q(vk ,vj) pour
tout triplet de variables distinctesvi, vj , vk ∈ V.

Avant de poursuivre, rappelons, par l’inverse de la composition faible des relations, que siQ(vi,vj) ⊆

Q(vi,vk) ⋄ Q(vk ,vj), alorsQ(vi,vj)
−1 ⊆ (Q(vi,vk) ⋄Q(vk ,vj))

−1, et doncQ(vj ,vi) ⊆ Q(vj ,vk) ⋄ Q(vk ,vi).
Considérons maintenant le cas de l’identité. Trivialement, puisque{id} = {id} ⋄ {id}, si i = j = k
alorsQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk ,vj). Posons maintenant1 ≤ i, j, k ≤ n aveci = j. Nous savons que
Q(vi,vj) = {id}. Or, par les propriétés de la composition faible,{id} ⊆ r ⋄ r−1 pour toutr ∈ B. Puisque
Q(vk,vj) = Q(vj ,vk)

−1, {id} ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vj ,vk)
−1 et doncQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk ,vj) pour tout

1 ≤ i = j < k ≤ n. Par l’inverse de la composition faible, nous avons doncQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk)⋄Q(vk ,vj)

pour tout1 ≤ i, j, k ≤ n aveci = j. De plus,R = {id} ⋄ R = R ⋄ {id} pour toute relationR ∈ 2B. Si
i = k, alorsQ(vi,vj) ⊆ {id}⋄Q(vk ,vj) et doncQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk)⋄Q(vk ,vj) pour tout1 ≤ i = k < j ≤ n.
En utilisant la propriété d’inverse,Q(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk ,vj) pour tout1 ≤ i, j, k ≤ n aveci = k.
Par un raisonnement similaire pourj = k, nous montronsQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk,vj) pour tout
1 ≤ i, j, k ≤ n avecj = k.

Nous pouvons donc conclure queQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄Q(vk ,vj) pour tout1 ≤ i, j, k ≤ n. Et doncS
est fermé par composition faible. �

Le cas de certains formalismes qualitatifs amène immédiatement un corollaire à la proposition 1.

Corollaire 1 SoitN un scénario construit sur un formalisme qualitatifF pour lequel la fermeture par
composition faible est complète pour décider de la cohérence d’un scénario. SiN est⋄-fermé alorsN
est cohérent.

La figure 2.4 présente un scénario cohérent issu duRCQ présenté Figure 2.3 (à gauche), et un en-
semble de solutions du problème modélisé (à droite). En utilisant la table de composition, il est facile de
voir que ce scénario est⋄-cohérent. Chaque relation atomique entre les variables permet de représenter
une position relative entre les intervalles de temps. L’aspect qualitatif se dégage du fait qu’il n’y ait ni
repère ni échelle, seul la position relative entre les intervalles importe. Il est donc possible d’imaginer un
ensemble infini de solutions associé à ce scénario.

Comme énoncé précédemment, la⋄-fermeture est complète pour décider de la cohérence d’un scé-
nario pour de nombreux formalismes qualitatifs (algèbre des intervalles, algèbre des points,RCC8, etc).
La figure 2.5 présente néanmoins le cas de l’algèbre des intervalles cycliques, pour laquelle la méthode
de fermeture par composition n’est pas suffisante pour décider de la cohérence d’un scénario. Dans cet
exemple, trois intervallesA, B et C forment une partition du cercleC et nous souhaitons qu’un qua-
trième intervalleX soit distinct des trois autres. Il est clair que cela est impossible, pourtant le scénario
est⋄-cohérent. Dans le cas de l’algèbre des intervalles cycliques, il est alors nécessaire d’utiliser d’autres
procédés pour vérifier la cohérence d’un scénario, notamment en s’appuyant sur les bornes des inter-
valles.

Renz et Ligozat [RENZ & L IGOZAT 2005] ont déterminé certaines conditions permettant de caracté-
riser un formalisme qualitatif pour lequel la⋄ est suffisante pour décider de la cohérence d’un scénario.
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FIGURE 2.4 – Scénario cohérent et instanciations cohérentes pour l’exemple 10
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FIGURE 2.5 – Scénario⋄-cohérent et incohérent de l’algèbre des intervalles cycliques

Ils montrent que cela n’est pas dû à la différence entre composition faible et composition forte, ainsi
l’approximation par composition faible n’est pas en cause lorsque les formalismes qualitatifs sont dé-
finies sur des ensembles denses. L’un des facteurs pour lequel la ⋄-cohérence n’est pas suffisante pour
décider de la cohérence d’un scénario est la possibilité de raffiner les relations atomiques du formalisme
considéré en de plus petites relations, ce qui empêche de détecter l’incohérence. L’annexe A.2 illustre le
problème des relations qui ne sont pas raffinées. Nous reprenons l’exemple 10 et y imposons un scénario
en nous inspirant de l’exemple 2.5 pour l’algèbre des intervalles cycliques. Les trois correctionsA, B
et C forment une partition du temps de coursT . Nous souhaitons qu’une quatrième correctionD ait
lieu pendant temps de coursT et qu’elle soit distincte deA, B et C. À l’aide du formalisme d’Allen,
il n’existe pas de scénarios⋄-fermés permettant la description de ce problème, il est donc incohérent.
Cependant, nous modifions le formalisme d’Allen, afin de grouper la relation complexe{b, a} en une
seule relation atomiqueppi dénotant la disjonction des intervalles. Nous avons toujours un formalisme
qualitatif, mais comme pour l’algèbre des intervalles cycliques, nous pouvons construire un scénario
⋄-fermé mais incohérent.

2.3.4 Algorithme de recherche et techniques d’inférence

Quel que soit le formalisme qualitatif utilisé, si unRCQ n’admet pas de scénario⋄-cohérent, alors ce
RCQ est incohérent. L’approche consiste donc à énumérer les scénarios⋄-cohérent. Il est ainsi possible
de mettre à profit les connaissances développées dans le cadre desRCD pour définir les algorithmes
de recherches et les techniques d’inférence dans le raisonnement qualitatif. En s’appuyant sur un algo-
rithme de typeMAC, la première étape consiste à énumérer l’ensemble des scénarios d’unRCQ tout en
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maintenant la⋄-fermeture duRCQ.
L’algorithme 8 présente l’application de la⋄-fermeture à unRCQ, proposée par Vilain et Kautz

[V ILAIN & K AUTZ 1986] dans le cadre de formalismes qualitatifs. L’objectifest, pour tout triplet de
variables, d’appliquer l’opération detriangulation Q(vi,vj) ← Q(vi,vj) ∩ (Q(vk ,vj) ⋄ Q(vk ,vj)). Cette
opération est réitérée jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de modifications dans leRCQ. Pour cela, toute paire de
variables(vi, vj) est ajoutée dans une file, afin de vérifier leur⋄-cohérence pour toute variablevk distincte
devi et vj . Pour chaque tripletvi, vj , vk est appliquée l’opération de fermeture. S’il y eu modification
deQ(vi,vj), deux cas se présentent. Si la contrainte est vide, alors leRCQ n’est pas localement cohérent
et donc incohérent. Dans le cas contraire, une relation atomique a été supprimée dansQ(vi,vj) lors de
l’évaluation d’une variablevk, il est alors nécessaire d’évaluer l’une des contraintesQ(vi,vk) ouQ(vk,vj),
choisie arbitrairement. La complexité temporelle et spatiale dans le pire des cas de l’algorithme 8 est
donc respectivement enO(|B|n3) etO(n2).

Algorithme 8: Algorithme de⋄-fermeture d’unRCQ binaire
Entrées: N = (V,Q) : un réseau de contraintes qualitatives
Sortie : ⋄-fermeture(N )

1 début
2 S ← {(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n}
3 tant que (S 6= ∅) faire
4 Choisir et Supprimer (i, j) ∈ S

5 pour chaque(k ∈ [1 ; n] : k 6= i ∧ k 6= j) faire
6 si (Réviser( N , vi, vj , vk) répond Oui) alors
7 si (c(vk,vj ) = ∅) alors
8 retourner ⊥
9 sinon

10 S ← S ∪{(k, j)}

11 retourner P

12 fonction Réviser( N , vi, vj , vk) : Booléen
13 début
14 Modification← Non
15 Q← Q(vi,vk) ⋄Q(vk,vj)

16 si (Q * Q(vi,vj)) alors
17 Q(vi,vj) ← Q ∩Q(vi,vj)

18 Modification← Oui

19 retourner Modification

L’analogie entre les formes de cohérence locale desRCD et desRCQ ne s’arrête pas à la cohérence
de chemins et à la⋄-cohérence. Cependant, l’utilisation de domaines non finisdans le cadre qualita-
tif peut être une difficulté à la définition d’autres formes decohérence locale. Dans le cadre desRCD,
plusieurs formes de cohérence locale s’appuient sur les domaines. Puisqu’il n’y a pas de manipulation
des domaines dans le cadre qualitatif, il faut se concentrersur la manipulation de tuples. Nous pou-
vons remarquer, lorsqu’une relation atomique n’est pas⋄-cohérente, que c’est en réalité l’ensemble des
tuples qu’elle décrit qui ne le sont pas. Sur le même schéma, il est possible d’imaginer une forme de
k-cohérence. Cette approche nécessiterait l’utilisation d’une table àk − 1 dimensions permettant d’as-
socier à tout(k− 1)-uplet de relations atomiques unRCQ admissible dek− 1 variables. Cette approche
pourrait amener de grosses difficultés dans sa mise en œuvre.Ceci explique que la⋄-cohérence soit la
forme de cohérence locale essentiellement utilisée.

Nous avons défini un outil algorithmique permettant de vérifier la cohérence d’un scénario pour cer-
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tains formalismes qualitatifs. Pour la construction d’un scénario, nous exploitons les notations desRCD,
en substituant variable avec relation associée à une contrainte qualitative et valeur avec relation atomique.
Ainsi, Q(vi,vj) = {r} représente l’affectation de la relation atomiquer àQ(vi,vj), etQ(vi,vj) 6= r repré-
sente la réfutation de la relation atomiquer dansQ(vi,vj). Pour toutRCQ N = (V,Q), N|Q(vi,vj)

={r}

décrit unRCQ N ′ = (V,Q′) tel queQ′
(vi,vj)

= {r} etQ′
(vk ,vl)

= Q(vk,vl) pour toutk 6= i et j 6= l.
L’algorithme 9 présente la vérification de la cohérence d’unRCQ lorsque la⋄-cohérence est suffisante
pour décider de la cohérence d’un scénario. L’approche est analogue à l’algorithmeMAC avec branche-
ment binaire pour lesRCD. À chaque niveau de l’arbre de recherche, un couple de variables (vi, vj)
est choisi, et une relation atomiquer est choisie dansQ(vi,vj) afin de construire un scénario affectation
par affectation. La fermeture par composition faible est maintenue après chaque affectation et chaque
réfutation (dénotée par⋄(N )).

Algorithme 9: Recherche d’un scénario cohérent dans unRCQ

Entrées: N = (V,Q) : un réseau de contraintes
Sortie : Oui, siN est cohérent, Non sinon.

1 début
2 N ′ ← ⋄( N )
3 si (N ′ = ⊥) alors
4 retourner Non
5 sinon
6 retourner Recherche( N ′)

7 fonction Recherche( N ) : Booléen
8 début
9 si (N est un scénario) alors

10 retourner Oui
11 sinon
12 (vi, vj)← Choisir un couple de variables dansv
13 r← Choisir une relation atomique dansQ(vi,vj)

14 N ′ ← ⋄( N|Q(vi,vj)
={r},Q(vj,vi)

={r−1})

15 si (N ′ 6= ⊥) et (Recherche( N ′) répond Oui) alors
16 retourner Oui
17 sinon
18 N ← ⋄( N|Q(vi,vj)

6=r,Q(vj,vi)
6=r−1 )

19 si (N = ⊥) alors
20 retourner Non
21 sinon
22 Aller Ligne : 9

Pour faciliter la recherche d’un scénario⋄-cohérent, l’une des approches consiste à réduire l’es-
pace de recherche à évaluer, comme dans le cadre desRCD. Bien que la caractérisation de forme de
cohérences locales au-delà de la⋄-cohérence soit difficile à manipuler, il est possible d’exploiter un pré-
traitement s’apparentant à l’arcs-cohérence de singleton. Cela consiste à affecter une relation atomique
à uneQ(vi,vj) puis à vérifier la⋄-cohérence. Si leRCQ résultant n’est pas localement cohérent, alors la
relation atomique n’appartient pas à un scénario cohérent et celle-ci est réfutée deQ(vi,vj). Dans le cas
contraire, une autre relation atomique est affectée, et le procédé est réitéré jusqu’à atteindre un point fixe.

Comme pour lesRCD, l’heuristique de choix de contraintes à affecter est très importante, et la re-
cherche peut être guidée par les conflits. Puisque la⋄-fermeture est maintenue, il est possible de pondérer
les contraintes durant la recherche à la manière dewdeg. Le choix peut donc naturellement se porter vers
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la contrainte mise en cause le plus souvent dans l’incohérence locale par composition faible pour adopter
une stratégie d’échec d’aborden choisissant de réfuter rapidement les sous-problèmes incohérents (po-
tentiels). La technique des redémarrages et l’analyse de conflits peuvent alors avoir leur importance afin
d’accentuer cette approche [WESTPHAL et al.2010]. Bien qu’elles nécessitent une adaptation causée par
la difficulté à manipuler les domaines, de nombreuses techniques d’inférence du cadre desRCD peuvent
être adaptées au cadre desRCQ.

D’autres améliorations des algorithmes de recherche ont spécialement été définies pour lesRCQ
en exploitant les propriétés de certains formalismes. Nebel [N EBEL 1997] propose, pour l’algèbre des
intervalles, un algorithme de recherche pour lequel la relation caractérisant une contrainte est découpée
en un ensemble de relations complexes particulières, appelé split ⊆ 2Bint .

Définition 41 (Ensemble de relations traitable)SoientF un formalisme qualitatif etR ⊆ 2B. R est un
ensemble de relations traitable pourF si et seulement si pour toutRCQN = (V,Q) construit surF tel
que toute contrainteQ deQ vérifieQ ∈ R, il existe un algorithme polynomial en fonction de|V| permet
de répondre à la cohérence deP.

split est un ensemble de relations traitable, la⋄-cohérence permet de répondre à la cohérence de
tout RCQ composé uniquement des relations de cet ensemble. L’intérêt de cette approche réside dans
le choix heuristique effectué avant affectation. Avec un algorithme classique, dans le pire des cas,13
relations atomiques peuvent être choisies dansQ(vi,vj) afin d’être affectée. Avec l’approche de Nebel,
Q(vi,vj) est découpée en plusieurs relations complexes de l’ensemble split, et le choix se porte parmi ce
découpage. Cette approche réduit considérablement le facteur de branchement, c’est-à-dire le nombre de
choix à effectuer avant d’effectuer un retour-arrière. L’algorithme 10 intègre cette amélioration.

Algorithme 10: Recherche d’un scénario cohérent dans unRCQ avec division des contraintes
Entrées: N = (V,Q) : un réseau de contraintes
Sortie : N modélise-t-il un problème satisfiable ?

1 début
2 N ′ ← ⋄( N )
3 siN ′ = ⊥ alors
4 retourner Non
5 sinon
6 retourner Recherche( N ′)

7 fonction Recherche( N ) : Booléen
8 début
9 si (N est un scénario) alors

10 retourner Oui
11 sinon
12 (vi, vj)← Choisir un couple de variables dansV
13 DécouperQ(vi,vj) en{R1, . . . ,Rk} ⊆ 2B tel queRl ∈ split, pour toutl ∈ [1 ; k]

14 pour chaque(l ∈ [1 ; k]) faire
15 N ′ ← ⋄( N|Q(vi,vj)

=Rl,Q(vj ,vi)
=Rl

−1 )

16 si (N ′ 6= ⊥) et (Recherche( N ′) répond Oui) alors
17 retourner Oui

18 retourner Non

Condotta et Saade [CONDOTTA et al.2007b, SAADE 2008] propose de figer certaines relations dans
unRCQ en exploitant les relations de l’ensemblesplit. Ils définissent la notion de contrainteséligibles
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et de contraintesgelées, permettant respectivement de caractériser des contraintes qui ne doivent pas
être évaluée et des contraintes pour lesquelles il n’y a pas la nécessité de les mettre à jour. Définir ces
ensembles de relations traitables a donc un intérêt pratique certain pour répondre au problème de la
cohérence desRCQ. S’il n’est plus nécessaire de se restreindre à un scénario pour vérifier la cohérence,
il est possible d’adapter les algorithmes de recherches.

2.3.5 Les applications

Pour répondre au problème de la cohérence desRCQ, de nombreuses applications, appeléessolveurs,
ont été développées. [VAN BEEK & M ANCHAK 1996] adaptent les techniques algorithmiques propo-
sées pour lesRCD pour la résolution deRCQ construits sur l’algèbre des intervalles. [NEBEL 1997] se
concentre également sur l’algèbre des intervalles, mais ilmet en avant l’exploitation des classes trai-
tables. [RENZ & N EBEL 2001] définissent une approche similaire pour le formalismequalitatif RCC8,
en adaptant toutes les approches proposées pour l’algèbre des intervalles. L’inconvénient de ces solveurs
est qu’ils ne traitent que des formalismes qualitatifs binaires très spécifiques.

Plus récemment, [WALLGRÜN et al.2007] ont proposéSpar-Q (pourSpatial reasoning done Qua-
litatively) et [GANTNER et al. 2008] ont développéGQR (pour Generic Qualitative Reasoner), deux
solveurs génériques proposant de nombreux formalismes qualitatifs et offrant la possibilité d’intégrer
simplement les techniques de résolution.

Pour réaliser nos études expérimentales, nous utiliseronsQAT (pour Qualitative Algebra Toolkit)
[CONDOTTA et al. 2006b].QAT est un solveur générique très complet développé en langage JAVA. Il
offre la possibilité d’utiliser n’importe quel formalismequalitatif (temporels ou spatiaux), quelle que soit
l’arité, à la seule condition que la définition des formalismes qualitatifs soient respectée. Il implémente de
nombreuses techniques algorithmiques (heuristiques, algorithme de propagation de contraintes, exploi-
tation des classes traitables), et permet d’en définir facilement de nouvelles. Il offre un outil intéressant
pour la manipulation deRCQ.

2.4 Quelques fragments traitables de l’algèbre des intervalles

Vérifier la cohérence de connaissances exprimées à l’aide del’algèbre des intervalles est un pro-
blèmeNP-complet dans le cas général. Néanmoins, nous avons énoncé précédemment qu’un scénario,
représentant unRCQ pour lequel chaque contrainte décrit une relation atomique, présente une propriété
intéressante. Un scénario est⋄-cohérent si et seulement si il est globalement cohérent. End’autres termes,
l’ensemble des relations complexes composé uniquement de relations singletons forme un ensemble de
relations, dittraitables. Il est possible de décider de la cohérence en temps polynomial de toutRCQ dont
les contraintes qualitatives sont décrites par des relations d’un ensemble de relations traitable. Détermi-
ner de tels ensembles de relations peut permettre de faciliter la recherche [NEBEL 1997, CONDOTTA

et al. 2007b, SAADE 2008]. Pour comprendre ce qu’est un ensemble de relations traitable, étudions les
approches permettant d’en caractériser certains. Nous nous focaliserons sur des ensembles de l’algèbre
des intervalles contenant les relations singletons et la relation totale.

2.4.1 Relations pointisables

Vilain et Kautz [VILAIN & K AUTZ 1986] montrent que la⋄-fermeture est complète pour décider de
la cohérence de toutRCQ construit sur l’algèbre des points. Ainsi, il existe un algorithme enO(n3) per-
mettant de répondre au problème de satisfiabilité de tout problème modélisé dans cette algèbre. Puisque
l’ensemble2Bpt forme un ensemble de relations traitable, l’algèbre des points toute entière est ditetrai-
table. Van Beek et Cohen [VAN BEEK & COHEN 1990] proposent un algorithme enO(n2) permettant
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de répondre au problème de la cohérence d’unRCQ de l’algèbre des points. Pour cela, ils transforment
le RCQ construit sur l’algèbre des points en un graphe orienté étiqueté des relations{=}, {<} et {≤},
puis ils déterminent les composantes fortement connexes dece graphe afin de les factoriser et de les trier.
Pour l’algèbre des intervalles, Valdès-Pérez [VALDÉS-PÉREZ 1987] énonce que, bien qu’il soit possible
de vérifier la cohérence d’un scénario à l’aide de la⋄-cohérence, il est également possible de vérifier sa
cohérence enO(n2), par la construction d’un graphe sur les bornes des intervalles.

En se basant sur ces études, van Beek et Cohen [VAN BEEK & COHEN 1990] définissent un ensemble
de relations traitable de l’algèbre des intervalles : lesrelations pointisables. Puisqu’un intervallex est
décrit par deux bornes[x− ; x+] telles quex− < x+, une approche naturelle basée sur la définition
des relations atomiques (Tableau 2.5) consiste à transformer, en temps polynomial dans le nombre de
variables, unRCQ de l’algèbre des intervalles enRCQ sur l’algèbre des points. Le tableau 2.6 présente
la pointisationdes relations atomiques de l’algèbre des intervalles. Chaque relation atomique décrit la
position relative entre deux intervallesx = [x− ; x+] et y = [y− ; y+]. Pour chaque relation atomique
r ∈ Bint telle que(x, y) ∈ r, les relations atomiquesr−− ∈ Bpt, r−+ ∈ Bpt, r+− ∈ Bpt et r++ ∈ Bpt dé-
crivent les positions relatives entre les bornes(x−, y−), (x−, y+), (x+, y−) et (x+, y+) respectivement.
Par exemple, si un intervallex rencontrel’intervalle y, alorsx− < y−, x− < y+, x+ = y− etx+ < y+.

Algèbre des intervalles Algèbre des points
Description Relation (x−, y−) ∈ r

−− (x−, y+) ∈ r
−+ (x+, y−) ∈ r

+− (x+, y+) ∈ r
++

x est avanty b < < < <

x rencontrey m < < = <

x chevauchey o < < > <

x commencey s = < > <

x contienty d > < > <

x fini y f > < > =

x est égal ày eq = < > =

x est fini pary fi < < > =

x contienty di < < > >

x est commencé pary si = < > >

x est chevauché pary oi > < > >

x est rencontré pary mi > = > >

x est aprèsy a > > > >

TABLE 2.6 – Pointisation des relations atomiques de l’algèbre desintervalles

La pointisation d’une relation complexe de l’algèbre des intervalles est définie par l’union des rela-
tions atomiques de l’algèbre des points obtenues par pointisation sur les bornes des intervalles. Le tableau
2.7 illustre la pointisation de la relation{m, fi, di} ∈ 2Bint . Chaque relation atomique qui la compose
est pointisée, et l’union du résultat de la pointisation pour chaque borne décrit les relations entre les
bornes pour cette relation complexe.

Algèbre des intervalles Algèbre des points
Relation (x−, y−) ∈ r

−− (x−, y+) ∈ r
−+ (x+, y−) ∈ r

+− (x+, y+) ∈ r
++

m < < = <

fi < < > =

di < < > >

{m, fi, di} {<} {<} {=, >} {<,=, >}

TABLE 2.7 – Pointisation de la relation complexe {m, fi, di} de l’algèbre des intervalles

L’opération de pointisation peut être appliquée à toute relationR ∈ 2Bint , mais toute relation n’est
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pas pointisable. Pour deux relations complexes différentes, l’opération de pointisation peut donner des
résultats identiques. Cependant, il est nécessaire de garantir qu’une seule relation de2Bint est associée à
un ensemble de relations entre les bornes de deux intervalles.

Définition 42 (Relation pointisable) Une relationR ∈ 2Bint est pointisable si et seulement si, pour
toute relationR′ ∈ 2Bint telle queR′ 6⊆ R, le résultat de l’opération pointisation surR diffère du résultat
de l’opération pointisation surR′.

Le tableau 2.8 illustre l’opération de pointisation sur la relation{m, o, fi, di}. Le résultat est iden-
tique à celui présenté Tableau 2.8 sur la relation{m, fi, di}. Puisque{m, o, fi, di} 6⊆ {m, fi, di}, nous
pouvons affirmer que{m, fi, di} n’est pas une relation pointisable. À l’inverse, il n’existe pas de rela-
tionsR ∈ 2Bint , telles queR 6⊆ {m, o, fi, di}, permettant d’obtenir le même résultat par l’opération de
pointisation deR. Par conséquent,{m, o, fi, di} est une relation pointisable.

Algèbre des intervalles Algèbre des points
Relation (x−, y−) ∈ r

−− (x−, y+) ∈ r
−+ (x+, y−) ∈ r

+− (x+, y+) ∈ r
++

o < < > <

m < < = <

fi < < > =

di < < > >

{m, o, fi, di} {<} {<} {=, >} {<,=,>}

TABLE 2.8 – Pointisation de la relation complexe {m, o, fi, di} de l’algèbre des intervalles

L’ensemble des relations pointisables, notéP, est donc le plus grand sous-ensemble de2Bint conte-
nant uniquement des relations pointisables. En considérant 8 relations complexes de l’algèbre des points,
4 positions relatives entre les bornes des intervalles, il existe 4096 possibilités pour mettre en relation
deux intervalles à l’aide des bornes. Certaines ne peuvent trivialement pas être étendue à une relation de
2Bint , et d’autres ne correspondent pas à des relations pointisables. Au total,188 des8192 relations de
2Bint composent l’ensembleP. L’ensemble des relationsP est appelé une sous-classe de2Bint car il est
stable par inverse, intersection et composition dans2Bint . La sous-classe de relationsP est donc appelée
classe traitablepour l’algèbre des intervalles.

Définition 43 (RCQ pointisable) SoitN = (V,Q) unRCQ construit sur l’algèbre des intervalles.N
est unRCQ pointisable si et seulement siQ(vi,vj) ∈ P pour toutvi, vj ∈ V.

L’opération permettant de transformer unRCQ pointisable enRCQ construit sur l’algèbre des points
est une opération polynomiale en temps dans la taille duRCQ initial. Comme énoncé précédemment,
décider de la cohérence d’unRCQ construit sur l’algèbre des points est également une opération polyno-
miale en temps dans la taille de ceRCQ. Il existe donc un algorithme polynomial permettant de répondre
au problème de la cohérence d’unRCQ pointisable.

Propriété 3 SoitN unRCQ construit sur l’algèbre des intervalles. SiN est pointisable, alors il existe
un algorithme polynomial en temps dans la taille deN permettant de décider de la cohérence deN .

2.4.2 Relations ORD-Horn

Nebel et Bürckert [NEBEL & B ÜRCKERT 1995] proposent de décrire unRCQ construit sur l’algèbre
des intervalles en manipulant également les bornes des intervalles au travers des contraintes linéaires≤,
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= et 6= entre les bornes. Ainsi, les relations atomiquesa < b, a = b et a > b de l’algèbre des points
peuvent s’écrire par les contraintes «a ≤ b et a 6= b », «a = b » et «b ≤ a et a 6= b » respectivement.
En s’appuyant sur le tableau décrivant la pointisation 2.6 et en exploitant cette réécriture, il est possible
de décrire toute relation atomique de l’algèbre des intervalles. Par exemple, considérons deux intervalles
x = [x− ; x+] et y = [y− ; y+]. Si «x rencontrey », alorsx− = y−, x− < y+, x+ > y− etx+ < y+

par la pointisation. Ce qui donne les contraintes(x− = y−), (x− ≤ y+ et x− 6= y+), (y− ≤ x+

et x+ 6= y−) et (x+ ≤ y+ et x+ 6= y+) pour la représentation de Nebel et Bürckert. Toute relation
atomique deBint peut donc être associée à une conjonction de contraintes surles bornes.

Une relation complexeR est une disjonction de relation atomique. Par conséquent, si deux intervalles
x et y sont en relation parR, alors ils sont en relation par l’une des relations atomiques r ∈ R. La
réécriture d’une relation complexe de2Bint est donc la disjonction de contraintes linéaires. L’exemple
11 illustre la réécriture de la relation{b, o}. Le développement permet d’obtenir une conjonction de
contraintes linéaires entre les bornes.

Exemple 11 Considérons deux intervallesx = [x− ; x+] et y = [y− ; y+] mis en relation par{b, o}.
En utilisant l’opération de pointisation surb eto, nous obtenons.

x b y : (x− < y−), (x− < y+), (x+ < y−) et (x+ < y+)
x o y : (x− < y−), (x− < y+), (x+ > y−) et (x+ < y+)

Avec le système de réécriture défini, chaque relation atomique peut s’écrire :

x b y : x− ≤ y−, x− 6= y−, x− ≤ y+, x− 6= y+, x+ ≤ y−, x+ 6= y−, x+ ≤ y+ et x+ 6= y+

x o y : x− ≤ y−, x− 6= y−, x− ≤ y+, x− 6= y+, y− ≤ x+, x+ 6= y−, x+ ≤ y+ et x+ 6= y+

Après développement, la disjonction de ces contraintes surles bornes permet d’obtenir :

{b, o}















x− ≤ y−, x− 6= y−,
x− ≤ y+, x− 6= y+,
x+ 6= y−, (x+ ≤ y− ou y− ≤ x+),
x+ ≤ y+, x+ 6= y+

Remarquons que la contraintex+ ≤ y− ou y− ≤ x+ entre les bornesy− etx+ est toujours vraie.
Par conséquent, nous pouvons réécrire les contraintes sur les bornes de la façon suivante :

{b, o}















x− ≤ y− , x− 6= y−,
x− ≤ y+ , x− 6= y+,
x+ 6= y−,,
x+ ≤ y+ , x+ 6= y+

Nebel et Bürckert définissent les contraintes linéaires décrites uniquement par=, ≤ et 6= comme
descontraintes ORD. Une contrainte linéaire est unecontrainte Hornlorsqu’elle ne contient au plus
une contrainte≤ ou=. Une contrainte linéaire ORD et Horn est dite ORD-Horn. Dansl’exemple 11, la
relation{b, o} s’écrit comme une conjonction de contraintes ORD, et chacune s’écrit avec au plus une
contrainte≤ ou=. Toutes les contraintes de cet exemple sont donc des contraintes ORD-Horn.

Définition 44 (Relation ORD-Horn) SoitR ∈ 2Bint . R est une relationORD −Horn si et seulement
si R peut s’écrire comme une conjonction de contraintes ORD-Horn.
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L’ensemble des relationsH est un sous-ensemble de2Bint contenant uniquement des relations ORD-
Horn.H forme une sous-classe de2Bint puisqu’elle est stable par inverse, intersection et composition
dans2Bint . P ⊂ H puisque toute relation pointisable peut être transformée en une conjonction de
contraintes ORD. La classeH se compose de868 relations, relations pointisables comprises.

Définition 45 (RCQ ORD-Horn) SoitN = (V,Q) unRCQ.N est unRCQ ORD-Horn si et seulement
siQ(vi,vj) ∈ H pour toutes variablesvi, vj ∈ V.

Nebel et Bückert définissent la théorie ORD-Horn en proposant un schéma d’axiomes sur les contraintes
linéaires (Tableau 2.9), exploitant les propriétés de transitivité, de réflexivité et d’antisymétrie sur les
bornes des intervalles, puis en axiomatisant la relation d’équivalencex = y entre deux bornes parx ≤ y
et y ≤ x.

∀x, y : x ≤ y ∧ y ≤ z → x ≤ z Transitivité
∀x : x ≤ x Réflexivité
∀x, y : x ≤ y ∧ y ≤ x → x = y Antisymétrie
∀x, y : x = y → x ≤ y
∀x, y : x = y → y ≤ x

TABLE 2.9 – Schéma d’axiomes de la théorie ORD

Les contrainte linéaires liées au schéma d’axiomes de la théorie ORD sont des contraintes ORD-
Horn. Si les contraintes linéaires décrivant les relationsd’un RCQ et la théorie ORD sont cohérentes,
alors leRCQ admet un scénario cohérent. Vérifier la cohérence d’un système de contraintes linéaires
composé uniquement de contraintes ORD-Horn est polynomialen temps. Or, la réécriture d’unRCQ
ORD-Horn à l’aide d’un système de contraintes linéaires ORD-Horn est une opération polynomiale en
temps dans le nombre de variables duRCQ. Il est donc possible de décider de la cohérence d’unRCQ

ORD-Horn en temps polynomial dans le nombre de variables.H est donc une classe de relations traitable
de l’algèbre des intervalles.

Propriété 4 SoitN unRCQ. SiN est ORD-Horn, alors la⋄-cohérence est complète pour décider de la
cohérence deN .

Notons que la sous-classe des relations ORD-Horn est la sous-classe de relations traitable la plus
grande de l’algèbre des intervalles contenant les relations complexes de cardinalité1 et la relation to-
tale [NEBEL & B ÜRCKERT 1995, LIGOZAT 1998b]. Drakengren et Jonson [DRAKENGREN & JONS-
SON 1997] montrent qu’il existe des ensembles de relations traitables de cardinalités plus grandes, mais
ne contenant pas toutes les relations atomiques. Pour s’en convaincre, nous pouvons construire une classe
traitable très simple. Considérons l’ensemble de relationsReq ⊆ 2Bint , telle que∅ ∈ Req et eq ∈ R pour
tout R ∈ Req. Pour répondre au problème de la cohérence d’unRCQ construit sur les relations deReq,
il existe un algorithme polynomial en temps dans la taille duproblème enO(n2) dans le pire des cas,
nécessitant de parcourir chaque contrainte qualitative. S’il existe une contrainte vide, leRCQ est inco-
hérent. Sinon, il existe au moins un scénario cohérent tel que tous les intervalles soient identiques. Ainsi
Req est composé de4097 relations et cet ensemble couvre donc plus de la moitié des relations de2B.
Puisqueeq est la relation d’identité,Req est stable par intersection, inverse et composition, elle est donc
une sous-classe de relations traitable pour l’algèbre des intervalles. La taille d’une classe traitable ne peut
pas être utilisée comme un argument unique pour justifier sonexploitation dans les outils algorithmiques,
puisque les informations temporelles qu’elle permet de décrire ne sont pas toujours pertinentes. Contrai-
rement àReq, les relations deH permettent de décrire tout scénario de l’algèbre des intervalles. Par
conséquent elle peut être exploitée, quel que soit leRCQ, pour améliorer les algorithmes de recherches
[NEBEL 1997, CONDOTTA et al.2007b].
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2.4.3 Relations convexes

Chaque relation atomiquer ∈ Bint est associée à une position relative entre deux intervallesX =
[x− ; x+] et Y = [y− ; y+]. En fonction de la position relative de ces intervalles, l’opération de poin-
tisation permet de décrire la position relatives entre les bornes. Pour les relations atomiquesb, m et o,
le tableau 2.6 ne montre une différence qu’entre les bornesx+ et y+ pour l’opération de pointisation.
Intuitivement, ces relations atomiques montrent une certaine proximité. Sur ce constat, il est possible de
caractériser un ordre sur les relations atomiques de l’algèbre des intervalles.

Un intervalle de référenceX0 = [x0
− ; x0

+] avecx0− < x0
+ est divisé en5 zones (Figure 2.6), afin

de comparer la position d’un pointy par rapport à l’intervalleX. Si y se situe avant la borne inférieure
deX, alors la valeur assignée est0, si il est confondu avec la borne inférieure deX, alors sa valeur
est1, etc. Un couple d’entiers est alors attribué à chaque relation atomiquer ∈ Bint en comparant la
borne inférieure et la borne supérieure d’un intervalleY = [y− ; y+], tel que(Y,X0) ∈ r. Considérons
par exemple queY commenceX0. (Y,X0) ∈ {s} ssi y− = x0

−, ce qui correspond à la zone1, et
x0

− < y+ < x0
+, ce qui correspond à la zone2. En d’autres termes, le couple(1, 2) est associé à la

relation atomiques.

x−0 x+0

0

1

2

3

4

FIGURE 2.6 – Illustration des zones pour la comparaison des bornes avec un intervalle de référence
X0 = [x0

− ; x0
+]

La figure 2.7 illustre sur un plan les13 relations atomiques de l’algèbre des intervalles. Les coordon-
nées de chaque relation atomique sont déduites par le coupled’entiers obtenu.
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oi mi a

FIGURE 2.7 – Illustration graphique des relations atomiques de l’algèbre des intervalles

En s’appuyant sur ces couples d’entiers, il est ainsi possible de définir un ordre sur les relations
atomiques de l’algèbre des intervalles [LIGOZAT 1991, LIGOZAT 1994, BESSIÈRE et al. 1996]. On
admet qu’il existe un lien entre deux relations atomiques siles couples d’entiers de celles-ci ne diffèrent
que pour l’une ou l’autre des bornes. Il s’ensuit un pré-ordre partiel� qui peut être caractérisé comme
suit :

Définition 46 (Ordre partielle sur les relations atomiques de l’algèbre des intervalles)Soientr, r′ ∈
Bint, (a, b) et (c, d) les couples d’entiers respectifs associés àr et r′. r � r′ si et seulement sia ≤ c et
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b ≤ d.

En considérant l’ordre�, Bint admet pour infimum la relation atomiqueprécède(b) et pour su-
premum la relation atomiquesuccède(a). De plus, pour tous élémentsr, r′, r′′ ∈ Bint, � vérifie les
propriétés de réflexivité (r � r), de transitivité ((r � r′) ∧ (r′ � r′′) ⇒ r � r′′) et d’antisymétrie
((r � r′)∧ (r′ � r)⇔ r = r′) surBint. Enfin, puisque tous élémentsr, r′ ∈ Bint admettent une borne su-
périeureinf{r, r′} ainsi qu’une borne inférieuresup{r, r′}, nous pouvons constater que(Bint,�) forme
un treillis. Ce treillis est parfois appelé treillis conceptuel ou treillis qualitatif de l’algèbre des intervalles
(Figure 2.8).

d

fs

b m o eq oi mi a

sifi

di

≺ ≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺
≺

≺
≺

≺ ≺

FIGURE 2.8 – Treillis conceptuel de l’algèbre des intervalles

À l’aide du treillis (Bint,�), nous pouvons définir la notion d’intervalles convexeset derelations
convexes.

Définition 47 (Intervalle convexe) Soientr, r′ ∈ Bint. L’intervalle convexe[r ; r′] est une relation de
2Bint tel que[r ; r′] = {r′′ : r � r′′ ∧ r′′ � r}.

Définition 48 (Relation convexe)SoitR ∈ 2Bint . R est une relation convexe si et seulement si elle peut
s’écrire sous la forme d’un intervalle convexe.

La définition de la convexité met en avant un ensemble de relations particulier de l’algèbre des
intervalles. L’ensemble des relations convexes de2Bint , notéC, est composé de82 relations complexes.
Il est une sous-classe de2Bint car il est stable par inverse, intersection et composition.C est donc une
classe traitable de l’algèbre des intervalles.

Définition 49 (RCQ convexe) SoitN = (V,Q) un RCQ. N est unRCQ convexe si et seulement si
Q(vi,vj) ∈ C pour toutes variablesvi, vj ∈ V.

Notons que, quelle que soit la relationR ∈ C, R peut s’écrire comme un ensemble de contraintes
ORD-Horn, en temps polynomiale dans la taille de la relation. Puisque décider de la cohérence d’un
RCQ ORD-Horn peut être réalisé par un algorithme polynomiale entemps dans la taille duRCQ, nous
en déduisons qu’il est possible de décider de la cohérence detout RCQ convexe en temps polynomial
dans la taille duRCQ. Notons qu’une autre preuve se concentre sur la stabilité deC et le fait que la
composition faible soit distributive sur l’intersection.Il est donc possible de répondre à la cohérence
d’un RCQ convexe par un algorithme de fermeture par composition faible.

Propriété 5 SoitN unRCQ. SiN est convexe, alors il existe un algorithme polynomial en temps dans
la taille deN permettant de décider de la cohérence deN .
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2.4.4 Relations préconvexes

Ligozat [LIGOZAT 1991, LIGOZAT 1994, BESSIÈREet al.1996] étend la notion de convexité afin de
définir la préconvexité. Pour cela, il s’appuie dans un premier temps sur une représentation graphique des
relations atomiques définie par Nökel [NÖKEL 1991]. Nökel illustre l’ordre sur les relations atomiques
graphiquement en définissant une notion de région. Chaque point d’un plan(y−, y−) ∈ R2 est associé à
un intervalleY = [y− ; y+]. L’abscisse coïncide donc avec la borne inférieurey− et l’ordonnée coïncide
avec la borne supérieurey+. Un intervalle de référenceX0 = [x0

− ; x0
+] est défini et permet de déduire

tout intervalleY = [y− ; y+] en relation avecX0 par une relation atomique deBint.

Définition 50 (Région) Soitr ∈ Bint etX0 = [x0
− ; x0

+] un intervalle de référence surR.Reg(r,X0) =
{(y−, y+) ∈ R2 : ([x0

− ; x0
+], [y− ; y+]) ∈ r}.

La figure 2.9 illustre les relations atomiques par la représentation de Nökel. Prenons par exemple
la relation atomique « commence » (s). La région associée estReg(s,X0) = {(y−, y+) ∈ R2 :
([x0

− ; x0
+], [y− ; y+]) ∈ {s}} Ce qui correspond àReg(s,X0) = {(y−, y+) ∈ R2 : (x0

− =
y−), (x0

+ < y+)}. Pour toutR ∈ 2Bint , nous avons doncReg(R,X0) =
⋃

r∈RReg(r,X0).

x0
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FIGURE 2.9 – Représentation des relations atomiques de l’algèbre des intervalles dans le plan.

Ligozat adapte la représentation de Nökel, afin de définir lesnotions dedimension, de fermeture
topologiqueet defermeture convexed’une relation. La dimension d’une relation atomique est ladimen-
sion géométrique de la région par la représentation de Nökel. Celle-ci peut également être vue comme le
nombre de bornes distinctes avec l’intervalle de référenceX0.

Définition 51 (Dimension) Soientr ∈ Bint etR ∈ 2Bint :
– la dimension der, notéedim(r), est la dimension de la régionReg(r,X0) ;
– dim(∅) = −1 ;
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– dim(R) = max{dim(r) : r ∈ R}.

Ligozat définit ensuite la fermeture topologique d’une relation atomique. Cette notion s’approche de
la notion de fermeture ou d’adhérence d’un espace topologique. La fermeture d’une relation atomiquer
est donc une relation complexeR dont la régionReg(R,X0) est la fermeture deReg(r,X0). En d’autres
termes, en partant de la région d’une relation atomiquer, il suffit de considérer les régions voisines de
dimension strictement inférieure afin de fermer la région der.

Définition 52 (Fermeture topologique) Soientr ∈ B etR ∈ 2Bint .
– la fermeture topologique der, notéeC(r), est la relationR′ ∈ 2B telle queReg(R,X0) est la

fermeture topologique deReg(r,X0) ;
– C(R) =

⋃

{C(r) : r ∈ R}.

Le tableau 2.10 énumère les relations atomiques de l’algèbre des intervalles, leur dimension et leur
fermeture topologique.

r ∈ B dim(r) C(r) r ∈ B dim(r) C(r)

b 2 {b,m} a 2 {mi, a}
m 1 {m} mi 1 {mi}
o 2 {m, o, s, f i, eq} oi 2 {eq, f, si, oi,mi}
s 1 {s, eq} si 1 {si, eq}
fi 1 {fi, eq} f 1 {f, eq}
d 2 {s, d, eq, f} di 2 {si, di, eq, f i}
eq 0 {eq}

TABLE 2.10 – Dimension et fermeture topologique des relations atomiques de l’algèbre des intervalles

Enfin, Ligozat introduit la notion defermeture convexeconcernant les relations de2Bint .

Définition 53 (Fermeture convexe)SoitR ∈ 2B. La fermeture convexe deR, notéeI(R), est la plus
petite relation convexe de2B contenantr.

À travers ces notions, Ligozat définit les critères permettant de déduire la préconvexité d’une relation.

Définition 54 SoitR ∈ 2B. R est préconvexe si et seulement si elle satisfait l’un des points suivant :

1. C(R) est une relation convexe ;

2. I(R) ⊆ C(R) ;

3. dim(I(R) \ R) < dim(R) ;

4. I(R) \ R ne contient que des relations atomiques de dimension strictement inférieure à2 (c’est-à-
dire un sous-ensemble de{m, s, fi, eq, f, si,mi}).

Prenons l’exemple de la relation{b, o, eq}. dim({b, o, eq}) = 2 puisque la dimension est définie par
max{dim(b), dim(o), dim(eq)} = max{2, 0, 2} = 2. La fermeture topologiqueC({b, o, eq}) corres-
pond àC(b) ∪ C(o) ∪ C(eq). D’après le tableau 2.10,{b, o, eq} = {b,m} ∪ {m, o, s, f i, eq} ∪ {eq} =
{b,m, o, s, f i, eq}. Enfin, la fermeture convexe de{b, o, eq} estI({b, o, eq}) = {b,m, o, s, f i, eq} (Fi-
gure 2.10). La relation{b, o, eq} est préconvexe si et seulement si elle satisfait l’un des points décrits
Définition 54.C({b, o, eq}) = [b ; eq], doncC({b, o, eq}) est bien une relation convexe. Le point
I({b, o, eq}) ⊆ C({b, o, eq}) est également vérifié. De plus,I({b, o, eq}) \ {b, o, eq} = {m, s, fi}
etdim({m, s, fi}) = 1, doncdim(I({b, o, eq}) \ {b, o, eq}) < dim({b, o, eq}).
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FIGURE 2.10 – Fermeture convexe de la relation {b, m, o}

Définition 55 (RCQ préconvexe) SoitP unRCQ construit sur l’algèbre des intervalles.P est précon-
vexe si et seulement siQ(vi,vj) est une relation préconvexe pour toutes variablesvi, vj ∈ V.

Les critères présentés Définition 54 sont tous équivalents,et Ligozat montre que l’ensemble des rela-
tions préconvexes coïncide avec la classeH. Il est donc possible de répondre au problème de la cohérence
d’unRCQ préconvexe en temps polynomial dans la taille duRCQ. En comparaison à la théorie ORD dé-
veloppée par Nebel et Bückert, les conditions de préconvexité de la définition de Ligozat présente une
certaine facilité de manipulation. En effet, dans le cadre des relations ORD-Horn, il est nécessaire de
développer des contraintes linéaires sur les bornes des intervalles par distributivité et de réduire certaines
contraintes triviale avant de vérifier si celles-ci sont ORD-Horn. Dans le cadre des relations préconvexes,
si les dimensions sont données, alors le calcul d’une relation préconvexe par l’un des points de la défini-
tion 54 est immédiate. De plus, à l’aide du treillis de l’algèbre des intervalles et du tableau 2.10 pour la
fermeture topologique des relations atomiques, il est également facile de calculer la fermeture convexe et
la fermeture topologique d’une relation. Les preuves analytiques en sont également simplifiées et Ligozat
montre qu’il est possible de décider de la cohérence d’unRCQ préconvexe en utilisant la fermeture par
composition faible.

Propriété 6 SoitP unRCQ préconvexe.P est cohérent si et seulement siP est⋄-cohérent.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la modélisation de connaissances temporelles et spatiales à
l’aide de différents formalismes qualitatifs. La représentation des connaissances sur des domaines non
finis peut dépasser les limites des technologies actuelles,et ainsi rendre la modélisation difficile à mani-
puler dans un cadre quantitatif. Appréhender le problème demanière qualitative présente un avantage de
la simplicité et de la compacité de la représentation. Ainsi, les connaissances modélisées à l’aide d’un
formalisme qualitatifs permettent de décrire des entités et des relations entre celles-ci. LesRCQ consti-
tuent un modèle de représentation idéal pour y greffer les connaissances, afin de répondre aux problèmes
de décisions ou d’optimisations très étudiées en intelligence artificielle, tels que les problèmesCSP ou
MAXCSP. Le parallèle est immédiat entreRCQ et RCD, cependant la manipulation de domaines non
finis nécessite d’adapter des outils algorithmiques spécifiques au cadre qualitatif. Les formalismes quali-
tatifs présentent un cadre théorique solide, sur lequel il est possible de s’appuyer pour le développement
de techniques de recherche ou d’inférence. Ainsi, de nombreux outils ont été développés afin de réduire
l’arbre de recherche parcouru : la cohérence locale, les choix heuristiques, l’analyse de conflits,etc. Une
autre approche a permis de faire évoluer les algorithmes de recherche classique en utilisant la notion
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de classes traitables. La définition des classes de relations ORD-Horn et préconvexes offre des outils
théoriques intéressants, à la base de nombreuses améliorations pratiques.
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3.1 Introduction

La modélisation des connaissances prend son essor au fil du développement des technologies in-
formatiques. Initialement, dans le but d’exploiter les outils informatiques, le cadre adopté utilise une
représentation binaire des informations pour s’approcherdu langage machine. Le langage de la logique
propositionnelle permet de décrire ces informations. Celui-ci se définit sur un ensemble de propositions
pouvant être « vraie » ou « fausse » et de connecteurs logiquesentre ces propositions, afin de construire
des expressions, appelées formules propositionnelles. Ilest possible de décrire les formules proposition-
nelles sous plusieurs formes, telles que la forme normale conjonctive (CNF), la forme normale disjonctive
(DNF), etc. D’un point de vue sémantique, une formule propositionnelle est une application mathéma-
tiques prenant pour valeur « vrai » ou « faux » Le problèmeSAT est le problème de décision consistant
à déterminer l’existence d’une valuation, appeléeinterprétation, telle que la réponse « vrai » lorsqu’elle
est associée à une formuleCNF.

En pratique, l’étude du problèmeSAT connait un succès important depuis les années1960. De nom-
breux outils algorithmiques très performants ont été développés du fait de sa proximité avec le langage
machine et du cadre théorique sur lequel il repose. Il contribue également à améliorer les techniques
algorithmiques des problèmesCSP. Très utilisé pour des applications comme la vérification formelle,
la planification ou encore la bio-informatique, le problèmeSAT constitue un domaine majeur de la pro-
grammation par contraintes. Le problèmeSAT est également très utilisé en théorie de la complexité. Dans
la hiérarchie des problèmes de décisions, celui-ci estNP-complet. Pour y répondre en temps polynomial
dans la taille de la formule, il requiert une machine non-déterministe vérifiant chaque interprétation de
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la formule propositionnelle, et tout problèmeNP-complet peut être réduit au problèmeSAT en temps
polynomial.

Dans ce chapitre, nous décrivons la logique propositionnelle, de manière syntaxique puis séman-
tique afin de définir le problèmeSAT. Nous proposons ensuite un aperçu des techniques de recherche et
techniques d’inférence pour répondre à ce problème.

3.2 La logique propositionnelle

3.2.1 Syntaxe : le langage propositionnel

Définition générale

La logique propositionnelle est décrite par un langage, appelélangage de la logique propositionnelle.

Définition 56 (Langage de la Logique Propositionnelle)Le langage de la logique propositionnelle,
notéLP, est défini par :

– les valeurs booléennes0 et1 ;
– les symboles⊤ et⊥ ;
– un ensemble infini dénombrableP = {p1, . . . , pn, . . .} de variables propositionnelles, chacune

définie sur l’ensemble des booléensB = {0, 1} ;
– un ensembleC de connecteurs logiques binaires entre les variables deP, tel que pour tout connec-

teur ◦ ∈ C, ◦ est une application deB× B dansB ;
– les symboles de ponctuations( et ).

Une variable propositionnelle décrit une proposition, et les valeurs booléennes0 et 1 décrivent res-
pectivementfaux et vrai. Ainsi, p = 1 si et seulement si la proposition associée àp estvraie et p = 0
sinon. Dans le cas général, nous supposerons que les connecteurs sont binaires, bien que nous puissions
en définir d’arité quelconque.

Les éléments de ce langage permettent de définir inductivement des expressions, appeléesformules
propositionnelles.

Définition 57 (Formule propositionnelle) SoitLP le langage de la logique propositionnelle :
– 0 et1 sont des formules deLP ;
– ⊥ et⊤ sont des formules deLP ;
– toute variable propositionnellep ∈ P est une formule deLP ;
– siΣ est une formule deLP, alors (Σ) est une formule deLP ;
– siΣ1 etΣ2 sont des formules deLP et◦ ∈ C un connecteur propositionnel deLP, alors◦(Σ1,Σ2)

est une formule deLP.

Dans le cas général, nous noterons une formuleΣ deLP telle queΣ ∈ LP. Nous pouvons associer à
chaque formuleΣ ∈ LP un ensemble fini de variables propositionnelles, notévars(Σ) = {p1, . . . , pn},
tel quevars(Σ) ⊆ P. Puisque chaque connecteur◦ ∈ C est une application deB2 dansB et par
définition, nous pouvons déduire que toute formuleΣ ∈ LP telle que|vars(Σ)| = n est une application
deBn dansB.

Connecteurs propositionnelles

Dans notre cadre, nous restreignons les connecteurs à l’ensemble{¬,∧,∨} ⊆ C.

Définition 58 (Connecteurs propositionnels)Les connecteurs de{¬,∧,∨} sont décrits par :
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– ∀Σ ∈ LP, ∀α ∈ Bn, Σ(α) = 1 si et seulement si¬Σ(α) = 0 ;
– ∀Σ1,Σ2 ∈ LP, ∀α1, α2 ∈ Bn, Σ1(α1) ∨ Σ2(α2) = 1 si et seulement siΣ1(α1) = 1 ou (non

exclusif)Σ2(α2) = 1 ;
– ∀Σ1,Σ2 ∈ LP, ∀α1, α2 ∈ Bn,Σ1(α1)∨Σ2(α2) = 1 si et seulement siΣ1(α1) = 1 etΣ2(α2) = 1.

«¬ » est appelénégation. C’est un connecteur unaire, et c’est un connecteur prioritaire dans les formules
propositionnelles. Il est idempotent, donc∀Σ ∈ LP : ¬¬Σ = Σ.
« ∨ » est appelédisjonction. C’est un connecteur binaire, idempotent, associatif et commutatif. Pour
Σ1,Σ2,Σ3 ∈ LP, Σ1 ∨ Σ1 = Σ1 (idempotence),(Σ1 ∨ Σ2) ∨ Σ3 = Σ1 ∨ (Σ2 ∨ Σ3) = Σ1 ∨ Σ2 ∨ Σ3

(associativité) etΣ1 ∨ Σ2 = Σ2 ∨ Σ1 (commutativité). L’élément absorbant est1 et l’élément neutre est
0.
« ∧ » est appeléconjonction. Il est binaire et il est également associatif, commutatif et idempotent.
L’élément absorbant est0 et l’élément neutre est1.∨ et∧ sont distributifs l’un par rapport à l’autre. Ainsi,
(Σ1∨Σ2)∧Σ3 = (Σ1∧Σ3)∨(Σ2∧Σ3), et(Σ1∧Σ2)∨Σ3 = (Σ1∨Σ3)∧(Σ2∨Σ3). Enfin, ces connecteurs
suivent la loi de dualité de De Morgan :¬(Σ1 ∨ Σ2) = ¬Σ1 ∧ ¬Σ2 et¬(Σ1 ∧ Σ2) = ¬Σ1 ∨ ¬Σ2.

L’ensemble de connecteurs{¬,∨,∧} permet de définir d’autres connecteurs propositionnels. Posons
Σ1,Σ2 ∈ LP :

– implication : Σ1 ⇒ Σ2 = ¬Σ1 ∨ Σ2 ;
– équivalence: Σ1 ⇔ Σ2 = (Σ1 ⇒ Σ2) ∧ (Σ2 ⇒ Σ1) ;
– Mutuelle exclusivité: Σ1 ⊕ Σ2 = (Σ1 ∨ Σ2) ∧ (¬Σ1 ∨ ¬Σ2).

Notons que la loi de dualité de De Morgan nous permet également de réduire l’ensemble{¬,∨,∧}
à {¬,∨} ou {¬,∧}. Ces ensembles de connecteurs sont ditscompletscar tout connecteur deC peut se
définir par cet ensemble.

Formes normales

Parmi les formules propositionnelles deLP, nous pouvons distinguer certaines formules particulières.
Une formuleΣ = p est appelélittéral positif ou occurrence positive dep, etΣ = ¬p est appelée un

littéral négatif ou occurrence négative dep. Une disjonction de littéraux est uneclauseet une conjonc-
tion de littéraux est uncube. Une clause et un cube sont ditsunitaires si et seulement si ils ne sont
composés que d’un seul et unique littéral. À ces différentesformes s’ajoutent des formes ditesnormales.

Définition 59 (Formes normales)
– une formule propositionnelle en forme normale conjonctive, notéeCNF, est une conjonction de

clauses.
– Une formule propositionnelle en forme normale disjonctive, notéeDNF, est une disjonction de

cubes.
– Une formule propositionnelle en forme normale négative, notéeNNF, est une formule proposi-

tionnelle pour laquelle la négation n’apparaît que sur les littéraux négatifs.

Cette définition permet de nous approcher de la définition du problèmeSAT. Dans la suite, nous
noterons parformuleCNF (resp.formuleDNF) toute formule sous forme normaleconjonctive(resp.
disjonctive).

Notons qu’il existe une représentation ensembliste des formulesCNF. Chaque élément est une clause
de la formule et l’ensemble représente la conjonction des clauses. Une formuleCNF Σ = clause1 ∧
clause2 ∧ . . . ∧ clausee peut ainsi être décrite parΣ = {clause1, clause2, . . . , clausee}. Si chaque
clause est une clause unitaire, alors la formule est un cube.Un cube est donc une formuleCNF. Dans la
suite,e dénotera le nombre de clauses d’une formuleCNF.
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3.2.2 Sémantique : la satisfiabilité

Pour définir le problème de la satisfiabilité, il est nécessaire de définir le sens d’une formule propo-
sitionnelle. Comme énoncé précédemment, une formule propositionnelleΣ ∈ LP est une application de
Bn dansB, avec|vars(Σ)| = n.

Définition 60 (Interprétation) SoitP ⊆ P. Une interprétationIP est une application qui, à toutp ∈
P , associe une valeur deB.

Uneinterprétationdans le cadre propositionnel peut être rapprochée d’uneinstanciationdu cadre des
réseaux de contraintes. Uneinterprétation complètepour une formuleΣ est une interprétationIvars(Σ)

sur les variablesvars(Σ) de la formuleΣ. Nous définissons un opérateur| permettant, à une formule
Σ ∈ LP, d’appliquer une interprétationIP afin de produire une formuleΣ′ ∈ LP, telle queΣ′ = Σ|IP .
Nous utilisons ce raccourci d’écriture pour dénoter que toute variablep ∈ P est remplacée par sa valeur
IP (p) dans l’applicationΣ. Ainsi, siΣ|p=0 (resp.Σ|p=1) signifie que toute variable propositionnellep est
remplacée par la valeur0 (resp. la valeur1). Les valeurs peuvent êtrepropagéesen utilisant les définitions
et les propriétés des connecteurs logiques décrits précédemment :¬0 = 1, ¬1 = 0, 1 est absorbant
pour la disjonction et neutre pour la conjonction,0 est absorbant pour la conjonction et neutre pour la
disjonction. Remarquons que si une interprétation complèteI est appliquée à une formuleΣ ∈ LP, alors
le résultat est0 ou1.

Définition 61 (Satisfiabilité d’une formule propositionnelle) SoitΣ ∈ LP :
– Σ est satisfiable, si et seulement si il existe une interprétation complèteI telle queΣ|I = 1 ;
– Σ est insatisfiable si et seulement si pour toute interprétation complèteI : Σ|I = 0 ;
– Σ est une tautologie, notée⊤, si et seulement si pour toute interprétation complèteI : Σ|I = 1 ;
– Σ est une contradiction, notée⊥, si et seulement siΣ est insatisfiable.

Définition 62 (Modèle) SoitΣ ∈ LP une formule propositionnelle. Un modèle deΣ est une instancia-
tion complèteI telle queΣ|I = 1.

Le problèmeSAT est le problème de la satisfiabilité d’une formuleCNF. En d’autres termes, il est
décrit par la question « Est-ce que la formuleCNF est satisfiable ? ». Remarquons, au même titre que le
problèmeCSP, que cela n’implique pas de trouver un modèle de la formule mais qu’il faut en prouver
l’existence. Puisqu’une formuleCNF est décrite par un ensemble fini de variables propositionnelles,
une formule propositionnelle admet un nombre fini d’interprétations. L’ensemble de ces interprétations
décrit l’espace de recherche d’une formule propositionnelle. Dans cet espace de recherche, nous pouvons
caractériser un sous-ensemble qui constitue l’ensemble des modèles.

Définition 63 (Ensemble des modèles)Soit Σ une formule propositionnelle.mod(Σ) est l’ensemble
des modèles deΣ sur l’ensemble des variables propositionnellesP deLP.

Remarquons que l’ensemble des modèles d’une formuleΣ ∈ LP est défini sur toutes les variables
propositionnelles deLP, et pas uniquement sur les variables de la formulevars(Σ). Ceci permet d’ex-
primer que tout prolongement d’un modèleI deΣ sur l’ensemble des variables propositionnellesP est
également un modèle deΣ. Ainsi, il est possible de comparer les modèles des formulesqui ne sont pas
définis sur un même ensemble de variables propositionnelles.

Par définition, une formuleΣ ∈ LP est une tautologie si et seulement si toute instanciation complète
deΣ est un modèle. En d’autres termes, l’ensemble des modèlesmod(Σ) est le même pour toute tauto-
logie. Par exemple, pour toutp, p′ ∈ P, la formulep∨¬p est une tautologie, et(p∧¬p)∨ p′ également.
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Ces deux formulesCNF ont le même ensemble de modèles mais ne sont pourtant pas définis sur les
mêmes variables propositionnelles. De façon analogue, toute formule ayant pour ensemble de modèles
l’ensemble vide est une contradiction.

La comparaison de l’ensemble des modèles nous permet d’introduire la notion deconséquence sé-
mantiqueet d’équivalence sémantique.

Définition 64 (Conséquence sémantique)SoientΣ1,Σ2 ∈ LP. Σ2 est une conséquence sémantique de
Σ1, notéΣ1 |= Σ2, si et seulement simod(Σ1) ⊆ mod(Σ2).

Définition 65 (Équivalence sémantique)SoientΣ1,Σ2 ∈ LP. Σ1 etΣ2 sont équivalents sémantique-
ment, notéΣ1 ≡ Σ2, si et seulement simod(Σ1) = mod(Σ2).

⊤ est donc sémantiquement équivalent à toute formule tautologique deLP et⊥ est sémantiquement
équivalent à toute formule contradictoire. Lorsqu’une formuleΣ ∈ LP est telle que⊤ |= Σ, également
noté|= Σ, on dit également queΣ estvalide.

Propriété 7 SoientΣ1,Σ2 ∈ LP. Σ1 |= Σ2 si et seulement si|= Σ1 ⇒ Σ2.

3.3 Techniques algorithmiques

3.3.1 Algorithmes de recherche et propagation

Pour décider de la satisfiabilité d’une formule propositionnelle sous formeCNF, il est possible d’ex-
ploiter les techniques de résolutions décrites dans le cadre des réseaux de contraintes 1. L’approche
repose sur un parcours l’ensemble des interprétations complètes d’une formuleCNF à l’aide d’un arbre
de recherche. Si une interprétation complète est une solution, alors la formule est satisfiable. Cependant,
comme nous l’avons mentionné précédemment, le cadre d’un algorithme de type génération d’interpré-
tations complètes et vérification n’est pas le plus pertinent. Il faut maintenir la cohérence locale de la
formule propositionnelle après chaque affectation. Maintenir la cohérence locale dans le cadre proposi-
tionnelle signifie propager la valeur affectée afin de vérifier si celle-ci n’est pas trivialement incohérente.
Pour cela, nous utilisons lapropagation unitaire.

Définition 66 (Propagation unitaire) La propagation unitaire est une application qui, à toute formule
Σ ∈ LP, associe une formuleΣ∗ ∈ LP telle que :

– si il n’existe pas de clauses unitaires dansΣ, alorsΣ∗ = Σ ;
– si, quelle que soitΣ′ ∈ LP, Σ est de la formeΣ = Σ′ ∧ p ∧ ¬p, alorsΣ∗ = ⊥ ;
– si, quelle que soitΣ′ ∈ LP, Σ est de la formeΣ = Σ′ ∧ ¬p alorsΣ∗ = Σ|p=0

∗ ;
– si, quelle que soitΣ′ ∈ LP, Σ est de la formeΣ = Σ′ ∧ p alorsΣ∗ = Σ|p=1

∗.

La propagation unitaire est un procédé récursif qui se termine lorsque la formule atteint unpoint
fixe, c’est-à-dire lorsque la formule est prouvée incohérente ou lorsqu’il n’y a plus de clauses unitaires
dans la formule propositionnelle. En considérantΣ ∈ LP une formuleCNF et p ∈ vars(Σ), appliquer
la propagation unitaire sur la formuleΣ ∧ p (resp.Σ ∧ ¬p) produit la formuleΣ|p=1 (resp.Σ|p=0) et la
propagation se poursuit jusqu’à atteindre un point fixe. Lesaffectations peuvent donc être effectuées par
la conjonction de clauses unitaires à la formule et la propagation de ceux-ci. Dans la suite, quelle que
soit I une interprétation deΣ, la notationp ∈ I (resp.¬p ∈ I) sera équivalente à(p, 1) ∈ I (resp.
(p, 0) ∈ I).

Propriété 8 SoitΣ ∈ LP. Σ est satisfiable si et seulement siΣ∗ est satisfiable.
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On utilise parfois une forme de conséquence sémantique affaiblie, notéeΣ |=∗ Σ′, afin de préci-
ser qu’une formuleΣ′ ∈ LP est la conséquence sémantique deΣ ∈ LP par propagation unitaire. Par
exemple,Σ 6|= ⊥ signifiemod(Σ) * ∅, que l’on peut traduire parΣ admet un modèle. Dans le cas de
l’affaiblissement,Σ 6|=∗ ⊥ signifie queΣ ∈ LP n’est pas incohérente pas propagation unitaire surΣ.
Dans la suite, nous appelleronsUP(·) la procédure permettant d’appliquer la propagation unitaire sur
une formuleCNF, telle queUP(Σ) est équivalent àΣ← Σ∗ pour toutΣ ∈ LP.

Pour répondre au problème de la satisfiabilité, nous pouvonsutiliser une approche par recherche lo-
cale [SELMAN et al.1992] ou une approche par recherche exhaustive [DAVIS et al.1962]. La procédure
Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) (Algorithme 11) est un algorithme correct et complet pour
décider de la satisfiabilité d’une formuleCNF. Tout d’abord, la propagation unitaire est appliquée sur la
formule propositionnelle afin d’éliminer toutes clauses unitaires. Si la formule résultante est la contra-
diction ⊥ alors la formule est incohérente. Si la formule résultante est tautologique, alors la formule
est satisfiable. Dans le cas contraire, une variable propositionnellep est choisie. La formuleΣ est alors
satisfiable si et seulement si l’une des affectationsp = 0 ou p = 1 est globalement cohérente dansΣ.
Nous supposerons donc que la branche droite n’est évaluée que si la branche gauche est incohérente.

Algorithme 11: Procédure DPLL
Entrées: Σ : une formuleCNF
Sorties: Oui siΣ est satisfiable, Non sinon

1 début
2 UP(Σ)
3 si Σ = ⊥ alors
4 retourner Non

5 si Σ = ⊤ alors
6 retourner Oui

7 p← Choisir une variable propositionnelle devars(Σ)
8 retourner DPLL(Σ ∧ p) ouDPLL(Σ ∧ ¬p)

L’efficacité de cet algorithme dépend, comme énoncé dans le cadre des réseaux de contraintes, du
choix heuristique sur la variable propositionnelle à affecter, et du choix de l’occurrence (positive ou né-
gative) pour le branchement. Outre ces choix heuristiques,de nombreuses améliorations peuvent être ap-
portées afin de réduire l’arbre de recherche évalué. Dans la suite, nous présentons succinctement quelques
approches permettant de simplifier la formule propositionnelle, et nous décrivons l’un des algorithmes
modernes les plus utilisé pour répondre au problèmeSAT.

3.3.2 Simplification de formules propositionnelles

Pour illustrer la simplification de formules propositionnelles, nous pouvons tout d’abord mentionner
la propagation de littéraux purs. Un littéral est ditpur dans une formule propositionnelle si et seulement
si sa négation n’apparaît pas dans la formule. En d’autres termes, si le littéralp, resp.¬p, est le seul
apparaissant dansΣ, alorsΣ∧p |= Σ, resp.Σ∧¬p |= Σ. Par conséquent, siUP(Σ∧p) (resp.UP(Σ∧p))
est satisfiable alorsΣ est satisfiable. L’intérêt de cette approche réside essentiellement dans la réduction
du nombre de clauses de la formule, pouvant engendrer l’apparition de nouveaux littéraux purs afin de
faciliter la preuve de la satisfiabilité.

Une autre forme de simplification sur les clauses est lasubsumption.

Définition 67 (Subsumption) Soientc1, c2 ∈ LP deux clauses.c1 subsumec2 si et seulement si il existe
une clausec′ ∈ LP telle quec2 = c1 ∨ c

′.
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La détection de clauses subsumées réduit la formule propositionnelle en éliminant certaines clauses.
Cette règle s’appuie sur la loi d’absorption, c’est-à-direc1∧(c1∨c

′) = c1. SiΣ′ ∈ LP est la simplification
deΣ ∈ LP par la suppression des clauses subsumées, alorsΣ′ |= Σ. Notons que la propagation unitaire
peut être assimilée à une forme de subsumption faible puisque toute clause subsumée par une clause
unitaire sera supprimée, ce qui est équivalent à propager laclause unitaire.

Certaines méthodes de simplifications s’appuient sur des règles d’inférence logique, telle que la
résolution [ROBINSON 1965].

Définition 68 (Règle de résolution)Soientc = p∨c1 etc′ = ¬p∨c2 deux clauses deLP. La résolvante
dec et c′ surp, notéeresolution(p, c, c′), est la clausec1 ∨ c2 ∈ LP.

La règle de résolution permet donc l’ajout de nouvelles clauses, jusqu’à la stabilité de la formule,
c’est-à-dire jusqu’à ce que toutes nouvelles clauses obtenues par résolution soient subsumées par une
clause de la formule. En limitant la taille des résolvantes,en exploitant certaines structures de la formule
propositionnelle ou en simplifiant les résolvantes, il est ainsi possible de déterminer certaines incohé-
rences locales et donc de réduire l’arbre de recherche en augmentant le nombre de clauses.

3.3.3 Outils algorithmiques modernes

De la procédureDPLL (Algorithme 11) dérive la plupart des algorithmes de recherche exhaustive
actuels, sur lesquels ce sont greffées de nombreuses améliorations. Parmi ces améliorations, nous retrou-
vons les heuristiques de choix de variables dirigées par lesconflits afin d’adopter une stratégie d’échec
d’abord, les redémarrages afin d’éviter les phénomènesheavy tailet donner plus de poids à l’heuristique
de choix de variables, l’analyse de conflits permettant d’effectuer des sauts dans l’arbre de recherche, et
l’apprentissage par l’utilisation d’une base denogoods.

L’algorithme 12 présente un algorithme de recherche dirigée par les conflits et l’apprentissage de
clauses (CDCL pour Conflict Driven Clause Learning). Celui-ci est basé sur l’algorithmeDPLL qui, à
partir d’une formuleΣ, développe un arbre de recherche, ce qui en fait un algorithme correct et complet.
La première étape consiste à appliquer la propagation unitaire et effectuer une analyse de conflits le
cas échéant. Si il existe une clause vide dansΣ∗, alorsΣ est incohérente. Si aucune affectation n’a
été effectuée, alors la formule est incohérente. Dans le cascontraire, la clause deΣ produisant cette
incohérence et l’instanciation courante sont analysées, afin de déterminer la raisonγ de l’incohérence.
Cela permet de déduire le niveau dans l’arbre de recherche à partir duquel il est nécessaire d’effectuer
de nouveaux choix, donc d’effectuer unsaut-arrière. Maisγ est également une information permettant
d’éviter d’obtenir de nouveau l’incohérence détectée, appeléenogood. Le nogoodest donc ajouté à la
formule propositionnelle à évaluer. Si un redémarrage doitêtre effectué, le saut se fait à la racine de
l’arbre, cela permet d’éviter de traiter un sous-problème incohérent dans les profondeurs de l’arbre de
recherche. Dans le cas contraire, il y a un saut-arrière au niveau spécifié.

Si l’instanciation est complète, le problème est satisfiable. Dans le cas contraire, un littérall est choisi
suivant l’approcheVSIDS (Variable State Independent Decaying Sum), décrite par :

– chaque littéral possède un poids, initialisé à0 ;
– lorsqu’un littéral est impliqué dans le processus d’analyse du conflit, ce poids est incrémenté ;
– le littéral avec le poids le plus fort est choisi, ce qui permet de choisir les littéraux potentiellement

impliqués dans un sous-problème incohérent ;
– les poids sont divisés périodiquement par une constante, afin d’éviter de ne traiter qu’un sous-

problème fortement pondéré récemment.
On cherche alors la cohérence de la formuleΣ ∧ l. Et le procédé se poursuit par l’application de la
propagation unitaire.
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Algorithme 12: Algorithme CDCL
Entrées: Σ : une formuleCNF
Sortie : Oui siΣ est satisfiable, Non sinon

1 début
2 I ← ∅
3 Simplifier( Σ)
4 tant que (V rai) faire
5 c← UP(Σ)
6 si (c existe) alors
7 si (I est vide) alors retourner Non
8 γ ← AnalyseConflit( Σ, I, c)
9 saut← CalculSaut( γ, I)

10 Σ← Σ ∧ γ

11 si (Redémarrage() ) alors saut← 0
12 RetourArrière( Σ, I, saut)
13 sinon
14 si (I est complète) alors retourner Oui
15 l ← Choisir un littéral deΣ
16 I ← I ∪ {l}
17 Σ← Σ ∧ l

Cet algorithme est l’un des algorithmes de recherches complets permettant d’obtenir les meilleures
performances en temps afin de répondre au problèmeSAT.

3.3.4 Classes traitables

Dans le cas général, décider de la satisfiabilité d’une formule CNF estNP-complet. Intuitivement,
décider de la satisfiabilité d’une formule propositionnelle est un problème difficile. Cependant, il est
possible d’identifier certaines classes de formules, appeléesclasses traitables, afin de simplifier la tâche
des algorithmes de recherche. Une classe traitable est une classe de problèmes qu’il est possible de
reconnaître en temps polynomial et pour lequel il existe un algorithme polynomial en temps dans la taille
de la formule permettant de décider de sa satisfiabilité. Parmi ces classes, nous proposons un aperçu des
plus célèbres [PAPADIMITRIOU 1994].

Formule de Horn Uneformule de Hornest une formuleCNF dans laquelle chaque clause possède au
plus un littéral positif. De telles clauses sont appeléesclauses de Horn. Le problème de la satisfiabilité
d’une formule de Horn est appeléHORNSAT. Il est P-complet, il est donc possible de décider de la
satisfiabilité de la formule avec une machine déterministe en temps polynomial.

Formule 2CNF Une formule 2CNFest une formuleCNF dans laquelle chaque clause est composée
d’au plus2 littéraux. Le problème permettant de décider de la satisfiabilité d’une formule2CNF est
appelé2SAT, et il estNL-complet. Il est possible de décider de la satisfiabilité de cette formule avec une
machine non-déterministe en utilisant un espace au plus logarithmique. La classeNL est incluse dans
P, il existe donc un algorithme en temps polynomial permettant de décider si une formule2CNF est
satisfiable.

Formule Horn-renommable Uneformule Horn-renommableest une formuleCNF qui peut être trans-
formée en formule de Horn par renommage des variables propositionnelles. Déterminer si une formule
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CNF est Horn-renommable peut être effectué en temps polynomial, car ce problème se ramène à déci-
der de la satisfiabilité d’une formule2SAT. Renommer les variables propositionnelles pour obtenir une
formule de Horn peut être effectué en temps linéaire dans le nombre de variables. Pour cela, il suffit de
remplacer les littéraux d’une formule par leur négation. Par conséquent, il existe un algorithme polyno-
mial permettant de vérifier si la formule peut être renommée en formule de Horn, et le cas échéant de
la renommer et de répondre au problème de satisfiabilité. Lesformules Horn-renommable peuvent être
vues comme une généralisation des formules de Horn, et touteformule de Horn est Horn-renommable.
Le problème de la satisfiabilité d’une formule Horn-renommable estP-complet.

Exploiter ces classes particulières durant la recherche passe par une analyse structurelle de la formule
propositionnelle. Certaines structures, appeléesbackdoor[W ILLIAMS et al. 2003], caractérisent cette
approche.

Définition 69 (Backdoor) SoitΣ ∈ LP et P ⊆ vars(Σ) un ensemble non vide de variables proposi-
tionnelles.P est une backdoor si il existe une instanciationIP surΣ telle queΣ|IP puisse être résolue
en temps polynomial.

Définition 70 (Strong Backdoor) SoitΣ ∈ LP et P ⊆ vars(Σ) un ensemble non vide de variables
propositionnelles.P est une strong backdoor si, pour toute instanciationIP surΣ,Σ|IP peut être résolue
en temps polynomial.

Appliquer une instanciation des variables d’un backdoor à une formule propositionnelle permet alors
d’obtenir une formule assimilée à une classe polynomiale. Extraire unstrong backdoorde taillen′ ≤ n,
oùn est le nombre de variables propositionnelles d’une formuleCNF, permet de développer un arbre de
recherche contenant2n

′
instanciations de taillen′. Après application d’une instanciation, il suffit alors de

résoudre en temps polynomial la sous-formule obtenue. L’approche apparaît intéressante en pratique si la
taille dustrong backdoorest petite par rapport au nombre de variables, ou si la sous-formule traitable est
grande. Or, identifier la plus grande sous-formule associéeà une classe polynomiale n’est pas toujours
facile. Par exemple, décider s’il existe une sous-formule de taille au moinsk qui est Horn-renommable
est un problèmeNP-complet dans le cas général. Il est néanmoins possible de faire une approximation
du strong backdoor, notamment par le développement d’un arbre de recherche surdes sous-ensembles
de variables. Ceux-ci peuvent être de taille prédéfinie, ou encore choisis aléatoirement.

3.4 Conclusion

La logique propositionnelle est un cadre théorique sur lequel repose de nombreuses études. Exploiter
le langage de la logique propositionnelle, et en particulier les formulesCNF, procure un avantage certain
pour la modélisation de connaissances. Dans tout formalisme, de nombreuses approches algorithmiques
modernes dérivent d’étude du problèmeSAT, comme les algorithmes de recherche complets reposant
sur le principe de la procédureDPLL. Le cadre booléen apporte une proximité avec le langage machine,
ce qui facilite le développement d’outils algorithmiques pour répondre au problème de la satisfiabilité.
L’analyse de conflits et l’apprentissage sont des techniques algorithmiques fortement exploitées dans le
cadre propositionnel, qu’il est plus difficile à mettre en place dans un cadre non booléen. La définition de
classes traitables est également très utilisée, pour répondre au problèmeSAT lui-même, mais également
pour caractériser des classes traitables dans d’autres formalismes. Cette notion est liée à la notion de
transformation, permettant de passer d’une représentation des connaissances à une autre.
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Chapitre 4

Du problème CSP au problème SAT

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 75
4.2 De l’instanciation à l’interprétation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.3 Modélisation des contraintes : les conflits . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 77

4.3.1 Décrire les tuples conflits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 77

4.3.2 Vers de nouvelles approches exploitant les transformations . . . . . . . . 78

4.4 Modélisation des contraintes : les supports . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 82
4.4.1 Supports et Cohérence d’Arcs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 82

4.4.2 Vers de nouvelles modélisations de cohérence locale .. . . . . . . . . . . 83

4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.1 Introduction

Exploiter les transformations entre différentes représentations d’un même problème est un aspect
important en programmation par contraintes. En l’occurrence, transformer lesRCD en formuleCNF
permet d’exploiter les outils théoriques, fournis par la logique propositionnelle, et algorithmiques, en
s’approchant du langage machine. De nombreux travaux ont mis en évidence de telles transformations
[K ASIF 1990, WALSH 2000, GENT 2002, ROUSSEL 2005]. L’objectif commun est de transformer un
RCD en une formuleCNF afin de décider de la cohérence duRCD en décidant de la cohérence de la
formuleCNF associée. En théorie, les problèmesCSP etSAT sontNP-complets. Par conséquent, il existe
uneréduction fonctionnelle polynomialedu problèmeCSP au problèmeSAT et vice versa, c’est-à-dire
un processus polynomial en temps permettant de répondre au problèmeCSP en exploitant le problème
SAT etvice versa.

Puisque vérifier la cohérence d’unRCD passe par la construction d’une instanciation complète et la
vérification de sa cohérence, plusieurs approches ont été définies dans ce sens. Pour construire l’instan-
ciation, le cadre adopté est d’associer une proposition à chaque couple variable/valeur. Ainsi, le lien est
fait entre instanciation duRCD et interprétation du cadre propositionnelle. Pour obtenirla correspon-
dance entre la cohérence d’une interprétation et la cohérence duRCD, il est nécessaire de modéliser les
contraintes. Pour cela, la transformation directe (oudirect encoding) [WALSH 2000] modélise les tuples
conflits sous la forme de formulesCNF, afin de décrire ce qui est en conflit avec les résultat attendu. La
transformation support (ousupport encoding) [K ASIF 1990] permet de faire correspondre la cohérence
d’arcs desRCD avec la propagation unitaire du cadre propositionnel en transformant les tuples supports.
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Puisque la cohérence d’arcs permet de vérifier la cohérence d’une instanciation, la propagation unitaire
permet de vérifier la cohérence d’une interprétation.

Bien que ces transformations des contraintes soient naturelles, la transformation des contraintes sup-
ports en formuleCNF ne décrit pas totalement la contrainte. Elle est une approximation, dans le but
d’obtenir une transformation rapide, et suffisante pour décider la cohérence de la formuleCNF. Cette ap-
proche masque un certain potentiel des transformations vers le langage propositionnel et des techniques
d’inférences de ce cadre. Elle est réalisée naturellement et implicitement à l’aide de processus de simpli-
fication de la logique propositionnelle, tels que la règle derésolution ou la subsumption. En exploitant
la même approche, il est possible d’entrevoir d’autres transformations pouvant exprimer une autre vision
de la résolution du problèmeCSP par l’exploitation du problèmeSAT.

Dans ce chapitre, nous étudions les transformationsdirecteset supportsdesRCD vers les formules
CNF, qui nous permettront de définir des transformations desRCQ vers les formulesCNF. Dans un
premier temps, nous décrivons la transformation d’instanciation complète vers les formulesCNF en
définissant l’ensemble des variables propositionnelles utilisées. Nous étudions ensuite la transformation
directe et montrons que cette étude peut amener à d’autres raisonnement pour répondre au problème
CSP. Nous proposons ensuite un aperçu de la transformation support en montrant que, dans le cas de
RCD d’arité quelconque, il pourrait être intéressant de considérer une approche plus coûteuse pour la
transformation, qui améliorerait néanmoins le pouvoir d’inférence de la propagation unitaire.

4.2 De l’instanciation à l’interprétation

L’idée générale de cette transformation desRCD aux formules propositionnelles est d’obtenir une
correspondance naturelle entreinstanciation complèteet interprétation complète. ConsidéronsP =
(X ,D, C) un RCD et Σ la formule propositionnelle associée àP. La première étape consiste à ca-
ractériser les variables propositionnelles. Puisqu’une instanciation complète est un ensemble d’affec-
tations sur toutes les variables d’unRCD, il faut pouvoir modéliser chaque affectation de cette instan-
ciation. PosonsI une instanciation complète deP. Nous définissons donc la variable propositionnelle
[x = v] ∈ vars(Σ) afin de décrire la proposition «(x, v) ∈ I ». Ainsi, [x = v] = 1 si et seulement
si (x, v) ∈ I, et [x = v] = 0 si et seulement si(x, v) 6∈ I. Par conséquent, l’ensemble des variables
propositionnelles deΣ est composé dend éléments, avecn le nombre de variables deP et d le nombre
de valeurs par domaine, décrit par :

vars(Σ) = {[x = v] : x ∈ X ∧ v ∈ Dx}

Cependant, une instanciation complèteI est une application sur l’ensemble des variables duRCD.
Par conséquent, il est nécessaire de poser des contraintes sur les variables propositionnelles afin qu’une
et une seule valeur ne soit associé à une variable :

– ∀x ∈ X , il existeau moins unevaleurv ∈ Dx telle que(x, v) ∈ I :
– ∀x ∈ X , il existeau plus unevaleurv ∈ Dx telle que(x, v) ∈ I :

Ces deux règles contraintes sont décrites par des formules propositionnelles, appelées respectivement
At-Least-Onepour « au moins une », notéeALO, et At-Most-Onepour « au plus une », notéeAMO.
Nous noterons dans la suiteΣALOP etΣAMO

P les formulesALO etAMO associées àP.

Définition 71 (FormuleALO) SoitP = (X ,D, C) unRCD. La formule « Au moins une » associée à
P est :

ΣALOP =
∧

(x∈X )

∨

(v∈Dx)

[x = v]
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Définition 72 (FormuleAMO) SoitP = (X ,D, C) unRCD. La formule « Au plus une » associée àP
est :

ΣAMO
P =

∧

(x∈X )

∨

(v,v′∈Dx : v 6=v′)

¬[x = v] ∨ ¬[x = v′]

Il est facile de voir que tout modèle de la formuleΣAMO
P ∧ ΣAMO

P peut donc être associée à une
instanciation complète par construction.

Définition 73 (Du modèle à l’instanciation complète)SoientP = (X ,D, C) unRCD, etµ un modèle
deΣAMO

P ∧ ΣAMO
P . Iµ est l’instanciation complète deP associée àµ telle que, pour toute variable

x ∈ X , (x, v) ∈ Iµ si et seulement si[x = v] ∈ µ.

La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) dansle pire des cas estO(nd) (resp.O(d))
pour la construction de la formuleALO et O(nd2) (resp.O(1)) pour la construction de la formule
AMO. En ce qui concerne les dimensions des formules obtenues, laformuleALO contientn clauses de
taille d, et la formuleAMO est composée dend(d−1)

2 clauses de taille2.
Il est possible d’énumérer toute instanciation complète d’un RCD en énumérant les modèles de

ΣAMO
P ∧ ΣAMO

P . En évaluant cette formule par un algorithme de recherche avec maintien de la pro-
pagation unitaire, il est facile de voir qu’à tout instant dela recherche, une interprétation localement
cohérente peut être associée à une instanciation partielle. Cependant, il faut pouvoir vérifier la cohérence
locale de cette instanciation et vérifier si une instanciation complète est une solution. Pour cela, deux
approches ont été proposées. L’une se concentre sur la représentation des contraintes sous la forme de
tuples conflits [WALSH 2000], en énonçant qu’une contrainte est satisfaite si l’instanciation n’est as-
sociée à aucun tuple conflit. L’autre se base sur la représentation des tuples supports [GENT 2002], en
énonçant qu’une contrainte est satisfaite par une instanciation si et seulement si satisfait elle est associée
à un des supports.

4.3 Modélisation des contraintes : les conflits

4.3.1 Décrire les tuples conflits

Considérons dans un premier temps le cas de la transformation des contraintes sous la forme de
conflits [WALSH 2000], appeléeencodage direct, oudirect encodingen anglais. Par définition, la contrainte
c est satisfaite parI si et seulement si il n’existe pas de tuple conflitτ ∈ c̄, tel que(x = τ [x]) ∈ I pour
tout x ∈ scp(c). Supposons, dans un premier temps, que la contraintec̄ ne soit composée que d’un
seul tuple conflit(v1, v2, ..., vr) entre les variablesx1, x2, ..., xr 4. c est satisfaite parI si et seulement si
{(x1, v1), ..., (xr , vr)} 6∈ I. Par conséquent,c est satisfaite parI si et seulement si(x1, v1) 6∈ I ou . . .
ou (xr, vr) 6∈ I. Puisque toute proposition(xi, vi) 6∈ I est décrite par¬[xi = vi], pour touti ∈ [1 ; r],
nous pouvons affirmer quec est satisfaite parI si et seulement si¬[x1 = v1] ∨ . . . ∨ ¬[xr = vr] admet
un modèle. Si maintenant nous souhaitons vérifier la cohérence d’une instanciation sur l’ensemble des
contraintes d’unRCD, chacune composée d’un ensemble de tuples conflits, nous pouvons généraliser le
raisonnement précédent et déduire queI est cohérente si et seulement il existe un modèle de la formule
suivante :

4. Nous rappelons quec et c̄ sont deux contraintes équivalentes, représentant respectivement les tuples supports et les tuples
conflits.
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ΣConflitP =
∧

(c∈C)



¬
∨

(τ∈c̄)

∧

(x∈scp(c))

[x = τ [x]]





Cette formule peut donc facilement être développée en une formuleCNF.

Définition 74 (Formule Conflit) SoitP = (X ,D, C) unRCD. La formule conflit associée àP est :

ΣConflitP =
∧

(c∈C)





∧

(τ∈c̄)

∨

(x∈scp(c))

¬[x = τ [x]]





La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) dansle pire des cas pour décrire la formule
conflit associé à unRCD estO(erdr) (resp.O(r)). La formuleΣConflitP contient alorsedr clauses de
taille r dans le pire des cas.

Définition 75 (Encodage direct) SoitP un réseau de contraintes. La formule propositionnelle associée
àP par l’encodage direct est :

ΣdirectP = ΣALOP ∧ ΣAMO
P ∧ ΣConflitP

Propriété 9 SoientP unRCD etΣdirectP la formule propositionnelle associée àP par encodage direct.
P est cohérent si et seulement siΣdirectP est satisfiable.

La preuve est immédiate par construction. Les clausesAMO etALO garantissent la construction
d’une instanciation et la formule conflit assure la cohérence de celle-ci. Nous avons donc décrit un pro-
cédé pour transformer unRCD en formuleCNF, en temps polynomial dans la taille duRCD. L’exemple
12 illustre la transformation d’unRCD en formuleCNF par l’utilisation des tuples conflits.

Exemple 12 ConsidéronsP = (X ,D, C) unRCD tel queX = {x, x′}. Supposons queDx = {0, 1},
Dx′ = {0, 1}, et que la seule contrainte décrite sous la forme de conflits est c̄(x,x′) = {(0, 0), (0, 1), (1, 0),
(1, 1)}. ConstruisonsΣdirectP la formuleCNF associée par l’encodage direct.

vars(ΣdirectP ) = {[x = 0], [x = 1], [x′ = 0], [x′ = 1]}

ΣALOP ∧
[x = 0] ∨ [x = 1]
[x′ = 0] ∨ [x′ = 1]

ΣAMO
P ∧

¬[x = 0] ∨ ¬[x = 1]
¬[x′ = 0] ∨ ¬[x′ = 1]

ΣConflitP

∧
∧
∧

¬[x = 0] ∨ ¬[x′ = 0]
¬[x = 0] ∨ ¬[x′ = 1]
¬[x = 1] ∨ ¬[x′ = 0]
¬[x = 1] ∨ ¬[x′ = 1]
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4.3.2 Vers de nouvelles approches exploitant les transformations

En pratique, nous bénéficions des avantages, par exemple l’apprentissage ou l’analyse de conflits,
de la représentation propositionnelle pour répondre au problèmeCSP. Remarquons qu’il est difficile de
comparer les formes de cohérence locale utilisées dans les deux cadres : la propagation unitaire et la
cohérence d’arcs. L’exemple 13 montre unRCD qui n’est pas arcs-cohérent mais qui est cohérent loca-
lement par la propagation unitaire. La cohérence d’arcs s’attache à vérifier si chaque valeur du domaine
d’une variable possède un tuple dans chaque contrainte qui l’implique. La propagation unitaire propage
uniquement les clauses unitaires. PosonsP unRCD etΣdirectP la formule associée. Nous pouvons affir-
mer que siUP(¬[x = v]) |=∗ ¬[x = v], alorsv 6∈ Dx dansAC(P). Dans le cas général, pour obtenir
l’équivalence entre la cohérence d’arcs d’unRCD et la propagation unitaire d’une formuleCNF, il est
nécessaire d’utiliser d’autres procédés, tels que la résolution, la subsumption, ou encore la propagation
de littéraux purs.

Exemple 13 Revenons sur l’exemple 12. Clairement, ceRCD est incohérent. Toute valeur est en conflit
avec les autres. La cohérence d’arcs permet donc de supprimer toutes les valeurs. La propagation uni-
taire est un algorithme de propagation basé sur les clauses unitaires. Cependant, la formuleΣdirectP ne
possède aucune clause unitaire. La notion de « tuple conflit »desRCD perd son sens dans la formule
CNF, la propagation unitaire n’est pas adaptée pour être aussi efficace que la cohérence d’arcs. Dans
ce cas, il est nécessaire d’utiliser la résolution afin de déterminer l’incohérence.

Pour rappel,resolution(p, p ∨ c,¬p ∨ c′) = c ∨ c′.

p p ∨ c ¬p ∨ c′ resolution(p, p ∨ c,¬p ∨ c′)
[x′ = 0] [x′ = 0] ∨ [x′ = 1] ¬[x′ = 0] ∨ ¬[x = 0] [x′ = 1] ∨ ¬[x = 0]
[x′ = 1] [x′ = 1] ∨ ¬[x = 0] ¬[x′ = 1] ∨ ¬[x = 0] ¬[x = 0]
[x = 0] [x = 0] ∨ [x = 1] ¬[x = 0] [x = 1]
[x = 1] [x = 1] ¬[x = 1] ∨ ¬[x′ = 0] ¬[x′ = 0]
[x = 1] [x = 1] ¬[x = 1] ∨ ¬[x′ = 1] ¬[x′ = 1]
[x′ = 0] ¬[x′ = 0] [x′ = 0] ∨ [x′ = 1] [x′ = 1]

Appliquer la règle de résolution nous amène à déduire[x′ = 1] et ¬[x′ = 1], ce qui montre une
incohérence. La formule est donc prouvée insatisfiable par la règle de résolution.

Pour déterminer la satisfiabilité du réseau de contraintes en utilisant cette réduction vers une for-
mule propositionnelle, il n’est pas nécessaire d’imposer de construire une instanciation complète. Il est
possible de réduire uniquement le réseau de contraintes, enn’imposant pas une valeur par domaine. En
d’autres termes, les clausesAMO ne sont pas nécessaires. Ce résultat permet d’affirmer que lacohérence
de la formuleΣALOP ∧ ΣConflitP est suffisante pour déterminer la cohérence du réseau de contraintesP.

Propriété 10 SoientP unRCD etΣALOP ∧ ΣConflitP une formuleCNF associée àP. P est cohérent si

et seulement siΣALOP ∧ ΣConflitP est satisfiable.

Preuve → Trivialement,ΣdirectP |= ΣALOP ∧ΣConflitP . Donc, siΣdirectP est satisfiable, alorsΣALOP ∧

ΣConflitP est satisfiable.

← Supposons maintenant que nous ayons un modèleµ de ΣALOP ∧ ΣConflitP , tel qu’il existe une
variablex ∈ X , pour laquelle[x = vi] ∈ µ pour toutvi ∈ Dx. Clairement,µ n’est pas un modèle de
ΣdirectP car il ne satisfait pas la formuleΣAMO

P . Néanmoins, les formulesΣALOP etΣConflitP sont satis-
faites. Une instanciation complète deP est une application de l’ensemble des variables vers les valeurs
des domaines. Or,µ ne peut être associé à une instanciation complète carµ correspond à plusieurs
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affectations pourx. Posonsµ′ une interprétation deΣ telle queµ′([x′ = v]) = µ([x′ = v]) ssix′ 6= x,
∃vi ∈ Dx : [x = vi] ∈ µ

′ et ∀vj ∈ Dx, i 6= j : ¬[x = vj ] ∈ µ
′. µ′ satisfaitΣALOP etΣAMO

P puisqu’il
existe une et une seule affectation pour toute variablex ∈ X , telle que[x = v] ∈ µ′. De plus,ΣConflitP
est également toujours satisfaite, car cette formule est uniquement composée de littéraux négatifs.µ sa-
tisfait ΣALOP ∧ ΣConflitP doncµ satisfaitΣConflitP . Or, par construction deµ′, certains littéraux positifs

deµ ont été modifiées pour devenir négatifs dansµ′. µ satisfait doncΣConflitP ce qui ne peut pas falsifier
la formule. Doncµ′ satisfaitΣdirectP , etP est cohérent.

Par conséquent,P est cohérent si et seulement siΣALOP ∧ ΣConflitP est satisfiable. �

Cette propriété et sa preuve nous permettent également de déduire que tout modèle deΣALOP ∧

ΣConflitP est associé à un ensemble de solutions deP. À partir d’un modèle de cette formule, il est
possible de déterminer une solution enO(nd) dans le pire des cas. Pour chaque variable duRCD, il suffit
de poser une affectation et d’éliminer toutes les autres. Cette approche semble intéressante puisqu’elle
permet de manipuler la formuleCNF pour répondre au problème sans avoir à imposer une valeur par
variable. Cependant, l’arbre de recherche contient2d

n

interprétations complètes. Puisque le problème de
la satisfiabilité s’attache uniquement à déterminer la cohérence d’unRCD, voire à la prouver en donnant
une seule solution, les clausesAMO permettent de contraindre le problème et de réduire le nombre
d’interprétations complètes à évaluer. Néanmoins, cette propriété peut être appréciable dans le cadre
d’autres approches, telle qu’une méthode de recherche incomplète par recherche locale.

Comme énoncé précédemment, la forme des clauses conflits fournies précédemment est obtenue
directement en transformant la contrainte en formule propositionnelleCNF. Cependant, cette représen-
tation n’est pas unique. Puisque la règle de résolution en logique propositionnelle permet de déduire de
nouvelles clauses, il est possible de donner une autre formeaux clauses conflits. Par exemple, appliquer
la règle de résolution entre les formulesΣConflitP et ΣALOP permet de déduire un ensemble des clauses
décrit par la formule suivante :

ΣConflit2P =
∧

(c∈C)





∧

(τ∈c̄)

∨

(x∈scp(c̄))

∨

(v∈Dx:v 6=τ [x])

[x = v]





Remarquons que la complexite algorithmique en temps (resp.en espace) dans le pire des cas pour la
construction de la formuleΣConflit2P est enO(erdr+1) (resp.O(rd)), et la formule contientedr clauses

de taillerd. De plus, nous pouvons retrouver la formule conflit initialeΣConflitP par résolution sur les

formulesΣAMO
P etΣConflit2P .

ΣConflitP ∧ ΣALOP |= ΣConflit2P

ΣConflit2P ∧ ΣAMO
P |= ΣConflitP

En utilisant la règle d’affaiblissement sur ces formules par l’introduction d’une formule à droite et à
gauche, nous pouvons déduire les résultats suivants :

ΣALOP ∧ ΣAMO
P ∧ ΣConflitP |= ΣAMO

P ∧ ΣConflit2P

ΣALOP ∧ ΣAMO
P ∧ ΣConflitP ≡ ΣALOP ∧ ΣAMO

P ∧ ΣConflit2P

Si ΣAMO
P ∧ ΣConflit2P est insatisfiable alors leRCD est incohérent. De plus, en exploitant l’équi-

valenceΣALOP ∧ ΣAMO
P ∧ ΣConflitP ≡ ΣALO ∧ ΣAMO ∧ ΣConflit2P , il est possible de montrer, par un
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raisonnement analogue à la propriété 10 que prouver la satisfiabilité deΣAMO ∧Σ
Conflit2
P suffit à prou-

ver la cohérence duRCD. Si un modèleµ de la formule n’est pas associé à une instanciation duRCD, il
existe une variablex qui n’ait pas d’affectation, donc∀v ∈ Dx : ¬[x = v] ∈ µ. Il est alors possible de
construire un modèle vérifiant les clausesAMO, qui satisferont les clauses deΣConflit2P puisqu’elles ne
sont composées que de littéraux positifs.

Exemple 14 Pour illustrer la construction de la formuleΣConflit2P pour leRCD de l’exemple 13, nous
présentons tout d’abord la résolution des clauses conflits avec les clausesALO afin de déduire les
clausesΣConflit2P . La résolution s’écritresolution(p, p ∨ c,¬p ∨ c′) = c ∨ c′. Les clauses représentées

en bleu sont des clauses de la formuleΣConflit2P .

p p ∨ c ¬p ∨ c′ resolution(p, p ∨ c,¬p ∨ c′)
[x = 0] ¬[x = 0] ∨ ¬[x′ = 0] [x = 0] ∨ [x = 1] ¬[x′ = 0] ∨ [x = 1]
[x′ = 0] ¬[x′ = 0] ∨ [x = 1] [x′ = 0] ∨ [x′ = 1] [x′ = 1] ∨ [x = 1]

[x = 0] ¬[x = 0] ∨ ¬[x′ = 1] [x = 0] ∨ [x = 1] ¬[x′ = 1] ∨ [x = 1]
[x′ = 1] ¬[x′ = 1] ∨ [x = 1] [x′ = 1] ∨ [x′ = 0] [x′ = 0] ∨ [x = 1]

[x = 1] ¬[x = 1] ∨ ¬[x′ = 0] [x = 1] ∨ [x = 0] ¬[x′ = 0] ∨ [x = 0]
[x′ = 0] ¬[x′ = 0] ∨ [x = 0] [x′ = 0] ∨ [x′ = 1] [x′ = 1] ∨ [x = 0]

[x = 1] ¬[x = 1] ∨ ¬[x′ = 1] [x = 0] ∨ [x = 1] ¬[x′ = 1] ∨ [x = 0]
[x′ = 1] ¬[x′ = 1] ∨ [x = 0] [x′ = 1] ∨ [x′ = 0] [x′ = 0] ∨ [x = 0]

ΣAMO
P ∧

¬[x = 0] ∨ ¬[x = 1]
¬[x′ = 0] ∨ ¬[x′ = 1]

ΣConflit2P

∧
∧
∧

[x = 1] ∨ [x′ = 1]
[x = 1] ∨ [x′ = 0]
[x = 0] ∨ [x′ = 1]
[x = 0] ∨ [x′ = 0]

PuisqueΣAMO
P ∨ΣConflit2P est insatisfiable,P est incohérent.

La figure 4.1 illustre les ensembles de modèles pour les formulesΣALOP ∧ΣConflitP ,ΣAMO
P ∧ΣConflit2P

etΣdirectP . Il est clair que tous les modèles deΣdirectP peuvent être induits des modèles deΣALOP ∧ΣConflitP

etΣAMO
P ∧ ΣConflit2P .

mod(ΣAMO
P ∧ΣConflit2P ) mod(ΣALOP ∧ΣConflitP )

mod(ΣdirectP )

FIGURE 4.1 – Illustration des modèles des formulesCNF basées sur les conflits
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Il est ainsi possible de définir de nombreuses formes de transformations des contraintes desRCD vers
les formulesCNF. Cette nouvelle formule pour représenter les conflits s’appuie de la règle de résolution
pour la mettre en évidence, mais peut être facilement déduite duRCD. En particulier, dans le cas deRCD
binaires, la transformation est polynomiale en temps dans la taille duRCD. Les algorithmes de recherche
et de cohérence locale peuvent avoir un impact différent en fonction de la représentation duRCD. Ce qui
nous semble intéressant dans cette démarche est de comprendre et d’exploiter ce type de transformation
afin de faire apparaître de nouvelles approches pour la résolution desRCD.

4.4 Modélisation des contraintes : les supports

4.4.1 Supports et Cohérence d’Arcs

Pour transformer unRCD en exploitant les tuples supports, il est nécessaire d’utiliser les clauses
ALO etAMO afin de créer une instanciation complète. Comme pour les tuples conflits de la transfor-
mation directe, nous pouvons assimiler une contrainte à uneformuleDNF. Une contraintec est satisfaite
par I si et seulement si il existe un tupleτ ∈ c, tel que pour toute variablex ∈ scp(c), nous ayons
(x = τ [x]) ∈ I.

ΣSP =
∧

(c∈C)





∨

(τ∈c)

∧

(x∈scp(c))

[x = τ [x]]





L’inconvénient qui semble apparaître pour cette approche,est qu’elle amène à transformer une for-
mule propositionnelle deDNF enCNF. En considérant, dans le cas général, une contrainte dedr tuples
impliquantr variables, la formule propositionnelleCNF résultante développerard

r

clauses. La formule
est donc très grande, la calculer et la simplifier sont des tâches difficiles en pratique.

Kasif [KASIF 1990] propose une transformation différente avec l’encodage de supports, support en-
codingen anglais. Cette transformation naturelle s’appuie sur les tuples supports des contraintes. Cette
approche permet d’obtenir l’équivalence entre propagation unitaire dans la formuleCNF avec la co-
hérence d’arcs dans leRCD. La cohérence d’arcs permet de prouver qu’une instanciation partielle est
localement cohérente et qu’une instanciation complète duRCD est une solution. Simuler la cohérence
d’arcs par la propagation unitaire dans la formuleCNF permet alors de montrer si une interprétation com-
plète est un modèle. Gent utilise cette transformation pourappliquer la cohérence d’arcs sur lesRCD en
passant par une formuleCNF. Il l’approche dans le cadre des réseaux de contraintes binaire et évoque
la généralisation aux arités supérieures comme identique.Nous présentons ici une généralisation de la
transformation des contraintes duRCD en formuleCNF.

Définition 76 (Formule des supports par cohérence d’arcs)SoitP unRCD. La formule proposition-
nelle associée àP par encodage de supports est :

ΣGAC
P =

∧

(c∈C)

∧

(x∈scp(c))

∧

(v∈Dx)

∧

(x′∈scp(c):x 6=x′)



[x = v]⇒
∨

(τ∈c:τ [x]=v)

[x′ = τ [x′]]





Gent propose d’appliquer la cohérence d’arcs sur leRCD avant la transformation, cependant les
valeurs non arcs-cohérentes sont détectées naturellementpar cette généralisation. Si une valeurv de
x est non arcs-cohérentes, alors une clause[x = v] ⇒ ⊥ est créée, ce qui correspond à la clause
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unitaire¬[x = v]. Pour que la formuleCNF coïncide avec la fermeture par cohérence d’arcs, il est alors
nécessaire d’appliquer la propagation unitaire pour propager cette valeur.

La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) dansle pire des cas d’une telle transforma-
tion estO(er2dr) (resp.O(d2)). La formuleCNF construite possèdeerdr clauses de tailled+1 dans le
pire des cas. En particulier, dans le cas deRCD binaires, la complexité algorithmique en temps dans le
pire des cas estO(ed2) [K ASIF 1990, GENT 2002].

En ajoutant les formulesΣALOP et ΣAMO
P afin de construire de pouvoir associée une instanciation

complète à toute interprétation complète de la formuleCNF, nous pouvons définir l’encodage de sup-
ports.

Définition 77 (transformation des supports) Soit P = (X ,D, C) un RCD. La formule proposition-
nelle associée àP par l’encodage des supports est :

ΣSupportP = ΣALOP ∧ΣAMO
P ∧ ΣAC

P

Propriété 11 SoientP unRCD etΣSupportP la formuleCNF associée àP.P est cohérent si et seulement

si ΣSupportP est satisfiable.

La preuve est également immédiate dans ce cadre. Toute interprétationµ de la formule proposi-
tionnelle vérifiant les clausesALO etAMO est associée à une instanciation complèteI du réseau de
contraintes. Puisque la propagation unitaire est équivalente à la cohérence d’arcs dans ce cadre, on en
déduit queI est arcs-cohérente si et seulement si la propagation unitaire ne détecte pas d’incohérence
pour l’interprétationµ dansΣAC

P . DoncI est une solution si et seulement siµ est un modèle. Par cette
transformation, Kasif exhibe une nouvelle réduction fonctionnelle polynomiale du problèmeCSP vers
lesSAT. La transformation exploitant les supports est illustrée Annexe B.1.

Le tableau 4.1 présente un récapitulatif des dimensions desdifférentes formulesCNF présentées et
de la complexité algorithmiques pour les calculer.

Dimensions Complexité algorithmique
Formule Nombre de clauses Taille des clauses Temps Espace
ΣALOP n d O(nd) O(d)

ΣAMO
P nd(d−1)

2 2 O(nd2) O(1)

ΣConflitP edr r O(erdr) O(r)

ΣConflit2P edr rd O(erdr+1) O(rd)
ΣAC
P erdr d+ 1 O(erdr) O(d2)

TABLE 4.1 – Dimensions de la formuleCNF et Complexité algorithmique dans le pire des cas

4.4.2 Vers de nouvelles modélisations de cohérence locale

Pour aller un peu plus loin, revenons sur la première définition de contraintes sous la forme de
supportsΣSP .

ΣSP =
∧

(c∈C)





∨

(τ∈c)

∧

(x∈scp(c))

[x = τ [x]]
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Trivialement, nous pouvons remarquer que les deux formulesΣSP etΣGAC
P ne sont pas sémantique-

ment équivalentes. La formuleΣAMO
P ∧ ΣSP suffit pour décider de la cohérence deP 5. En développant

la formuleDNF enCNF, nous obtenons systématiquement les clausesALO associée à chaque variable
deP. Intuitivement, transformer les tuples supports en exploitant la cohérence d’arcsΣGAC

P suffit pour
répondre à la cohérence d’une interprétation.ΣGAC

P peut donc être vue comme une approximation deΣSP ,
facile à calculer et suffisante dans notre cadre. Cependant,ΣSP est bien plus expressive, puisqu’elle décrit
parfaitement la contrainte.ΣSP laisse entrevoir la possibilité, dans le cas deRCD d’arité quelconque, que
d’autres formulesCNF, basées sur les supports, peuvent décrire des formes de cohérence locale plus
fortes queGAC.

Remarquons que nous pouvons déduire, par la règle de résolutions entre les formulesΣALOP , ΣAMO
P

etΣAC
P , une formule que l’on peut assimiler à la cohérence de chemins. Et en poursuivant le raisonnement,

la règle de résolution permet de déduire des formes de cohérence locale. L’idée générale est de décrire
ces formes de cohérences locales sans avoir à les déduire parla règle de résolution. En nous appuyant
sur la définition 22 de lak-cohérence, nous définissons la formuleCNF permettant de modéliser lak-
cohérence. La modélisation de la chemins-cohérence est présentée Annexe B.2.

ΣkP =
∧

(X⊆X :|X|=k−1)

∧

(xk⊆X\X)















∧

(x∈X,v∈Dx)

[x = v]



⇒











∧

vk∈Dxk
:∀x∈X,v∈Dx,

{(x,v),(xk ,vk)} soit AC

[xk = vk]





















Toute formuleΣkP peut être déduite par résolution sur les formulesΣALOP , ΣAMO
P et Σk−1

P et Σ2
P .

La motivation est de procurer à la recherche et à la propagation unitaire un pouvoir d’inférence plus
important qu’avecAC. Cependant, il existe une contre-partie évidente entre le pouvoir d’inférence offerte
par la transformation et la complexité algorithmique en temps dans le pire des cas pour la calculer.

4.5 Conclusion

Exploiter les transformations vers les formulesCNF pour répondre au problème de la cohérence d’un
RCD présente des aspects intéressants en pratique. L’approchepar la transformation support a été exploi-
tée en pratique [GENT 2002, TAMURA et al. 2009], et peut même s’avérer parfois plus efficace que les
algorithmes desRCD pour répondre au problèmeCSP, comme lesolveurCSP [TAMURA et al. 2008]
exploitant les outils développés pour le problèmeSAT. Au-delà de cette utilisation, les deux transfor-
mations peuvent être un cadre d’inspiration pour le développement de nouvelles approches. En effet,
en exploitant la transformationconflit, nous pouvons répondre à la cohérence d’unRCD sans imposer
au plus unevaleur par variable, mais nous pouvons également imaginer de nouvelles modélisation des
contraintes afin de ne pas imposerau moins unevaleur par variable. La transformationsupportpermet de
faire la correspondance entrepropagation unitaireetcohérence d’arcs. Cependant, elle ne retranscrit pas
entièrement le sens des contraintes, mais elle est suffisante pour répondre à la cohérence duRCD. En uti-
lisant la règle de résolution, nous pouvons voir apparaîtredes sous-formules représentant des formes de
cohérences plus fortes. Puisque la résolution est peu utilisée en cours de recherche dans les algorithmes
modernes, il est possible de définir des transformations s’appuyant sur d’autres formes de cohérence lo-
cale afin d’apporter un pouvoir d’inférence logique plus fort queAC. Comprendre la transformation des
RCD ternaires en formuleCNF montre une voie pour la transformation deRCQ en formulesCNF, afin
d’apporter un support d’études théoriques et pratiques pour répondre à la cohérence deRCQ.

5. Remarquons que si nous ajoutons la mutuelle exclusivité des tuples dans notre formuleΣS
P afin de spécifier qu’un et un

seul tuple par contrainte suffit, alorsΣS
P suffit pour décider de la satisfiabilité deP .

86



Chapitre 5

Du problème CSP qualitatif au problème
SAT

Sommaire
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 85
5.2 Identification des variables propositionnelles . . . . . .. . . . . . . . . . . . 86

5.2.1 Variables propositionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 86
5.2.2 Du scénario à l’interprétation . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 86

5.3 Description des contraintes en logique propositionnelle . . . . . . . . . . . . . 87
5.3.1 Utilisation des conflits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 88
5.3.2 Utilisation des supports . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 90

5.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier la modélisationde problèmes de nature temporelle ou
spatiale en exploitant les diverses ressources, théoriques et pratiques, offertes par le cadre proposition-
nel. Certaines études ont mis en évidence de telles transformations vers la logique propositionnelle. Afin
de mettre en évidence la classe des relations ORD-Horn pour l’algèbre des intervalles, une axiomati-
sation d’un ordre sur les bornes des intervalles a été défini dans le langage propositionnel [NEBEL &
BÜRCKERT 1995]. Sur le même formalisme qualitatif, Phamet al.[PHAM et al.2006] utilise l’approche
de Walsh et Kasif [KASIF 1990, WALSH 2000] pour modéliser les bornes des intervalles en logique
propositionnelle à l’aide de conflits et de supports.

En nous appuyant sur la définition de transformations existantes deRCD vers les formulesCNF, nous
proposons une transformation générique desRCQ vers les formulesCNF. Nous proposons d’associer un
scénario d’unRCQ à une interprétation du cadre propositionnel, et de vérifiersa cohérence à l’aide de
la table de composition. Pour vérifier la cohérence de celle-ci, nous proposons deux approches. L’une
exprimant les tuples qui ne coïncident pas avec la table de composition, l’autre permettant d’obtenir la
correspondance entre la méthode de la faible composition des RCQ avec la propagation unitaire pour
les formulesCNF. Cependant, la faible composition n’est pas complète pour la cohérence d’un scénario
dans le cas général. En nous concentrant sur certains formalismes qualitatifs, nous montrons que nous
pouvons répondre à la cohérence d’unRCQ en répondant à la cohérence de la formuleCNF associée.

Dans ce chapitre, nous présentons et étudions deux transformations permettant de transformer ne
RCQ en formuleCNF, sur le même schéma que les transformations présentées desRCD vers les for-

87



Chapitre 5. Du problème CSP qualitatif au problème SAT

mulesCNF (Chapitre 4). Dans un premier temps, nous définissons les variables propositionnelles et
faisons le lien entre scénario et interprétation. Pour modéliser la propriété de faible composition, nous
proposons ensuite deux approches, l’une s’appuyant sur lesconflits et l’autre s’appuyant sur la propriété
de faible composition. Nous pouvons ainsi garantir que notre transformation, polynomiale en temps dans
la taille duRCQ, permet d’associer à tout modèle de la formuleCNF un scénario cohérent pour la faible
composition duRCQ.

5.2 Identification des variables propositionnelles

5.2.1 Variables propositionnelles

Dans un premier temps, nous souhaitons identifier les propositions et définir les variables proposi-
tionnelles, afin de caractériser un scénario et vérifier la cohérence de celui-ci. UnRCQ est décrit par
des contraintes entre les variables, et leurs relations complexes associées. ConsidéronsN = (V,Q) un
RCQ construit sur un formalisme qualitatif défini sur les relations atomiquesB et ΣN la formule as-
sociée àN . L’idée générale est de décrire un scénarioP et de vérifier sa cohérence. Nous exprimons
naturellement la microstructure par la proposition «r ∈ Q(vi,vj) » pour toutr ∈ B et vi, vj ∈ V, par la
variable propositionnelle[r ∈ Q(vi,vj)]. Ainsi, [r ∈ Q(vi,vj)] = 1 caractérise l’affirmationr ∈ Q(vi,vj)

et [r ∈ Q(vi,vj)] = 0 représente l’affirmationr 6∈ Q(vi,vj). ConsidéronsΣN la formule associée àN .
L’ensemble des variables propositionnelles de laΣN est composé den|B| éléments, oùn est le nombre
de variables deN , tel que :

vars(ΣN ) = {[r ∈ Q(vi,vj)] : vi, vj ∈ V ∧ r ∈ Q(vi,vj)}

Proposition 2 (Du modèleSAT au RCQ) SoitN unRCQ etΣ = ⊤ la formule propositionnelle asso-
ciée. À tout modèleµ deΣ peut être associéN ′ = (V,Q′) unRCQ, tel que pour tout[r ∈ Q(vi,vj)] ∈
vars(Σ), r ∈ Q′

(vi,vj)
si et seulement si[r ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ (c’est-à-direµ([r ∈ Q(vi,vj)]) = 1.

Remarquons, par la proposition 2, que siN ′ est construit à partir d’un modèleµ de la formule
propositionnelleΣN associée àN , alorsN ′ ⊆ N .

5.2.2 Du scénario à l’interprétation

En nous appuyant sur la proposition 2, nous pouvons restreindre l’ensemble des modèles afin de
construire un scénario. Un scénario est unRCQN = (V,Q) atomique. Par conséquent :

– pour toutvi, vj ∈ V, il existeau moins unerelation atomiquer ∈ B telle quer ∈ Q(vi,vj) ;
– pour toutvi, vj ∈ V, il existeau plus unerelation atomiquer ∈ B telle quer ∈ Q(vi,vj).
Pour imposer cela, nous définissons les formulesau moins uneΣALON etau plus uneΣAMO

N .

Définition 78 (FormuleALO) SoitN = (V,Q) unRCQ. La formule « au moins une » associée àN
est :

ΣALON =
∧

(vi,vj∈V)

∨

(r∈Q(vi,vj)
)

[r ∈ Q(vi,vj)]

Définition 79 (FormuleAMO) SoitN = (V,Q) un RCQ. La formule « au plus une » associée àN
est :

ΣAMO
N =

∧

(vi,vj)

∨

(r,r′∈Q(vi,vj )
: r 6=r′)

¬[r ∈ Q(vi,vj)] ∨ ¬[r
′ ∈ Q(vi,vj)]
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Remarquons qu’il est possible de vérifier en temps polynomial dans la taille d’unRCQ si celui-ci
contient une contrainte vide. Nous supposons donc que la transformation traite uniquement lesRCQ qui
ne sont pas trivialement incohérents.

Proposition 3 SoitN unRCQ. À tout modèle de la formuleΣALON ∧ΣAMO
N est associé un scénarioN ′

tel queN ′ ⊆ N .

Preuve Considérons deuxRCQ N = (V,Q), et construisons unRCQ N ′ = (V,Q′) à partir d’un
modèleµ deΣ = ΣALON ∧ ΣAMO

N .
Tout d’abord, puisqueµ est un modèle deΣ = ΣALON ∧ ΣAMO

N et d’après la proposition 2, il
est possible de construireN ′ tel que : pour toute variable propositionnelle[r ∈ Q(vi,vj)] ∈ vars(Σ),
r ∈ Q′

(vi,vj)
si et seulement si[r ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ. Par cette définition, nous pouvons affirmer queN ′ ⊑ N .

Puisqueµ est un modèle deΣ, µ est un modèle deΣALON etΣAMO
N . µ est un modèle deΣALON . Par

conséquent, pour toutvi, vj ∈ V, il exister ∈ Q(vi,vj) telle que[r ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ. Par construction, il
existe au moins une relationr ∈ Q(vi,vj) telle quer ∈ Q′

(vi,vj)
. N ′ ne possède donc aucune contrainte

vide.µ est un modèle deΣAMO
N . Pour toutvi, vj ∈ V et toutr, r′ ∈ Q(vi,vj) avecr 6= r′, ¬[r ∈ Q(vi,vj)]

ou¬[r′ ∈ Q(vi,vj)]. Par construction, pour toutr, r′ ∈ Q(vi,vj) avecr 6= r′, r 6∈ Q′
(vi,vj)

ou r′ 6∈ Q′
(vi,vj)

.

Par conséquent, pour toutvi, vj ∈ V, |Q′
(vi,vj)

| = 1. N ′ est donc un scénario issu du modèleµ de la

formuleΣALON ∧ΣAMO
N . �

Nous rappelons que nous manipulons uniquement desRCQ normalisés. Puisque nous souhaitons
construire un scénario, nous pouvons nous appuyer sur la propriété 1 pour restreindre l’ensemblevars(Σ)
à toutes variablesvi, vj ∈ V telles quei < j. Cela nous permet de modifier la construction d’unRCQ

N ′ à partir d’un modèleµ d’une formuleΣN associée à unRCQ N (Proposition 2), afin d’imposer la
normalisation :

– pour toutvi ∈ V, id ∈ Q′
(vi,vi)

;

– pour toutvi, vj ∈ V aveci < j, si [r ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ, alorsr ∈ Q′
(vi,vj)

et r−1 ∈ Q′
(vj ,vi)

.

La nature de la proposition 3 ne change pas, elle impose uniquement que le scénario soit normalisé
et qu’il ne soit donc pas trivialement incohérent. Nous pouvons maintenant vérifier la cohérence d’un
scénario obtenu par un modèle de la formuleΣALON ∧ ΣAMO

N .

Pour calculer les dimensions de ces formules et la complexité algorithmique pour les construire,
rappelons que leRCQ est un graphe complet den variables construit sur un formalisme qualitatif défini
sur les relations atomiquesB. La formuleΣALON porte sur chaque contrainte, et chaque relation atomique
qui la compose. Elle est donc composée de

(

n
2

)

clauses de taille|B| dans le pire des cas. La complexité
algorithmique en temps (resp. en espace) dans le pire des caspour constuire cette formule est enO(n2|B|)
(resp.O(|B|)). De plus, pour chaque contrainte, la formuleΣAMO

N décrit la mutuelle exclusivité des
(|B|

2

)

couples de relations atomiques. Dans le pire des cas,ΣAMO
N est composée de

(

n
2

)(|B|
2

)

clauses de taille
2. La complexité algorithmique temporelle (resp. spatiale)dans le pire des cas est enO(n2|B|2) etO(1)
respectivement.

5.3 Description des contraintes en logique propositionnelle

Les transformations desRCD en formulesCNF présentées Chapitre 4 permettent d’illustrer les mé-
canismes utilisés afin de décrire les contraintes. Dans le cadre des formalismes qualitatifs, les contraintes
sont définies implicitement par l’inverse et la compositionfaible. Nous avons imposé la manipulation de
RCQ normalisés, il reste à définir la composition faible. Pour cela, nous utilisons la table de composition
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TC du formalisme qualitatif. Nous rappelons que, pour toutN = (V,Q) un RCQ, N est fermé par
composition faible si et seulement si pour toutrij ∈ Q(vi,vj), il existe rik ∈ Q(vi,vk) et rkj ∈ Q(vk ,vj),
tels que(rij , rik, rkj) ∈ TC, pour toutvi, vj , vk ∈ V, avec1 ≤ i, j, k ≤ n.

5.3.1 Utilisation des conflits

Dans un premier temps, donnons l’idée d’une transformationde la table de composition à l’aide des
conflits. Pour cela, posonsN = (V,Q) unRCQ ainsi que les variablesvi, vj , vk ∈ V, avec1 ≤ i, j, k ≤
n, et supposons que(r1, r2, r3) ∈ B3 soient en conflits.r1, r2, r3 ∈ B sont en conflits si et seulement si
(r1, r2, r3) 6∈ TC. Nous nous focalisons uniquement sur les contraintes entreles variablesvi, vj et vk
dans un premier temps. Quel que soit un scénarioN ′ = (V,Q′) avecN ′ ⊆ N ,N ′ n’est pas⋄-cohérent
survi, vj , vk si et seulement sir1 ∈ Q′

(vi,vj)
, r2 ∈ Q′

(vi,vk)
et r3 ∈ Q′

(vk ,vj)
. Considéronsµ un modèle de

ΣALON ∧ ΣAMO
N , et supposons queN ′ soit issu deµ par la proposition 3.N ′ n’est pas⋄-cohérence sur

vi, vj , vk si et seulement si[r1 ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ, [r2 ∈ Q(vi,vk)] ∈ µ et [r3 ∈ Q(vk ,vj)] ∈ µ. Nous déduisons
queN ′ vérifie la⋄-cohérence survi, vj , vk si et seulement si¬[r1 ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ, ¬[r2 ∈ Q(vi,vk)] ∈ µ
ou¬[r3 ∈ Q(vk,vj)] ∈ µ. Par conséquent,N ′ vérifie la⋄-cohérence survi, vj , vk si et seulement siµ est
un modèle de¬[r1 ∈ Q(vi,vj)] ∨ ¬[r2 ∈ Q(vi,vk)] ∨ ¬[r3 ∈ Q(vk ,vj)]. En imposant cette contrainte pour
tout vi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i, j, k ≤ n, nous pouvons déduire un scénario vérifiant la⋄-cohérence pour
tout triplet de variables.

Définition 80 (FormuleΣConflitN ) SoitN = (V,Q) unRCQ. La formule « Conflit » associée àN est
définie par :

ΣConflitN =
∧

vi,vj ,vk∈V : 1≤i<k<j≤n,
r1∈Q(vi,vj)

,r2∈Q(vi,vk),r3∈Q(vk,vj )
:

(r1,r2,r3)6∈TC

¬[r1 ∈ Q(vi,vj)] ∨ ¬[r2 ∈ Q(vi,vk)] ∨ ¬[r3 ∈ Q(vk ,vj)]

Nous pouvons ainsi définir la transformation d’unRCQ vers une formule propositionnelle, en prenant
en compte les clausesALO, AMO etConflits.

Définition 81 (Transformation directe) SoitN un RCQ. La transformation directe associée àN est
définie par :

ΣdirectN = ΣALON ∧ ΣAMO
N ∧ ΣConflitN

La définition de la transformationdirectenous permet alors de vérifier certaines propriétés liées à
la cohérence duRCQ et de la formule associée. Dans un premier temps, nous pouvons affirmer que la
transformation estcorrecte.

Proposition 4 SoitN unRCQ. SiN est cohérent, alorsΣdirectN est satisfiable.

Preuve Pour montrer cette proposition, posonsN = (V,Q) unRCQ. Supposons qu’il existe un scénario
cohérentN ′ ⊆ N tel queN ′ = (V,Q′).

À partir du scénarioN ′, posons une interprétation complèteµ deΣdirectN telle que sir ∈ Q′
(vi,vj)

,

alors [r ∈ Q(vi,vi)] ∈ µ, sinon¬[r ∈ Q(vi,vi)] ∈ µ. PuisqueN ′ est cohérent, alors il est fermé par
composition faible. Nous déduisons donc, pour toutvi, vj , vk ∈ V tels que1 ≤ i, j, k ≤ n, qu’il existe
r1, r2, r3 ∈ B tels queQ′

(vi,vj)
= {r1}, Q′

(vi,vk)
= {r2} etQ′

(vk ,vj)
= {r3}, avecr1 ∈ r2 ⋄ r3, c’est-à-dire

que(r1, r2, r3) ∈ TC. Pour toutr1, r2, r3 ∈ B tels que(r1, r2, r3) 6∈ TC : r1 6∈ Q′
(vi,vj)

ou r2 6∈ Q
′
(vi,vk)

ou r3 6∈ Q
′
(vk ,vj)

. Or, puisqueN ′ ⊆ N , nous savons queQ′
(vi,vj)

⊆ Q(vi,vj) pour toutvi, vj ∈ V avec
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1 ≤ i, j, k ≤ n. Nous pouvons donc garantir que¬[r1 ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ ou ¬[r2 ∈ Q(vi,vk)] ∈ µ ou
¬[r3 ∈ Q(vk ,vj)] ∈ µ. µ satisfait la clause¬[r1 ∈ Q(vi,vj)]∨¬[r2 ∈ Q(vi,vk)]∨¬[r3 ∈ Q(vk ,vj)] pour tout

r1, r2, r3 ∈ B tels que(r1, r2, r3) 6∈ TC. Le modèleµ satisfait donc la formuleΣConflitN . Par construction,
N ′ est un scénario deN , doncµ est un modèle deΣALON ∧ ΣAMO

N . Par conséquent,µ satisfaitΣdirectN .
SiN est satisfiable, alorsΣdirectN est satisfiable. �

Nous ne pouvons pas affirmer que la transformationdirecte soit complète.ΣdirectN |= ΣALON ∧ΣAMO
N

donc tout modèle deΣdirectN peut être associé à un scénario par la proposition 3. Cependant, tout modèle
de ΣdirectN n’est pas nécessairement associé à un scénario cohérent. Laformule ΣConflitN modélise la
propriété de composition faible, qui n’est pas suffisante pour décider de la cohérence d’un scénario dans
le cas général.

Exemple 15 Considérons pour exemple l’algèbre des intervalles cycliques, et particulièrement leRCQ
représenté Figure 2.5 présentant un scénarioN ⋄-fermé mais incohérent. PuisqueN ′ est ⋄-fermé,
ΣConflitN ne contient aucune clause, car il n’existe pasvi, vj , vk ∈ V, tels queQ(vi,vj) = {r1}, Q(vi,vk) =
{r2}, Q(vk ,vj) = {r3} avec(r1, r2, r3) 6∈ TC.

ΣdirectN = [ppi ∈ Q(A,X)]∧ [ppi ∈ Q(B,X)]∧ [ppi ∈ Q(C,X)]∧ [m ∈ Q(A,B)]∧ [m ∈ Q(B,C)]∧ [mi ∈

Q(A,C)]. Σ
direct
N admet bien un modèle et, par conséquent, cette formule est satisfiable. Pourtant, le

scénario est incohérent.

Proposition 5 SoitN unRCQ. SiΣdirectN est satisfiable, alors il existe un scénarioN ′ ⊆ N ⋄-cohérent.

Preuve ConsidéronsN = (V,Q) unRCQ etΣdirectN la formule propositionnelle obtenue par transfor-
mation directe deN . Supposons queΣdirectN soit satisfiable et qu’elle admetµ pour modèle.

Tout d’abord, puisqueµ est un modèle deΣdirectN , alorsµ est également modèle deΣALON ∧ ΣAMO
N .

Par la proposition 3, nous pouvons décrire un scénario normaliséN ′ = (V,Q′) associé àµ tel queN ′ ⊆
N et, pour toutr ∈ B et vi, vj ∈ V aveci < j : Q′

(vi,vj)
= {r} si et seulement siµ([r ∈ Q(vi,vj)]) = 1.

Vérifions maintenant queN ′ est⋄-cohérent.µ satisfaitΣConflitN , par conséquent, pour toutvi, vj , vk ∈ V
avec1 ≤ i < k < j ≤ n, r1 ∈ Q(vi,vj), r2 ∈ Q(vi,vk), r3 ∈ Q(vk ,vj) tel que(r1, r2, r3) 6∈ TC, nous
savons queµ satisfait toute clause¬[r1 ∈ Q(vi,vj)] ∨ ¬[r2 ∈ Q(vi,vk)] ∨ ¬[r3 ∈ Q(vk,vj)]. Dans le
scénario associé àµ, si (r1, r2, r3) 6∈ TC alors r1 6∈ Q′

(vi,vj)
ou r2 6∈ Q′

(vi,vk)
ou r3 6∈ Q′

(vk ,vj)
. Par

conséquent, quels que soientQ′
(vi,vj)

= {r1},Q′
(vi,vk)

= {r2} etQ′
(vk,vj)

= {r3}, nous pouvons affirmer

que(r1, r2, r3) ∈ TC. Nous avons donc construit un scénarioN ′, tel queQ′
(vi,vj)

⊆ Q′
(vi,vk)

⋄ Q′
(vk ,vj)

pour toutvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i < k < j ≤ n. Par la proposition 1, nous pouvons étendre ce résultat
àQ′

(vi,vj)
⊆ Q′

(vi,vk)
⋄Q′

(vk,vj)
pour toutvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i, j, k ≤ n.N ′ est donc⋄-cohérent.�

Corollaire 2 SoitN unRCQ construit sur un formalisme qualitatifF . Si la ⋄-cohérence est complète
pour décider de la cohérence d’un scénario dansF , alorsΣdirectN est satisfiable si et seulement siN est
cohérent.

La preuve est immédiate. S’il existe un scénario⋄-cohérent deN , il est également cohérent, etN
est satisfiable. Dans le cas des formalismes qualitatifs pour lesquels la⋄-cohérence est complète pour
décider de la cohérence d’un scénario, la transformationdirecte est correcte et complète pour décider
de la cohérence d’unRCQ. Décider de la satisfiabilité de la formule propositionnelle permet donc de
décider de la satisfiabilité du réseau de contraintes qualitatives.

La formuleΣConflitN est composée de
(

n
3

)

|B|3 clauses ternaires. La complexité algorithmique en

temps (resp. en espace) dans le pire des cas pour construire la formule propositionnelleΣConflitN est donc
O(n3|B|3) (resp.O(1)). La transformationΣdirectN est donc polynomiale en temps dans la taille duRCQ.
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5.3.2 Utilisation des supports

Dans le même cadre d’étude, définissons les contraintes à partir des tuples supports, et démontrons les
mêmes propriétés. Pour cela, nous utilisons également la table de composition telle que(r1, r2, r3) ∈ TC

si et seulement sir1 ∈ r2 ⋄ r3. PosonsN = (V,Q) un scénario et les variablesvi, vj , vk ∈ V, avec
1 ≤ i, j, k ≤ n.N est⋄-cohérent survi, vj , vk si et seulement si il existe unr1 ∈ Q(vi,vj), r2 ∈ Q(vi,vk)

et r3 ∈ Q(vk,vj) telle que(r1, r2, r3) ∈ TC. Comme énoncé dans le chapitre 4, de nombreuses formes
de cohérence locale peuvent être modélisée. Nous faisons lechoix de composition faible afin de décrire
cette contrainte par : siQ(vi,vk) = {r2} etQ(vk,vj) = {r3}, alors∃r1 ∈ Q(vi,vj) : r1 ∈ r2 ⋄ r3.

Définition 82 (FormuleΣSupportN ) SoitN = (V,Q) unRCQ. La formule « Support » associée àN est
décrite par :

ΣSupportN =
∧

vi,vj ,vk∈V :1≤i<k<j≤n,
r2∈Q(vi,vk),r3∈Q(vk,vj)











¬[r2 ∈ Q(vi,vk)] ∨ ¬[r3 ∈ Q(vk ,vj)] ∨
∨

r1∈Q(vi,vj )
:

(r1,r2,r3)∈TC

[r1 ∈ Q(vi,vj)]











La formuleSupportspermet de compléter les formulesALO etAMO et de définir la transformation
par les supports.

Définition 83 (FormuleΣ⋄
N ) SoitN unRCQ. La transformationsupport est définie par :

Σ⋄
N = ΣALON ∧ ΣAMO

N ∧ ΣSupportN

Comme pour la transformation utilisant les conflits,TSATS est correcte mais n’est pas complète dans
le cas général.

Proposition 6 SoitN unRCQ. SiN est satisfiable, alorsΣ⋄
N est satisfiable.

Preuve SoientN = (V,Q) un RCQ etN ′ ⊆ N un scénario cohérent deN tel queN ′ = (V,Q′).
Posonsµ une interprétation deΣ⋄

N , telle que pour toutr ∈ B, si r ∈ Q(vi,vj) alors [r ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ,
sinon[r ∈ Q(vi,vj)] 6∈ µ.

Puisque le scénarioN ′ est cohérent, alors il est⋄-cohérent. Nous déduisons donc, pour toutvi, vj , vk ∈
V tels que1 ≤ i, j, k ≤ n, qu’il existe r1, r2, r3 ∈ B tels que[r1 ∈ Q(vi,vj)], [r2 ∈ Q(vi,vk)] et

[r3 ∈ Q(vk ,vj)] et r1 ∈ r2 ⋄ r3. Considérons la formuleΣConflitN . Pour toutes relations atomiques
r ∈ Q(vi,vk) et r′ ∈ Q(vk ,vj) :

– si r 6= r2 ou r 6= r3, alors toute clause¬[r ∈ Q(vi,vk)]∨¬[r
′ ∈ Q(vk ,vj)]∨

∨

r′′∈Q(vi,vj)
∩(r2⋄r3)

[r′′ ∈

Q(vi,vj)] est satisfaite parµ puisque¬[r ∈ Q(vi,vk)] ∈ µ ou¬[r′ ∈ Q(vk ,vj)] ∈ µ ;
– si r = r2 et r = r3, alors toute clause¬[r ∈ Q(vi,vk)] ∨ ¬[r

′ ∈ Q(vk ,vj)] ∨
∨

r′′∈Q(vi,vj )
∩(r2⋄r3)

[r′′ ∈

Q(vi,vj)] est satisfaite parµ si et seulement si il exister′′ ∈ Q(vi,vj) tel quer′′ ∈ Q(vi,vj)∩ (r2 ⋄ r3).
Or, [r1 ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ.

Par conséquent,µ est un modèle deΣConflitN . De plus, trivialement, puisqueN ′ ⊆ N et par construction
de µ, la formuleΣALON ∧ ΣAMO

N est satisfaite parµ. La formuleΣ⋄
N est donc satisfaite parµ. Par

conséquent, siN est satisfiable, alorsΣ⋄
N est satisfiable. �

Proposition 7 SoitN unRCQ. SiΣ⋄
N est satisfiable, alors il existe un scénarioN ′ ⊆ N ⋄-cohérent.
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Preuve SoientN = (V,Q) unRCQ etΣ⋄
N la formule propositionnelle associée àN . Considérons que

Σ⋄
N soit satisfiable et qu’elle admetµ pour modèle.

La proposition 3 permet de définir unRCQ atomique normaliséN ′ = (V,Q′) associé àµ, tel que
N ′ ⊆ N , et pour toutr ∈ B, vi, vj ∈ V aveci < j,Q′

(vi,vj)
= {r} si et seulement si[r ∈ Q(vi,vj)] ∈ µ.

Vérifions maintenant queN ′ soit ⋄-cohérent. Posonsvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i < k < j ≤ n
et Q′

(vi,vj)
= {r1}, Q′

(vi,vk)
= {r2}, Q′

(vk,vj)
= {r3}. Par hypothèseµ satisfaitΣ⋄

N . Puisque[r2 ∈

Q(vi,vk)] ∈ µ et [r3 ∈ Q(vk,vj)] ∈ µ, la clause¬[r2 ∈ Q(vi,vk)]∨¬[r3 ∈ Q(vk ,vj)]∨
∨

r∈Q(vi,vj )
∩(r2⋄r3)

[r ∈

Q(vi,vj)] est satisfaite parµ si et seulement si
∨

r∈Q(vi,vj )
∩(r2⋄r3)

[r ∈ Q(vi,vj)] est satisfaite. C’est-à-dire

satisfaite parµ si et seulement si il exister ∈ Q′
(vi,vj)

tel quer ∈ Q′
(vi,vj)

∩ (r2 ⋄ r3). Par conséquent,

r1 ∈ r2 ⋄ r3 etQ′
(vi,vj)

⊆ Q′
(vi,vk)

⋄ Q′
(vk ,vj)

pour toutvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i < k < j ≤ n. La
proposition 1 nous permet de généraliser ce résultat à toutvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i, j, k ≤ n. Nous
pouvons conclure que siΣ⋄

N est satisfiable, alorsN ′ est⋄-cohérent. �

Afin de compléter la transformationsupport, nous pouvons également spécifier cette proposition à
certains formalismes qualitatifs.

Corollaire 3 SoitN unRCQ construit sur un formalisme qualitatif. Si la⋄-cohérence est complète pour
décider de la cohérence d’un scénario, alorsΣ⋄

N est satisfiable si et seulement siN est cohérent.

La transformationsupport est donc correcte et complète pour décider de la cohérence desRCQ sur
les formalismes qualitatifs pour lesquels la⋄-cohérence est complète pour décider de la cohérence d’un
scénario.

La formule propositionnelleΣ⋄
N est composée de

(

n
3

)

|B|2 clauses de taille2+|B| dans le pire des cas.
La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) dansle pire des cas, pour construire la formule
ΣSupportN est doncO(n3|B|2) (resp.O(|B|)). La transformationΣ⋄

N est donc polynomiale en temps dans
la taille duRCQ.

Le tableau 5.1 illustre les dimensions des différentes formulesCNF définies et la complexité algorith-
mique en temps et en espace pour les calculer dans le pire des cas. Remarquons la formule résultante est
très imposante. Supposons unRCQ construit sur l’algèbre des intervalles, composé de50 variables et de
1.225 contraintesorientées. La table de composition, contenant169 tuples, est transformée pour39.200
triplets de variables. Ainsi, plus de six millions de clauses modélisent la propriété de faible composition
pour leRCQ.

Dimensions Complexité algorithmique
Formule Nombre de clauses Taille des clauses Temps Espace
ΣALOP

(

n
2

)

|B| O(n2|B|) O(|B|)

ΣAMO
P

(

n
2

)(|B|
2

)

2 O(n2|B|2) O(1)

ΣConflitP

(

n
3

)

|B|3 3 n3|B|3 1
Σ⋄
P

(

n
3

)

|B|2 2 + |B| O(n3|B|2) O(|B|)

TABLE 5.1 – Dimensions de la formuleCNF et Complexité algorithmique dans le pire des cas

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux transformationsafin de modéliser unRCQ, quel que soit
le formalisme qualitatif binaire utilisé, en formuleCNF. Par une description naturelle de la microstruc-
ture duRCQ, nous nous appuyons sur les approches développées par Walshet Kasif, afin de modéliser
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les tuples interdits de la table de composition et en simulant la propriété de composition faible par la
propagation unitaire. Les deux transformations sont correctes, mais ne sont pas complètes dans le cas
général. Elles permettent de prouver l’existence d’un scénario ⋄-cohérent, ce qui n’est pas un critère
suffisant pour décider de la cohérence. Cependant, pour de nombreux formalismes qualitatifs, tels que
l’algèbre des intervalles ou le formalismeRCC8, les transformations sont complètes. Nous pouvons donc
décider de la cohérence desRCQ en exploitant les outils algorithmiques développés pour leproblème
SAT.

La transformation deRCQ en logique propositionnelle a fait l’objet de récentes études. On peut citer
la décomposition de formulesCNF issues deRCQ pour améliorer la résolution [LI et al.2009]. D’autres
approches visent à réduire la taille imposante de la table decomposition de certaines algèbres qualitatives
[L I & RENZ 2010]. La transformation en logique proposionnelle a également été utilisée pour la fusion
de RCQ [CONDOTTA et al. 2008]. Une étude comparative des algorithmes de résolutiondesRCQ a
été mené dans [WESTPHAL & W ÖLFL 2009]. Les auteurs montrent que la transformation en logique
propositionnelle présente un intérêt lorsque le calcul de la⋄-cohérence est difficile enRCQ.

Les perspectives à nos travaux sont évidemment d’étudier etd’adapter les techniques algorithmiques
du cadre propositionnel, telles que l’analyse de conflits oul’apprentissage. Au même titre que pour les
transformations desRCD vers les formules propositionnelles, nous pouvons également exploiter des pro-
cédés de simplification afin de déduire de nouvelles transformations. De nombreuses approches peuvent
également être envisagées pour répondre au problème de la cohérence desRCQ sans exhiber de scéna-
rio cohérent ou pour définir de nouvelles formes de cohérences locales. En particulier, des formes de
cohérence locale pour lesRCQ plus fortes que la⋄-cohérence, qui sont difficiles à manipuler dans le
cadre qualitatif. Nous souhaitons également diriger nos études vers la « réduction » de la formule pro-
positionnelle obtenue. Pour unRCQ relativement petit, le nombre de clauses est conséquent, notamment
à cause de la modélisation de la table de composition pour chaque triplet de variables. Or, ces clauses
ont toujours la même structure, la même forme et la même sémantique, seules les variables impliquées
changent. Nous ne pouvons affirmer, dans le cas général, que la taille de cette formule est un frein à la
résolution, mais elle peut contribuer à rendre la tâche plusdifficile. Ainsi, nous pensons qu’il peut être
intéressant de se diriger vers la compilation de connaissances, ou encore vers le domaine émergentSMT

(pourSAT Modulo Theory).
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Chapitre 6

Du problème CSP qualitatif au problème
SAT en exploitant les classes traitables
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6.1 Introduction

De nombreuses transformations vers le cadre propositionnel s’appuient sur un schéma commun :
établir une analogie entre interprétation, scénario et instanciation, ainsi que modéliser certaines formes
de cohérence locale pour décider de la cohérence d’unRCQ ou d’unRCD. L’approche que nous pro-
posons dans ce chapitre ne se concentre pas uniquement sur unscénario, mais sur desRCQ définies sur
des classes traitables. Nous proposons une transformationissue de la définition de la classe des relations
convexes. Pour cela, nous exploitons la structure de treillis de certains formalismes qualitatifs, en mo-
délisant les intervalles du treillis et représentant les propriétés de celui-ci à l’aide d’une formuleCNF.
En nous concentrant sur un cadre où la méthode de fermeture par composition faible est complète pour
le problème de la cohérence desRCQ convexes, nous montrons que notre transformation est correcte et
complète pour le problème de la cohérence desRCQ.

Dans ce chapitre, nous proposons tout d’abord un aperçu des propriétés du treillis conceptuel qui
constitueront le cadre d’étude de notre transformation. À partir de ces propriétés, nous dirigeons notre
étude vers la logique propositionnelle en définissant les variables propositionnelles et les propositions
qu’elles décrivent, puis nous décrivons notre transformation par la représentation des propriétés du treillis
conceptuel en tant que formulesCNF. Nous nous intéressons ensuite aux propriétés de complétude de
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la transformation. Dans un premier temps, nous montrons quela transformation proposée est correcte et
complète pour le problème de la cohérence deRCQ convexes. Cette approche nous permet de généraliser
ce résultat au cadreRCQ en général lorsque la méthode de fermeture par composition faible est complète
pour le problème de la cohérence desRCQ convexes.

6.2 Transformation

6.2.1 Exploiter le treillis conceptuel

La transformation proposée permet la représentation d’unRCQ en une formuleCNF dans le but
de décider de la cohérence d’unRCQ. Pour cela, nous exploitons l’ordre partiel� surB de l’algèbre
considéré. Un pré-requis à cette transformation est l’existence de cet ordre partiel, pour lequel certaines
propriétés doivent être vérifiées. Tout d’abord, le couple(B,�) doit être un treillis. Par conséquent, deux
élémentsinf, sup ∈ B doivent être, respectivement, la borne inférieure et la borne supérieure deB, donc
inf � r et r � sup pour toutr ∈ B. (B,�) doit également vérifier, pour toutr1, r2, r3 ∈ B, les propriétés
suivantes :

– la réflexivité :r1 � r1 ;
– la transitivité : sir1 � r3 et r3 � r2 alorsr1 � r2 ;
– l’antisymétrie : sir1 � r2 et r2 � r1 alorsr1 = r2.

Afin d’exploiter une telle structure, nous allons utiliser les intervalles de celle-ci. Pour toutr1, r2 ∈
B, l’intervalle [r1 ; r2] représente la relation de2B définie par[r1 ; r2] = {r ∈ B : r1 � r ∧ r � r2}.
Pour de nombreux formalismes qualitatifs [NÖKEL 1991, NEBEL & B ÜRCKERT 1995, LIGOZAT 1998a,
BALBIANI et al.1999, BALBIANI & CONDOTTA 2002] un tel treillis existe. Il est appelé treillis qualitatif
ou conceptuel et l’ensemble des intervalles{[r1 ; r2] : r1, r2 ∈ B} n’est autre que la classe de relations
convexesC ne contenant pas∅.N = (V,Q) est unRCQ convexe si et seulement siQ(vi,vj) = [r− ; r+]
pour toutvi, vj ∈ V. Dans la suite, unRCQ convexe sera dénotéRCQC pour «RCQ Convex ».

d

fs

b m o eq oi mi a

sifi

di

≺ ≺
≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺
≺

≺
≺

≺ ≺
T

A B

C

[s ; f ] [s ; f ]

[s ; f ]

[b ; m]

[b ; m] [b ; m]

FIGURE 6.1 – Le treillis conceptuel(B,�) deAI (à gauche) et unRCQC cohérent

Nous rappelons le treillis conceptuel de l’algèbre des intervalles Figure 6.1 et nous présentons égale-
ment unRCQ convexe. CeRCQC est une simplification de l’exemple 2.3 du chapitre 2, dans lequel trois
étudiants se partagent le temps de cours pour les corrections. Remarquons que ceRCQC est cohérent
puisqu’il est⋄-cohérent.
Dans la suite, nous admettons également deux nouvelles propriétés sur(B,�) concernant les opérations
d’inverse et de composition faible. Celles-ci ont été démontrées par Ligozat [LIGOZAT 1991] en étudiant
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une généralisation de l’algèbre des intervalles, et en définissant les propriétés des treillis quelle que soit la
généralisation. Associées aux propriétés élémentaires dutreillis, celles-ci constituent notre cadre d’étude
pour la transformation d’unRCQ en formuleCNF.

1. pour toutr1, r2 ∈ B, si r1 � r2 alorsr−1
2 � r−1

1 ;

2. pour toutr1, r2 ∈ B, r1 ⋄ r2 est un intervalle de(B,�) ;

3. pour toutr1, r2, r3, r4 ∈ B, [r1 ; r2] ⋄ [r3 ; r4] = [Inf(r1 ⋄ r3) ; Sup(r2 ⋄ r4)].

6.2.2 Définition des variables propositionnelles

Pour transformer unRCQ en formule propositionnelle en utilisant la classe des relations convexes,
nous définissons une transformationTC qui, à toutRCQ, associe une formuleCNF. Pour cela, nous
allons utiliser le même procédé que Nebel et Bürckert pour définir les relations ORD-Horn, c’est-à-dire
que nous allons modéliser une théorie - les propriétés du treillis - en une formuleCNF. Avant cela, il
nous faut définir les propositions et variables propositionnelles.

Nous souhaitons modéliser des intervalles de relations atomiques à l’aide de l’ordre�. Pour cela,
nous allons décrire une relation atomique « minorante » et « majorante » afin de décrire la relation d’une
contrainte qualitative. Pourvi, vj ∈ V et r ∈ B :

– la variable propositionnelle[Q(vi,vj) � r] modélise la proposition « Il existe une relationr′ ∈
Q(vi,vj) telle quer′ � r » ;

– une variable propositionnelle[r � Q(vi,vj)] modélise la proposition « Il existe une relationr′ ∈
Q(vi,vj) telle quer � r′ ».

Posonsr ∈ B et vi, vj ∈ V. Par la propriété d’antisymétrie, s’il existe une relationr′ ∈ Q(vi,vj) telle
quer′ � r et r � r′, alorsr ∈ Q(vi,vj).

La figure 6.2 illustre le treillis conceptuel de l’algèbre des intervalles pour une contrainte qualitative
quelconque par la relation complexeQ(vi,vj) = [s ; si] = {s, eq, si}. Sur celui-ci, les relations atomiques
de l’ensemble{r ∈ B : ∃r′ ∈ Q(vi,vj), r

′ � r} sont encadrées en vert. Ainsi, il existe une relationr′ ∈
Q(vi,vj) telle que pour toutr ∈ [b ; si], nous ayonsr � r′. De la même façon, les relations atomiques de
l’ensemble{r ∈ B : ∃r′ ∈ Q(vi,vj), r � r′} sont encadrées en rouge. Par conséquent, il existe une relation
r′ ∈ Q(vi,vj) telle que pour toutr ∈ [s ; oi], nous ayonsr′ � r. Par la propriété d’antisymétrie, l’ensemble
{r ∈ B : ∃r′ ∈ Q(vi,vj), r

′ � r ∧ r′ � r} correspond à la relation complexe[b ; si] ∩ [s ; oi] = [s ; si] et
coïncide avecQ(vi,vj).

di

fi si
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≺ ≺

FIGURE 6.2 – Illustration du treillis conceptuel et des propositions de la transformation
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PosonsN = (V,Q) un RCQ et TC(N ) la formule associée par notre transformation. L’ensemble
des variables propositionnelles de la formule éléments, est :

vars(TC(N )) = {[r � Q(vi,vj)] : vi, vj ∈ V ∧ r ∈ B} ∪ {[Q(vi,vj) � r] : vi, vj ∈ V ∧ r ∈ B}

6.2.3 Des propriétés du treillis conceptuel aux formulesCNF

Sur les variables propositionnelles, nous devons décrire les propriétés du treillis Pour cela, nous défi-
nissons, dans un premier temps, deux applicationsInf etSup qui, à tout ensemble de relations atomiques,
associe respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de cet ensemble.

Définition 84 (Infimum et Supremum) SoitR ⊆ B et I(R) = [r− ; r+] la fermeture convexe deR.
L’infimum deR, notéInf(R), est la borne inférieure de l’intervalle[r− ; r+] telle queInf(R) = r−. Le
supremum deR, notéSup(R), est la borne supérieure de l’intervalle[r− ; r+] telle queSup(R) = r+.

Pour illustrer la définition 84, nous pouvons prendre l’exemple de relations sur le treillis des inter-
valles :{fi, d} et {o, eq, oi}. La fermeture convexe estI({fi, d}) = [o ; f ]. Donc Inf({fi, d}) = o
et Sup({fi, d}) = f . De même,I({o, eq, oi}) = [o ; oi]. Par conséquent,Inf({o, eq, oi}) = o et
Sup({o, eq, oi}) = oi.

Dans la suite, nous considéronsN = (V,Q) unRCQ normalisé construit sur un formalisme qualitatif
de relations atomiquesB et de domaineD.

Infimum et Supremum La définition de supremum permet d’affirmer, pour toutr, r′ ∈ B et pour tout
vi, vj ∈ V, quer � Q(vi,vj) et r′ � Q(vi,vj) permettent de déduireSup({r, r′}) � Q(vi,vj). Par la défi-
nition d’infimum, nous avons également, siQ(vi,vj) � r etQ(vi,vj) � r′, alorsQ(vi,vj) � Sup({r, r′}).
Cette propriété est nécessaire puisque nous exploitons desrelations convexes, il faut donc traiter uni-
quement des intervalles du treillis, et pour cela nous manipulons les bornes de la fermeture convexe des
relations.

TI

SAT(N ) = ∧

∧

(vi,vj∈V)

∧

(r,r′∈B:r 6=r′)

¬[Q(vi,vj) � r] ∨ ¬[Q(vi,vj) � r′] ∨ [Q(vi,vj) � Inf({r, r′})] (Infimum)

∧

(vi,vj∈V)

∧

(r,r′∈B:r 6=r′)

¬[r � Q(vi,vj)] ∨ ¬[r
′ � Q(vi,vj)] ∨ [Sup({r, r′}) � Q(vi,vj)] (Supremum)

Remarquons que, si les clauses d’infimum et de supremum sont calculées pour une relation convexe
[r, r′], alors elles sont tautologiques. La clause d’infimum devient ¬[Q � r] ∨ ¬[Q � r′] ∨ [Q � r] et le
supremum est¬[r � Q]∨¬[r′ � Q]∨ [r′ � Q]. Les seules relations atomiques concernées sont donc les
relations atomiques « incomparables », c’est-à-direr 6� r′ et r′ 6� r quels que soientr, r′ ∈ B.

Transitivité Nous pouvons également définir la propriété sur la transitivité des relations. Considérons
vi, vj ∈ V et r, r′ ∈ B. Trivialement, sir′ ≺ r et r � Q(vi,vj), alorsr′ ≺ Q(vi,vj). Ainsi, si r 6� r′ et
r � Q(vi,vj) alorsQ(vi,vj) 6� r′.

TII

SAT(N ) =
∧

(vi,vj∈V)

∧

(r,r′∈B:r 6�r′)

¬[r � Q(vi,vj)] ∨ ¬[Q(vi,vj) � r′] (Transitivité)

Au regard de la définition des variables propositionnelles,la propriété de transitivité permet de garan-
tir, pour toutQ(vi,vj) = [r− ; r+], que le supremum des minorantsr ∈ B, resp. l’infimum de majorants
r ∈ B, est tel quer � r−, resp.r+ � r.
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Inverse S’ensuit la modélisation de la propriété d’inverse d’une relation. Considéronsr ∈ B etvi, vj ∈
V. Si r � Q(vi,vj) alorsQ(vi,vj)

−1 � r−1. De même, siQ(vi,vj) � r alorsr−1 � Q(vi,vj)
−1.

TIII

SAT(N ) = ∧

∧

(vi,vj∈V)

∧

(r∈B)

¬[r � Q(vi,vj)] ∨ [Q(vi,vj)
−1 � r−1]

∧

(vi,vj∈V)

∧

(r∈B)

¬[Q(vi,vj) � r] ∨ [r−1 � Q(vi,vj)
−1]



















(Inverse)

Composition faible Enfin, nous modélisons également la propriété de composition faible sur les rela-
tions atomiques du treillis. Pour deux relations convexes[r−1 ; r+1 ], [r

−
2 ; r+2 ] ∈ C, [r

−
1 ; r+1 ] ⋄ [r

−
2 ; r+2 ] =

[Inf(r−1 ⋄ r
−
2 ) ; Sup(r

+
1 ⋄ r

+
2 )]. Posonsr, r′ ∈ B et vi, vj , vk ∈ V. Nous en déduisons que sir � Q(vi,vk)

et r′ � Q(vk ,vj) alors Inf(r ⋄ r′) � Q(vi,vj). Mais également, siQ(vi,vk) � r et Q(vk ,vj) � r′ alors
Q(vi,vj) � Sup(r ⋄ r′).

TIV

SAT(N ) = ∧

∧

(vi,vj ,vk∈V)

∧

(r,r′∈B)

(

¬[r � Q(vi,vk)] ∨ ¬[r
′ � Q(vk ,vj)] ∨ [Inf(r ⋄ r′) � Q(vi,vj)]

)

∧

(vi,vj ,vk∈V)

∧

(r,r′∈B)

(

¬[Q(vi,vk) � r] ∨ ¬[Q(vk ,vj) � r′] ∨ [Q(vi,vj) � Sup(r ⋄ r′)]

)

6.2.4 Découpage et transformation d’unRCQ

Nous pouvons remarquer qu’il est difficile de restreindre l’ensemble des variables propositionnelles
dans le cas général. Contrairement à des transformations plus « classiques », s’attachant à modéliser des
scénarios, il n’est pas possible de restreindre notre étudeau cadre d’un graphe orienté acyclique, c’est-à-
dire à toutvi, vj ∈ V aveci < j. Un modèle n’est pas associé à un scénario, donc la proposition 1 ne tient
pas dans ce cadre. De plus, la description des variables propositionnelles démontre que nous ne pouvons
pas restreindre les variables propositionnelles à la microstructure duRCQ, c’est-à-dire aux relations
atomiques uniquement présentes dans les relations complexes des contraintes qualitatives. Néanmoins,
nous concentrons notre étude sur lesRCQ normalisés, et nous pouvons donc supposer, pour toute variable
vi ∈ V,Q(vi,vi) = {id}.

Pour définir notre transformation, nous supposons, dans un premier temps, que nous traitons des
RCQC. En d’autres termes, pour toutvi, vj ∈ V, nous savons queQ(vi,vj) ∈ C, et doncQ(vi,vj) =
[r− ; r+]. Puisque tout modèleµ doit satisfaire[r− � Q(vi,vj)] ∈ µ et [Q(vi,vj) � r+] ∈ µ, il nous faut
imposer la contrainte « au moins une »ALO.

TALO
SAT (N ) =

∧

(vi,vj∈V :Q(vi,vj )
=[r− ; r+])

[r− � Q(vi,vj)] ∧ [Q(vi,vj) � r+]

Définition 85 (TC(N )) SoitN = (V,Q) un RCQC construit sur un formalisme qualitatif de relations
atomiquesB.

TC(N ) = TALO
SAT (N ) ∧ TI

SAT(N ) ∧ TII

SAT(N ) ∧ TIII

SAT(N ) ∧ TIV

SAT(N )

En nous focalisant sur le cas de la transformation d’unRCQC N , nous pouvons remarquer que la
définition de chaque formule :TALO

SAT (N ), TI

SAT(N ), TII

SAT(N ), TIII

SAT(N ), TIV

SAT(N ) sont uniquement

99



Chapitre 6. Du problème CSP qualitatif au problème SAT en exploitant les classes traitables

des clauses de Horn. ToutRCQC N peut donc être transformé en une formule de HornTC(N ). Il est
donc possible de décider de la satisfiabilité deTC(N ) en temps polynomial lorsqueN , nous verrons
ensuite la complexité algorithmique pour construire cetteformule.

L’objectif est, bien évidemment, de pouvoir utiliser la transformation sur toutRCQ. Les propriétés
se focalisent sur le treillis conceptuel du formalisme qualitatif utilisé. Par conséquent, les formulesCNF
obtenues parTC pour desRCQ distincts construits sur un même formalisme qualitatif ne se différen-
cient que par les clausesTALO

SAT
. Pour généraliser la transformation, nous pouvons remarquer que toute

contrainte qualitative, décrivant une relationQ(vi,vj) ∈ 2B, peut toujours être découpée en une partition
de k relations{Q1

(vi,vj)
, . . . , Qk(vi,vj)} aveck ≤ |B|, telle queQ(vi,vj) =

⋃

l∈1,...,kQ
l
(vi,vj)

etQl(vi,vj)
est une sous-relation convexe, pour toutl ∈ [1 ; k]. Ainsi, Q(vi,vj) = [r−1 ; r+1 ] ∪ . . . ∪ [r−k ; r+k ] avec
r−l , r

+
l ∈ B pour toutl ∈ [1 ; k].
La figure 6.3 illustre le découpage de la relation complexe{b,m, d, eq, f, si, oi,mi} en sous-relations

convexes. Notre choix de découpage se porte sur[b ; m], [d ; d] et [eq ; mi]. Notons, dans un premier
temps, que le découpage n’est pas unique. Notre choix auraitpu se porter sur[b ; m], [d ; mi] et [eq ; si].
De plus, toute relation{r} ∈ 2B peut être décrite par une relation convexe[r ; r]. Dans le pire des cas,
une relationR ∈ 2B peut donc être découpée en|R| relations convexes. Dans le cas des relations de
l’algèbre d’Allen, le nombre de relations convexes nécessaires pour un découpage minimal est de3.55
en moyenne [NEBEL 1997]. Nous supposerons, dans la suite, que le découpage esteffectué par critères
afin d’obtenir un découpage unique pour chaque relation de2B.

di

fi si

b m o eq oi mi a

s f

d

≺ ≺
≺

≺

≺

≺
≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺

≺ ≺

FIGURE 6.3 – Découpage de la relation{b,m, d, eq, f, si, oi,mi} de l’algèbre des intervalles en sous-
relations convexes

Pour toutvi, vj ∈ V, la modélisation deQ(vi,vj) sera une formuleDNF qu’il sera nécessaire de trans-
former en formuleCNF. La conjonction de ces formules pour chaquevi, vj ∈ V décrit la transformation
TALO
SAT dans le cas d’unRCQ.

TALO
SAT (N ) =

∧

(

vi,vj∈V :

Q(vi,vj )
=[r−1 ; r+1 ]∪...∪[r−

k
; r+

k
]

)

(

∨
∨

[r−1 � Q(vi,vj)] ∧ [Q(vi,vj) � r+1 ]

. . .
[r−k � Q(vi,vj)] ∧ [Q(vi,vj) � r+k ]

)

La formuleTALO
SAT

(N ) n’est pas une formule de Horn dans le cas général.

Exemple 16 Pour illustrer le découpage et la transformationTALO
SAT , reprenons l’exemple 10 du chapitre

2 modélisé en utilisant l’algèbre des intervalles. Pour rappel, pendant le temps d’un coursT , trois cor-
rectionsA,B etC doivent être réalisées séparément. Nous ajoutons une contrainte triviale lors de la mo-
délisation :A,B etC ne peuvent occuper l’intégralité du temps du coursT . Ainsi, les contraintes entre
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corrections sont représentées parQ(A,B) = Q(A,C) = Q(B,C) = {b,m,mi, a} = [b ; m] ∪ [mi ; a], et
les contraintes liées au temps de cours sont modélisées parQ(A,T ) = Q(B,T ) = Q(C,T ) = {s, d, f} =
[s ; d] ∪ [f ; f ]. La figure 6.4 illustre le découpage en relations convexes appliqué.

T

A B

C

[s ; d] ∪ [f ; f ] [s ; d] ∪ [f ; f ]

[s ; d] ∪ [f ; f ]

[b ; m] ∪ [mi ; a]

[b ; m] ∪ [mi ; a] [b ; m] ∪ [mi ; a]

FIGURE 6.4 – Illustration du découpage des relations sur le problème de l’exemple 10

Considérons la contrainteQ(A,B) = {b,m,mi, a} = [b,m] ∪ [mi, a]. Par la transformationTALO
SAT ,

nous obtenons la formuleDNF :

∨
[b � Q(A,B)] ∧ [Q(A,B) � m]

[mi � Q(A,B)] ∧ [Q(A,B) � a]

Par la propriété de distributivité, nous obtenons la formuleCNF suivante :

∧
∧
∧

[b � Q(A,B)] ∨ [mi � Q(A,B)]

[b � Q(A,B)] ∨ [Q(A,B) � a]
[Q(A,B) � m] ∨ [b � Q(A,B)]

[Q(A,B) � m] ∨ [Q(A,B) � a]

Le procédé est similaire pourQ(A,C),Q(B,C),Q(A,T ),Q(B,T ),Q(C,T ).

6.2.5 Dimension et complexité

Considérons unRCQ N = (V,Q), avec|V| = n, construit sur un formalisme qualitatif de relations
atomiquesB. Chaque proposition porte sur chaque relation atomique deB et sur tout couple de variables
vi, vj ∈ V tel quei 6= j. Par conséquent,2n(n− 1)|B| variables propositionnelles sont modélisées.

Les formules associées aux propriétés du treillis formalisme qualitatif sont invariantes quel que soit
leRCQ. Les propriétés d’infimumet desupremumsont appliquées à chaque contrainte qualitative, hormis
les contraintes d’identité, et sur tout couple distinct de relations atomiques dans le pire des cas.2n(n −
1)
(|B|

2

)

clauses de taille3 modélisent ces propriétés. Dans le pire des cas, la complexité algorithmique
en temps (resp. en espace) dans le pire des cas pour les calculer est doncO(n2|B|2) (resp.O(1)). La
propriété detransitivité est appliquée pour chaque contrainte qualitative et sur tout couple de relations
atomiquesr, r′ ∈ B tel quer 6� r′. Ce qui correspond àn(n − 1)

(|B|
2

)

clauses de taille2, calculées en
O(n2|B|2) en temps et enO(1) en espace. La propriété d’inversedes relations s’applique également
pour toute contrainte qualitative sur relation atomique, et impose donc la création de2n(n − 1)|B|
clauses de taille2, qui sont calculées en temps (resp. en espace) enO(n2|B|) etO(1) respectivement. La
modélisation des formules de composition faible est définiesur tout triplet de contraintes qualitatives, et
sur tout couple de relations atomiques. Le nombre de clausesrésultant est donc2n(n− 1)(n− 2)|B|2 de
taille 3. La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) dans le pire des cas pour réaliser cette
opération est doncO(n3)|B|2 (resp.O(1)).
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Le cas des clausesALO est particulier puisqu’il dépend avant tout du découpage effectué. En posant
k le nombre maximal de relations convexes utilisées pour découper une relation complexe, et puisque le
découpage est effectué sur chaque contrainte qualitative,la formuleALO contient2kn(n−1) clauses de
taille k. Notons que le découpage des relations de2B est réaliséa priori, afin de garantir un découpage
optimal. Pour des formalismes qualitatifs, tels que l’algèbre des intervalles [NEBEL 1997] ouRCC − 8
[RENZ & N EBEL 2001], le découpage moyen est faible par rapport à|B|. Dans le cas de l’algèbre des
intervalles, le nombre de clauses deTALO

SAT
peut être estimé à23.55n(n − 1), soit approximativement

|B|n(n− 1).
Le tableau 6.1 montre un récapitulatif des dimensions de la formule propositionnelle et la complexité

algorithmique dans le pire des cas pour calculerTC . La transformationTC est donc polynomiale en
temps en fonction du nombre de variables, de relations atomiques si et seulement si2k est de l’ordre
d’une fonction polynomiale, ce qui est le cas pour la plupartdes algèbres qualitatives sur lesquels un
treillis conceptuel peut être défini. Notons, dans ce cas, que toutRCQC peut être transformé en temps
polynomial, reconnu en tant que formule de Horn en temps polynomial et la satisfiabilité de la formule
propositionnelle peut être décidée en temps polynomial.

FormuleCNF Complexité algorithmique
Propriété Nombre de clauses Taille des clauses Temps Espace

Infimum et Supremum 2n(n− 1)
(|B|

2

)

3 O(n2|B|2) O(1)

Transitivité n(n− 1)
(|B|

2

)

2 O(n2|B|2) O(1)
Inverse 2n(n− 1)|B| 2 O(n2|B|) O(1)

Faible composition 2n(n− 1)(n − 2)|B|2 3 O(n3|B|2) O(1)
ALO 2kn(n− 1) k O(2kn2) O(k)

TABLE 6.1 – Dimension de la formule et complexité algorithmique dans le pire des cas

6.3 Propriétés et complétude

6.3.1 Transformation inverse

Comme dans le cadre d’autres transformations, la première étape consiste à définir le « sens » d’un
modèle d’une formule propositionnelle obtenue parTC . Puisque les propriétés modélisées garantissent
de pouvoir extraire du modèle une borne inférieure et une borne supérieure pour chaque contrainte qua-
litative. Cela permet, quel que soitN unRCQ, de décrire un sous-RCQ deN .

Définition 86 (TC
−1) SoientN = (V,Q) un RCQ et µ un modèle deTC(N ). TC

−1(µ) est leRCQC

N ′ = (V,Q′) tel que, pour toutvi, vj ∈ V, Q′
(vi,vi)

= {id} et la contrainte qualitativeQ′
(vi,vj)

=

[r− ; r+] est définie par :
r− = Sup({r ∈ B : [r � Q(vi,vj)] ∈ µ}) ;
r+ = Inf({r ∈ B : [Q(vi,vj) � r] ∈ µ}).

Dans un premier temps, concentrons-nous sur la transformation d’unRCQC . Nous pouvons montrer que
le RCQ obtenu parTC

−1 vérifie deux propositions majeures.

Proposition 8 SoientN unRCQC etµ un modèle deTC(N ). TC
−1(µ) ⊆ N .

Preuve SoientN = (V,Q) un RCQC et µ un modèle deTC(N ). PosonsN ′ = (V,Q′) un RCQ

tel queN ′ = TC
−1(µ) et montrons queN ′ ⊆ N . Pour cela, montrons que pour toutvi, vj ∈ V,

Q(vi,vj) = [r− ; r+] etQ′
(vi,vj)

= [r−ij ; r
+
ij ] tels quer− � r−ij � r+ij � r+.
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Du fait de la formuleTALO
SAT , nous savons qu’il exister− et r+ tels que le cube[r− � Q(vi,vj)] ∧

[Q(vi,vj) � r+] soit satisfait. Par définition deTC et puisque la propriété de transitivité est vérifiée,
r− � r−ij et r+ij � r+. Montrons maintenant quer−ij � r+ij . µ satisfait la propriété d’infimum et de

supremum, nous pouvons en déduire queµ satisfaitr−ij � Q(vi,vj) etQ(vi,vj) � r+ij . Or, si r−ij ≺ r+ij , alors

µ ne satisfait pas la propriété de transitivité. Par contraposée, il s’ensuit quer−ij � r+ij . Par conséquent,
pour toutvi, vj ∈ V,Q′

(vi,vj)
⊆ Q(vi,vj), et doncN ′ ⊆ N . �

6.3.2 Transformation correcte et complète

Jusqu’ici, nous avons défini une transformationTC desRCQ vers les formulesCNF, polynomiale en
temps dans la taille duRCQ. Il convient maintenant de vérifier si celle-ci est correcteet complète pour le
problème de la cohérence desRCQ. Avant cela, prouvons une propriété qui nous sera utile dansla suite
concernant le treillis(B,�) :

Proposition 9 Soientr1, r2, r3, r4 ∈ B. Si r1 � r3 et r2 � r4 alors nous avonsInf(r1 ⋄ r2) � Inf(r3 ⋄ r4)
etSup(r1 ⋄ r2) � Sup(r3 ⋄ r4).

Preuve Posonsr1, r2, r3, r4 ∈ B tels quer1 � r3 et r2 � r4. Considérons les relations convexes[r1, r3]
et [r2, r4]. Celles-ci sont bien définies. Nous savons que[r1, r3] ⋄ [r2, r4] = [Inf(r1 ⋄ r2),Sup(r3 ⋄ r4)].
De même,[r3, r3] ⋄ [r4, r4] = [Inf(r3 ⋄ r4),Sup(r3 ⋄ r4)]. Par définition de la composition faible, puisque
[r3, r3] ⊆ [r1, r3] et [r4, r4] ⊆ [r2, r4], nous savons que[r3, r3] ⋄ [r4, r4] ⊆ [r1, r3] ⋄ [r2, r4], et donc[Inf(r3 ⋄
r4),Sup(r3⋄r4)] ⊆ [Inf(r1⋄r2),Sup(r3⋄r4)]. Nous déduisons trivialementInf(r1⋄r2) � Inf(r3⋄r4). Par un
raisonnement similaire,[r1, r1]⋄ [r2, r2] = [Inf(r1 ⋄ r2),Sup(r1 ⋄ r2)]. [r1, r1] ⊆ [r1, r3] et [r2, r2] ⊆ [r2, r4],
donc[r1, r1] ⋄ [r2, r2] ⊆ [r1, r3] ⋄ [r2, r4]. Ainsi,[Inf(r1 ⋄ r2),Sup(r1 ⋄ r2)] ⊆ [Inf(r1 ⋄ r2),Sup(r3 ⋄ r4)]. Par
conséquent,Sup(r1 ⋄ r2) � Sup(r3 ⋄ r4). Nous pouvons donc conclure que sir1 � r3 et r2 � r4, alors
Inf(r1 ⋄ r2) � Inf(r3 ⋄ r4) etSup(r1 ⋄ r2) � Sup(r3 ⋄ r4). �

Montrons tout d’abord que la transformation estcorrectepour lesRCQC .

Proposition 10 SoitN unRCQC défini sur(B,�). SiN est cohérent alorsTC(N ) est satisfiable.

Preuve PosonsN = (V,Q) unRCQC cohérent défini sur(B,�). SiN est cohérent, alors il admet un
scénario cohérentS = (V,Q′) tel queS ⊆ N et pour toutvi, vj ∈ V, aveci 6= j, Q′

(vi,vj)
= {sij}.

Nous définissons une interprétationµ deTC(N ) telle que, pour toutvi, vj ∈ V, aveci 6= j, et pour
chaque relation atomiquer ∈ B :

– si r � Q′
(vi,vj)

alorsµ([r � Q(vi,vj)]) = 1, sinonµ([r � Q(vi,vj)]) = 0 ;

– siQ′
(vi,vj)

� r alorsµ([Q(vi,vj) � r]) = 1, sinonµ([Q(vi,vj) � r]) = 0.

PuisqueS est un scénario deN , nous avonsr−ij � sij � r+ij , avecQ(vi,vj) = [r−ij , r
+
ij ]. Par conséquent,

µ satisfait la formuleTALO
SAT (N ). De plus,sij ∈ B et (B,�) est un treillis, il s’ensuit que les propriétés

d’infimum, supremum et transitivité sont vérifiées. Donc lesformulesTI

SAT(N ) etTII

SAT(N ) sont satis-
faites parµ. Aussi,sij = s−1

ji et nous savons que sir1 � r2 alors r−1
2 � r−1

1 . Par conséquent, la propriété

d’inverse est vérifiée et la formuleTIII

SAT
(N ) est satisfaite parµ.

Montrons que la propriété de composition faible est vérifiée. PuisqueS est cohérent, il est⋄-cohérent.
Nous avons doncsij ∈ [sik ; sik] ⋄ [skj ; skj] pour touti, j, k ∈ [1 ; n]. Ainsi, Inf(sik ⋄ skj) � sij �
Sup(sik ⋄ skj). Pour toutr1, r2 ∈ B, si r1 � sik et r2 � skj alors Inf(r1 ⋄ r2) � Inf(sik ⋄ skj) par la
proposition 9. Il s’ensuit queInf(r1 ⋄ r2) � sij. De même, pour toutr1, r2 ∈ B, si sik � r1 et skj � r2
alorsSup(sik ⋄skj) � Sup(r1 ⋄ r2) par la proposition 9. Nous avons doncsij � Sup(r1 ⋄ r2). La formule
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TIV

SAT(N ) est donc satisfaite parµ. Par conséquent,µ est un modèle de la formuleTC(N ). Ainsi,TC(N )
est satisfiable. �

Pour montrer que la transformation estcomplète, nous exploitons la définition de la transformation
inverse.

Proposition 11 SoientN unRCQC etµ un modèle deTC(N ). TC
−1(µ) est unRCQC ⋄-fermé.

Preuve SoientN = (V,Q) un RCQC et µ un modèle satisfaisantTC(N ). PosonsN ′ = (V,Q′) le
RCQC vérifiantN ′ = TC

−1(µ) et montrons queN ′ est⋄-fermé.
Considéronsvi, vj , vk ∈ V, et posonsQ′

(vi,vj)
= [r−ij ; r+ij ], Q

′
(vi,vk)

= [r−ik ; r+ik] et Q′
(vk ,vj)

=

[r−kj ; r+kj]. Montrons que[r−ij ; r
+
ij ] ⊆ [r−ik ; r+ik] ⋄ [r

−
kj ; r+kj]. Par définition deN ′, nous savons[r−ik �

Q(vi,vk)] ∈ µ et [r−kj � Q(vk ,vj)] ∈ µ, ainsi que[Q(vi,vk) � r+ik] ∈ µ et [Q(vk ,vj) � r+kj] ∈ µ. Puisqueµ

satisfait la propriété de composition faible, nous pouvonsaffirmer que[Inf(r−ik ⋄ r
−
kj) � Q(vi,vj)] ∈ µ et

[Q(vi,vj) � Sup(r+ik ⋄ r
+
kj)] ∈ µ. Par la définition de la formuleTALO

SAT , [r−ij � Q(vi,vj)] ∈ µ et [Q(vi,vj) �

r+ij ] ∈ µ. Puisqueµ vérifie la propriété de transitivité,[r−ij � Q(vi,vj)] et [Inf(r−ik ⋄ r
−
kj) � Q(vi,vj)],

respectivement[Q(vi,vj) ∈ r+ij] et [Q(vi,vj) � Sup(r+ik ⋄ r
+
kj)], sont mutuellement satisfaits si et seulement

si Inf(r−ik⋄r
−
kj) � r−ij , respectivementr+ij � Sup(r+ik⋄r

+
kj). Ainsi,Inf(r−ik⋄r

−
kj) � r−ij � r+ij � Sup(r+ik⋄r

+
kj),

donc[r−ij ; r
+
ij] ⊆ [Inf(r−ik)r

−
kj ; Sup(r

+
ik ⋄ r

+
kj)]. Or, [r−ik ; r

+
ik]⋄ [r

−
kj ; r

+
kj] = [Inf(r−ik ⋄ r

−
kj) ; Sup(r

+
ik ⋄ r

+
kj)],

nous pouvons déduire que nous avons[r−ij ; r+ij] ⊆ [r−ik ; r+ik] ⋄ [r
−
kj ; r+kj]. Pour toutvi, vj , vk ∈ V,

Q′
(vi,vj)

⊆ Q′
(vi,vk)

⋄Q′
(vk ,vj)

.N ′ est donc unRCQ ⋄-fermé. �

Cependant, il est nécessaire de spécifier celle-ci à certains formalismes qualitatifs, pour lesquels la
méthode de fermeture par composition faible est complète pour le problème de la cohérence desRCQC .
Comme énoncé précédemment, l’algèbre des intervalles ou leformalisme qualitatifRCC font parties des
formalismes qualitatifs vérifiant cette propriété. De la proposition 11, nous énonçons le corollaire :

Corollaire 4 SoitN unRCQC pour lequel la méthode de fermeture par composition faible est complète
pour le problème de la cohérence. SiTC(N ) est satisfiable, alorsN est cohérent.

Preuve La preuve est immédiate. PosonsN unRCQC pour lequel la méthode de fermeture par compo-
sition faible est complète pour le problème de la cohérence.SiTC(N ) est satisfiable, alors il est possible
de construire unRCQC N

′ ⋄-fermé. PuisqueN ′ est⋄-fermé, il est également cohérent par hypothèse.
Or,N ′ ⊆ N par la proposition 8. Par conséquent,N est cohérent. �

Pour ces formalismes spécifiques, la transformationTC est donc correcte et complète pour le pro-
blème de la cohérence desRCQC .

Proposition 12 SoitN unRCQC . Si la méthode de fermeture par composition faible est complète pour
la cohérence desRCQC, alorsN est cohérent si et seulement siTC(N ) est satisfiable.

Preuve Dans le sens « si », supposons queN soit cohérent. D’après la proposition 10, nous pouvons
affirmer queTC(N ) est satisfiable. Dans le sens « seulement si », supposons queTC(N ) admet un
modèleµ. D’après le corollaire 4, nous pouvons affirmer queN est cohérent. �

Remarquons que la transformationTC sur unRCQC peut être effectuée en temps polynomiale dans
la taille duRCQC et que la formule obtenue est une formule de Horn. La transformation est correcte et
complète pour le problème de la cohérence desRCQC , il est possible de répondre en temps polynomiale
à la cohérence d’unRCQC en passant par la transformation définie. Ce résultat rejoint évidemment les
nombreuses études ayant démontré la traitabilité de l’ensemble des relations convexes.

Nous pouvons maintenant étendre les résultats obtenus pourlesRCQC au cadre général desRCQ.
Pour cela, nous posons une proposition permettant de faire le lien entreRCQC etRCQ.
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Proposition 13 SoientN unRCQ etN ′ unRCQC tel queN ′ ⊆ N , et pour toutvi, vj ∈ V, Q(vi,vj) =

[r−1 ; r+1 ]∪ . . . ∪ [r
−
k ; r+k ] etQ′

(vi,vj)
= [r−l ; r+l ] avecl ∈ [1 ; k]. SiTC(N

′) est satisfiable alorsTC(N )
est satisfiable.

Preuve Tout d’abord, rappelons quevars(TC(N
′)) = vars(TC(N )). Posonsµ′ un modèle deTC(N

′),
et vi, vj ∈ V, aveci 6= j. Par définition deTC , puisqueN etN ′ sont construits sur un même forma-
lisme qualitatif, les formulesTC(N

′) et TC(N ) ne diffèrent que des clauses obtenues parTALO
SAT . Par

conséquent,µ′ est un modèle deTI

SAT(N
′) ∧ TII

SAT(N
′) ∧ TIII

SAT(N
′) ∧ TIV

SAT(N
′) et il existe un modèle

µ deTI

SAT(N ) ∧ TII

SAT(N ) ∧ TIII

SAT(N ) ∧ TIV

SAT(N ) tel que, pour toutvi, vj ∈ V et pour toutr ∈ B,
[r � Q(vi,vj)] ∈ µ si et seulement si[r � Q′

(vi,vj)
] ∈ µ′. De plus, par définition deTALO

SAT
sur un

RCQC, TALO
SAT

(N ′) est une formuleCNF ne contenant que des clauses unitaires. En particulier,µ′ satis-
fait [r−i � Q

′
(vi,vj)

]∧ [Q′
(vi,vj)

� r+i ]. Or,Q(vi,vj) = [r−1 ; r+1 ]∪ . . .∪ [r
−
k ; r+k ] etQ′

(vi,vj)
= [r−l ; r+l ] avec

l ∈ [1 ; k].TALO
SAT (N ) est une formuleDNF pour laquelle il existe un cube tel[r−l � Q(vi,vj)]∧[Q(vi,vj) �

r+l ]. PuisqueN ′ ⊆ N , [r−l � Q′
(vi,vj)

] ∈ µ′ et [Q′
(vi,vj)

� r+l ] ∈ µ′, nous pouvons affirmer que si

[r−l � Q(vi,vj)] ∈ µ et [Q(vi,vj) � r+l ] ∈ µ, alors µ satisfait [r−l � Q(vi,vj)] ∧ [Q(vi,vj) � r+l ]. Donc,

pour toutvi, vj ∈ V et r ∈ B, µ′ satisfaitTALO
SAT

(N ′) et il existe un modèleµ satisfaisantTALO
SAT

(N ). En
conséquence, siTC(N

′) est satisfiable alorsTC(N ) est satisfiable. �

La transformation d’unRCQN est basée sur un découpage des relations complexes en sous-relations
convexes. Nous pouvons donc étendre ces propositions au casgénéral desRCQ en utilisant le découpage.

Proposition 14 SoitN unRCQ. Si la méthode de la fermeture par faible composition est complète pour
lesRCQC alorsN est cohérent si et seulement siTC(N ) est satisfiable.

Preuve Posons pour toutvi, vj ∈ V, aveci 6= j, la contrainteQ(vi,vj) = [r−1 ; r+1 ] ∪ . . . ∪ [r−k ; r+k ]

aveck un entier et pour toutl ∈ [1 ; k], r−l , r
+
l ∈ B. Dans le sens « si ». SiN est cohérent, alors il

admet un sous-RCQ N ′ = (V,Q′) cohérent tel que, pour toutvi, vj ∈ V, Q′
(vi,vj)

est définie par une

relation [r−l ; r+l ] avecl ∈ [1 ; k] issue du découpage deQ(vi,vj). De la proposition 10, puisqueN ′

est cohérent, nous savons queTC(N
′) est satisfiable, et par la proposition 13,TC(N ) est également

satisfiable. Dans le sens « seulement si ». Posons un modèleµ satisfaisantTC(N ). Nous savons, pour
chaque contrainteQ(vi,vj) ∈ Q, qu’il existe un entierl ∈ [1 ; k] tel queµ satisfait la conjonction
[r−l � Q(vi,vj)] ∧ [Q(vi,vj) � r+l ]. En définissantN ′ = (V,Q′) par Q′

(vi,vj)
= [r−l ; r+l ], nous obtenons

unRCQC tel queN ′ ⊆ N , dont la transformationTC(N
′) est satisfaite parµ. Par conséquent, d’après

la proposition 12,N ′ est cohérent. Et doncN est également cohérent. Nous pouvons donc conclure que
N est cohérent si et seulement siTC(N ) est satisfiable. �

Dans le cas deRCQ, la transformationTC est correcte et complète pour décider de la cohérence d’un
RCQ.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini une transformation desRCQ en logique propositionnelle en
exploitant un ordre partiel sur les relations atomiques du formalisme qualitatif utilisé, permettant de
décrire une structure de treillis. Cette structure apparaît pour de nombreux formalismes, tels que l’algèbre
des intervalles ou le formalismeRCC parmi les plus connus, et permet la caractérisation de classes
traitables, telle que la classe convexe. En axiomatisant les propriétés du treillis, nous proposons une
transformation polynomiale en temps, basée sur le découpage des relations duRCQ en relation convexe.
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Dans le cadre desRCQ convexes, nous montrons que la formule obtenue est une formule de Horn, que
nous pouvons construire, reconnaître et décider en temps polynomial dans la taille duRCQ. Pour lesRCQ
en général, exhiber un modèle de la formule résultant de notre transformation permet de caractériser un
sous-RCQ convexe. En restreignant notre étude au cadre des formalismes qualitatifs pour lesquels la
méthode de fermeture par composition faible est correcte etcomplète pour le problème de la cohérence
desRCQ convexes, nous prouvons que la transformationTC est correcte et complète pour décider de la
cohérence d’unRCQ.

Pour poursuivre cette étude, nous souhaitons étendre ce cadre à d’autres classes traitables, notamment
la classe des préconvexes qui est un sur-ensemble de la classe des convexes, afin d’obtenir un découpage
plus faible des relations complexes duRCQ. Cette approche présente un inconvénient pratique qui résulte
de la taille de la formule propositionnelle obtenue. Les mêmes propriétés sont définies sur tout couple
ou triplet de variables. Comme pour la transformation proposée précédemment (Chapitre 6), il nous
semble intéressant d’orienter les recherches vers la compilation des connaissances ou encore vers le cadre
SMT (SAT modulo theory), permettant une représentation plus compacte. Nous entrevoyons également
la possibilité d’adapter cette approche aux transformations desRCQ vers lesRCD, pour bénéficier de la
compacité desRCD et des outils algorithmiques développés dans ce cadre.
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Chapitre 7

Du problème CSP qualitatif au problème
CSP
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7.1 Introduction

De nombreuses transformations vers le cadre propositionnelle ont été présentées. L’un des inconvé-
nients majeurs réside dans la taille de la formule propositionnelle résultante. LesRCD offrent un cadre
intéressant, avec des outils algorithmiques performants et une compacité de la représentation des infor-
mations. Le cadre que nous introduisons ici vise à faire l’analogie entre la microstructure d’unRCQ et
la microstructure duRCD, et de modéliser la propriété de composition faible du cadrequalitatif. Pour
réaliser cela, chaque contrainte qualitative duRCQ est modélisée par une variable duRCD, et chaque
relation complexe décrivant la contrainte est modélisée par le domaine de la variable associée. Ainsi,
à unRCQ est associé unRCD unique et, en particulier, à un scénario est associé unRCD atomique.
Pour vérifier la cohérence locale duRCQ, nous considérons la composition faible comme une contrainte
entre les relations atomiques, et nous modélisons la table de composition du formalisme qualitatif étudié
en une contrainte entre les valeurs. Nous montrons ainsi le lien entre la méthode de la fermeture par
composition faible et cohérence d’arcs généralisée. Cependant, nous devons nous restreindre à certains
formalismes qualitatifs, pour lesquels la méthode de fermeture par composition faible permet de vérifier
la cohérence d’un scénario.

Dans ce chapitre, nous proposons et étudions une transformation desRCQ vers lesRCD. Dans un
premier temps, nous définissons le lien entre les microstructures, dont nous vérifions la cohérence en
décrivant la table de composition du formalisme qualitatifétudié par une contrainte duRCD. Cette ap-
proche nous permet ensuite de faire le lien entre différentes formes de cohérence locale.
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7.2 Définition de la transformation

Pour répondre au problème de la cohérence d’unRCQ, l’approche par recherche exhaustive s’attache
à énumérer l’ensemble des scénarios et à vérifier leur cohérence. Nous souhaitons pouvoir modéliser
l’ensemble de ces scénarios à l’aide d’unRCD Pour cela, l’approche la plus naturelle consiste à caracté-
riser le lien entreRCQ atomique etRCD atomique. Cependant, il faut garantir la cohérence locale de ce
scénario, c’est-à-dire que celui-ci soit⋄-cohérent. Par conséquent, la propriété de faible composition doit
être modélisée dans leRCD et, pour cela, nous utilisons la table de composition du formalisme qualitatif
utilisé.

L’approche la plus naturelle consiste à associer une variable xij ∈ X duRCD à la relation de chaque
contrainte qualitativeQvi,vj du RCQ pour toutvi, vj ∈ V. Ainsi, à chaque valeurr ∈ Dxij du RCD

est associée une relation atomiquer ∈ Qvi,vj
6. Par conséquent, il est nécessaire d’imposer la contrainte

d’identité sur toute variablexii ∈ X , la contrainte d’inverse sur tout couple de variables(xij, xji) ∈
X ×X et la composition faible sur tout triplet de variables(xij , xik, xkj)X

3. Cependant, nous souhaitons
manipuler desRCQ normalisés et caractériser un scénario cohérent. Nous imposons donc les contraintes
d’identité et d’inverse implicitement, en nous restreignant à l’ensemble des variablesxij telle quei < j.
Ainsi, xii représente la relation identité, et puisque pour toutvi, vj ∈ V, Q(vj ,vi) = Q(vi,vj)

−1, nous
pouvons déduire les valeurs du domaine dexji à partir des valeurs du domaine dexij .

Définition 87 (TDCN(N )) SoitN = (V,Q) un RCQ construit sur un formalismeF de relations ato-
miquesB, avec|V| = n. TDCN(N ) est la transformation deN permettant de définir unRCD P =
(X ,D, C) tel que :

– pour toutvi, vj ∈ V, avec1 ≤ i < j ≤ n, est introduite la variablexij ∈ X telle queDxij =
Q(vi,vj) ;

– pour toutvi, vj , vk ∈ V, avec1 ≤ i < j < k ≤ n, nous introduisons une contrainte ternaire
c(xij ,xik,xkj) définie parc(xij ,xik,xkj) = {(c, a, b) ∈ B

3 : c ∈ a ⋄ b}.

Ainsi, le RCD possède
(

n
2

)

variables, et la taille du plus grand domaine est|B|, dans le pire des
cas. Les contraintes duRCQ sont liées par la table de composition faible. Chaque contrainte duRCD
correspond donc à un triplet de contraintes qualitatives duRCQ, afin de modéliser la propriété de faible
composition. LeRCD est donc composé de

(

n
3

)

contraintes ternaires. Le nombre de tuples de chaque
contrainte duRCD est fonction du formalisme qualitatif et de la table de composition. Dans le pire des
cas, il est de3|B|. La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) dans le pire des cas pour
appliquer la transformationTDCN est doncO(3|B|n3) (resp.O(|B|)). TDCN est donc une transformation
polynomiale en temps dans la taille duRCQ. Le tableau 7.1 récapitule les dimensions duRCD résultant
de la transformationTDCN dans le pire des cas.

Dimension Complexité
N unRCQ TDCN(N ) unRCD Temps Espace

Variables
Nombre n

(

n
2

)

O(n2|B|) |B|
Taille des domaines ∞ |B|

Contraintes
Nombre

(

n
2

) (

n
3

)

O(n3|B|3) |1|Arité 2 3

Nombre de tuples B 3|B|

TABLE 7.1 – Dimensions duRCD et complexité algorithmique pour appliquer la transformation TDCN

6. Remarquons que nous pouvons nous abstraire du sens mathématiques des relations atomiques deB, puisque celles-ci
sont associées à une valeur discrète dans leRCD, représentée par le symbole de la relation atomique.
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7.3 Propriétés liées à la transformation

7.3.1 Transformation inverse

Notre transformation définie, nous pouvons faire la corrélation entreRCQ atomique etRCD ato-
mique. Plus spécifiquement, entre scénario et instanciation complète. Pour cela, définissons dans un
premier temps la transformationinverse, que nous dénoteronsTDCN

−1.

Définition 88 (TDCN
−1) SoientN = (V,Q) unRCQ construit sur un formalismeF , tel que|V| = n,

etP = (X ,D, C) unRCD tel queP ⊆ TDCN(N ). TDCN
−1(P) est leRCQ N ′ = (V,Q′) construit sur

F défini par :
– pour toutvi ∈ V : Q′

(vi,vi)
= {id} ;

– pour toutvi, vj ∈ V aveci < j : Q′
(vi,vj)

= Dxij ;

– pour toutvi, vj ∈ V aveci < j : Q′
(vj ,vi)

= Q′
(vi,vj)

−1.

Cette transformation n’est évidemment pas définie sur toutRCD, mais sur l’ensemble desRCD qui
peuvent être obtenus par la transformationTDCN. Cela permet de conserver un formalisme qualitatif
correctement défini. La transformation inverse permet d’énoncer quelques propositions qui peuvent être
prouvées trivialement par construction.

Proposition 15 SoitN unRCQ.

a) N = TDCN
−1(TDCN(N )) ;

b) siN est atomique alorsTDCN(N ) l’est aussi ;

c) siP ⊆ TDCN(N ) alorsTDCN
−1(P) ⊆ N ;

d) siN ⊆ N ′ alorsTDCN(N ) ⊆ TDCN(N
′).

7.3.2 Complétude

L’objectif principal de la transformation est de permettrede répondre au problème de la cohérence
d’un RCQ à l’aide d’unRCD. Dans un premier temps, nous pouvons affirmer que la transformation est
correcte, c’est-à-dire que toute solution duRCQ est bien associée à une solution duRCD.

Proposition 16 SoientN unRCQ etP = TDCN(N ). SiN est cohérent alorsP est cohérent.

Preuve SoientN = (V,Q) unRCQ etTDCN(N ) unRCD P = (X ,D, C).
SiN est cohérent alors il existe un scénario cohérentS = (V, Q′) deN . Pour toutvi, vj , vk ∈ V

avec1 ≤ i < k < j ≤ n, posonsQ′
(vi,vj)

= {sij}, Q′
(vi,vk)

= {sik} etQ′
(vk ,vj)

= {skj}. Puisque
S est cohérent, alorsS est ⋄-fermé. Donc pour toutvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i < k < j ≤ n :
(sij, sik, skj) ∈ TC. Par construction, puisqueS ⊆ N , sij ∈ Dxij pour tout1 ≤ i < j ≤ n. Par
conséquent, il est possible de construire une instanciation complèteI deP telle queI(xij) = sij. Ainsi,
(I(xij),I(xik),I(xkj)) = (sij , sjk, skj) est un tuple de la table de composition. Pour tout1 ≤ i < k <
j ≤ n : (I(xij),I(xik),I(xkj)) ∈ c(xij ,xik,xkj). I satisfait chaque contrainte deP, elle est donc une
solution deP. Par conséquent,P est cohérent. �

Cependant, bien que la transformation soit correcte, celle-ci n’est pascomplètedans le cas général.

Propriété 12 SoientN unRCQ etP = TDCN(N ). SiP est cohérent alors il existe un scénarioS ⊆ N
⋄-cohérent.
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Preuve SoientN = (V,Q) unRCQ etP = (X ,D, C) = TDCN(N ) unRCD.
Si P est cohérent alors il existe une solutionI telle que, pour tout1 ≤ i < k < j ≤ n,

(I(xij),I(xik),I(xkj)) ∈ c(xij ,xik,xkj). À partir deI, il est possible de construire un scénarioS =

(V,Q′), avecS ⊆ N , tel queQ′
(vi,vj)

= {I(xij)}, mais égalementQ′
(vj ,vi)

= Q′
(vi,vj)

−1 etQ′
(vi,vi)

=

{id}, pour toutvi, vj ∈ V. Pour démontrer la⋄-cohérence du scénarioS, procédons par cas. Dans
un premier temps, posons trois variables distinctesvi, vj , vk ∈ V telle que1 ≤ i < j < k ≤
n. Puisque(I(xij),I(xik),I(xkj)) est un tuple de la table de composition, nous savons qu’il existe
di, dj , dk ∈ D tels que(di, dj) ∈ Q′

(vi,vj)
, (di, dk) ∈ Q′

(vi,vk)
et(dk, dj) ∈ Q′

(vk ,vj)
, et(di, di) ∈ Q′

(vi,vi)
,

(dj , dj) ∈ Q′
(vj ,vj)

, (dk, dk) ∈ Q′
(vk,vk)

. S est donc cohérent pour tout triplet de variables distinctes.

DoncQ′
(vi,vj)

⊆ Q′
(vi,vk)

⋄ Q′
(vk ,vj)

, pour toutvi, vj , vk ∈ V telle que1 ≤ i < k < j ≤ n. Par la
proposition 1, puisque le scénario est normalisé, nous pouvons affirmer qu’il est⋄-cohérent pour tout
vi, vj , vk ∈ V. �

Remarquons que la preuve illustre la transformation inverseTDCN
−1 permettant à une instanciation

d’un RCD obtenu parTDCN d’associer un scénario unique. De plus, cette preuve exprime la raison pour
laquelle il n’est pas nécessaire de transformer l’ensembledes contraintes duRCQ en RCD, c’est-à-
dire pourquoi seules les contraintes orientées sur les couples de variables distinctes sont nécessaires. À
partir des contraintes orientées et en faisant l’hypothèseque leRCQ est normalisé, le résultat peut être
généralisé à tout couple de variables par la proposition 1.

Nous pouvons donc formuler une hypothèse sur le formalisme qualitatif utilisé, assurant à chaque
scénario⋄-cohérent d’être cohérent.

Corollaire 5 SoitN unRCQ construit dans un formalisme qualitatifF . Si la ⋄-cohérent est complète
pour décider de la cohérence d’un scénario, alorsN est cohérent si et seulement siTDCN(N ) est cohé-
rent.

Pour de nombreux formalismes qualitatifs, ce corollaire peut être exploité. Ainsi, nous avons une
transformation correcte et complète pour décider de la cohérence d’unRCQ. Nous pouvons utiliser les
algorithmes de résolution et les techniques d’inférences du cadre desRCD pour décider de la cohérence
d’un RCQ.

7.3.3 Cohérence locale

Le second objectif de la transformation est de mettre en évidence les liens entre les techniques d’in-
férence du cadre discret et du cadre qualitatif. En particulier, nous faisons le rapprochement entre la
composition faible desRCQ et les formes de cohérences locales desRCD.

Proposition 17 SoitN unRCQ ⋄-fermé.N etTDCN(N ) sont(0, 3)-cohérent.

Preuve PosonsN = (V,Q) un RCQ fermé par composition faible. Nous savons que pour tout1 ≤
i, j, k ≤ n, Q(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk ,vj). Notamment, il existerij ∈ Q(vi,vj), rik ∈ Q(vi,vk) et rkj ∈
Q(vk ,vj) telles querij ∈ rik ⋄ rkj.

Dans un premier temps, montrons queN est(0, 3)-cohérent. Par définition de la composition faible,
il existe des valeursdi, dj , dk ∈ D telles que(di, dj) ∈ rij , (di, dk) ∈ rik et (dk, dj) ∈ rkj. Par la
définition d’inverse d’une relation,rji ∈ Q(vj ,vi), rki ∈ Q(vk ,vi) et rjk ∈ Q(vj ,vk) et donc(dj , di) ∈ rji,
(dk, di) ∈ rki et (dj , dk) ∈ rjk. Enfin, (di, di) ∈ Q(vi,vi), (dk, dk) ∈ Q(vk ,vk) et (dj , dj) ∈ Q(vj ,vj)

puisqueQ(vi,vi) = Q(vk,vk) = Q(vj ,vj) = id. Par conséquent, siN est ⋄-fermé, alors il existe une
instanciation cohérente deN de taille3. DoncN est(0, 3)-cohérent.
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Pour montrer queP = (X ,D, C) = TDCN(N ) est (0, 3)-cohérent, considérons trois variables
xij, xik, xkj ∈ X tel que1 ≤ i < k < j ≤ n. PuisqueN est⋄-fermé, nous avonsrij ∈ rik ⋄ rkj avec
rij ∈ Dxij , rik ∈ Dxik etrkj ∈ Dxkj , et donc(rij , rik, rkj) ∈ c(xij ,xik,xkj). SiN est⋄-fermé, alors il existe
une instanciation cohérente deTDCN(N ) de taille 3 pour tout triplet de variablesxij, xik, xkj ∈ X .
TDCN(N ) est donc(0, 3)-cohérent. �

Proposition 18 SoitN unRCQ ⋄-fermé construit sur un formalisme qualitatif.TDCN(N ) est fermé par
3-cohérence forte.

Preuve SoientN = (V,Q) un RCQ ⋄-fermé etP = (X ,D, C) = TDCN(N ) un RCD. TDCN(N ) est
fermé par3-cohérence forte si et seulement si il est(0, 1)-fermé,(1, 1)-fermé et(2, 1)-fermé :

(0, 1)-fermeture :N est⋄-fermé, il est⋄-cohérent. Pour toutvi, vj ∈ V, Q(vi,vj) 6= ∅. Par consé-
quent,Dxij 6= ∅ pour toutxij ∈ X . TDCN(N ) est donc fermé par cohérence de nœuds.

(1, 1)-fermeture : Considéronsvi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i < k < j ≤ n. Pour toutrij ∈ Q(vi,vj),
il existe rik ∈ Q(vi,vk) (resp.rkj ∈ Q(vk ,vj)) tel que(rij , rik, r) ∈ TC (resp.(rij , r, rkj) ∈ TC)
quelle que soitr ∈ B. De même, pour toutrik ∈ Q(vi,vk), il existe rij ∈ Q(vi,vj) (resp. rkj ∈
Q(vk,vj)) tel que(rij , rik, r) ∈ TC (resp.(r, rik, rkj) ∈ TC) quelle que soitr ∈ B. Enfin, pour
tout rkj ∈ Q(vk ,vj), il existerij ∈ Q(vi,vj) (resp.rik ∈ Q(vi,vk)) tel que(rij , r, rkj) ∈ TC (resp.
(r, rik, rkj) ∈ TC) quelle que soitr ∈ B. Pour toutrij ∈ Q(vi,vj), rik ∈ Q(vi,vk) et rkj ∈ Q(vk ,vj)

avec1 ≤ i < k < j ≤ n, la transformationTDCN définit rij ∈ Dxij , rik ∈ Dxik et rkj ∈ Dxkj

respectivement. Par conséquent,xij , xik, xkj ∈ X sont fermés parGAC pour tout1 ≤ i < k <
j ≤ n. Et doncTDCN(N ) est fermé parGAC.

(2, 1)-fermeture : Considéronsvi, vj , vk ∈ V pour tout 1 ≤ i < k < j ≤ n. Considérons
vi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i < k < j ≤ n. N est ⋄-fermé etN est un graphe complet. Par
conséquent, pour toutrij ∈ Q(vi,vj), rik ∈ Q(vi,vk), il exister ∈ B tel que(rij , rik, r) ∈ TC. Par
la transformationTDCN, pour toutrij ∈ Dxij et rik ∈ Dxik tels que(rij , rik, r) ∈ c(xij ,xik,xkj .
xij, xik ∈ X avec1 ≤ i < k < j ≤ n sont fermés par cohérence de chemins. De même, pour
tout rij ∈ Q(vi,vj), rkj ∈ Q(vk ,vj), il exister ∈ B tel que(rij , r, rkj) ∈ TC. Par TDCN, pour tout
rij ∈ Dxij et rkj ∈ Dxkj tels que(rij , r, rkj) ∈ c(xij ,xik,xkj . xij, xkj ∈ X avec1 ≤ i < k < j ≤ n
sont fermés par cohérence de chemins. Enfin, pour toutrik ∈ Q(vi,vk), rkj ∈ Q(vk ,vj), il existe
r ∈ B tel que(r, rik, rkj) ∈ TC. Donc, parTDCN, pour toutrik ∈ Dxik et rkj ∈ Dxkj tels que
(rik, r, rkj) ∈ c(xij ,xik,xkj . xik, xkj ∈ X avec1 ≤ i < k < j ≤ n sont fermés par cohérence
de chemins. Par conséquent,xij, xik, xkj ∈ X sont fermés par cohérence de chemins pour tout
1 ≤ i < k < j ≤ n. TDCN(N ) est donc fermé par cohérence de chemins.

TDCN(N ) est donc(0, 1)-fermé, (1, 1)-fermé et(2, 1)-fermé. Nous concluons queTDCN(N ) est
fermé par3-cohérence forte. �

En particulier, nous mettons en avant la cohérence d’arcs qui est la forme de cohérence locale des
RCD qui nous intéresse particulièrement, puisqu’elle est la plus utilisée en pratique.

Corollaire 6 SoitN unRCQ ⋄-fermé.TDCN(N ) estGAC.

Dans le cadre desRCD, nous savons que toute instanciation complète est une solution si et seulement
si elle vérifie la cohérence d’arcs généralisée. Du corollaire 6, nous pouvons donc déduire que siN est
un scénario⋄-fermé alorsTDCN(N ) est unRCD atomique cohérent. Cependant, notre approche consiste
à transformer leRCQ enRCD afin d’appliquer les techniques d’inférences desRCD. Il est donc plus
intéressant de montrer la propriété dans ce sens.

Proposition 19 SoitN unRCQ. SiTDCN(N ) est fermé parGAC alorsN est⋄-fermé.
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Preuve SoientN = (V,Q) unRCQ etP = (X ,D, C) = TDCN(N ) unRCD fermé parGAC. Posons
vi, vj , vk ∈ V avec1 ≤ i, j, k ≤ n.

Dans un premier temps, posonsi < k < j. PuisqueTDCN(N ) est fermé parGAC, pour toute relation
rij ∈ Dxij , ∃τ ∈ c(xij ,xik,xkj) ∩ π({xij , xik, xkj}) telle queτ [xij ] = rij. Par conséquent, il existe un
tuple (rij , rik, rkj) tel querik ∈ Dxik et rkj ∈ Dxkj . Par la transformation, puisquerik ∈ Q(vi,vk) et
rkj ∈ Q(vk,vj), alors rij ∈ Q(vi,vk) ⋄Q(vk ,vj). Puisque cela est vrai pour toutrij ∈ Dxij , alorsQ(vi,vj) ⊆

Q(vi,vk)⋄Q(vk ,vj), pour tout1 ≤ i < k < j ≤ n. De même, puisqueQ(vi,vj)
−1 ⊆ (Q(vi,vk) ⋄Q(vk,vj))

−1,
alorsQ(vj ,vi) ⊆ Q(vj ,vk) ⋄ Q(vk ,vi). Par conséquent,Q(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk ,vj), pour tout1 ≤ j <
k < i ≤ n

Par un raisonnement similaire, posons maintenantrik ∈ Dxik avec i < j < k. TDCN(N ) est
fermé parGAC, il existe doncrij ∈ Dxij et rkj ∈ Dxkj , tel que(rij , rik, rkj) ∈ c(xij ,xik,xkj). Par
la transformation, nous savons que(rij , rik, rkj) ∈ TC et par l’inverse de la composition faible nous
pouvons déduire(rik, rij , rkj−1). Puisquerij ∈ Q(vi,vj) et rkj−1 ∈ Q(vj ,vk), nous avonsrik ∈ Q(vi,vj) ⋄
Q(vj ,vk). Ce raisonnement étant vrai pour toutrik ∈ Dxik , doncQ(xi,xk) ∈ Q(xi,xj) ⋄ Q(xj ,xk). Par la
définition de l’inverse d’une relation,Q(xi,xk)

−1 ∈ Q(xi,xj) ⋄Q(xj ,xk)
−1, doncQ(xk,xi) ∈ Q(xk,xj) ⋄

Q(xj ,xi). Par conséquent,Q(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk ,vj), pour tout1 ≤ i < j < k ≤ n et pour tout
1 ≤ k < j < i ≤ n.

Toujours par le même procédé, en nous appuyant surrkj ∈ Dxkj aveci < j < k, nous pouvons
montrer queQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk)⋄Q(vk ,vj), pour tout1 ≤ j < i < k ≤ n et pour tout1 ≤ k < i < j ≤ n.

Supposons maintenant quei = j < k. Les relations sont doncQ(vi,vj) = Q(vj ,vi) = {id}. De
plus, nous savons que pour toutr ∈ B, id ⊆ r ⋄ r−1. DoncQ(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄ Q(vk,vj) pour tout
1 ≤ i = j < k ≤ n et, par l’inverse, nous pouvons déduire pour tout1 ≤ k < i = j ≤ n. Il est facile
de voir que cela est également vrai pouri = k, j = k et i = j = k.

Par conséquent,Q(vi,vj) ⊆ Q(vi,vk) ⋄Q(vk,vj), pour tout1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n.N est donc fermé par
faible composition. �

La figure 7.1 illustre les différents liens entre lesRCD et lesRCQ en exploitant la propriété 19. No-
tamment la possibilité d’appliquer un algorithme de fermeture parGAC surTDCN(N ), afin d’obtenir un
RCQ ⋄-fermé par la transformation inverse. Nous pouvons ainsi imaginer une adaptation des algorithmes
de fermeture par cohérence d’arcs utilisé pour lesRCD pour développer de nouveaux algorithmes de fer-
meture par faible composition desRCQ. Il est intéressant de voir que les algorithmes de recherchede
typeMAC dans le cadre desRCD permettent de maintenir la⋄-fermeture duRCQ correspondant.

N P

N ′ P ′

TDCN

GAC

TDCN
−1

⋄-fermeture

FIGURE 7.1 – La⋄-fermeture en passant par lesRCD.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une transformation permettant d’exploiter la puissance des
outils algorithmiques développés dans lesRCD, afin d’apporter une nouvelle vision de la cohérence
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locale dans lesRCQ. Les domaines desRCQ étant infinis, nous nous tournons vers l’ensemble des
relations atomiques, qui lui est fini. L’approche consiste àassocier unRCD unique à chaqueRCQ, et en
particulier à associer une instanciation complète à chaquescénario. La transformation est relativement
peu coûteuse en temps et en espace, d’autant que la représentation desRCD permettent de partager une
même relation pour toutes les contraintes, pour la majoritédes algorithmes de recherche modernes, pour
lesquels il n’y a pas de modifications des contraintes en cours de recherche. Puisque la seule contrainte
desRCQ est définie par la table de composition, nous avons la possibilité de ne manipuler qu’une seule
relation. Les propriétés de la transformation sont intéressantes. Lorsque la⋄-cohérence est complète
pour décider de la cohérence d’un scénario, la transformation proposée est correcte et complète pour
décider de la cohérence desRCQ. Cette transformation naturelle associe parfaitement la microstructure
de chaque représentation, ce qui nous permet de comparer lestechniques de cohérence locale. Ainsi,
la fermeture par cohérence d’arcs généralisée appliquée à un RCD obtenu par notre transformation est
équivalente à la fermeture par composition faible appliquée sur leRCQ initial.

Dans [WESTPHAL & W ÖLFL 2009], les auteurs proposent une étude comparative de la perfor-
mance des algorithmes de diverses approches pour la résolution desRCQ. Les algorithmes pour les
RCQ [GANTNER et al.2008], du cadre propositionnel [PHAM et al.2008], et du cadre discret par notre
transformation [CONDOTTA et al. 2006a] sont comparés sur plusieurs algèbres qualitatives (RCC8, al-
gèbre des intervalles,etc). Les résultats montrent que la transformation enRCD peut s’avérer être plus
performante, notamment pour des formalismes qualitatifs où la table de composition est grande. Ce qui
laisse entrevoir l’intérêt d’adapter les algorithmes desRCD vers lesRCQ.

Nos perspectives s’orientent évidemment vers la possibilité d’adapter de nombreuses formes de co-
hérences locales desRCD dans le cadre desRCQ. De nombreuses approches s’appuient sur la cohérence
d’arcs, telles que les algorithmes de recherches ou la cohérence d’arcs de singletons. Des techniques d’in-
férences telle que l’analyse de conflits s’appuient sur le maintien de la cohérence d’arcs pour diriger la
recherche ou faire de l’apprentissage. Outre l’adaptationde techniques d’inférences, nous pouvons éga-
lement imaginer d’autres types de transformations, basés sur la définition des classes traitables dans les
RCQ. En effet, nous voyons une facilité de manipulation d’unRCQ au travers de la transformation vers
lesRCD. Nous avons mentionné la possibilité de ne maintenir qu’uneseule table de composition dans le
RCD, cependant il peut être intéressant de pouvoir manipuler latable de compositions. Cette approche
n’est pas réalisable dans le cadre desRCQ, puisque le cadre se concentre sur un formalisme qualitatif
bien défini. Cependant, nous pourrions mettre en évidence des sous-ensembles de la table de composition
qui ne sont pas utiles ou des sous-ensembles traitables. Nous pouvons également entrevoir une nouvelle
forme de relaxation des contraintes, notamment par la relaxation de la table de composition.
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Chapitre 8

Relaxation de contraintes qualitatives
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8.1 Introduction

La représentation d’un problème permet d’exploiter les outils mathématiques et informatiques afin
de répondre à la satisfiabilité de celui-ci. Pour de nombreuxformalismes, montrer l’incohérence d’un
problème conduit à des domaines connexes au problème de la satisfiabilité, tels que la détection de la
source de l’incohérence et la restauration de la cohérence.La source de l’incohérence d’un problème est
liée aux contraintes qui le décrivent. En nous appuyant sur la transformation desRCQ vers lesRCD, nous
proposons un cadre facilitant la preuve de l’incohérence deproblèmes de nature temporelle ou spatiale,
par la relaxation de contraintes qualitatives. Pour cela, nous relaxons localement la table de composition
du formalisme qualitatif sur certaines contraintes duRCQ. Une telle manipulation n’est pas réalisable
dans le cadre desRCQ. Cette approche par relaxation est incomplète pour déciderde la cohérence d’un
RCQ dans le cas général. Si la relaxation d’unRCQ est incohérente, alors leRCQ est incohérent. Dans
le cadre qualitatif, la relation totale est la relation de cardinalité la plus grande, et elle vérifie des pro-
priétés particulières. La relation totale étant absorbante pour l’opération de composition faible, nous
faisons l’hypothèse que celle-ci peut être relaxée sans trop nous éloigner des résultats d’un algorithme
de recherche complet. Nous proposons une forme de relaxation de la contrainte la plus permissive du
formalisme qualitatif utilisé. La relation totale est également une relation faisant partie de nombreuses
classe traitables. En nous appuyant sur ce fait, nous proposons un algorithme de recherche complet en
exploitant la relaxation.

Dans ce chapitre, nous définissons une méthode de relaxationoriginale en exploitant le cadre des
RCD. Dans un premier temps, nous définissons la transformation incomplète desRCQ vers lesRCD
pour décider de la cohérence d’unRCQ. Nous complétons ensuite la méthode en exploitant les classes
traitables, puis nous présentons quelques résultats expérimentaux.
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8.2 Relaxation

8.2.1 Transformation incomplète

La relaxation d’un réseau de contraintes est un processus consistant à modifier les contraintes afin de
leur autoriser plus qu’elles ne le permettent initialement.

Définition 89 (Relaxation) SoitP un réseau de contraintes. La relaxation deP est un réseau de contraintes
P ′ tel queP ⊑ P ′.

Nous donnons ici une définition globale, valable pour lesRCD ou lesRCQ. La relaxation peut être
exploitée dans plusieurs cadres, tels que la détection de sources d’incohérence d’un problème, la restau-
ration de sa cohérence ou simplement pour faciliter la preuve de l’incohérence. Dans cette étude, nous
utilisons la relaxation pour faciliter la preuve de l’incohérence de certains problèmes difficiles.

Propriété 13 SoientP un réseau de contraintes etP ′ une relaxation deP. SiP ′ est incohérent, alorsP
est incohérent.

La preuve est évidente puisque, par définition de la relaxation, nous avonsP ⊑ P ′. Par conséquent,
prouver l’incohérence deP ′ permet de prouver l’incohérence deP. Notons cependant qu’exploiter la
relaxation n’est pas un processus complet pour le problème de la cohérence desRCQ. Dans notre cadre,
nous souhaitons faciliter la preuve de l’incohérence de problèmes de nature temporelle ou spatiale. Par
conséquent, nous souhaitons appliquer la relaxation sur desRCQ construits sur divers formalismes qua-
litatifs. Cependant, pour qu’il y ait un intérêt à la relaxation, il faut qu’il soit plus facile de prouver
l’incohérence deP ′, que de prouver l’incohérence deP. Il est donc nécessaire de s’appuyer sur des
critères prédéfinis afin d’assurer que le processus de relaxation facilite la résolution. Par exemple, en
caractérisant des critères basés sur une analyse structurelle duRCQ.

L’un des critères que nous souhaitons imposer est lié à la cardinalité des relations des contraintes
qualitatives. La contrainte totale (ou contrainte universelle) exprime que toute relation atomique peut être
choisie pour la construction d’un scénario. En pratique, sile nombre de contraintes totales est fort, alors le
problème est trivialement satisfiable puisque les contraintes sont d’une grande permissivité. Si le nombre
de contraintes totales est faible, alors le problème est trivialement insatisfiable puisque celui-ci est sur-
contraint. Entre les deux, il existe une catégorie de problèmes très difficiles, face auxquels les algorithmes
et les technologies modernes sont impuissants [NEBEL 1997]. Et l’une des causes de cette difficulté est
liée à un choix, durant la recherche, parmi toutes les relations atomiques du formalisme qualitatif. Ce
qui peut occasionner un espace de recherche à évaluer considérable. Pour cette raison, nous souhaitons
faciliter la résolution de ce type de problèmes, en relaxantla contrainte totale. Le second critère est
de maximiser la précision de la réponse à l’incohérence, c’est-à-dire de s’approcher des résultats d’une
approche complète. Intuitivement, il existe un compromis entre précision de la réponse à l’insatisfiabilité
et rapidité de la preuve de l’incohérence. Il est clair que plus la relaxation appliquée est forte, plus la
précision de l’approche est faible. En d’autres termes, plus il y a de contraintes permissives, plus la
probabilité de prouver l’insatisfiabilité alors que leRCQ ne l’est pas augmente. Au contraire, plus la
relaxation est faible et plus nous nous approchons de la méthode complète. La précision est donc plus
élevée, mais il peut être difficile de prouver l’insatisfiabilité.

Par définition de la relaxation, si une contrainte est universelle, alors elle ne peut être relaxée. Pour
proposer un moyen de relaxer les contraintes totales, nous pouvons relaxer la contrainte globale des
formalismes qualitatifs : la table de compositions. Si les contraintes totales ne sont plus soumises à la
composition faible ou soumises à une forme affaiblie, alorselles sont relaxées. Cependant, nous ne pou-
vons pas réaliser cette approche dans le cadre desRCQ, reposant sur un formalisme qualitatif bien défini.
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Pour exploiter la relaxation dans lesRCQ et pour manipuler la table de compositions sans réinventer le
cadre desRCQ, nous utilisons une généralisation de notre transformation TDCN desRCQ vers lesRCD.

Définition 90 (T−R
DCN

(N )) SoitN = (V,Q) un RCQ construit sur un formalismeF de relations ato-
miquesB etR ∈ 2B une relation complexe.T−R

DCN
(N ) est unRCD défini parP = (X ,D, C) tel que :7

– pour toutvi, vj ∈ V, avec1 ≤ i < j ≤ n, siQ(vi,vj) 6= R, alors la variablexij ∈ X telle que
Dxij = Q(vi,vj) est introduite ;

– pour touti, j, k, avec1 ≤ i < k < j ≤ n, si xij , xik, xkj ∈ X , alors nous introduisons une
contrainte ternairec(xij ,xik,xkj) définie parc(xij ,xik,xkj) = {(c, a, b) ∈ B

3 : c ∈ a ⋄ b}.

La définition deT−R
DCN

est très proche de la définition deTDCN. Il est évident queT−R
DCN

est équi-
valent àTDCN lorsqueR = ∅. Elle diffère uniquement de certaines contraintes qualitatives qui ne sont
pas modélisées en tant que variable : ainsi une variablexij n’est pas modélisée parT−R

DCN
car toutes les

contraintes qui l’implique sont universelles. Par conséquent, elles ne sont pas sousmises à la table de
compositions mais une contrainte universelle dans leRCD. Pour ne pas être si radical, nous pourrions
juste utiliser une table de composition plus permissive. Lechoix de la manipulation desRCQ par la
transformation vers lesRCD offre l’avantage de conserver la compacité de la représentation, et d’exploi-
ter les algorithmes de recherche et les techniques d’inférence du cadre discret. Remarquons que si nous
voulons trouver l’équivalence à cette approche par relaxation directement sur leRCQ, il est nécessaire de
n’appliquer aucune modification à toute relationQ(vi,vj) telle queQ(vi,vj) = R, ni même de la prendre en
compte dans les opérations de compositions. Or, unRCQ est un graphe complet qui doit vérifier la com-
position faible. Il est donc nécessaire de passer outre le formalisme qualitatif en définissant de nouvelles
propriétés ou d’adapter les algorithmes de recherche spécifiquement dans ce cadre.

Dans la suite, nous supposerons que la relaxation est appliquée auxRCQ normalisés qui ne sont pas
trivialement incohérents, et nous supposons que l’ensemble 2B est stable par inverse.

Proposition 20 SoitN unRCQ. SiN est cohérent alorsT−R
DCN

(N ) est cohérent.

Preuve ConsidéronsN = (V,Q) un RCQ cohérent avec|V| = n. PuisqueTDCN est correcte, nous
pouvons affirmer queTDCN(N ) admet une solutionI. Posonsvi, vj ∈ V aveci < j. Nous définissons
X ⊆ X tel queX = {xij ∈ X : Q(vi,vi) 6= R}, et l’instanciationIX ⊆ I, telle queIX(xij) = I(xij)
pour toutxij ∈ X . Pour tout tripletxij , xik, xkj ∈ X3 avec1 ≤ i < k < j ≤ n, nous savons que
(I(xij),I(xik),I(xkj)) ∈ TC, par conséquent(IX(xij),IX(xik),IX(xkj)) ∈ TC. Toute contrainte
deT−R

DCN
(N ) est satisfaite parIX , nous concluons queT−R

DCN
(N ) est cohérent. �

La relaxation en passant par lesRCD permet de sortir du cadre bien défini desRCQ et d’autoriser
localement la relaxation de la table de compositions par unecontrainte universelle dans leRCD. Pour
réaliser cela, nous choisissons la relaxation de la relation totale :T−ψ

DCN
Bien qu’il semble contre-intuitif

de relaxer une contrainte très permissive, ce choix est motivé par des critères énoncés précédemment,
mais également par plusieurs caractéristiques de cette relation. Comme énoncé précédemment, nous
souhaitons nous approcher de la complétude d’un algorithmede recherche exhaustive. Pour cela, nous
savons que la relation totale est l’élément absorbant pour l’opération de composition. Nous pouvons
donc supposer que la relaxation de la propriété de composition pour la relation totale a un impact moins
important sur la complétude, par rapport à la relaxation d’autres relations complexes. Notre hypothèse est
que la contrainte totale possède la probabilité la plus faible d’apparaître dans un sous-RCQ incohérent.

7. Remarquons que la définitionT−R

DCN
peut être définie pour un sous-ensemble{R1, . . . ,Rk} ⊆ 2B plutôt que pour une

relationR ∈ 2B. Cependant, nous nous concentrerons dans cette étude sur larelation d’une seule relation complexe.
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Par conséquent, nous minimisons les risques de relaxer une contrainte faisant partie d’un sous-RCQ

incohérent.

Les figures 8.2 et 8.3 illustrent la transformation d’unRCQ (Figure 8.1) enRCD, avec et sans re-
laxation. CeRCQ construit sur l’algèbre des intervalles est insatisfiable,car il impose l’ordre «v1 avant
v2 avantv4 », mais également «v1 aprèsv3 aprèsv4 ». La transformation classique parTDCN modélise
la table de composition pour chaque triplet de variables discrètes (Figure 8.2). Pour la transformation
par relaxationT−ψ

DCN
, la variablex2,3 n’est pas définie. Ce que nous pouvons considérée comme : toutes

contraintes ternaires qui impliquentx2,3 sont universelles. Par conséquent la variablex2,3 n’est pas ap-
parente (Figure 8.3). Trivialement, les deuxRCD sont insatisfiables. Cependant, l’espace de recherche à
évaluer pour prouver l’incohérence deT−ψ

DCN
(N ) est plus réduit que celui deTDCN(N ).

v1

v2 v3

v4

{b} {a}

{b, a}

ψ

{b} {a}

FIGURE 8.1 –RCQN insatisfiable construit sur le formalisme d’Allen

ψ

x2,3

b

x1,2

b

x2,4

a

x3,4

a

x1,3
b a

x1,4

FIGURE 8.2 –TDCN(N )

b

x1,2

b

x2,4

a

x3,4

a

x1,3
b a

x1,4

FIGURE 8.3 –T−ψ
DCN

(N )

8.2.2 Transformation inverse et complétion de l’approche

Dans la transformationTDCN, nous avons défini une transformation inverse, appliquée entemps
polynomiale, permettant à toute solution d’associer un scénario cohérent. Dans notre cadre, la transfor-
mation par relaxation est incomplète pour le problème de la cohérence. Par conséquent, si leRCD obtenu
parT−R

DCN
est cohérent, nous ne pouvons pas décider de la cohérence duRCQ associé. Cependant, nous

pouvons exploiter le travail accompli par l’algorithme de recherche sur leRCQ relaxé.
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Définition 91 (T+R
QCN

(P)) SoientN = (V,Q) unRCQ etP = (X ,D, C) unRCD tel queP = T−R
DCN

(N )

avecR ⊆ 2B. SoitP ′ ⊑ P, la transformationT+R
QCN

(P ′) est leRCQ défini parN ′ = (V,Q′) tel que :
– pour toutvi ∈ V : Q′

(vi,vi)
= {id} ;

– pour toutvi, vj ∈ V aveci < j : si Q(vi,vj) ∈ R alorsQ′
(vi,vj)

= Q(vi,vj), sinonQ′
(vi,vj)

= Dxij ;

– pour toutvi, vj ∈ V aveci > j : Q′
(vj ,vi)

= Q′
(vi,vj)

−1.

Pour toutN un RCQ, la transformationT+R
QCN

s’applique donc à tout sous-RCD deT−R
DCN

(N ). En

particulier,T+R
QCN

s’applique au sous-RCD atomique deT−R
DCN

(N ), que nous pouvons associée à une
solution.

Proposition 21 SoientN unRCQ etI une solution deP = T−R
DCN

(N ) : T+R
QCN

(P|I) ⊑ N .

La preuve est triviale et suit la définition 91. Cette proposition donne l’idée de l’approche utilisée
pour compléter notre approche. Puisque nous pouvons affirmer que siT+R

QCN
(P|I) est cohérent alorsN

l’est également. Par conséquent, nous pouvons exploiter les solutions deT−R
DCN

(N ), afin de définir une
approche complète. Nous définissons un algorithme permettant de répondre à la cohérence d’unRCQ en
utilisant la relaxation.

L’algorithme 13 présente la recherche de la cohérence d’unRCQ en passant par la relaxation définie.
À partir d’un RCQ N , nous définissons unRCD P par la transformationT−R

DCN
. La première étape

consiste alors à déterminer une solution deP. Cette approche peut être réalisée par un algorithme de type
recherche en profondeur d’abordDFS. S’il n’existe pas de solution, alorsP est incohérent, et doncN
est incohérent. Dans le cas contraire, nous exploitons la solution deT−R

DCN
afin de construire un nouveau

RCQ par la transformationT+R
QCN

. Si ceRCQ est cohérent, alorsN l’est aussi. Sinon, nous cherchons
une nouvelle solution deP. Pour cela, nous supposons que l’algorithmeDFS retourne les solutions deP
incrémentalement, à partir d’une solution qui lui est fournie. Celui-ci permet donc d’énumerer l’ensemble
des solutions deT−R

DCN
N .

Algorithme 13: Algorithme de recherche par relaxation
Entrées: N = (V,Q) unRCQ
Sorties: Oui siN est cohérent, Non sinon

1 début
2 P = T

−R

DCN
(N )

3 solution← DFS(P , ∅)
4 tant que (solution existe) faire
5 si (Recherche( T

+R

QCN
(Solution)) = ⊤) alors

6 retourner Oui

7 solution← DFS(P , Solution)

8 retourner Non

Proposition 22 L’algorithme 13 est correct et complet.

Preuve SiT−R
DCN

(N ) est insatisfiable, alorsN est insatisfiable puisqueT−R
DCN

(N ) ⊑ N . Si pour toute
solutionI deT−R

DCN
(N ), le RCQ T+R

QCN
(I) est incohérent, alorsN est incohérent. Posons maintenant

I une solution deP = T−R
DCN

(N ) et S un scénario cohérent deT+R
QCN

(P|I). T
+R
QCN

(P|I) ⊑ N par la
proposition 21, doncS est également un scénario cohérent deN . L’algorithme est donc complet.
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Enfin, supposons queN admette un scénario cohérentS. La transformationTDCN est correcte pour
le problème de la cohérence, donc il existe une solutionI deP = TDCN(N ) associée àS. Par consé-
quent, il existe une solutionI ′ deP ′ = T−R

DCN
(N ) associée àS qui est une restriction deI. Par définition,

S ⊆ N et doncS ⊆ T+R
QCN

(P|I′). S est donc un scénario cohérent deT+R
QCN

(I ′). L’algorithme est donc
correct. �

Cette approche peut être intéressante pour prouver l’incohérence, cependant il est facile de voir que
si le RCQ initial est cohérent, alors l’arbre de recherche développépar notre algorithme est au moins
aussi grand que l’arbre de recherche développé par un algorithme de recherche classique. En effet, sup-
posons unRCQ N cohérent. PosonsI une solution deT−R

DCN
(N ). Si I n’est pas localement cohérente

dansTDCN(N ), I ne peut être associée à un scénario cohérent deN . Par conséquent, l’évaluation de
T+R
QCN

(I) est inutile, et ce sous-réseau deN n’aurait pas été exploré par une approche classique. L’ap-
proche complète ne semble pas efficace pour prouver la cohérence. Cependant, nous pouvons exploiter
les propriétés de certaines algèbres pour l’améliorer.

8.2.3 Exploiter les relations traitables

Pour faciliter la tâche de résolution desRCQ par la méthode complète en utilisant la relaxation, nous
pouvons exploiter les propriétés de certaines algèbres qualitatives, et notamment des classes traitables.
Dans la suite, nous considérons donc les formalismes qualitatifs pour lesquels il existe une classe de
relations traitables. Ainsi, nous pouvons décider de la cohérence d’unRCQ de l’une de ces classes par
un procédé polynomial dans la taille duRCQ. Nous imposons à la classe traitable de contenir au moins
l’ensemble des relations singleton. Par exemple, nous pouvons considérer le cas de l’algèbre des inter-
valles et de la classe des relations convexesC, car{r} ∈ C pour toutr ∈ Bint. Nous appelerons chaque
relation complexe d’une classe traitable unerelation traitable. Pour simplifier, nous supposerons que la
méthode de fermeture par faible composition permet de répondre à la cohérence desRCQ construits sur
ces relations traitables.

Proposition 23 SoientN unRCQ, I une solution deP = T−R
DCN

(N ). SiR est une traitable etT+R
QCN

(PI)
est fermé par composition faible, alorsN est cohérent.

Preuve La preuve est immédiate puisqueT+R
QCN

(PI) est composé deR et de relations singletons. Par

conséquent,T+R
QCN

(I) est unRCQ construit sur un ensemble de relation traitable pour lequella méthode

de⋄-fermeture est complète pour le problème de la cohérence. Donc siT+R
QCN

(I) est⋄-fermé, alors il est
cohérent. DoncN est cohérent. �

En appliquant la relaxation à un ensemble de relations traitables, nous pouvons ainsi faciliter la
vérification de la cohérence par un traitement polynomial. Ainsi, pour toute solutionI deT−R

DCN
(N ),

nous pouvons décider de la cohérence deT+R
QCN

(PI) en temps polynomial dans sa taille. Dans le cas
de l’algèbre des intervalles, nous pouvons exploiter les classes des relations convexes, pointisables et
ORD-Horn qui contiennent les relations singletons. En particulier, la relation totaleψ fait partie de ces
classes de relations traitables.

La figure 8.4 présente une schématisation de l’algorithme derecherche complet exploitant la relaxa-
tion de la relation totale. UnRCQ est fourni en entrée et le résultat est⊤ (pour cohérent) ou⊥ (pour
incohérent). Chaque losange représente une décision caractérisée par une question, et chaque noeud est
un état du problème. LeRCQ en entrée est transformé et relaxé parT

−ψ
DCN

en unRCD. Si celui-ci ne pos-
sède pas de solution, leRCQ est incohérent. Dans le cas contraire, nous utilisons la solution I duRCQ

pour obtenir un nouveauRCQ parT+ψ
QCN

. La cohérence de ceRCQ peut être décidée par⋄-fermeture. S’il
est cohérent, leRCQ initial est cohérent. Sinon, il est incohérent, et nous effectuons la demande d’une
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nouvelle solution pour leRCD. Remarquons qu’en exploitant la propriété 19 du chapitre 7,nous savons
que siT−ψ

DCN
(N ) estGAC, alorsN est⋄-fermé. Par conséquent, nous pouvons éviter l’utilisationde la

transformationT+ψ
QCN

, en intégrant les contraintes relaxées dansT
−ψ
DCN

(N ) et en vérifiant s’il estGAC. Si
c’est le cas, alors leRCQ associé est cohérent.

Entrée :N P Solution ? Sortie :⊥

SolutionIN ′

⋄-fermé ?Sortie :⊤

T
−ψ
DCN

Non

Oui

T
+ψ
QCN

Oui

Non

FIGURE 8.4 – Schema général de résolution d’unRCQ par la relaxation de la relation totale.

8.3 Expérimentations

Pour étudier l’intérêt pratique de notre approche, quelques expérimentations sur la détection de l’in-
satisfiabilité ont été menées sur la transformationT

−ψ
DCN

. Nos expérimentations se limitent à desRCQ

générés aléatoirement dû à l’absence de problèmes qualitatifs structurés. Ils sont générés sur le modèle
A(n, d, s) décrit par Nebel [NEBEL 1997]. Trois paramètres décrivent les caractéristiques d’un RCQ :
n le nombre de variables duRCQ, d le degré moyen des variables duRCQ et s la taille moyenne des
relations duRCQ qui ne sont pas totales. Dans notre cadre, nous maintenons fixe le nombre de variables à
n = 50 et la taille moyenne des relations às = 3, 25 ets = 6, 5, puis nous faisons varier le degré moyen
ded = 0, 01 à d = 0, 99 avec un pas de0, 01. Pour tout triplet de paramètresA(n, d, s), 100 réseaux
de contraintes ont été générés. Les plateformesQAT [CONDOTTA et al.2006b] etAbscon [L ECOUTRE

& TABARY 2006] sont utilisées conjointement pour transformer chaqueRCQ enRCD puis rechercher la
satisfiabilité duRCD résultant de la transformation. Le temps de transformationet résolution a été limité
à20 minutes.

Les expérimentations visent à montrer l’efficacité de la réponse à la insatisfiabilité et la précision
de notre approche, c’est-à-dire le taux de problèmes insatisfiables détectées par rapport à une approche
classique par recherche exhaustive. La première remarque que nous pouvons faire est qu’unRCQ généré
par le modèleA(n, d, s) n’est pas nécessairement fermé par faible composition. Appliquer la fermeture
par faible composition en prétraitements sur cesRCQ peut conduire à réduire certaines relations totales.
Nous comparons donc trois approches : l’approche classiqueavec la transformationTDCN, et deux re-
laxations avec la transformationT−ψ

DCN
, que nous nommeronsrelaxation forteet relaxation faible. À

partir d’unRCQ N , la relaxation forte est définie parT−ψ
DCN

(N ) et la relaxation faible parT−ψ
DCN

(⋄(N ))
où ⋄ est la méthode de fermeture par composition faible. Cela nous permet de visualiser l’impact de
la fermeture par faible composition sur la relaxation appliquée, voire permettre de choisir en relaxation
faible et forte. Intuitivement, la relaxation forte est au moins aussi forte que la relaxation faible. Si le
RCQ initial est fermé par composition faible, les deux relaxations sont identiques.

La première série d’expérimentations a été menée sur des problèmes faciles. La figure 8.3 présente le
nombre deRCQ détectés insatisfiables par les trois approches pour une cardinalité moyenne des relations
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de3.25 (à gauche) et6.5 (à droite). Nous pouvons remarquer que la précision de la relaxation faible est
très proche de l’approche classique, et la précision de la relaxation forte est évidemment plus faible.

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

P
ro

bl
èm

es
 in

sa
tis

fia
bl

es
 d

ét
ec

té
s 

(%
)

A(20, d, 3.25)

Sans relaxation
Relaxation forte

Relaxation faible
 0

 20

 40

 60

 80

 100

 0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35

P
ro

bl
èm

es
 in

sa
tis

fia
bl

es
 d

ét
ec

té
s 

(%
)

A(20, d, 6.5)

Sans relaxation
Relaxation forte

Relaxation faible

FIGURE 8.5 – Nombre deRCQ insatisfiables pourA(50, d, 3.25) etA(50, d, 6.5)

La figure 8.3 présente les temps résolution des problèmes prouvés insatisfiables communément par
la méthode complète et la méthode par relaxation faible. Malgré le faible écart entre les deux approches,
nous pouvons néanmoins entrevoir un gain en temps pour la relaxation faible.
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Ces expérimentations succinctes ne peuvent donner qu’une idée de l’efficacité en précision ou en
temps de résolution sur les problèmes faciles. Pour parfaire notre protocole expérimentale, nous avons
opter pour des paramètres de génération deRCQ aléatoires qui sont plus difficiles à résoudre pour une
approche de résolution classique, sans relaxation.100 réseaux de contraintes qualitatives ont été géné-
rées sur le modèleA(50, 0.65, 9.75). Un algorithme de recherche du typeMAC, pour lequel le temps de
résolution a été limité à20 mn, a permis de montrer que35 RCQ sont satisfiables, que33 sont insatis-
fiables, et l’algorithme n’a pas répondu dans le temps imparti pour32 d’entre elles. Le tableau 8.1 décrit
un comparatif des résultats d’une résolution de typeMAC, de la relaxation forte et de la relaxation faible
sur les65 problèmes qui n’ont pas été prouvées satisfiables. Celui-ciprésente, d’une part, le nombre
deRCQ prouvés satisfiables et insatisfiables, et le nombre deRCQ pour lequel la méthode utilisée ne
permet pas de répondre dans le temps imparti. D’autre part, ce tableau montre le temps de réponses pour
lesRCQ prouvés insatisfiables par l’approche classique et par la relaxation. Tout d’abord, nous pouvons
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constater que les approches par relaxation faible et forte permettent de montrer l’insatisfiabilité de16
RCQ supplémentaires, par rapport à l’approche sans relaxation. De plus, sur les33 RCQ prouvés insatis-
fiables avec et sans relaxations, le temps de réponse des algorithmes et divisés par quatre. Remarquons
que les relaxations faible et forte ont des résultats très proches. Ceci est dû au fait que leRCQ obtenu par
la fermeture par faible composition et très proche duRCQ initial. L’approche semble intéressante pour
montrer l’incohérence de certainsRCQ difficiles à résoudre sans relaxation.

Méthodes Sans relaxation Relaxation forte Relaxation faible
Nombre deRCQ 65 65 65
RCQ satisfiable 0 0 0
RCQ insatisfiable 33 49 49
RCQ sans réponse 32 16 16

Temps total en secondes 14,572 3,765 4,016
Temps moyen en secondes 441,5 114,1 121,7

TABLE 8.1 –65 RCQ générées sur le modèleA(50, 0.65, 9.75) non prouvés satisfiables

Enfin, le tableau 8.2 présente un comparatif des résultats obtenus sur un large panel deRCQ générés
aléatoirement, pour l’approche sans relaxation, notée « SR», et avec relaxation faible.100 RCQ ont été
générés aléatoirement sur le modèleA(50, d, s). Sont présentés dans ce tableau lesRCQ difficiles pour
chaque type de paramètres, dont au moins unRCQ a été résolu par les deux approches et au moins un
RCQ est prouvé insatisfiable.45 paramètres ont donc été retenus, et sur chaque paramètre, nous nous
concentrons sur lesRCQ qui n’ont pas été prouvés satisfiables. Trois critères sont comparés et les résul-
tats globaux pour chaque critère apparaîssent sur la ligneTotal. Le premier critère correspond au nombre
deRCQ non résolus, c’est-à-dire pour lesquels l’algorithme de recherche n’a pas répondu avant le temps
imparti de20 minutes. Nous présentons les résultats pour la Relaxation Faible « RF », l’approche Sans
Relaxation « SR », ainsi que la différence entre les deux « RF-SR ». Nous pouvons ainsi constater que la
relaxation faible permet de résoudre90 RCQ de plus que l’approche sans relaxation. Ce gain est essen-
tiellement dû aux problèmes difficiles pour (s = 0.70, 0.75 et 0.80). Le deuxième critère est le nombre
de problèmes prouvés insatisfiables pour « RF » et « SR ». Nous comparons également la différence entre
les deux approches (« RF-SR »), le nombre deRCQ en commun prouvés insatisfiables par les deux ap-
proches (« RF∩SR »), et la différence entre les résultats de la relaxation faible et le nombre de problèmes
communs (« RF-RF∩SR »). Remarquons que l’approche par relaxation est moins intéressante globale-
ment, puisqu’elle détecte7 problèmes insatisfiables de moins que l’approche classique. Cette perte est dû
principalement aux problèmes les plus faciles (s = 0.55, 0.60 et0.65). Le nombre de problèmes prouvés
insatisfiables communément par les deux approches montre unrésultat intéressant : toutRCQ prouvé
insatisfiable par « SR » l’est également par « RF » pour les problèmes difficiles (s = 0.70, 0.75 et0.80).
En d’autres termes, la relaxation appliquée auxRCQ facilite la preuve de l’incohérence sans l’altérer,
pour ces catégories. Enfin, le dernier critère est le temps moyen de résolution (en secondes) desRCQ

prouvés communément insatisfiables pour « RF » et « SR ». Là encore, le rapport des temps des deux
approches « RF/SR » montre l’avantage d’utiliser la relaxation pour les problèmes difficiles, puisque
« RF » est approximativement deux fois plus rapide que « SR » lorsque le temps moyen de résolution
pour « SR » est de plus de dix secondes. Remarquons particulièrement les résultats pour la catégorie de
problèmes difficiless = 0.80 pour lesquels le gain en temps substantiel. Ce comparatif confirme l’utilité
d’utiliser la relaxation de la relation totale pour prouverl’incohérence desRCQ difficiles en démontrant
la précision de l’approche et l’efficacité de la relaxation pour la preuve de l’incohérence. Cependant, il
existe toujours de nombreux problèmes très difficiles pour lesquelles la relaxation n’est pas assez forte.
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En ce qui concerne l’approche complète par relaxation, les résultats sont très insatisfaisants puisque
aucunRCQ de nos expérimentations n’a été prouvé satisfiable. Pour unRCQ de 50 variables leRCD
obtenu par transformationTDCN contient1225 variables. Même si la moitié a été omise parT

−ψ
DCN

, la
solution obtenue pour leRCQ relaché porte sur600 variables. Par conséquent, le problème vient ici de
la difficulté à corriger cette instanciation si celle-ci n’est pas globalement cohérente. Après avoir inséré
les contraintes relaxées parT+ψ

QCN
, la ⋄-cohérence est vérifiée. Si leRCQ n’est pas⋄-cohérent, nous

analysons la solution suivante, sans apprendre de l’échec de la ⋄-cohérence. Il résulte donc un simple
retour-arrière sur une des600 variables, puis l’approche est réitérée. Cependant, l’erreur peut provenir
de la racine de l’arbre de recherche développé, et il est tropdifficile de remonter à cette cause dans le
temps imparti avec un algorithme de recherche classique, sans apprentissage et sans adapter l’approche.

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un cadre général de relaxation pour le raisonnement qualitatif.
Cette approche est motivée par la détection des sources d’incohérence, la réparation de celles-ci ou
simplement pour faciliter la preuve de l’incohérence. En nous appuyant sur la transformation vers les
RCD, nous avons défini la relaxation de la table de compositions du formalisme qualitatif utilisé. Cette
forme de relaxation permet donc de relaxer la propriété de composition sur tout type de relations du
RCQ. En particulier, nous choisissons de relaxer la table de compositions sur la contrainte totale qui, par
définition, est la contrainte la plus permissive. La précision de l’approche est très intéressante pour les
RCQ difficiles, et le gain en temps est non négligeable. Un algorithme de résolution complet a été proposé
pour le problème de la cohérence desRCQ, tout en intégrant la relaxation. L’utilisation des classes de
relations traitables permet, à partir d’une solution de la relaxation, de vérifier en temps polynomial par
la fermeture par faible composition si celle-ci est globalement cohérente dans leRCQ initial. Cependant,
cette approche présente de très mauvais résultats pratiques en précision de détection de satisfiabilité et
en temps. L’algorithme de recherche classique ne permet pasd’apprendre des erreurs rencontrées par
la fermeture par faible composition, et il est donc difficilede revenir sur des choix non pertinents. Il
serait ainsi intéressant de greffer des améliorations spécifiques à l’algorithme de recherche classique,
notamment la pondération des contraintes et l’apprentissage.

En perspective à ces travaux, nous voyons la possibilité d’exploiter différemment la relaxation, par
la détection ou la réparation d’incohérence. En adaptant cette approche, nous pouvons également pro-
poser une manipulation moins radicale de la table de composition en l’affaiblissant. Il serait également
intéressant d’étudier le comportement des algorithmes d’inférence face à la relaxation de contraintes
particulières. Enfin, il serait intéressant d’étudier l’approche complète, afin d’améliorer les résultats en
greffant certaines améliorations tels que l’analyse de conflits ou l’apprentissage.
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s d
Non résolus Insatisfiables Temps moyen SR∩RF

SR RF SR-RF SR RF RF-SR SR∩RF RF-SR∩RF SR RF RF/SR

0.55 0.20 0 0 0 3 1 −2 1 0 5 10 1.96

0.55 0.25 1 1 0 58 37 −21 37 0 13 6 0.47

0.55 0.30 0 0 0 57 56 −5 56 0 11 6 0.57

0.55 0.35 0 0 0 15 15 0 15 0 3 5 1.4

0.60 0.30 10 10 0 69 38 −31 38 0 52 18 0.34

0.60 0.35 2 2 0 86 84 −2 84 0 21 7 0.35

0.60 0.40 0 0 0 74 74 0 74 0 7 5 0.70

0.60 0.45 0 0 0 40 40 0 40 0 4 5 1.31

0.60 0.50 0 0 0 17 17 0 17 0 3 5 1.62

0.60 0.55 0 0 0 3 3 0 3 0 3 4 1.42

0.65 0.35 24 24 0 37 16 −21 16 0 79 18 0.23

0.65 0.40 9 6 3 90 81 −9 78 3 118 46 0.39

0.65 0.45 0 0 0 97 97 0 97 0 40 10 0.26

0.65 0.50 0 0 0 94 94 0 94 0 8 5 0.65

0.65 0.55 0 0 0 91 91 0 91 0 5 5 1.05

0.65 0.60 0 0 0 67 67 0 67 0 3 5 1.49

0.65 0.65 0 0 0 59 59 0 59 0 3 5 1.58

0.65 0.70 0 0 0 34 34 0 34 0 3 5 1.71

0.65 0.75 0 0 0 12 12 0 12 0 3 6 1.87

0.65 0.80 0 0 0 13 13 0 13 0 3 6 1.99

0.65 0.85 0 0 0 3 3 0 3 0 3 5 1.49

0.65 0.95 0 0 0 1 1 0 1 0 3 6 2.13

0.70 0.45 67 63 4 25 27 2 23 4 364 157 0.43

0.70 0.50 15 6 9 84 93 9 84 9 313 95 0.30

0.70 0.55 0 0 0 99 99 0 99 0 120 30 0.25

0.70 0.60 0 0 0 98 98 0 98 0 36 13 0.37

0.70 0.65 0 0 0 99 99 0 99 0 14 8 0.60

0.70 0.70 0 0 0 99 99 0 99 0 6 7 1.09

0.70 0.75 0 0 0 99 99 0 99 0 4 7 1.53

0.70 0.80 0 0 0 95 95 0 95 0 4 6 1.73

0.70 0.85 0 0 0 91 91 0 91 0 3 6 1.87

0.70 0.90 0 0 0 87 87 0 87 0 3 6 1.99

0.70 0.95 0 0 0 75 75 0 75 0 3 7 2.14

0.75 0.60 75 66 9 24 33 9 24 9 649 280 0.43

0.75 0.65 31 17 14 68 82 14 68 14 590 224 0.38

0.75 0.70 4 0 4 95 99 4 95 4 285 122 0.43

0.75 0.75 0 0 0 99 99 0 99 0 123 54 0.44

0.75 0.80 0 0 0 99 99 0 99 0 57 28 0.50

0.75 0.85 0 0 0 99 99 0 99 0 24 19 0.78

0.75 0.90 0 0 0 99 99 0 99 0 13 14 1.05

0.75 0.95 0 0 0 99 99 0 99 0 9 11 1.34

0.80 0.80 97 91 6 2 8 6 2 6 1132 479 0.42

0.80 0.85 85 72 13 14 27 13 14 13 669 386 0.58

0.80 0.90 50 29 21 49 70 21 49 21 630 434 0.69

0.80 0.95 15 8 7 84 89 5 82 7 514 352 0.69

Total 485 395 90 2802 2798 −7 2708 90 5958 2940 0.49

TABLE 8.2 – Comparaison de la méthode de résolution avec et sans relaxation sur un panel deRCQ
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9.1 Introduction

Lors de nos différentes études des transformations, nous avons cherché à faire le lien entre classes
traitables desRCQ, notamment les relations convexes, et lesRCD. Puisque la fermeture par faible com-
position est complète pour la classe des convexes, cette approche avait pour but de caractériser une
classe de problèmes, potentiellement différentes de la classe traitablerow-convexdesRCD [VAN BEEK

& D ECHTER 1995], pour laquelle la cohérence d’arcs généralisée est suffisante pour décider de la cohé-
rence duRCD. Nous avons émis l’hypothèse que la notion de substituabilité [FREUDER 1991] pouvait
nous conduire vers cette classe particulière. La substituabilité peut prendre deux formes : complète ou
locale. La substituabilité complète est très difficile à détecter, puisque pour vérifier la substituabilité com-
plète d’une valeur par rapport à une autre, il faut énumérer l’ensemble des solutions. La substituabilité au
voisinage est une forme de substituabilité locale, permettant de spécifier que toutes les valeurs en support
avec une première valeur d’une variable, sont également supports avec une seconde valeur de cette va-
riable. Dans ce cas, la première estsubstituablepar la seconde, c’est-à-dire qu’elle peut localement être
remplacée par la seconde. Puisque notre approche consiste àappliquer la cohérence d’arcs généralisée,
nous avons défini laφ-substituabilité.

En nous appuyant sur les algorithmes de recherches modernes, nous avons défini une forme de sub-
stituabilité sur un cadre affectation/propagation. Une valeur est affectée à une variable, puis elle est
propagée à travers les contraintes parφ, ce qui nous permet d’obtenir unRCD. Nous effectuons à nou-
veau ce traitement sur une autre valeur de cette variable afind’obtenir un secondRCD. En comparant
la structure de ceux-ci, nous pouvons affirmer qu’à l’exception de la variable de référence, si le premier
RCD est inclus dans le second, alors la première valeur est substituable à la seconde. La détection de
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cette forme de symétrie faible nous conduit à développer deux approches. L’une est statique, réalisée
en prétraitement et intégrée à l’algorithmeSAC exploitant déjà le cadre affectation/propagation. Nous
utilisons simplement le travail effectué parSAC pour vérifier la substituabilité. L’approche préservée ne
préserve pas l’ensemble des solutions duRCD, mais elle consiste à réduire l’espace de recherche à éva-
luer. L’autre est dynamique, réalisée pendant la rechercheet intégrée à l’algorithmeMAC, s’appuyant
également sur le cadre affectation/propagation. Cette approche est complète, puisqu’elle empêche l’éva-
luation de sous-espaces de recherche prouvés incohérent pour une valeur substituée.

Dans ce chapitre, nous définissons la notion deφ-substituabilité. Nous proposons deux approches,
l’une intégrée àSAC, l’autre intégrée àMAC. Nous réalisons une étude expérimentale sur les deux
approches afin de conclure de l’efficacité de l’approche.

9.2 Substituabilité basée sur la cohérence d’arcs de singletons

9.2.1 Définition et étude de la substituabilité au voisinage

La substituabilité et l’interchangeabilité sont des caractéristiques structurelles des réseaux de contraintes
pouvant être exploitées dans les algorithmes de recherche.Démontrer la substituabilité est difficile
[FREUDER 1991], cependant nous souhaitons exploiter un affaiblissement de ceux-ci. Il existe deux
formes de substituabilité :complèteou locale.

Définition 92 (Substituabilité complète) SoientP = (X ,D, C) unRCD, x ∈ X et deux valeursv, v′ ∈
Dx. v est complètement substituable parv′ si et seulement si pour toute solutionI de P telle que
I(x) = v, il existe une solutionI ′ deP telle queI ′(x) = v′ et I ′(x′) = I(x′) pour toutx′ ∈ X et
x′ 6= x.

Définition 93 (Interchangeabilité complète) SoientP = (X ,D, C) unRCD, x ∈ X etv, v′ ∈ Dx. v et
v′ sont complètement interchangeables si et seulement siv est complètement substituable parv′ etv′ est
complètement substituable parv.

Cette définition donne une idée de la difficulté à déterminer l’interchangeabilité ou la substituabilité
complète de deux valeurs. Dans unRCD P = (X ,D, C), pour toutx ∈ X , montrer quev, v′ ∈ Dx)
sont complètement substituables nécessite d’énumérer l’ensemble des solutions deP contenant(x, v) et
(x, v′), et de comparer la restriction de chacune avec toutes les autres. Cependant, un affaiblissement per-
met de définir une forme de substituabilité et d’interchangeabilité locale dans unRCD [FREUDER1991] :
substituabilité au voisinageet interchangeabilité au voisinage.

Définition 94 (Substituabilité au voisinage) SoientP = (X ,D, C) un RCD, x ∈ X et v, v′ ∈ Dx. v
est substituable au voisinage parv′ si et seulement si, pour toute contraintec ∈ C telle quex ∈ scp(c)
et pour tout tupleτ ∈ c telle queτ [x] = v, il existe un tupleτ ′ ∈ c tel queτ ′[x] = v′ et τ ′[x′] = τ [x′]
pour toutx′ ∈ scp(c) avecx 6= x′.

Dans la suite, nous nous concentrerons sur la substituabilité, que nous privilégierons à l’étude de
l’interchangeabilité car déterminer la substituabilité suffit dans notre cadre. Cette définition se concentre
sur les contraintes impliquant une variable et sur les tuples supports de celles-ci. Si nous étendons cette
définition, nous pouvons définir une forme plus forte de substituabilité au voisinage.

Définition 95 (φ-substituabilité) SoientP = (X ,D, C) unRCD, x ∈ X , v, v′ ∈ Dx etN l’ensemble
de variables composé dex et de son voisinage.v estφ-substituable parv′ si et seulement si, pour chaque
instanciation partielle cohérenteIN telle queIN(x) = v, il existe une instanciation partielle cohérente
I ′N telle queI ′N (x) = v′ etI ′N (x

′) = IN (x
′), pour toutx′ ∈ N etx 6= x′.
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Cette définition se concentre cette fois sur un ensemble de variablesN au voisinage dex, et permet
de déterminer la substituabilité d’instanciations partielles surN . La définition 95 est plus forte que 94,
car elle ne se concentre pas uniquement sur les contraintes entrex est son voisinage, mais elle implique
également les contraintes entre les variables deN . L’objectif est de considérer la substituabilité au voi-
sinage comme une approximation de la substituabilité complète. Par conséquent, plus les instanciations
partielle localement cohérentes se rapprochent d’une instanciation partielle globalement cohérente, plus
l’approximation est intéressante. En nous appuyant sur la définition 95, nous allons utiliser la fermeture
par cohérence locale pour éliminer les incohérences locales afin de caractériser notre forme de substitua-
bilité locale. Dans un premier temps, pour faciliter la compréhension des propositions qui suivent, nous
donnons une définition d’unRCD pour lequel nous faisons omission d’une variable. Ceci nouspermettra
de ne pas traiter la variable pour laquelle nous recherchonsdes valeurs substituables localement.

Définition 96 (P \ x) SoitP = (X ,D, C) unRCD et x ∈ X . La suppression de la variablex dansP
est unRCD P \ x = (X ′,D′, C′) définit par :

– X ′ = X \ {x} ;
– D′ = {D′

x′ : x
′ 6= x ∧Dx′ = Dx} ;

– C′ = {c ∈ C : x 6∈ scp(c)}.

Définition 97 (φ-substituabilité) SoientP = (X ,D, C) un RCD, x ∈ X , v, v′ ∈ Dx, et φ un algo-
rithme de fermeture par cohérence locale.v estφ-substituable parv′ si et seulement siφ(P|x=v) \ x ⊑
φ(P|x=v′) \ x.

Proposition 24 SoientP = (X ,D, C) unRCD, deux couplesx ∈ X , v, v′ ∈ Dx, etφ un algorithme de
fermeture par cohérence locale. Siv estφ-substituable parv′ etφ(P|x=v′ ) = ⊥, alorsφ(P|x=v) = ⊥.

Preuve La preuve est immédiate. Supposons quev soitφ-substituable parv′. Par définition,φ(P|x=v) \
x ⊑ φ(P|x=v′) \ x. Donc siφ(P|x=v′) \ x = ⊥ alorsφ(P|x=v) \ x = ⊥. Or, φ(P|x=v′) \ x est issu de
φ(P|x=v′) auquelx a été supprimé, etφ(P|x=v) \ x est issu deφ(P|x=v) auquelx a été supprimé. Par
conséquent, siφ(P|x=v′ ) = ⊥ alorsφ(P|x=v) = ⊥. �

Ce résultat forme le centre d’intérêt de notre contribution. En utilisant un opérateurφ de fermeture
par cohérence locale, nous proposons une approximation de la substituabilité complète :φ-substituabilité.
Cette forme de substituabilité est plus forte que la définition 94. Plutôt que de vérifier chaque instancia-
tion partielle au voisinage d’une variable de référence et de vérifier leur cohérence, nous proposons de
vérifier la microstructure desRCD obtenue après affectation et propagation. Cependant, cette étape ne
nécessite pas de vérifier l’intégralité de la microstructure, puisque nous pouvons nous contenter de vé-
rifier l’état du voisinage de la variable de référence. L’idée générale est d’intégrer notre approche aux
algorithmes de prétraitement et de recherche reposant sur un cadre affectation/propagation.

Nous pouvons remarquer qu’il existe un facteur variable dans notre démarche, puisque nous pouvons
utiliser toute forme de cohérence locale. Plus la forme de cohérence locale utilisée est forte et plus
nous nous approcherons de la substituabilité complète, cependant cette précision à un coût induit par
la complexité algorithmique de la cohérence locale utilisée. Puisque notre objectif est de greffer notre
approche aux algorithmes classiques, nous concentrerons notre étude sur la fermeture par cohérence
d’arcsAC, et sur l’intégration aux algorithmesSAC etMAC.

9.2.2 Substituabilité au prétraitement

Intégration à l’algorithme SAC

Afin de proposer un prétraitement dans lequel est intégré la détection de la substituabilité au voi-
sinage, notre choix se porte naturellement sur l’algorithme SAC. Pour rappel, pourP = (X ,D, C) un
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RCD et une variablex ∈ X , une valeurv ∈ Dx est singleton arc-cohérente(SAC) si et seulement
si AC(P|x=v) 6|= ⊥. La propagation par cohérence d’arcs après l’affectation de chaque couple(x, v)
présente un grand intérêt puisque nous pouvons profiter du filtrage effectué parSAC et y greffer notre
approche. Il est alors facile de faire l’analogie avec le cadre affectation/propagation utilisé pour notre
intégration.

L’algorithme 14 présente l’intégration de notre approche àl’algorithme SAC, que nous nommons
SNS pour «SAC and Neighbouhood Substituability». PourP = (X ,D, C) unRCD, chaque couple va-
riable/valeur(x, v) duRCD est affecté et propagé par cohérence d’arcs. S’il résulte queP est incohérent,
alors le couple ne vérifie pas la cohérence d’arcs de singleton et est supprimé. Dans le cas contraire, nous
vérifions la substituabilité des différents couples. Dans un premier temps, nous sauvegardons l’état du
voisinage, notéEx=v, fonction de la variablex pour la valeurv.

Définition 98 (État du voisinage) SoientP = (X ,D, C) un RCD, x ∈ X et v, v′ ∈ Dx. L’état du
voisinage dex dansAC(P|x=v), notéEx=v, est une application qui, à toutc ∈ C tel quex ∈ c, associe
un ensemble de tuplesτ , tel queτ [x] = v.

Définition 99 (Inclusion d’état du voisinage) SoientP = (X ,D, C) un RCD, x ∈ X et v, v′ ∈ Dx.
Ex=v ⊆ Ex=v′ si et seulement si, pour toute contraintec ∈ C avecx ∈ scp(c) et pour tout tuple
τ ∈ Ex=v(c), il existe un tupleτ ′ ∈ Ex=v′(c) tel queτ ′[x̂] = τ [x̂].

Ainsi, pour toutx ∈ X et v, v′ ∈ Dx avecv 6= v′, si Ex=v ⊆ Ex=v′ alorsv estAC-substituable
par v′. Par conséquent, nous pouvons affirmer, par la proposition 24, que siφ(P|x=v′) ne possède pas
de solutions, alorsφ(P|x=v) n’en possède pas non plus. Par contraposée, siφ(P|x=v) possède une solu-
tion alorsφ(P|x=v′ ) en possède également une. Puisque nous nous intéressons au problèmeCSP, nous
pouvons choisir de ne pas parcourir l’espace de recherche associé àφ(P|x=v). Pour cela, nous réfutons
le couple(x, v). De manière analogue, siEx=v′ ⊆ Ex=v, alors(x, v′) est réfuté. La vérification de la
cohérence d’arcs de singletons et de la détection de valeurssubstituables est réitéré jusqu’à ce qu’il n’y
ait plus de réfutations.

De part son intégration,SNS montre clairement qu’il est au moins aussi fort queSAC. Cependant,
SNS ne préserve pas l’ensemble des solutions du réseau de contraintes initial. Les valeurs réfutées ne
sont pas des valeurs globalement incohérentes, elles permettent seulement de faire abstraction d’un sous-
espace de recherche qu’il n’est pas nécessaire de parcourirpour prouver la cohérence d’unRCD. En
d’autres termes, chaque solution duRCD initial peut être liée à une solution duRCD fermé parSNS
La forme de substituabilité locale présentée permet la détection de formes de symétries faibles dans les
RCD. Nous pourrions même faire mention de la substituabilité desous-espace de recherche.

Complexité algorithmique deSNS

L’efficacité en temps et en espace d’un tel calcul d’inclusion des supports dépend directement de
l’arité de la contrainte. Vérifier la substituabilité pour un RCD d’arité r impose de traiter des contraintes
de taille rdr en nombre de valeurs. En supposant, une répartition uniforme dese contraintes sur les
n, chacune est impliquée danse

n
contraintes. La sauvegarde d’un état pour un couple variable/valeur

nécessite donc de maintenire
n
rdr valeurs dans le pire des cas en mémoire. La vérification d’inclusion

d’un état dans un autre est donc réalisée enO(erdr) dans le pire des cas. Cela permet de donner une idée
de la complexité en temps et en espace de l’algorithmeSNS.

En espace, la complexité algorithmique dans le pire des cas est essentiellement fonction des états
à conserver. Pour comparer les états correspondant à chaquevaleur d’une variable,SNS nécessite de
conserverd états, ce qui correspond à une complexité en espace enO(erdr) dans le pire des cas. Pour
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Algorithme 14: Singleton Arc-Consistency and Neighbourhood Substitutability
Entrées: P = (X ,D, C) : unRCD
Sortie : SNS(P)

1 début
2 fini← Non
3 tant que (fini 6= 0) faire
4 fini← Oui
5 Q← {(x, v) ∈ X ×Dx}
6 tant que (Q 6= Oui) faire
7 Choisir etSupprimer (xi, vik ) ∈ Q
8 si (AC(P|(xi,vij

)) = ⊥) alors
9 Supprimer( vij , Dxi

)
10 fini← Oui
11 sinon
12 Sauvegarder( Exi=vij

)

13 pour chaquevik ∈ Dxi
faire

14 si (Exi=vij
⊆ Exi=vik

) alors
15 Supprimer( vij , Dxi

)
16 fini← Non
17 sinon
18 si (Exi=vik

⊆ Exi=vij
) alors

19 Supprimer( vik , Dxi
)

20 fini← Non

21 si (Dxi
= ∅) alors

22 retourner ⊥

23 retourner P

calculer la complexité en temps dans le pire des cas deSNS, il faut tout d’abord considérer que celui-
ci est intégré à l’algorithmeSAC. Tout d’abord, il est possible de noter qu’un traitement esteffectué
pour chaquend couples variable/valeur. À chaque couple est appliqué la cohérence d’arcs généralisé,
la sauvegarde de l’état associé au couple et la comparaison avec les états existants pour une même
variable. Dans le cas général, chaque traitement est effectué enO(erdr). Par conséquent, la complexité
algorithmique en temps dans le pire des cas pour une itération deSNS estO(erndr+1). Or, comme dans
le cadre de l’algorithmeSAC classique, la suppression d’une valeur dans le réseau de contraintes, quelle
que soit la raison, implique une nouvelle itération. Comme le réseau possèdend valeurs, la complexité
algorithmique en temps de l’algorithmeSNS estO(ern2dr+2).

Les complexités algorithmiques en espace et en temps sont élevées du fait de l’arité des contraintes.
Cependant, il faut noter qu’en pratique l’efficacité de l’approche dépend, bien évidemment, des traite-
ments et des structures utilisées. Aussi, puisque cette complexité est fonction de l’arité, il est intéressant
de voir le cas particulier des contraintes binaires, qui peut être considéré comme le cas le plus simple
pourSNS. La complexité algorithmique en espace est enO(ed2) et la complexité algorithmique en temps
estO(en2d4), c’est-à-dire comparable à l’algorithmeSAC classique (non optimal) dans le pire des cas.
Le cas desRCD binaires nous intéresse particulièrement car les états correspondent aux domaines des
variables au voisinage d’une variable, il est donc facile d’optimiser les traitements de sauvegarde des
états et des vérifications d’inclusions. La détection de valeurs substituables au voisinage dans le cadre
d’un prétraitement peut donc s’avérer intéréssante notamment par son intégration facile dans l’algo-
rithmeSAC, permettant d’approfondir leurs capacités en exploitant des traitements systématiques de cet
algorithme.
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9.2.3 Recherche dynamique de la substituabilité

Le développement des différentes étapes de l’approche statique introduit les éléments que nous inté-
grons aux algorithmes de recherche pour la détection de valeurs substituables. La modification constante
du RCD au cours de la recherche permet d’exploiter dynamiquement la substituabilité locale. Dans le
cas d’un algorithme de typeMAC, le maintien de la cohérence d’arcs s’appuie sur un cadre affecta-
tion/propagation, ce qui montre tout de suite la similitudeavecSNS. À chaque affectation d’une variable
x duRCD, l’état du voisinage dex est sauvegardé et permet la vérification de la substituabilité au voisi-
nage de cette variable. Notre approche peut donc se greffer intuitivement, comme dans le cadre statique,
et être appliquée à chaque nœud dans l’arbre de recherche. Cependant, à l’instar deSNS, l’ensemble
des solutions duRCD est préservé. DansSNS, lorsqu’un sous-espace de recherche n’est pas évalué
pour cause de substituabilité locale, alors nous pouvons déduire qu’un autre sous-espace de recherche
sera plus pertinent. Dans le cas de l’intégration dynamique, nous évitons l’évaluation d’un sous-espace
de recherche lorsque celui-ci peut être prouvé incohérent par la substituabilité locale, en exploitant la
proposition 24.

Branchementdway et branchement binaire

ConsidéronsP = (X ,D, C) unRCD. À chaque affectation/propagation d’un couple variable/valeur
(x, v), l’état du voisinageEx=v est conservé. S’il s’avère, queP|x=v est incohérent, le couple doit être
réfuté. Par conséquent, nous associons implicitement l’état du voisinageEx=v à un état incohérent pour
leRCD. Lorsque vient le choix d’affectation de la valeurv′ à la variablex, il suffit de vérifier siEx=v′ ⊆
Ex=v. Si c’est le cas,v′ est substituable localement àv, et puisque l’affectationx = v est globalement
incohérente dansP, alors l’affectationx = v′ est globalement incohérente dansP. Par conséquent, ce
couple est réfuté avant l’évaluation de l’arbre de recherche associé. Ceci constitue la base de notre étude
pour l’intégration dynamique de la substituabilité, et nous pouvons trivialement déduire l’intégration à
un algorithme de typeMAC avec branchementdway (Algorithme 15). Très peu de modifications sont à
apporter à l’algorithme de recherche classique puisque nous maintenons uniquement une liste des valeurs
supprimées, afin de parcourir l’ensemble des états qui leur correspondent et vérifier l’inclusion.

En considérantP le RCD initial, la proposition 24 est vérifiée pour toutP|IX , quelle que soit l’ins-
tanciation partielleIX avecX ⊆ X \ {x}. C’est donc sur ce résultat que repose les algorithmesSNS et
MAC+ NS avec branchementdway. Cependant, la substituabilité prend une dimension plus intéressante
lorsque celle-ci est intégrée à l’algorithmeMAC avec branchement binaire.

Proposition 25 SoientP = (X ,D, C) unRCD tel quex ∈ X et v, v′ ∈ Dx, ainsi queIX une instan-
ciation partielle avecX ⊆ X \ {x}. v estφ-substituable parv′ si et seulement siφ(P|IX∪{x=v}) \ x ⊆
φ(P|x=v′) \ x.

Preuve D’après la proposition 97,v est φ-substituable parv′ si et seulement siφ(P|x=v) \ x ⊑
φ(P|x=v′ ) \ x. Or, quelle que soitIX une instanciation partielle avecX ⊆ X \ {x}, φ(P|IX∪{x=v}) ⊑
φ(P|x=v). Il en résulte queφ(P|IX∪{x=v}) ⊑ φ(P|x=v′). �

La proposition 25 peut ainsi être exploitée pour intégrer laφ-substituabilité aux algorithmes de re-
cherche avec branchement binaire. PosonsP unRCD tel quex ∈ X et v, v′ ∈ Dx, puis posonsIX une
instanciation partielle deP telle quex 6∈ X. Supposons queφ(P|x=v) soit incohérent. En développant
l’arbre de recherche, nous cherchons à déterminer la cohérence deP|IX∪{x=v′} avecv′ 6= v. Si v′ est
φ-substituable parv, alorsφ(P|IX∪(x=v′)) \ x ⊑ φ(P|x=v) \ x. Par conséquent, puisqueφ(P|x=v) est
incohérent,φ(P|IX∪(x=v′)) l’est également. Notons que l’un des avantages de cette approche exploitant
le branchement binaire, est que plus l’instanciationIX est grande, et plus la probabilité d’une inclusion
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Algorithme 15: MAC+ NS avec branchementdway
Entrées: P = (X ,D, C) : un réseau de contraintes
Sortie : P modélise-t-il un problème satisfiable ?

1 début
2 P ′ = GAC(P)
3 si (P ′ = ⊥) alors
4 retourner Non
5 sinon
6 retourner Recherche( P ′)

7 fonction Recherche( P) : Booléen
8 début
9 si (P est atomique) alors

10 retourner GAC(P) est-il cohérent ?
11 sinon
12 Q← ∅
13 x← Choisir une variable dansfutures(X )
14 pour chaque(v ∈ Dx) faire
15 P ′ = GAC(P|(x=v))
16 si (P ′ 6= ⊥) alors
17 SauvegarderEx=v

18 si (∀v′ ∈ Q : Ex=v * Ex=v′) et (Recherche( P ′, X ∪ {x}) répond Oui) alors
19 retourner Oui

20 sinon
21 Q← Q ∪{v}

22 retourner Non

φ(P|IX∪(x=v′)) \ x ⊑ φ(P|x=v) \ x est grande. Par conséquent, il est plus facile de détecter lasub-
stituabilité lorsque la différence des niveaux d’affectations dex = v et x = v′ est grande. De ce fait,
l’impact de la détection de la substituabilité est plus importante pour le branchement binaire que pour le
branchementdway.

L’algorithme 16 présente l’intégration de la détection de la substituabilité à l’algorithmeMAC avec
branchement binaire. Il faut donc conserver les états au voisinage et nous définissons une applicationQ

qui à toute variable associe un ensemble de valeurs, correspondant aux états sauvegardés. Dans l’algo-
rithmeMAC+ NS avec branchementdway, les états sauvegardés dépendent de la variable choisie, ce
qui permet de n’avoir qu’à maintenir un nombre d’états correspondant au nombre de valeurs de cette
variable. Pour le branchement binaire, deux états pour des couples variable/valeur peuvent être comparés
à des niveaux différents, nous devons donc avoir une gestionfine de ceux-ci. L’applicationQ contient
simplement la liste des états à comparer pour vérifier la substituabilité. C’est la seule modification ma-
jeure par rapport à l’intégration effectuée dans l’algorithmeMAC+ NS avec branchementdway. Après
l’affectation et la propagation d’un couple(x, v), nous sauvegardons l’état du voisinage pour ce couple.
Nous vérifions ensuite s’il y a substituabilité avec les valeurs précédemment réfutées, en comparant les
états au voisinage. Si ce n’est pas le cas, l’arbre de recherche associé àx = v est évalué. S’il contient une
solution, alors leRCD est cohérent. Sinon, l’état au voisinageEx=v est donc associé à un état incohérent,
et nous permettons la comparaison avec des états futurs afin de détecter la substituabilité et d’élaguer
l’arbre de recherche. La valeurv est ensuite réfutée et l’algorithme se poursuit de manière classique.

Notons que le cas du branchementdway n’est autre qu’un cas particulier du branchement binaire.
Comme nous l’avons évoqué précédemment, détecter les valeurs substituables dans le cas deMAC+ NS

avec branchement binaire a un impact plus important qu’avecbranchementdway. Cependant, cet avan-
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Algorithme 16: MAC+ NS avec branchement binaire
Entrées: P = (X ,D, C) : un réseau de contraintes
Sortie : P modélise-t-il un problème satisfiable ?

1 début
2 Q← ∅
3 P ′ ←GAC( P)
4 si (P ′ = ⊥) alors
5 retourner Non
6 sinon
7 retourner Recherche( P ′, Q)

8 fonction Recherche( P , Q) : Booléen
9 début

10 si (P est atomique) alors
11 retourner Oui
12 sinon
13 x← Choisir une variable dansfutures(X )
14 v ← Choisir une valeur dansDx

15 P ′ ← GAC(P|x=v)
16 si (P ′ 6= ⊥) alors
17 SauvegarderEx=v

18 si (∀v′ ∈ Q (x) : Ex=v * Ex=v′) alors
19 si (Recherche( P ′, Q) répond Oui) alors
20 retourner Oui
21 sinon
22 Q (x)← Q (x) ∪{v}

23 P ← GAC( P|x 6=v)
24 si (P = ⊥) alors
25 retourner Non
26 sinon
27 Aller à l’instruction : 10

tage a un coût en mémoire.

Complexité

Afin de calculer la complexité algorithmique de notre approche dynamique, nous n’étudions pas la
complexité globale des algorithmesMAC+ NS avec branchement binaire ou dway, mais nous calculons
uniquement la complexité algorithmique en temps et en espace de la phase de détection de la substitua-
bilité.

Pour la complexité algorithmique en espace dans le pire des cas, nous devons séparer les cas des
branchements binaire etdway. Dans le cas du branchementdway, nous conservonsd − 1 états du
voisinage dans le pire des cas. Par conséquent, la complexité en espace est enO(erdr). Dans le cas
du branchement binaire, nous pouvons supposer qu’il y ait eun × (d − 1) réfutations effectuées, et
donc autant d’états sauvegardés.MAC+ NS avec branchement binaire requiert un espace enO(enrdr).
L’approche exploitant le branchementdway possède donc l’avantage de l’espace.

La détection de la substituabilité durant la recherche est appliquée à chaque affectation durant la
recherche. Nous calculons donc la complexité algorithmique en temps dans le pire des cas de la détection
de la substituabilité pour une affectation. Le pire des cas correspond à la réfutation ded − 1 valeurs du
domaine de tailled, ce qui induitd − 1 vérification d’inclusion des états. Puisque chaque comparaison
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nécéssite le parcours dee(r − 1)dr−1 valeurs, la complexité algorithmique en temps dans le pire des
cas pour vérifier la substituabilité d’une valeur du domained’une valeur estO(erdr)). Notons que ce
résultat est identique pour les approches exploitant le branchement binaire et le branchementdway.

Pour donner un ordre d’idée sur le cas binaire, la complexitéen espace dans le pire cas estO(end2)
(resp.O(ed2)) pour le branchement binaire (resp.dway) et la complexité en temps dans le pire des cas
estO(ed2) pour déterminer si la valeur a affecté peut être substituée.Comme pourSNS, le cas desRCD
binaires nous intéresse fortement car la complexité algorithmique en temps est proche de celle de la
vérification de la cohérence d’arcs. Malgré l’avantage donné àMAC+ NS avec branchementdway en
terme d’espace, nous choisissons d’étudier principalement MAC+ NS avec branchement binaire.

9.3 Expérimentations

Avant de développer les différents cadres étudiés précédemment, quelques petites précisions sur le
protocole expérimental. Celui-ci est divisé en deux parties : l’étude de l’approche statiqueSNS et l’étude
de l’approche dynamiqueMAC+ NS avec branchement binaire, que nous noteronsns+dual. Chaque
approche a été comparée à son homologue dit « de base », c’est-à-dire sans détection de substituabilité
au voisinage (respectivementSAC et dual). Les expérimentations ont été réalisées dans le cadre binaire
essentiellement. Le cas des instances d’arités supérieures montrent des lacunes en ce qui concernent
la complexité en espace. L’implémentation a été réalisée enJAVA à l’aide de la plateformeAbscon
[L ECOUTRE& TABARY 2006] développé auCRIL, et les expérimentations ont été menées sur un pro-
cesseur Xéon3GHz avec1Go deRAM. Les problèmes utilisées sont ceux de la troisième compétition
internationale de solveursCSP réalisée en 2008 (http ://cpai.ucc.ie/08/). Les problèmes sont divisées en
quatre catégories : les contraintes en extension ou en intention, ainsi que les problèmes satisfiables ou
insatisfiables. Le temps de résolution a été limité à20 minutes et la mémoire à900Mo.

9.3.1 Intégration statique

Pour donner un aperçu des performances de l’intégration statique, nous appliquonsSNS en pré-
traitement du problème, puis nous tentons la résolution à l’aide d’un algorithmeMAC classique. Nous
comparons cette approche avec le prétraitementSAC et le même algorithmeMAC pour la résolution. Le
tableau 9.1 présente les résultats de la résolution de tous les problèmes binaires. Dans celui-ci, chaque
tableau représente une catégorie de problème. Nous comparons, pour chaque approche, le nombre de
problèmes résolus, le temps de résolution total en seconde,le nombre de problèmes touchées par notre
prétraitement, c’est-à-dire pour lesquelles au moins une valeur a été supprimée, et le nombre de valeurs
supprimées sur la totalité des problèmes. Remarquons, dansle cas deSNS, que les valeurs supprimées
correspondent aux valeurs non-SAC et aux valeurs substituables. Enfin, la ligne «−SNS » signifie que les
résultats de l’approcheSNS ont été réduits aux problèmes résolus conjointement par lesdeux approches.

Les résultats globaux sont à l’avantage deSNS. Le critère du nombre de problèmes résolu dans le
temps imparti donne un petit avantage àSNS, puisqu’elle permet de décider de la satisfiabilité pour
4 problèmes de plus que l’approche utilisantSAC. Un résultat également intéressant, toutes catégories
confondues, en ce qui concerne le nombre de valeurs supprimées parSAC (59771 valeurs sur229 pro-
blèmes touchés) bien plus faible que celui deSNS (182041 valeurs sur308 problèmes touchés), ce qui
montrent la puissance de filtrage de notre approche. Rappelons queSNS ne se contente pas de détecter
les valeurs substituables, mais également les valeurs ne vérifiant pas la cohérence d’arcs de singletons.
Par conséquent, une seule valeur substituable détectée et supprimée peut conduire à détecter d’autres
valeurs nonSAC, etvice versa. Cependant, cette efficacité est obtenue au dépend du temps de résolution
total, puisque sur ce critère notre approche ne prend pas l’ascendant. Malgré un filtrage fort, le temps
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de résolution des problèmes avec prétraitementSAC est de57622 secondes, tandis que notre approche
passe60698 secondes pour la résolution des mêmes problèmes.

Extension Satisfiable
Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
SAC 296 20624 57 4373
SNS 296 21019 72 41909

Extension Insatisfiable
Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
SAC 195 13824 68 6869
SNS 195 13807 78 8372

Intention Satisfiable
Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
SAC 253 14867 57 16404
SNS 254 18054 110 82432
−SNS 253 17855 109 79618

Intention Insatisfiable
Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
SAC 202 8307 47 24382
SNS 205 10857 51 41546
−SNS 202 8017 49 37690

TABLE 9.1 –Résultats globaux :SAC contreSNS

Le nuage de points Figure 9.1 permet de donner une vue globaledes temps de résolution des ins-
tances. Sur celui-ci chacun des points représente un problème, dont les coordonnées sont désignées par
les temps de résolution : en abscisse, le temps de résolutionpar l’approche utilisant le prétraitement
SAC, et en ordonnée le temps de résolution par l’approche utilisant le prétraitementSNS. Le temps li-
mite étant de1200 secondes, les abcisses et ordonnées sont définies dans[0 ; 1200]. La droite d’équation
x = 1200 montre ainsi les quatre problèmes résolus parSNS et non parSAC. Hormis ceux-ci, nous
pouvons constater les mauvais résultats pour les temps de résolution deSNS, notamment en observant
une nuée de point proche des coordonnées(0, 200). Ceux-ci constituent la majorité du temps perdu par
notre approche, que nous détaillerons plus loin. Malgré cesquelques instances, la majorité des points se
situent autour de la droitey = x, ce qui montre des temps très proches pour les deux approches.

Bien que notre approche s’avère moins intéressante si nous recherchons la performance en temps,
certaines classes de problèmes peuvent être soulignées. Enparticulier, le groupement de point énoncé
précédemment correspond à une classe de problèmes : les JobShop. Tout d’abord, les problèmes job-
Shop utilisés [SADEH & FOX 1996] sont des problèmes satisfiables de50 variables, de domaines de
taille comprise entre100 à 250, et comprenant265 contraintes binaires. La plupart de ces instances ont
été résolues facilement par l’approcheSAC, sans pour autant bénéficier d’un filtrage. Sur46 instances
résolues par les deux approches,29 sont trivialement résolues, c’est-à-dire qu’il a été possible de ré-
pondre à la satisfiabilité sans faire de retour-arrière. Le tableau 9.2 présente une comparaison des deux
approches étudiées, dont les critères sont le nombre de problèmes résolus, en particulier le nombre total
et le nombre de problèmes prouvées satisfiables sans retour-arrière, le temps des algorithmes, en particu-
lier le temps total en secondes et le temps de prétraitement en secondes, ainsi que des statistiques sur le
prétraitement et l’arbre de recherche, tel que le nombre de valeurs supprimées par le prétraitement et le
nombre de nœuds de l’arbre de recherche. Ces résultats confirment l’efficacité du traitement effectué par
SNS pour le critère de la suppression de valeurs. Quelques instances sont trivialement satisfaites lorsque
notre prétraitement filtre les valeurs substituables. De plus, le nombre de nœuds de l’arbre de recherche
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FIGURE 9.1 – Comparaison des temps CPU :SAC contreSNS

est fortement réduit. Le gros inconvénient vient du temps deprétraitement (93% du temps total) et c’est
sur ce critère que notre approche démontre des lacunes. Notre approche passe beaucoup de temps afin
de réduire considérablement l’espace de recherche, mais lorsque les problèmes sont très faciles, cela se
traduit par un gaspillage de temps. Lorsque nous regardons les résultats globaux des problèmes satis-
fiables avec contraintes en intention, nous apercevons une perte en temps de l’ordre de3000 secondes,
alors que ces problèmes JobShop montre une perte de temps de près de2000 secondes. Cependant, nous
pouvons également noter des gain significatif dans cette classe de problème puisque queSNS permet
de résoudre en10s (dont 8s de prétraitement) une46e instance queSAC résoud en691s (dont 2s de
prétraitement).SNS supprime517 valeurs et réduit le nombre de nœuds de l’arbre de recherche à192,
tandis que l’approche classique ne permet aucun filtrage, etimpose un arbre de recherche de4 millions
de nœuds. Intégré ce résultat à notre synthèse n’aurait doncpas été pertinent.

Problèmes résolus Temps Statistique
Prétraitement Total Trivial Total Prétraitement Ratio Suppression Nœuds

SAC 45 29 175 85 48, 6% 0 208181
SNS 45 35 2369 2208 93, 2% 19293 8801

TABLE 9.2 – Synthèses des résultats des problèmes jobShop

Pour terminer notre analyse de l’approche statique, nous pouvons étudier une deuxième classe d’ins-
tances intéressante : les instances Taillard OpenShop [TAILLARD 1993]. Ces problèmes d’optimisations
sont des instances dont le nombre de variables estn2, de taille maximale avoisinant les300 valeurs et le
nombre de contraintes est de4n2 pourn ∈ {4, 5, 7, 10, 20} dans notre cas.43 instances ont été résolues
par les deux approches, et celles-ci n’effectuent aucun filtrage pour18 d’entre elles. Notons que le temps
de prétraitement pour ces18 instances est d’environ305s pourSNS et 303s pourSAC. La vérification
des états n’a donc pas été trop coûteuse en temps. Le tableau 9.3 se composent des mêmes critères que
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pour les jobShop. Nous pouvons donc vérifier, sur cette classe de problèmes, que le temps de prétraite-
ment occupe la même part du temps total que pour la classe précédente. En particulier, le prétraitement
SNS occupe91% du temps total pour diviser l’espace de recherche à évaluer par6 environ.

Problèmes résolus Temps Statistique
Prétraitement Total Trivial Total Prétraitement Ratio Suppression Nœuds

SAC 25 3 1161 590 50, 8% 10850 870351
SNS 25 4 1950 1775 91% 67105 151663

TABLE 9.3 – Synthèses des résultats des problèmes Taillard-OS

Chacune des catégories fait ressortir une classe de problèmes particulière, plus ou moins facile à
résoudre. Pour autant, il est difficile de déterminer une classe d’instances complète pour laquelle l’ap-
procheSNS est meilleure en temps. Le prétraitementSNS s’avère très efficace pour réduire l’espace de
recherche, mais ceci a un coût. Le prétraitement est peu efficace en temps lorsque le filtrage est fort, ce-
pendant il facilite largement la recherche en réduisant l’espace de recherche à évaluer, ce qui lui permet
de résoudre plus d’instances qu’une approche dont le prétraitement estSAC.

9.3.2 Intégration dynamique

Afin de vérifier l’efficacité de notre approche dynamique, nous utilisons l’algorithmeMAC+ NS

avec branchement binaire, que nous notonsns+dual. Celui-ci est comparé à l’algorithmeMAC avec
branchement binaire. Le tableau 9.4 présente les résultatssur les problèmes binaires décrits précédem-
ment. Pour chaque algorithme, nous comparons le nombre de problèmes prouvés satisfiables, le temps
de résolution en secondes, le nombre de problèmes touchées par notre approche, c’est-à-dire ayant au
moins une valeur substituable détectée, ainsi le nombre de valeurs substituables détectées. Nous pou-
vons donc remarquer que le nombre de problèmes résolus est exactement le même, cependant les deux
approches donnent des résultats différents pour huit problèmes. Ainsi, l’approchens+dual décide de la
cohérence de quatre problèmes queMAC ne sait pas décider dans le temps imparti, etvice versa. Sur
les 943 problèmes résolus communément par les deux approches,MAC montre un temps cumulé de
50065 secondes, tandis que notre approche cumule48228 secondes. Bien que les gains ne soient pas
extraordinaires, détecter la substituabilité en cours de recherche peut donc s’avérer intéressant malgré
un traitement systématique. Cette présentation globale des résultats nous permet de pointer quelques
aspects particuliers du compromis entre temps de calcul et élagage pour faciliter la recherche. Sur les
problèmes satisfiables décrits en extension, la détection de la substituabilité s’avère toujours utile mal-
gré le faible nombre de valeurs supprimées (132 valeurs sur la résolution de28 problèmes touchés par
notre approche). Au contraire, pour les problèmes insatisfiables décrits en extension, la forte suppression
de valeurs sur les36 problèmes touchés est pénalisante, et le compromis entre détection et élagage est
beaucoup moins intéressant. La précision de l’approche nous semble être un mauvais résultat, puisque
seulement10% à 20% des problèmes traitées sont touchées par la détection de la substituabilité. Enfin,
pour les instances communes résolues, l’approchens+dual est toujours meilleure, ce que l’on remarque
aussi sur le nuage de points .

Le nuage de points 9.2 illustre bien les résultats et montrent le léger gain en temps pour la détection
de la substituabilité. Une majorité de points se situent sous la droitey = x, c’est-à-dire en faveur de la
détection de la substituabilité. Cependant, quatre problèmes montrent un avantage pour l’approche clas-
sique. Nous pouvons également remarquer les problèmes par l’une ou (exclusif) l’autre des approches.
Nous en tirons un point positif car sur les quatre problèmes résolus uniquement par notre approche, tous
le sont avant700 secondes.
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Extension Satisfiable
Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
MAC 296 20845 - -

ns+dual 294 17972 28 132
−MAC 294 18601 - -

Extension Insatisfiable
Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
MAC 196 13717 - -

ns+dual 196 13771 36 66302
Intention Satisfiable

Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
MAC 253 9869 - -

ns+dual 254 9391 58 22439
−MAC 251 9479 - -

-ns+dual 251 8696 55 18444
Intention Insatisfiable

Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
−MAC 202 8268 - -
ns+dual 203 8435 29 152014
-ns+dual 202 7789 28 104917

TABLE 9.4 – Résultats globaux :dual contrens+dual

Malgré le peu de problèmes touchés par notre traitement dynamique, il est possible de dégager
quelques classes de problèmes, notamment les deux classes étudiées pour l’approche statique. Tout
d’abord, pour les46 problèmes des jobShop résolus par les deux approches,29 sont trivialement satis-
fiables. Sur les17 problèmes restants,10 sont touchés par la détection de la substituabilité. En particulier,
l’approcheMAC met près de660 secondes pour répondre à la satisfiabilité pour l’un des problèmes, alors
quens+dual répond en1 seconde, grâce à la détection de3 valeurs substituables. Les autres problèmes
sont particulièrement faciles à résoudre et les deux approches sont très proches l’une de l’autre (15s pour
ns+dual et17s pourMAC). La deuxième classe de problèmes correspond aux problèmesTaillard Open-
Shop, dont la synthèse est présentée Tableau 9.5. Celui-ci présente le nombre de problèmes résolus sur
45, le temps de résolution en seconde, le nombre de valeurs détecté substituable et le nombre de nœuds
de l’arbre évalué au cours de la recherche. Sur45 problèmes,2 problèmes sont résolues uniquement par
ns+dual et 23 sont résolus communément parMAC et ns+dual. Nous pouvons remarquer le gain de
temps sur ces23 problèmes, qui n’est cependant pas proportionnel à l’élagage de l’arbre de recherche,
puisquens+dual permet d’évaluer deux fois moins de nœuds. Le constat est néanmoins que la détection
de la substituabilité pour les problèmes Taillard OpenShopest également intéressante pour la détection
dynamique.

Méthode Nb problèmes Temps Nb touchés Nb supprimées
MAC 23 1724 - 1046687

ns+dual 25 1999 3008 532313

-ns+dual 23 1443 2611 460024

TABLE 9.5 – Synthèses des résultats des problèmes Taillard-OS

Enfin, quelques problèmes montrent des résultats peu intéressants, desquels nous pouvons retirer
quelques informations. La grande taille de l’instance de certains problèmes non résolus, comme un pro-
blème d’allocation de fréquence avec2500 variables de taille maximum360, montre les limites de la
détection dynamique de la substituabilité. D’autres problèmes simples sont pénalisées par une forte dé-
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FIGURE 9.2 – Comparaison des temps CPU :dual contrens+dual

tection de valeurs substituables.

9.4 Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle forme de substituabilité dans le cadre desRCD, en nous appuyant
sur le cadre affectation et propagation de la cohérence locale des algorithmes de recherche. Cetteφ-
substituabilité, plus forte que la substituabilité au voisinage [FREUDER 1991], peut être intégrée dans
deux cadres différents. Nous proposons un prétraitement, dans lequel la détection de valeurs substituables
se traduit par leurs suppressions puisque nous savons que sielles participent à une solution, alors nous
pourrons également trouver une solution sans elles. Le prétraitement ne préserve donc pas l’ensemble
des solutions, il consiste à détecter une forme de symétrie faible afin de réduire l’espace de recherche à
évaluer. Lorsque la détection de la substituabilité est intégrée à un algorithme de recherche, elle permet
de supprimer des valeurs qui ne conduiront trivialement pasà une solution, sans avoir à parcourir le
sous-espace de recherche associé. Cette approche montre des aspects intéressants dans le cadre d’un
algorithme de recherche avec branchement binaire, puisquela probabilité de détecter des valeursφ-
substituables augmente. Les résultats expérimentaux des deux approches sont globalement meilleurs
qu’une approche classique. Le prétraitement avec détection de laφ-substituabilité permet de décider de
la cohérence de quelques problèmes supplémentaires par rapport à une approche classique, tandis que
l’intégration dynamique montre des résultats équivalentsà une approche classique sur ce critère. Nous
pouvons extraire certaines classes de problèmes pour lesquelles la détection de laφ-substituabilité s’avère
particulièrement efficace, comme les problèmesjobshopetopenshop. Cependant, notre approche montre
quelques lacunes lorsque les problèmes sont facilement résolus par une approche classique. La détection
de laφ-substituabilité peut être pénalisante, alors que l’instance peut être prouvée trivialement. Pour de
très grands problèmes, l’intégration dynamique est également pénalisée par le maintien de structure pour
détecter laφ-substituabilité.
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Nous entrevoyons de nombreuses perspectives au sujet de leur intégration dans différents cadres.
L’idée de cette approche nous vient d’un constat effectué entransformant unRCD en formuleCNF. Ce
qui nous a amené à définir laφ-substituabilité. Cependant, dans le cadre propositionnel, appliquer à la
lettre notre définition pour définir uneUP-substituabilité est différente de notre intuition initiale. Dans le
cadre desRCQ, cette approche peut être également très utile, en particulier parce que nous connaissons
a priori la table de compositions qui est la seule contrainte imposéedans leRCQ. Outre l’adaptation à
d’autres cadres, il nous semble intéressant d’étudier l’impact de la suppression de valeurs substituables
sur les techniques d’inférences modernes, tels que l’analyse de conflits, la pondération des contraintes ou
l’apprentissage. Parmi les questions que nous souhaitons explorer, nous pouvons nous demander quel est
l’impact de l’élagage d’un sous-espace de recherche sur la pondération de sous-problèmes incohérents,
ou comment exploiter la substituabilité pour déduire de nouvelles informations pendant l’apprentissage.
Enfin, nous souhaitons également étudier l’intérêt que peutsusciter la détection de laφ-substituabilité
pour des problèmes tels queMAXCSP ouCSP pondéré, pour notre prétraitement et par une intégration
dynamique.
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Conclusion générale

Les modèles de représentations étudiés dans cette thèse sont liés par la résolution de problèmes
sous forme de contraintes. Chacun constitue un domaine de recherche spécifique et chaque domaine a sa
propre vision de l’approche à adopter face à un problème. Un cadre de modélisation est choisi en fonction
de la nature du problème, de la simplicité de la modélisation, de la compacité de sa représentation, de son
expressivité ou pour l’efficacité de ses outils algorithmiques. Cependant, chaque domaine peut contribuer
à développer de nouvelles approches originales et efficacesdans d’autres formalismes. L’objectif de
nos travaux a été de mettre en évidence et de comprendre les liens entre les domaines desréseaux de
contraintes discrets, les réseaux de contraintes qualitativeset les formules propositionnelles, afin de
proposer de nouvelles approches pour décider de la cohérence de problèmes de nature temporelle ou
spatiale pour le raisonnement qualitatif. L’étude de ces différents domaines nous a conduit à définir
différentes transformations et exploiter les propriétés théoriques et les outils algorithmiques développés
dans chacun des cadres.

Dans un premier temps, en étudiant des transformations bienconnues desRCD vers les formules
CNF, nous avons mis en évidence l’intérêt d’aller au-delà des transformations classiques. En nous ap-
puyant sur la logique propositionnelle et ses propriétés, nous avons caractérisé de nouvelles formules
CNF à partir des formules obtenues à partir des transformationsclassiques. Décider de la satisfiabilité de
ces formules permet de décider de la cohérence duRCD initial. Cependant, le sens de la formule obtenue
sort du cadre classique. L’analogie entre modèle etRCD montre que certains domaines sont vides, mais
qu’il est possible de décider de la cohérence duRCD. De plus, en exploitant les règles de résolution
sur une transformation basée sur la cohérence d’arcs, nous avons montré qu’il est possible de faire le
lien entre une formuleCNF et des formes de cohérence locale plus fortes que la cohérence d’arcs. En
particulier, nous pouvons définir une formuleCNF modélisant la cohérence de chemins.

L’étude de la transformation desRCD vers les formulesCNF nous a ensuite conduit à définir une
transformation desRCQ vers les formulesCNF en nous appuyant sur une approche similaire. Cette
transformation est réalisable pour tout formalisme qualitatif binaire. Dans un premier temps, chaque
élément de la microstructure d’unRCQ est retranscrit par une variable propositionnelle. Pour lamodé-
lisation des contraintes, nous nous appuyons sur les propriétés d’inverse et de composition faible des
formalismes qualitatifs. Cependant, nous avons montré, dans le cadre deRCQ normalisé, que la modé-
lisation pouvait se concentrer sur des arcs orientés duRCQ. Ainsi, une seule contrainte est modélisée :
la table de composition du formalisme qualitatif. Nous proposons deux approches, par les conflits et par
les supports, afin de satisfaire la cohérence locale duRCQ. La transformation proposée, polynomiale en
temps dans la taille duRCQ, est correcte mais n’est pas complète dans le cas général. Quel que soit le
formalisme qualitatif, elle permet de mettre en évidence des scénario⋄-cohérent. Cependant, cette condi-
tion n’est pas suffisante pour décider de la cohérence d’un scénario pour certains formalismes qualitatifs.
Pour de nombreux formalismes qualitatifs, tels que l’algèbre des intervalles ou le formalismeRCC, la
transformation est correcte et complète pour décider de la cohérence duRCQ.

En sortant du cadre des transformations classiques, nous avons également défini une transformation
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s’appuyant sur les classes traitables de certains formalismes qualitatifs : les relations convexes. Un ordre
sur les relations atomiques de certains formalismes qualitatifs permet de mettre en évidence une struc-
ture de treillis. Chaque intervalle de ce treillis caractérise une relation convexe. Nous modélisons les
propriétés de ce treillis - infimum, supremum, inverse, distributivité, composition faible - pour décrire
les relations convexes. Cette transformation est polynomiale en temps dans la taille duRCQ. Dans le cas
deRCQ convexes, nous remarquons que la transformation produit une formuleCNF de Horn. De plus,
puisque toute relation du formalisme qualitatif considérépeut être découpée en sous-relations convexes,
nous définissons une transformation complète et correcte pour décider de la cohérence d’unRCQ.

Nous avons également proposé une transformation desRCQ vers lesRCD, qu’il est possible de réali-
ser quel que soit le formalisme qualitatif binaire. Afin de décrire la microstructure duRCQ à l’aide d’un
RCD, nous faisons la correspondance entre contraintes qualitatives duRCQ et variables duRCD, ainsi
qu’entre relations atomiques et valeurs. En modélisant la table de compositions comme une contrainte
sur tout triplet de variables duRCD, nous imposons la⋄-cohérence entre les valeurs du domaine des va-
riables duRCD. Cette transformation est polynomiale en temps dans la taille duRCQ, et elle est correcte
et complète pour décider de la cohérence d’unRCQ dans le cas des formalismes qualitatifs pour lesquels
la ⋄-cohérence permet de vérifier si un scénario est cohérent. Nous montrons qu’unRCQ ⋄-fermé est
unRCD fortement3-cohérent par notre transformation. Nous nous intéressonsplus particulièrement au
résultat inverse, en montrant qu’appliquer la cohérence d’arcs généralisée sur unRCD résultant de notre
transformation, est équivalent à appliquer la⋄-fermeture sur leRCQ.

En exploitant la transformation vers lesRCD, nous proposons une approche originale pour la relaxa-
tion de contraintes qualitatives afin de faciliter la preuvel’incohérence de certainsRCQ difficiles. En par-
ticulier, nous souhaitons relaxer la relation totale, qui autorise tous les choix pour un couple de variables.
Ce choix est motivé par la taille de la relation totale, la plus grande relation complexe des formalismes
qualitatifs, et par les propriétés de cette relation. Puisque lesRCQ doivent satisfaire la⋄-fermeture, et que
la relation totale est l’élément absorbant dans la composition faible, relaxer cette relation nous semble
intéressant pour nous approcher de la complétude. Comme nous ne pouvons pas rendre cette contrainte
plus permissive, nous appliquons la relaxation à la table decomposition. Ainsi, les contraintes totales ne
sont plus soumises à la table de composition du formalisme qualitatif, mais à une contrainte universelle.
À l’aide d’un procédé inverse, visant à restaurer les contraintes relaxées, nous proposons un algorithme
permettant de compléter l’approche, en nous appuyant sur les classes de relations traitables contenant la
relation totale et les relations singletons. Lorsqu’une solution d’unRCQ relaxé a été trouvée, celle-ci est
restaurée avec les contraintes relaxées précédemment. Nous obtenons unRCQ composée uniquement de
relations atomiques et de relations totales, et donc nous avons unRCQ traitable.

Enfin, nous définissons une nouvelle forme de substituabilité dans le cadre desRCD. Plus forte que
la substituabilité au voisinage, laφ-substituabilité s’appuie sur le schéma affectation/propagation des al-
gorithmes modernes. En propageant deux valeurs du domaine d’une variable parφ-fermeture à travers
unRCD, nous obtenons deux nouveauxRCD. Si l’un est inclus dans l’autre, à l’exception de la variable
contenant les valeurs, alors une valeur est substituable à l’autre. Laφ-substituabilité est donc une forme
de symétrie faible. Dans un premier temps, nous proposons d’exploiter cette approche en prétraitement.
Nous définissons un algorithme, intégré à l’algorithme de cohérence d’arcs de singletons, afin d’éliminer
les valeurs substituables. Dans ce cadre, une valeur éliminée n’est pas globalement incohérente, cepen-
dant si elle conduit à une solution, alors il existe une autrevaleur menant également à une solution. Cette
approche ne préserve pas l’ensemble des solutions, mais nous réduisons l’espace de recherche à parcourir
tout en conservant la complétude. Nous proposons ensuite une intégration dynamique de cette approche,
en vérifiant laφ-substituabilité à chaque décision positive durant la recherche. Cela permet de montrer un
autre aspect de laφ-substituabilité, puisqu’elle permet de supprimer des valeurs dont le sous-espace de
recherche associé a été prouvé incohérent. Cette approche est donc complète. Globalement, manipuler la
φ-substituabilité s’avère intéressant en pratique. Le prétraitement montre des résultats intéressants mais

144



l’approche peine un peu pour des problèmes triviaux, en passant beaucoup de temps à détecter la sub-
stituabilité inutilement. Malgré le maintien systématique de la détection au cours de la recherche, cette
approche se montre également intéressante. Elle amène à faciliter la tâche de la recherche par rapport à
une approche sans détection de laφ-substituabilité. Nous pouvons extraire certaines classes de problèmes
intéressantes de ces résultats. En particulier, les problèmes dejobshopet d’openshopsur lesquels notre
approche s’avère utile.

Les perspectives à nos travaux sont nombreuses et de naturesdiverses. Pour les transformations en
général, nous souhaitons naturellement étudier et adapterles techniques algorithmiques des différents
cadres. En particulier, l’analyse de conflits et l’apprentissage sont très peu développés pour le cadre
qualitatif. ChaqueRCQ est construit sur un formalisme qualitatif bien défini pour lequel la table de
composition et les différentes propriétés liées à sa naturesont connues. Cela nous semble être un atout
majeur du cadre qualitatif, et il nous paraît possible de développer des techniques d’inférences spécifiques
à la nature de certains formalismes qualitatifs. D’autant plus que la notion declasse traitableest très
présente dans les algorithmes de recherche et qu’elle constitue un atout majeur pour la résolution de
problèmes qualitatifs. Lier analyse de conflits et apprentissage avec l’étude des classes traitables semble
d’un grand intérêt. Dans notre étude, nous avons également fait le lien entreGAC et la ⋄-fermeture,
et ces formes de cohérence locale sont omniprésentes dans les diverses approches développées pour
améliorer les techniques de résolution. Adapter des algorithmes optimaux deGAC, en maintenant des
supports résiduels ou en maintenant une liste de révision, peut amener à faciliter tous les outils liés à la
⋄-cohérence dans lesRCQ.

Pour les transformations définies vers la logique propositionnelle, le premier aspect à explorer semble
lié avant tout à la modélisation. Étudier le comportement des algorithmes de recherche et d’inférence en
fonction de la modélisation semble être un aspect intéressant. Non pas pour multiplier les approches,
mais pour en extraire l’essence et comprendre ce qui constitue des informations pertinentes et essen-
tielles, dans la modélisation des contraintes. Pour construire la formule propositionnelle à partir d’un
RCQ, nous avons défini des variables propositionnelles à partirde propositions booléennes. En s’ap-
puyant sur la transformation avec support, la règle de résolution nous permet d’imaginer de nouvelles
formes de cohérence locales, plus forte que la cohérence d’arcs. Or, dans le cadre desRCQ, il est dif-
ficile de calculer ou de manipuler des formes de cohérences locales plus fortes que la⋄-cohérence, qui
imposerait le maintien d’une table de composition de dimensions supérieures à2. Exploiter le cadre
propositionnel peut amener à automatiser et à faciliter cette tâche, ainsi qu’à définir de nouvelles trans-
formations s’appuyant sur des formes de cohérences localesfortes. En considérant la transformation
basée sur les conflits, nous obtenons une méthode complète pour décider de la cohérence duRCQ même
sans imposer la contrainte spécifiant qu’il est nécessaire que le domaine de chaque variable doit contenir
au plus une valeur. Cette information constitue, pour nous,une voie à explorer pour caractériser dans
quelle condition et pour quel problème cette approche est plus intéressante. De plus, lorsque nous utili-
sons la règle de résolution sur certaines clauses, nous obtenons une formule propositionnelle totalement
opposée, permettant de montrer qu’il est possible de répondre au problème de la cohérence sans imposer
aux domaines des variables de contenir au moins une valeur. Cette approche donne une vision différente
du problème, que nous pouvons étudier et adapter dans différents cadres. Le second aspect à développer
dans le cadre des transformations desRCQ vers la logique propositionnelle est lié à la taille des formules
propositionnelles. En effet, puisque chaque tuple de la table de composition est modélisé pour chaque
triplet de variables, la formule obtenue est de taille considérable, ce qui peut engendrer des problèmes
en pratique. Pourtant, bien qu’elles portent sur des variables différentes, ces clauses ont une structure et
un sens commun. Nous pouvons imaginer exploiter la compilation des connaissances afin de réduire le
nombre de ces clauses à un sous-ensemble essentiel. D’autres formalismes pour la modélisation desRCQ

peuvent également être envisagés tel queSAT Modulo Theory, problème de décision s’appuyant sur des
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théories exprimées en logique du premier ordre. Notons, à cetitre, qu’exploiter la logique du premier
ordre pour modéliser la table de composition rappelle la transformation desRCD, pour laquelle la table
de compositions n’est maintenue qu’une seule fois pour touttriplet de variables. Ainsi, exploiter la lo-
gique du premier ordre uniquement pour la propagation unitaires peut être une perspectives prometteuse
à explorer afin de réduire la taille des formules tout en conservant la puissance des outils algorithmiques
du problèmeSAT.

Plus spécifiquement, pour la transformation vers les formulesCNF exploitant la classe des relations
convexes, nous souhaitons développer cette approche en nous appuyant sur d’autres classes traitables, tels
que la classe des relations préconvexes, qui est un sur-ensemble de la classe des convexes, afin d’obtenir
un découpage plus faible des relations complexes duRCQ. Nous entrevoyons également la possibilité
d’adapter cette approche aux transformations desRCQ vers lesRCD, pour bénéficier de la compacité
desRCD tout en exploitant la structure de treillis de certains formalismes qualitatifs.

La relaxation des contraintes qualitatives en exploitant la relaxation de la table de composition nous
semble être une approche intéressante pour la détection ou la réparation d’incohérence. Elle laisse en-
trevoir la possibilité de manipuler localement la table de composition. Nous entrevoyons quelques appli-
cations, notamment pour des problèmes globalement incohérents pour lesquels le formalisme qualitatif
n’est pas adapté. Par exemple, supposons la modélisation depréférences transitives à l’aide de l’algèbre
des intervalles, l’incohérence peut être due au choix du formalisme qualitatif et non au problème lui-
même. Des préférences non-transitives, modélisés à l’aidede l’algèbre des intervalles cycliques, auraient
conduit à un autre résultat.

La substituabilité nous amène à autant de perspectives. La première, et la plus naturelle, est d’étudier
différentes formes de cohérence localeφ pour la détection de laφ-substituabilité. Ensuite, nous envisa-
geons leur intégration aux différents cadres. La substituabilité au voisinage et laφ-substituabilité sont
des approches à étudier, tant pour le problèmeSAT que pour le problèmeCSP qualitatif. Dans le cadre
desRCQ, cette approche peut bénéficier de la connaissance de la table de composition, qui reste inva-
riante tout au long de la recherche. Une autre perspective est l’étude de l’impact de la suppression de
valeurs substituables sur les techniques d’inférences modernes, tels que l’analyse de conflits, la pondéra-
tion des contraintes ou l’apprentissage. Parmi les questions que nous souhaitons explorer, nous pouvons
nous demander quel est l’impact de l’élagage d’un sous-espace de recherche sur la pondération de sous-
problèmes incohérents, ou comment exploiter la substituabilité pour déduire de nouvelles informations
pendant l’apprentissage. Nous pouvons étendre cette perspective à tous les formalismes et à toute tech-
nique d’inférence s’appuyant sur l’élagage d’un sous-espace de recherche. Enfin, laφ-substituabilité est
une forme de symétrie qui apporte des résultats pertinents àla vue des expérimentations. Nous souhaitons
donc adapter laφ-substituabilité à des problèmes tels queMAXCSP ouCSP pondéré.

La dernière perspective que nous entrevoyons est liée à l’apport que peut constituer le cadre qualitatif
dans les autres domaines. Les formalismes qualitatifs et lecadre théorique sur lesquels ils sont définis
a permis la mise en évidence de classes traitables, très exploitées dans les outils algorithmiques pour le
problèmeCSP qualitatif. Définir les transformations des formulesCNF et desRCD vers lesRCQ est
un aspect qui peut être interprété de différentes manières et qui nous intéresse particulièrement. Cela
permettrait d’offrir une vision différentes du problèmeSAT et du problèmeCSP, et compléterait l’étude
de systèmes de contraintes pour le raisonnement qualitatif.
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Algèbre des Intervalles

A.1 Table de composition
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FIGURE A.1 – Table de composition pour l’algèbre des intervalles
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A.2 Algèbre des intervalles affaiblie

Reprenons l’exemple des trois étudiants corrigeant les exercices durant la séance de cours. Cepen-
dant, nous imposons « la correctionA commence le coursT », « la correctionB est pendant le cours
T », « la correctionC termine le cours », « la correctionA suit directement la correctionB », « la
correctionA est avant la correctionC » et enfin « la correctionC suit directement la correctionB ». Ces
informations sont donc décrites leRCQ construits sur le formalisme d’Allen suivant :

T

A B

C

{s} {d}

{f}

{m}

{b} {m}

Supposons maintenant que l’enseignant impose à une correction à Denise, notéeD, toujours pen-
dant le temps de cours, et sans interférer avec la correctionde ses camarades. En ajoutant l’information
D{d}T , la ⋄-fermeture permet de déduire les informationsD{a}A, D{b, a}B etD{b}C. Par consé-
quent, la correctionD doit se dérouleraprès la correctionA, et avant la correctionC, et puisque les
relations atomiques sont complètes et mutuellement exclusives, la correctionD doit être réaliséeavant
ou après la correctionB. Or, quel que soit le choix effectué entreB et D, il n’est pas possible de
construire un scénario cohérent intégrant la correctionD.

Pour illustrer le raisonnement effectué par Renz et Ligozat, imaginons un formalisme qualitatif
proche du formalisme d’Allen, que nous nommeronsformalisme qualitatif affaibliqui diffère du for-
malisme d’Allen par l’ensemble des relations atomiquesB′ Dans celui-ci, la relation complexe{b, a}
est factorisée en une seule relation atomiqueppi = b ∪ a permettant de préciser que deux intervalles
soient distincts, tel queppi = ppi−1. L’ensembleB′ = {ppi,m, o, s, d, f, eq, f i, di, si, oi,mi} forme
bien une partition deQ2 × Q2, et toutes les propriétés des formalismes qualitatifs sontvérifiées. Les
compositions faibles et fortes sont équivalentes. Il est possible de déduire la table de composition faible
du formalisme affaibli à partir de celle du formalisme d’Allen. Pour cela, il suffit de considérer que toute
relation atomiquea etb du formalisme d’Allen et affaiblie enppi. Les compositions suivent directement
la définition de la composition faible, puisque celle-ci estla plus petite relation contenu dans2B, toute
composition contenanta ou b dans le formalisme d’Allen contiendrontppi dans le formalisme affaibli.

Reprenons l’exemple de la répartition des corrections dansce nouveau formalisme, et retranscrivons
les informations obtenues.

Formalisme d′Allen Formalisme affaibli

A{m}B A{m}B
B{m}C B{m}C
A{b}C A{ppi}C
A{s}T A{s}T
B{d}T B{d}T
C{f}T C{f}T
D{a}A D{ppi}A
D{b, a}B D{ppi}B
D{b}C D{ppi}C
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Ceci, dans notre formalisme affaibli, constitue bien un scénario, qui plus est fermé algébriquement
mais incohérent. La⋄-cohérence ne suffit donc plus pour répondre à la cohérence d’un scénario. L’affai-
blissement du formalisme d’Allen par une approximation de la relation{b, a} rend donc le formalisme
affaibli non fermé.
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Annexe B

Des RCD aux formules CNF

B.1 Transformation en exploitant la cohérence d’arcs

Pour illustrer la transformation exploitant les supports,nous définissonsP = (X ,D, C) unRCD tel
que :X = {x1, x2, x3, x4}, avecDx1 = Dx2 = Dx3 = Dx4 = {0, 1, 2}. Deux contraintes sont définies
dansC, décrites par les relations :

c(x1,x2,x3) = {(0, 1, 2), (1, 0, 2), (2, 1, 0)} ;
c(x2,x3,x4) = {(0, 1, 2), (1, 0, 2), (2, 1, 0)}

Notons que ceRCD ne possède qu’une solution :I = {(x1, 2), (x2, 1), (x3, 0), (x4, 2)}.

Dans la suite, nous présentons chaque formule sous la forme d’un tableau de clause. Le tableau B.1
illustre la modélisation de la formule « Au-Moins-Une », permettant de garantir que chaque variable
doit être affectée à au moins une valeur. Le tableau B.2 présente la modélisation de la formule « Au-
Plus-Une », afin de garantir que chaque variable soit affectée à au plus une valeur. Ces deux formules
permettent de garantir la mutuelle exclusivité des valeursdu domaine de chaque variable. Enfin, le ta-
bleau B.2 présente la formule supports, exploitant la notion de cohérence d’arcs. Nous présentons les
clauses associées à chaque contrainte, telle que chaque valeur de chaque variable est liée aux autres
par ces tuples supports. Remarquons que cette formule possède certaines clauses unitaires. Ceci repré-
sente, par la définition que nous donnons de la transformation, l’ensemble des valeurs qui ne sont pas
arcs-cohérentes.

∧
∧
∧

[x1 = 0] ∨ [x1 = 1] ∨ [x1 = 2]
[x2 = 0] ∨ [x2 = 1] ∨ [x2 = 2]
[x3 = 0] ∨ [x3 = 1] ∨ [x3 = 2]
[x4 = 0] ∨ [x4 = 1] ∨ [x4 = 2]

TABLE B.1 –ΣALOP

∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧

¬[x1 = 0] ∨ ¬[x1 = 1]
¬[x1 = 0] ∨ ¬[x1 = 2]
¬[x1 = 1] ∨ ¬[x1 = 2]
¬[x2 = 0] ∨ ¬[x2 = 1]
¬[x2 = 0] ∨ ¬[x2 = 2]
¬[x2 = 1] ∨ ¬[x2 = 2]
¬[x3 = 0] ∨ ¬[x3 = 1]
¬[x3 = 0] ∨ ¬[x3 = 2]
¬[x3 = 1] ∨ ¬[x3 = 2]
¬[x4 = 0] ∨ ¬[x4 = 1]
¬[x4 = 0] ∨ ¬[x4 = 2]
¬[x4 = 1] ∨ ¬[x4 = 2]

TABLE B.2 –ΣAMO
P
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c(x1,x2,x3) = {(0, 1, 2), (1, 0, 2), (2, 1, 0)} c(x2,x3,x4) = {(0, 1, 2), (1, 0, 2), (2, 1, 0)}
¬[x1 = 0] ∨ [x2 = 1] ¬[x2 = 0] ∨ [x3 = 1]
¬[x1 = 0] ∨ [x3 = 2] ¬[x2 = 0] ∨ [x4 = 2]
¬[x1 = 1] ∨ [x2 = 0] ¬[x2 = 1] ∨ [x3 = 0]
¬[x1 = 1] ∨ [x3 = 2] ¬[x2 = 1] ∨ [x4 = 2]
¬[x1 = 2] ∨ [x2 = 1] ¬[x2 = 2] ∨ [x3 = 1]
¬[x1 = 2] ∨ [x3 = 0] ¬[x2 = 2] ∨ [x4 = 0]

¬[x2 = 0] ∨ [x1 = 1] ¬[x3 = 0] ∨ [x2 = 1]
¬[x2 = 0] ∨ [x3 = 2] ¬[x3 = 0] ∨ [x4 = 2]
¬[x2 = 1] ∨ [x1 = 0] ∨ [x1 = 2] ¬[x3 = 1] ∨ [x2 = 0] ∨ [x2 = 2]
¬[x2 = 1] ∨ [x3 = 0] ∨ [x3 = 2] ¬[x3 = 1] ∨ [x4 = 0] ∨ [x4 = 2]
¬[x2 = 2] ¬[x3 = 2]

¬[x3 = 0] ∨ [x1 = 2] ¬[x4 = 0] ∨ [x2 = 2]
¬[x3 = 0] ∨ [x2 = 1] ¬[x4 = 0] ∨ [x3 = 1]
¬[x3 = 1] ¬[x4 = 1]
¬[x3 = 2] ∨ [x1 = 0] ∨ [x1 = 1] ¬[x4 = 2] ∨ [x2 = 0] ∨ [x2 = 1]
¬[x3 = 2] ∨ [x2 = 1] ∨ [x2 = 0] ¬[x4 = 2] ∨ [x3 = 1] ∨ [x3 = 0]

TABLE B.3 –ΣAC
P

B.2 Vers de nouvelles modélisations de cohérence locale

Cette section a pour but de présenter la modélisation d’autres formes de cohérence locale que la
cohérence d’arcs en formuleCNF. Le tableau B.4 décrit la cohérence de chemins par la formuleCNF

ΣPC
P pour chaque contrainte duRCD. Par exemple,(x2, 0) et (x3, 2) (clauses bleues) présente un sup-

port commun dansc(x1,x2,x3) tel que{(x2, 0), (x1, 1)} et {(x3, 2), (x1, 1)} sont cohérentes. Ainsi, si
(x2, 0) ∈ I et (x3, 2) ∈ I alors(x1, 1) ∈ I pour satisfaire cette contrainte. Or, dansc(x2,x3,x4), (x2, 0)
et (x3, 2) n’ont aucun support commun. Par conséquent, si(x2, 0) ∈ I et (x3, 2) ∈ I alors le résultat
est incohérent.(x2, 0) et (x3, 2) ne sont pas chemins-cohérents et ne peuvent pas apparaître ensemble
dans une instanciation sans la rendre incohérente. Au contraire, (x2, 0) et (x3, 2) (clauses vertes) sont
chemins-cohérentes. Par conséquents, elles admettent un support communs dansx1 et dansx4.
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Annexe B. Des RCD aux formules CNF

c(x1,x2,x3) = {(0, 1, 2), (1, 0, 2), (2, 1, 0)} c(x2,x3,x4) = {(0, 1, 2), (1, 0, 2), (2, 1, 0)}
¬[x1 = 0] ∨ ¬[x2 = 0] ¬[x2 = 0] ∨ ¬[x3 = 0]
¬[x1 = 0] ∨ ¬[x2 = 1] ∨ [x3 = 2] ¬[x2 = 0] ∨ ¬[x3 = 1] ∨ [x4 = 2]
¬[x1 = 0] ∨ ¬[x2 = 2] ¬[x2 = 0] ∨ ¬[x3 = 2]
¬[x1 = 1] ∨ ¬[x2 = 0] ∨ [x3 = 2] ¬[x2 = 1] ∨ ¬[x3 = 0] ∨ [x4 = 2]
¬[x1 = 1] ∨ ¬[x2 = 1] ¬[x2 = 1] ∨ ¬[x3 = 1]
¬[x1 = 1] ∨ ¬[x2 = 2] ¬[x2 = 1] ∨ ¬[x3 = 2]
¬[x1 = 2] ∨ ¬[x2 = 0] ¬[x2 = 2] ∨ ¬[x3 = 0]
¬[x1 = 2] ∨ ¬[x2 = 1] ∨ [x3 = 0] ¬[x2 = 2] ∨ ¬[x3 = 1] ∨ [x4 = 0]
¬[x1 = 2] ∨ ¬[x2 = 2] ¬[x2 = 2] ∨ ¬[x3 = 2]
¬[x1 = 0] ∨ ¬[x3 = 0] ¬[x2 = 0] ∨ ¬[x4 = 0]
¬[x1 = 0] ∨ ¬[x3 = 1] ¬[x2 = 0] ∨ ¬[x4 = 1]
¬[x1 = 0] ∨ ¬[x3 = 2] ∨ [x2 = 1] ¬[x2 = 0] ∨ ¬[x4 = 2] ∨ [x3 = 1]
¬[x1 = 1] ∨ ¬[x3 = 0] ¬[x2 = 1] ∨ ¬[x4 = 0]
¬[x1 = 1] ∨ ¬[x3 = 1] ¬[x2 = 1] ∨ ¬[x4 = 1]
¬[x1 = 1] ∨ ¬[x3 = 2] ∨ [x2 = 0] ¬[x2 = 1] ∨ ¬[x4 = 2] ∨ [x3 = 0]
¬[x1 = 2] ∨ ¬[x3 = 0] ∨ [x2 = 1] ¬[x2 = 2] ∨ ¬[x4 = 0] ∨ [x3 = 1]
¬[x1 = 2] ∨ ¬[x3 = 1] ¬[x2 = 2] ∨ ¬[x4 = 1]
¬[x1 = 2] ∨ ¬[x3 = 2] ¬[x2 = 2] ∨ ¬[x4 = 2]
¬[x2 = 0] ∨ ¬[x3 = 0] ¬[x3 = 0] ∨ ¬[x4 = 0]
¬[x2 = 0] ∨ ¬[x3 = 1] ¬[x3 = 0] ∨ ¬[x4 = 1]
¬[x2 = 0] ∨ ¬[x3 = 2] ∨ [x1 = 1] ¬[x3 = 0] ∨ ¬[x4 = 2] ∨ [x2 = 1]
¬[x2 = 1] ∨ ¬[x3 = 0] ∨ [x1 = 2] ¬[x3 = 1] ∨ ¬[x4 = 0] ∨ [x2 = 2]
¬[x2 = 1] ∨ ¬[x3 = 1] ¬[x3 = 1] ∨ ¬[x4 = 1]
¬[x2 = 1] ∨ ¬[x3 = 2] ∨ [x1 = 0] ¬[x3 = 1] ∨ ¬[x4 = 2] ∨ [x2 = 0]
¬[x2 = 2] ∨ ¬[x3 = 0] ¬[x3 = 2] ∨ ¬[x4 = 0]
¬[x2 = 2] ∨ ¬[x3 = 1] ¬[x3 = 2] ∨ ¬[x4 = 1]
¬[x2 = 2] ∨ ¬[x3 = 2] ¬[x3 = 2] ∨ ¬[x4 = 2]

TABLE B.4 –ΣPC
P
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Résumé

Mots-clés: Intelligence Artificielle, problème CSP, problème SAT, Raisonnement Qualitatif, Transfor-
mation, Classes traitables, Relaxation, Substituabilité

La modélisation et la résolution de problèmes sous contraintes constituent un domaine majeur en
IA. Par la nature diverse des contraintes, différents formalismes de représentation ont été proposés pour
les exprimer de manière simple et compacte tout en garantissant une efficacité des outils de résolutions
associés. Les formules propositionnelles, les réseaux de contraintes discrets (RCD) et qualitatives (RCQ)
sont des cadres de modélisation répondant à ces critères. Pour les informations temporelles ou spatiales,
les RCQ constituent un modèle de choix avec de nombreuses applications comme l’ordonnancement de
tâches, la planification temporelle ou spatiale, les systèmes d’informations géographiques. Nos contribu-
tions visent à étudier les liens des RCQ vers les RCD et les formules propositionnelles, afin d’adapter les
outils issus des divers domaines et de proposer de nouvellesapproches. Tout d’abord, nous nous concen-
trons sur l’aspect structurel des RCQ, en adaptant la méthode de la composition faible dans les différents
cadres. Nous exploitons ensuite les propriétés des classestraitables de certains formalismes qualitatifs,
afin de définir une transformation vers la logique propositionnelle. En exploitant la transformation vers
les RCD, nous proposons une méthode incomplète facilitant la preuve de l’incohérence des RCQ par
la relaxation de la propriété de composition faible, puis nous complétons l’approche en exploitant les
classes traitables. Enfin, ces études nous conduisent à proposer une nouvelle forme de substituabilité
locale, dont les détections statique et dynamique permettent d’obtenir une amélioration algorithmique
dans le cadre des RCD.

Abstract

Keywords: Artificial Intelligence, CSP, SAT, Qualitative Reasoning,Encoding, Tractable Classes, Re-
laxation, Substitutability

Modelling and solving constraints problems is a major domain in Artificial Intelligence. By the var-
ious natures of the constraints, different formalisms wereproposed to express them in a simple and
compact way while guaranteeing the effectiveness of the associated solution tools. Propositional for-
mulae, discrete constraint networks (DCNs), and qualitative constraint networks (QCNs) are the well
known frameworks that guaranty these requirements. For temporal or space information, QCNs consti-
tute a model of choice with many real world applications suchas scheduling, temporal or spatial planning
and geographic information systems. Our contributions aimat studying the links between QCNs, DCNs
and propositional formulas, in order to adapt the tools developed in these fields and to propose new ap-
proaches. First of all, we focus on the structural aspects ofQCNs, by transforming weak composition
within the various frameworks. In order to define a transformation towards propositional logic we then
exploit the properties of tractable classes of some qualitative formalism. Exploiting the transformation
towards DCNs, we propose an incomplete method simplifying the proof of the inconsistency for QCNs
by relaxing the weak composition property. Then, we proposea complete approach thanks to tractable
classes. Finally, these studies lead us to propose a new formof local substitutability, whose static and
dynamic detections significantly improve search algorithms for DCNs.
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