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Résumé

Dans cet article nous considérons le probleme de la cohé-
rence des réseaux de contraintes qualitatives pour le temps
et I’espace. Une nouvelle traduction permettant de repreé-
senter et de résoudre ce probléme dans le cadre de la lo-
gique propositionnelle est proposée. La définition de cette
représentation présuppose l’existence d’un ordre particu-
lier sur les relations de base du formalisme qualitatif utilisé
tel que celui du treillis conceptuel de I’algebre des inter-
valles.

Mots Clef

Réseaux de contraintes qualitatives, raisonnement tempo-
rel et spatial, SAT.

Abstract

In this paper we consider the consistency problem of tem-
poral or spatial qualitive constraint networks. A new enco-
ding making it possible to represent and solve this problem
in the framework of the propositional logic is proposed.
The definition of this encoding presupposes the existence
of a particular order on the basic relations of the qualita-
tive calculus such as that of the conceptual lattice of the
interval algebra of Allen.

1 Introduction

La représentation et le raisonnement sur les informations
temporelles et spatiales est une tdche importante de nom-
breuses applications de I'Intelligence Artificielle : les sys-
temes d’informations géographiques (GIS), la compréhen-
sion du langage naturel, la navigation de robot, la planifi-
cation temporelle et spatiale. Ces dernieres années de nom-
breux formalismes ont été développés pour représenter et
raisonner sur les configurations temporelles ou spatiales a
I’aide de relations dites qualitatives. Un formalisme quali-
tatif [1, 19, 12, 18] utilise des éléments particuliers (sous-
ensembles d’un espace topologique, points d’une droite des
rationnels, intervalles d’une droite, rectangles d’un plan,

tuples de points, ...) pour représenter les entités spatiales ou
temporelles du systéme, et considére un nombre limité de
relations entre ces éléments. Chacune de ces relations cor-
respond a une situation temporelle ou spatiale particuliére.
Par exemple, considérons le bien connu formalisme tem-
porel d’Allen appelé ’algebre des intervalles [1]. 11 utilise
des intervalles de la droite des rationnels pour représenter
les entités temporelles. Treize relations de base entre ces
intervalles sont utilisées pour modéliser les différentes si-
tuations qualitatives possibles entre les entités temporelles
(Figure 1).

Des réseaux de contraintes appelés réseaux de contraintes
qualitatives (RCQ en abrégé) peuvent étre utilisés pour re-
présenter les contraintes posées sur les positions relatives
d’un ensemble d’entités temporelles ou spatiales. Chaque
contrainte d’un RCQ est définie par I’ensemble des rela-
tions de base permises entre les entités temporelles ou spa-
tiales concernées. Etant donné un RCQ, le principal pro-
bléme qui se pose est le probleéme de sa cohérence. Ce pro-
bléme consiste a déterminer si ce réseau possede des solu-
tions satisfaisant ses contraintes ou non. Pour résoudre ce
probléme de maniére efficace, des méthodes de recherche
utilisant la méthode de fermeture par faible composition
comme propagation locale de contraintes d’une part, et une
décomposition des contraintes en relations d’une classe
dite traitable d’autre part ont été définies [15]. Concrete-
ment, lors de la recherche d’une solution chaque contrainte
est découpée en relations d’une classe pour laquelle la mé-
thode de fermeture par faible composition est compléte
et est successivement instanciée par une de ces relations.
Apres chaque instantiation, la méthode de fermeture par
faible composition est appliquée. Le facteur de branche-
ment lors de la recherche est ainsi grandement diminué et
rend la recherche plus rapide. Pour un formalisme qualitatif
donné, de nombreux travaux ont eu pour objectif la caracté-
risation de classes dites traitables. L’ensemble des relations
convexes définies a I’aide d’un treillis dit conceptuel sur les
relations de base correspond a une classe traitable de nom-
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breux formalismes [17, 16, 12, 4, 2, 18].

Des travaux ont également consisté a représenter les RCQ
en logique propositionnelle traduisant ainsi le probleme de
la cohérence d’un RCQ en un probléme de satisfiabilité
d’un ensemble de clauses propositionnelles. Nous pouvons
citer la traduction proposée par Nebel et Burckert [16] per-
mettant de modéliser des contraintes de 1’algebre des in-
tervalles en un ensemble de clauses SAT. Grossiérement,
cet ensemble de clauses SAT modélise I’ordre linéaire cor-
respondant a la configuration des bornes des intervalles du
systeme. Des traductions plus génériques et pouvant étre
utilisées dans le cadre de tout formalisme qualitatif ont été
définies et étudiées récemment [ 10, 9]. L’une de ces traduc-
tions consiste en la modélisation en SAT de toutes les com-
binaisons possibles de relations de base entre chaque triplet
de variables. Ces combinaisons possibles sont fournies par
la table de composition faible. Une autre approche consiste
en la modélisation des combinaisons interdites. L’intérét
principal de ces traductions vers SAT est 1’utilisation de
solveurs SAT tres performants tels que zChaff ou MiniSAT
pour résoudre le probléme de la cohérence des RCQ. Les
tailles trés importantes des ensembles de clauses obtenus
par ces traductions limitent leur utilisation.

Force est de constater qu’aucune traduction SAT proposée
dans la littérature utilise de maniére générique la défini-
tion d’une classe traitable. Nous remédions a cela en pro-
posant une traduction exploitant la définition des relations
convexes. Plus exactement, la représentation SAT proposée
utilise un treillis défini sur les relations de base possédant
des caractéristiques similaires a celui du treillis conceptuel
du formalisme d’Allen. A 1’aide de cette nouvelle traduc-
tion les RCQ dont les contraintes sont définies par des in-
tervalles d’un tel treillis seront représentés a I’aide d’un
ensemble de clauses de Horn.

Cet article est organisé de la maniére suivante. Dans la
section 2 se trouvent des rappels concernant les forma-
lismes qualitatifs. La section 3 est consacrée a la définition
de notre traduction des RCQ en logique propositionnelle.
Dans la section 4 nous montrons que la traduction proposée
est compléte pour le probléme de la cohérence. La section
5 est dévolue a une comparaison de notre traduction avec
une traduction SAT classique. Nous exposons les perspec-
tives futures de nos travaux et concluons dans la section 6.

2 Rappels sur les formalismes quali-
tatifs

Dans la suite, nous supposons donné un formalisme quali-
tatif pour le temps ou I’espace défini sur un ensemble fini
B de relations de base binaires sur un domaine D. Nous ef-
fectuons également I’hypothese qu’elles sont complétes et
deux a deux disjointes, c’est-a-dire que tout couple d’élé-
ments de D appartient a exactement une relation de B. De
plus, nous supposons que B contient la relation identité sur
D, dénotée par Id dans la suite. Pour illustration, considé-
rons le bien connu formalisme d’Allen : 1’algebre des in-
tervalles (Al). Al est basée sur 13 relations binaires défi-
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nies sur un ensemble d’intervalles, celui de la droite des
nombres rationnels par exemple. Chacune de ces relations
correspond a un ordre particulier des 4 bornes de deux in-
tervalles.

Relation | Symbole| Inverse | Signification

precedes b bi %‘ Y
meets m mi T Y
overlaps 0 ol }X—‘ Y
starts S si N .
during d di y i
finishes f fi Y }X—{

equals eq eq }YL{

FIG. 1 — Les relations de base de Al

Les informations temporelles ou spatiales sur la configu-
ration d’un ensemble d’entités peuvent étre représentées a
I’aide d’un réseau de contraintes dit réseau de contraintes
qualitatives (RCQ en abrégé). Formellement, un réseau de
contraintes qualitatives N est un couple (V,C) ot V est
un ensemble fini de n variables vg, ..., v,_1 (avec n est
un entier positif) et C' est une application qui, pour chaque
couple (v;, v;) de variables de V' associe un sous-ensemble
C(vs,v5) de I’ensemble des relations de base : C'(v;,v;) C
B. Nous dénoterons par A I’ensemble 2B de tous les en-
sembles de B. Pour r € A, deux éléments z,y € D sa-
tisfont 7, ce que nous dénoterons par x r y, ssi il existe
une relation de base ¢ € r telle que (z,y) € a. Ainsi
chaque élément r de A peut étre considéré comme 1’union
de toutes les relations de base la composant. Nous utilisons
le terme de “relation” pour désigner une telle union de re-
lations de base. L’ensemble A est muni de 1’opération d’in-
tersection (M) et 1’opération d’union (U). II est également
muni avec I’opération unaire inverse (1) et I’opération bi-
naire de faible composition (o) : I’inverse d’une relation
r de A est la relation de A correspondant a la transposée
de r; elle correspond a 1’'union des inverses des relations
de base appartenant a r. La faible composition a o b de
a,b € B est la relation r définie par r = {c : Jz,y,z €
D,z a y,y b zetx ¢ z}. La faible composition r o s de
r,s € Aestlarelationt = {J, ¢, ,c{a o b}. Intuitivement,
ros est ’ensemble de toutes les relations de base possibles
entre x € D ety € D lorsqu’il existe z € D avec x r z et
z s y. Concernant les RCQ nous utiliserons les définitions
suivantes dans la suite :

Définition 1 Soir N' = (V,C) un RCQ, avec V. =

{1}0, ceey Un_l}.

— Une solution partielle de N sur V' C V est une appli-
cation o de V' vers D telle que o(v;) C(vi,v;) o(vj),
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pour tout v;,v; € V'.

— Une solution de N est une solution partielle de V.. N est
cohérent si et seulement si il admet une solution.

— N est o-fermé si et seulement si pour tout vy, v;,v; €
V, C(vi,v;) € C(vs,vx) o Cvg,v;) et C(vi,v;) #
(0 (remarquons que nous pouvons nous restreindre aux
triplets vi,v;,v; € V aveci < j).

— Un sous-RCQ N’ de N est un RCQ (V,C") ou
C’'(vi,vj) C C(vi,vj) pour tout v;,v; € V. La nota-
tion N’ C N dénotera le fait que N' est un sous-RCQ
de N.

— Un scénario de N est un sous-RCQ (V, C") de N tel que
C'(vi,vj) = {a} avec a € B. Un scénario cohérent de
N est un scénario de N admettant une solution.

— N’ = (V,C'") est équivalent a N ssi les deux RCQ ont
mémes solutions.

Etant donné un RCQ NV = (V, C'), des algorithmes de pro-
pagation locale de contraintes [14, 13, 5, 7] peuvent étre
utilisés pour dériver en temps polynomial un sous-RCQ
équivalent et o-fermé (ou contenant la relation vide comme
contrainte). Le principe de ces algorithmes est d’itérer
Popération C(v;, v;) <« C(vs,v;)N(C (v, v)0C(vg, v5))
pour tout triplet de variables v;,v;,vr € V jusqu’a ce
qu’un point fixe soit obtenu. Dans la suite, méthode de
la fermeture par faible composition désignera un tel algo-
rithme. Etant donné un sous-ensemble E de A, nous dirons
que la méthode de la fermeture par faible composition est
compléte pour E lorsque cette méthode est suffisante pour
résoudre le probléme de la cohérence des RCQ définis sur
E. C’est-a-dire lorsque la non obtention de la relation vide
comme contrainte permet d’affirmer que le RCQ initial dé-
fini sur £ admet une solution.

3 Une traduction des RCQ en logique
propositionnelle

Dans cette section nous proposons et étudions une traduc-

tion permettant de représenter un RCQ en un ensemble de

clauses propositionnelles dont la satisfiabilité permet de

déterminer la cohérence ou la non cohérence du RCQ. Un

prérequis a la définition de cette traduction est 1’existence

d’un ordre partiel < sur B devant satisfaire certaines pro-

priétés. Tout d’abord (B, <) doit étre un treillis, ainsi pour

tout a, b, ¢ € B nous avons :

1) a < a,

(2) sia = cetc <X balorsa < b,

(3) sia < betb =X aalorsa =0b,

(4) il existe deux éléments de B correspondant a Inf{a, b}
et Sup{a, b}.

Etant donné deux éléments a,b € B, I'intervalle [a, b] re-

présentera la relation de A définie par {¢ € B : a =

cetc < b}. C< dénotera le sous-ensemble de A corres-

pondant aux intervalles de (B, <). Formellement, C<x =

{[a,b] : a,b € B}. Dans la suite, nous appelons simple

RCQ, SRCQ en abrégé, tout RCQ = (V, C') dont chaque

contrainte Cj; est définie par une relation [C;;, C;;] de C<.

Concernant (B, <) nous posons deux nouvelles propriétés
concernant les opérations d’inverse et de faible composi-
tion :
e pourtouta,b € B,sia < balorsb™! < a7
e pourtouta, b, c,d € B, [a,b]o][c,d] = [Inf(acc), Sup(bo
d)).
Pour de nombreux formalismes qualitatifs [17, 16, 12, 4, 2,
18] un tel treillis existe, il est parfois appelé treillis qualita-
tif ou conceptuel tandis que les relations de I’ensemble C<
sont nommées relations convexes. Le treillis conceptuel de
I’algebre des intervalles est représenté dans la figure 2. Un
SRCQ défini sur ce treillis est également représenté dans
cette méme figure. La contrainte C;; n’est pas représentée
lorsque C'j; est déja présente ou bien lorsqu’elle corespond
a la relation totale (i.e. B) ou bien encore lorsque ¢ = j.
Le treillis de I’algebre des intervalles satisfait les propriétés
précédentes. Par exemple, du fait que fi < si, f = fi~*
et s = si~! nous pouvons en déduire que s < f. Consi-
dérons maintenant les relations de 1’algeébre des intervalles
[0, s] et [m, o]. Nous avons 0 o m = [b,b] et s 0 0 = [b, 0],
ainsi [0, s] o [m, o] = [Inf([b, b]), Sup([b, 0])] = [b, o].
Il est temps maintenant de définir notre traduction permet-
tant la représentation d’un RCQ en un ensemble de clauses.
Cet ensemble de clauses permet de modéliser des proprié-
tés sur les liens entre le treillis (B, <) et les relations de
base devant étre satisfaites entre les différentes variables.

Définition 2 Soit N' = (V,C) un SRCQ et n = |V|. Sur

I’ensemble de propositions {C;; < aaveca € Beti,j €

{0,....n —1}} U {a =< Cjjaveca € Beti,j €

{0,...,n — 1}} nous définissons Sat(N') par I’ensemble

des clauses suivantes :

— pour chaque contrainte Cs; = [a5,bi;] avec i,j €
{0,...,n — 1}, deux clauses unitaires bornant les re-
lations de base possibles sont introduites :

Qij =< C,'j et Cij =< bij (I)

— Nous introduisons également des clauses modélisant une
propriété sur les infimums et les supremums de < pour
tout a,b € B :

—(a 2 Cij) V(b =2 Cyy) vV Supfa, b} 2 Cy; (11 a)

—|(C7;j = CL) vV —‘(Cij =< b) V CU = Inf{a,b} (II b)

— Des clauses correspondant a la propriété de transitivité
de < sont introduites pour tout a,b € B tels que a A b :

(a2 Ciy) V~(Cyy 2b) (1)

— Deux clauses concernant I’opération inverse sont intro-
duites pour tout a € B :

ﬁ(a = Cij)VCji = a”! etﬁ(Cij = a)\/cfl = Cji (IV)

— Enfin nous introduisons pour chaque triplet de
contraintes Cyy,, Cy;, Cij, avec i, j, k € {0,...,n —1}
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[b,0] = {b,m,0}

QM {fi, di, eq, si} @

@ [s,mif = {s,eq,d, f, si,oi,mi}

FIG. 2 — Le treillis conceptuel (B, <) de Al (en haut) et un
SRCQ cohérent (a gauche)

et < j, deux clauses découlant de propriétés de I’ opé-
ration de faible composition :

—(a =2 Cix) V(b = Ckj) ViInf(aod) < Cy; (Va)
~(Cir = a) V (Cr; 2b) V Cij = Sup(aob) (Vb)

Notons que Sat(N') ne contient que des clauses de Horn.
En conséquence de quoi sa satisfiabilité peut étre déter-
minée en temps polynomial. De plus, nous pouvons re-
marquer que les traductions de deux SRCQ définis sur un
méme formalisme qualitatif et sur un méme ensemble de
variables ne vont différer que pour I’ensemble des clauses
(I). Des clauses peuvent étre également trivialement vraies
du fait qu’elles contiennent un littéral et son opposé. Elles
peuvent donc étre omises. Par exemple, pour deux relations
de base a, b € B tels que Sup{a,b} = a ou Sup{a,b} = b,
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les clauses (II a) sont trivialement satisfaites.

Considérons le SRCQ représenté dans la figure 2. Sa tra-

duction en SAT contient notamment les clauses suivantes :

—eq = Coo, Coo = eq, b = Co1, Co1 = 0, 00 = Cho,
Chro 2 bi, b = Coa, Cp2 < bi, b < Cy, Cyp <X bi parmi
les clauses (I).

— L’ensemble des clauses (/) contiendra par exemple
=(fi 2 Con) V(d =X Co1) V f = Coy puisque
f = Sup{ fi, d}.

— Dans les ensembles (I171) et (IV') on aura entre autres
clauses =(di < Cp1) V =(Co1 = eq) et =(f = Cio) V
Co1 = firespectivement.

— Comme mo f = {o,s,d} = |o,d], les clauses —(m =
Co1)V-(f = Ci2)Vo = Coz et ~(Cor 2 m)V—(Cr2 =
f)VCoa = dappartiennent a I’ensemble de clauses (V).

Précédemment nous avons proposé une traduction des
SRCQ en logique propositionnelle. Cette traduction peut-
étre facilement généralisée au cas de RCQ quelconques.
En effet, étant donnée une contrainte définie par une re-
lation C;; € A, nous pouvons toujours découper Cj; en

un ensemble de & relations {C}] ijij }, avec k;; un
, tel que C5 = Uze1,...,kij ij
et C’fj est une relation appartenant a C< pour tout [ €
{1, ki) Ainsi, O = [al, L] U ... U [al 7]
avec a}j,...,aff,b%j,...,bf;j € B. La modélisation
d’une telle contrainte sera effectuée en remplagant les deux
clauses unitaires introduites dans (/) par un ensemble de
clauses correspondant a la formule logique (a}j =< Ci A
Cij j bzlj) V...V (af;] j C.L‘]' AN Cij j bf;J)

Par exemple, supposons que pour le RCQ représenté dans
la figure 2 la contrainte Cys ne soit plus définie par la re-
lation totale mais par la relation {m, o, s, eq, f,d}. Nous
avons Co2 = {m, o0, s,eq, f,d} = {m,o}U{s,eq, f,d} =
[m, 0] U [s, f]. Co2 pourra donc étre modélisée par des
clauses correspondant a la formule logique (m < Cpa A
Coz X 0) V (s = Coz2 A Cpz < f). Ainsi, nous aurons les
clauses suivantes : m < Cpa Vs =< Cpo, m =< Cpa V Cpa =
f:Co2 20V s =2 Co2, Coz 20V Co2 = f.

Remarquons que ces clauses ne sont pas des clauses
de Horn. Notons €galement que dans le cas des rela-
tions d’Allen, le nombre de relations de C< nécessaires
pour un découpage minimal est de 3.55 en moyenne
[15]. En regle générale, le “découpage” d’une relation
quelconque de A en relations de C< n’est pas unique.
En reprenant ’exemple précedent, la contrainte Cpy =
{m,o, s, eq, f,d} peut étre découpée autrement. En effet
nous avons {m, o, s,eq, f,d} = {m,o,s,d} U{eq, f} =
[m, d] U [eq, f] Pour la suite, nous supprimons ce non de-
terminisme en supposant fixé un découpage unique pour
chaque relation r € A.

nombre entier inférieur a |B

4 Complétude de la traduction Sat

Dans cette section nous prouvons que la satisfiabilité de
I’ensemble de clauses issu de la traduction Sat appliquée a
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un RCQ permet de déterminer la cohérence ou non de ce
dernier. Avant cela, prouvons une propriété qui nous sera
utile dans la suite et qui concerne le treillis (B, <) :

Proposition 1 Soient a, b, c, d des relations de base de B.
Sia < cetb =< d alors nous avons Inf(a o b) < Inf(co d)
et Sup(a o b) <X Sup(cod).

Preuve Considérons les relations [a, Sup(B)], [b, Sup(B)],
[c,Sup(B)] et [d,Sup(B)]. Comme a =< ¢ et
b =< d nous avons [c,Sup(B)] C [a,Sup(B)] et
[d,Sup(B)] < [b,Sup(B)]. En conséquence de quoi
lc,Sup(B)] © [4,5up(B)] C [, 5up(B)] o [b, Sup(B)].
Du fait que [¢,Sup(B)] o [d,Sup(B)] =
[Inf(c o d),Sup(Sup(B) o Sup(B))] et [a,Sup(B)] o
[b,Sup(B)] = [Inf(a o b),Sup(Sup(B) o Sup(B))] il
s’ensuit que Inf(a o b) < Inf(c o d). En considérant les
relations [Inf(B),al], [Inf(B),b], [Inf(B),c], [Inf(B),d]
et en utilisant un raisonnement similaire nous pouvons
démontrer que Sup(a o b) < Sup(co d). =

Maintenant prouvons que la traduction SAT d’un SRCQ
fermé par faible composition est satisfiable :

Proposition 2 Soit N' = (V, C) un SRCQ défini sur (B, <
). Si N admet un scénario o-fermé alors Sat(N) est satis-
fiable.

Preuve Soit S un scenario o-fermé de V. Notons s;; la

relation de base correspondant a la contrainte entre les va-

riables v; et v; de S pour tout 4, j € {0,...,n — 1} avec

n = |V|. Nous définissons une interprétation I de Sat(/N)

de la maniére suivante :

— pour chaque contrainte C;; et chaque a € B :sia =< s
alors I(a < Cyj) = vrai, I(a < Cyi;) = faux sinon.

— Pour chaque contrainte C; et chaque a € B :sis;; <a
alors I(Cy; = a) = vrai, I(Ci; < a) = faux sinon.
Comme S est un scénario de A, nous avons
Qij = Sij = bij, avec Cij = [CLZ‘j, sz} I s’ensuit
que I satisfait les clauses (I). s;; € B et (B,=X) est
un treillis, il s’ensuit que les clauses (I7) et (I11) sont
satisfaites. s;; = s;il et nous savons que si a <X b
alors b1 < a7l Il s’ensuit que les clauses (IV)
sont satisfaites par /. Comme S est o-fermé nous avons
Sij € [Sik, Sik|o[Skj, Sk;] pourtout ¢, j, k € {0,...,n—1}.
Ainsi, Inf(sik o Skj) j Sij j Sup(sik o Skj).
Pour tout a,b € B, sia =X s et b =< s; alors
Inf(a o b) = Inf(s;x o si;) (Proposition 1). Il s’ensuit
que Inf(a 0 b) < s;;. Pour tout a,b € B, si s < a et
skj = balors Sup(s; o si;) = Sup(a o b) (Proposition 1).
Il s’ensuit que s;; =< Sup(a o b). Les clauses (V') sont
donc satisfaites. Nous pouvons donc conclure que I est un
modele de Sat(N). -

A partir d’une interprétation satisfaisant Sat(\’) nous
pouvons définir un sous-RCQ de N o-fermé et défini
sur C<. Ce SRCQ est défini formellement de la manicre
suivante :

Définition 3 Soient N' = (V, C) un SRCQ et I un modéle
satisfaisant Sat(N). srcq(Sat(N)) est le SRCQ (V,C")
défini par C}; = [lij, usj), avec lij = Sup{a € B : I(a =
Cij) = vrai} et u;; = Inf{a € B: I(Cy; < a) = vrai},
pourtouti,j € {0,...,|V]|—1}.

Notons que srcq(Sat(N)) est bien défini car du fait de la
satisfaction des clauses (IV') nous pouvons montrer que
lij = l;il etu;; = u;ll De plus, nous avons l;; = u;; = Id
car ld < Cy; et Cy; =< |d appartiennent aux clauses (). Ce
SRCQ posséde également les caractéristiques suivantes :

Proposition 3 Soient N' = (V,C) un SRCQ et I un mo-
déle satisfaisant Sat(N'). Nous avons :

(a) srcq(Sat(WV)) C N

(b) srcq(Sat(N)) est un RCQ o-fermé.

Preuve

(a) Montrons que pour tout 7,j € {0,...,n — 1}, avec
n = ‘V s Aij j lij j Uij j bij, avec Cij = [a,-j7bl-j]
etl;; = Sup{a € B: I(a = Cyj) = vrai} et u;; =
Inf{a € B : I(C;; = a) = vrai}. Du fait des clauses
(I) nous savons que [ satisfait a;; = Cj; et Cy; =< by;.
Par définition de [;; et u;; nous avons donc a;; = [;; et
u;; = bi;. Montrons que l;; < u;;. I satisfait les clauses
(IT), nous pouvons en déduire que I satisfait [;; < Cj;
et Cj; = u;j. Dans le cas ot [;; A u;; I ne satisferait
pas les clauses (I11). Il s’ensuit que l;; < u;;.

(b) Montrons que pour tout i, j, k € {0,...,n — 1}, avec
i < j,nous avons [l;;, u;;] C [Lik, wik] © [lkj, uk;]. Nous
savons que I satisfait les littéraux l;; < Cix, lp; = Ciy,
Cir =2 ik et Cy; = ug;. Du fait que I satisfait les
clauses (V') nous pouvons affirmer que Inf(l;; o I;) =
Cij et Ci; = Sup(u;rouy;) sont deux littéraux satisfaits.
Par définition de [;; et u;; nous en déduisons que Inf(l;0
lk]') =< lij et u;; =< Sup(uik o ukj). Comme [lik7uik] o
kg, uk;] = [Inf(lig o lkj), Sup(uir o uk;)], nous avons
(Lij wij]) C |lik, wik] © [lkj, uks]. sreq(Sat(N)) est donce
un RCQ o-fermé.

_|

Proposition 4 Soit N' = (V,C) un SRCQ. Si la méthode
de la fermeture par faible composition est compléte pour
les SRCQ alors N est cohérent ssi Sat(N) est satisfiable.

Preuve

— Supposons que N soit cohérent. 11 existe un scénario de
N cohérent. Ce scénario est fermé par faible composi-
tion. D’apres la proposition 2, nous pouvons affirmer que
Sat(N') admet un modéle.

— Supposons que Sat(N') admet un modele I. D’aprés la
proposition 3 nous pouvons affirmer que srcq(Sat(N))
est un sous-RCQ de A o-fermé. srcq(Sat(N)) est donc
cohérent. Il s’ensuit que A est cohérent.

_|

Nous pouvons étendre ce théoréme au cas général
des RCQ :
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Théoréme 1 Soir N' = (V,C) un RCQ. Si la méthode de
la fermeture par faible composition est compléte pour les
SRCQ alors N est cohérent ssi Sat(N) est satisfiable.

Preuve Rappelons nous que la traduction SAT d’un RCQ
N est basée sur un découpage en relations de C< de cha-

. ki ki
cune de ses contraintes : Cy; = [aj;, bi;]U. .. Ula;;”, b;)’]

avec aj;, ... ,af;j bl bZ” € Bet k;; un entier.

— Si NV est cohérent alors il admet un sous-RCQ N’/ =
(V,C") cohérent dont chaque contrainte C;; est définie
par une relation [a};, bl;] avec I € {1, ..., k;;} issue du
découpage de C;;. De la proposition précédente nous sa-
vons que Sat(A”) admet un modéle. En examinant la
définition de Sat(N) on peut affirmer que ce modéle sa-
tisfait également Sat(\).

— Soit un modele T satisfaisant Sat(\'). Nous savons que
pour chaque contrainte Cjj, il existe un entier k €
{1,...,k;;} tel que I satisfait la conjonction afJ <
Cij A Cij =< b, En définissant N/ = (V,C") par
Ci; = [af;, bl;], nous obtenons un SRCQ sous-RCQ de
N dont la traduction SAT Sat(N”) est satisfaite par I.
Par conséquent, d’aprés la proposition précédente, N’
est cohérent. Il s’ensuit que A est également cohérent.

_{

5 Discussion concernant les traduc-
tions SAT existantes

La traduction existante [10, 9] la plus “naturelle” exploite
le fait que dans la plupart des formalismes, un scénario o-
fermé est cohérent. Elle est définie de la maniére suivante :

Définition 4 (Support encoding) Soit N' = (V,C) un
RCQ tel que V. = {vo,...,vn_1}. Sats(N) est Ien-
semble de clauses défini sur I’ensemble de propositions
{a;j aveca € B,i,j € {0,...,n— 1} eti < j} par:
1. pour tout 1 < i < j < n, la clause \/ a;; est
acCyj
introduite (ALO),
2. pour tout 1 < i < j < n et pour tout a,b € Cjj, si
a # b, la clause —a;; VV —b;; est introduite (AMO)

3. pourtout 1 < i < k < j < n, pour tout a € Cy,

b € Cy;j, la clause —a;, V —by; V V c, est
c€(aob)NCyj
introduite (Support).

Intuitivement, les clauses (ALO) et (AMO) font que tout
modele “satisfera” une et une seule relation de base a;; par
contrainte C;;.Les clauses (Support) permettent de spéci-
fier tous les triplets de relations de base possibles a I’aide de
la table de composition. On peut prouver que si la méthode
de la fermeture par faible composition est compléte pour
les scénarios alors Satg(N) est satisfiable ssi NV est cohé-
rent. En comparant Sat et Satg, le premier constat qu’il est
possible de faire concerne les clauses de Horn. En effet, Sat
garantit a toutes les clauses d’étre de Horn dans le cas ou le
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RCQ traduit est un SRCQ. Ce n’est pas le cas de la traduc-
tion Satg. A des fins d’illustration considérons de nouveau
le SRCQ de la figure 2. La clause (ALO) associée a Cy;
sera définie par bp; V mo1 V 0p1. L'une des 3 relations b,
m, o dans Cp1. Les clauses (AMO) associées a Cj; sont au
nombre de 3 : —bg1 V —mo1, —bg1 V —0g1 €t —=mg1 V —0p1.
Enfin, pour représenter le fait que m o o = {o, s, d} pour
les contraintes Cy1, C12, Cas par exemple, on introduit la
clause (Support) =mg1 V—012V0p2 V Sp2 V dp2. On constate
que la plupart de ces clauses ne sont pas de Horn, ce qui
peut étre aussi le cas des clauses de Sat, dans le cas d’une
traduction des RCQ. Le nombre de littéraux des clauses
(I) dépendra du découpage en relations de C<. Dans le
cas d’Allen, en moyenne, ce nombre est plus faible que
la taille des clauses (ALO). La représentation de la rela-
tion totale est la relation pour laquelle la différence est la
plus extréme. De loin, I’ensemble de clauses le plus impor-
tant résultant des deux traductions correspond aux clauses
représentant la composition des relations de base : 1’en-
semble de clauses (V') pour Sat et ’ensemble de clauses
(Support) pour Sats. En prenant I’exemple d’un RCQ de
50 variables, le nombre de clauses (V') obtenu par Sat
est de ’ordre de la dizaine de millions, tandis que dans
le cas des clauses (Support) obtenues par Satg, le nombre
de clauses est 3 fois moindre. Ceci est dil notamment a la
définition des clauses (Support) qui se contente d’un ordre
strict sur les indices des contraintes considérées. Une étude
théorique encore approfondie doit aussi permettre de pou-
voir réduire les clauses (V).

6 Conclusion et travaux futurs

Dans ce papier nous avons défini un codage des réseaux
de contraintes qualitatives en logique propositionnelle uti-
lisant une structure correspondant a un treillis particulier
sur les relations de base. Dans le cas particulier des SRCQ
nous obtenons un ensemble de clauses de Horn. Nous
avons prouvé que le probléme de satisfiabilité de I’en-
semble des clauses résultant de cette traduction permet de
résoudre le probléme de la cohérence des RCQ traduits.
Des expériences sont en cours pour comparer les diffé-
rentes traductions SAT existantes et cette nouvelle traduc-
tion. Notre objectif est de comparer d’une part les tailles
des ensembles de clauses obtenues par ces traductions, et
d’autre part nous souhaitons comparer le temps nécessaire
a différents solveurs SAT pour résoudre ces ensembles de
clauses. Les premiers résultats obtenus montrent que notre
traduction s’avere intéressante lorsque chaque contrainte
peut s’exprimer avec un découpage d’intervalles du treillis
de faible cardinalité. Dans le cas contraire, les traductions
existantes donnent de meilleurs résultats. D’autre part, il
s’avére qu’en pratique le nombre de clauses obtenues soit
trés important. Pour étre compétitif avec des solveurs de
contraintes qualitatives [6, 11, 8] sur des RCQ de tailles im-
portantes un travail nécessaire est de minimiser le nombre
de clauses obtenues.

La traduction présentée dans ce papier s’inspire de pro-
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priétés des relations dites convexes. Une perspective de re-
cherche est de définir une nouvelle traduction s’inspirant
de propriétés des relations dites préconvexes qui corres-
pondent a un sur-ensemble traitable de 1I’ensemble des re-
lations convexes.

Un autre travail futur est de proposer une traduction SAT
pour des RCQ définis sur des formalismes qualitatifs pour
lesquels nous n’avons pas sur les relations de base un
treillis avec les propriété€s considérées dans cet article.
Nous pouvons par exemple citer parmi ces formalismes le
formalisme bien connu RC'C'[19, 21, 20] pour lequel nous
avons un semi-treillis avec des propriétés trop faibles pour
pouvoir utiliser notre traduction Sat.

La traduction Sat proposée est compléte dans le cas ou
la fermeture par faible composition est compléte pour les
SRCQ. 1I serait intéressant d’étudier les formalismes pour
lesquels cette propriété n’est pas vérifiée. Parmi ces forma-
lismes se trouve par exemple le formalisme /N DU [18, 3]
qui est une extension de 1’algebre des intervalles prenant
en compte des relations sur les durées des intervalles.
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