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Introduction générale

Depuis I’Antiquité, le changement de croyances a été un sujet de réflexions philosophiques.
Au XXe siecle, les philosophes ont discuté des mécanismes par lesquels les théorie scientifiques
se développent. Au début des années 1970, un débat plus ciblé sur les exigences de changement
de croyances rationnel a pris place dans la communauté philosophique. Nous pouvons souligner
deux étapes. La premiere est une série d’études réalisées par Isaac Levi ([Lev77];[Lev80]). Levi
a fourni une grande partie du cadre de base formel. Le travail de William Harper a la méme
époque a également eu une influence durable ([Har77]). La seconde étape est le modele AGM,
ainsi nommé d’apres ses trois initiateurs, Carlos Alchourrén, Peter Géardenfors et David Makin-
son. Avec leurs forces combinées, ils ont écrit un article qui a fourni un nouveau cadre formel
beaucoup plus général et polyvalent pour les études de changement de croyances ([AGMS5]).
Depuis la publication de 'article en 1985, ses principaux concepts et constructions ont fait 1’ob-
jet d’élaboration et de développement significatif ([G&r88];[GM88];[Rot93]).

Si la révision de bases de croyances propositionnelles a été beaucoup étudiée ([KM9I1]), il
n’en est pas de méme pour la contraction de bases de croyances. En effet, Katsuno et Mendelzon
ont proposé un ensemble de postulats pour les opérateurs de révision dans le cadre de la logique
propositionnelle ainsi qu'un théoréme de représentation en termes d’assignements fideles. Ce
théoréme est a l'origine des approches proposées pour modéliser la révision itérée ([DP97]) et
ses développements. Les opérateurs de révision et de contraction étant étroitement liés, nous
pourrions nous attendre a l’existence de travaux sur la contraction dans le cadre de la logique
propositionnelle mais il n’en est rien. Ceci peut s’expliquer par l’existence des identités de Levi
et Harper, en effet ces identités permettent de définir les opérateurs de contraction a partir des
opérateurs de révision et inversement. Le but de ce mémoire est donc, dans un premier temps,
de proposer un ensemble de postulats pour les opérateurs de contraction dans le cadre de la
logique propositionnelle finie ainsi qu’une contrepartie au théoreme de représentation de Kat-
suno et Mendelzon pour la contraction. Nous pourrons ainsi définir ensuite des opérateurs de
contraction itérée, contrepartie des opérateurs de révision itérée.

Ce mémoire est composé de deux parties. La premiere partie débute par quelques prélimi-
naires formels, introduisant ainsi les notions indispensables a la compréhension du manuscrit.
Nous présenterons ensuite la cadre classique de la dynamique des croyances, le cadre AGM, puis
le cadre de la révision en logique propositionnelle.

La seconde partie regroupe ’ensemble des travaux effectués. Dans un premier chapitre, nous
définissons les postulats qu'un opérateur de contraction sur les bases de croyances doit satis-
faire. Nous étudions ensuite la correspondance entre la contraction d’ensembles de croyances et
la contraction de bases de croyances propositionnelles. Puis nous vérifions qu’il y a bien une
correspondance entre les opérateurs de révision propositionnelle définis par les postulats de Kat-
suno et Mendelzon et les opérateurs de contraction propositionnelle définis par nos postulats
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en utilisant les identités de Levi et Harper. Enfin ce mémoire se conclut par la définition d’un
théoreme de représentation pour la contraction de bases de croyances.



Premiere partie

Etat de 'art






Chapitre 1

Préliminaires formels

1.1 Notions élémentaires

Définition 1. (cardinal d’un ensemble).

Soit E un ensemble fini. On note | E | son nombre d’éléments (ou cardinal). On appelle singleton
tout ensemble E tel que | E |= 1. On appelle ensemble vide, noté E = (), tout ensemble E tel que
| E |=0.

Définition 2. (ensemble des parties d’un ensemble).
Soit E un ensemble fini, on note 2F I’ensemble des parties de E, également appelé ensemble des
sous-ensembles de FE.

Définition 3. (produit cartésien).
Soient E et F deux sous ensembles. Le produit cartésien de E et F, noté ExF = {(z,y) | (v € E)
et (y € F)}, est l'ensemble des couples composés d’un élément de E et d’un autre de F. Pour
tout nombre entier positif n, on note E™ le produit cartésien de E X --- X E.

—_—

n

1.2 Relations binaires

Définition 4. (relation binaire).
Soit E un ensemble. Une relation binaire Z sur E est un sous-ensemble de E X E. on note xZy
lorsqu’un couple (r,y) appartient 4 Z.

Définition 5. (propriétés sur les relations).
Soient E un ensemble et £ une relation binaire sur E. % est :

o réflexive ssiVx € B, xZx

o irréflexive ssiVx € B, (z,2) & X

e transitive ssiVx,y,z € E, si xRy et y#z alors t Rz

o symétrique ssi Vx,y € E, st xRy alors y#x

o anti-symétrique ssiVr,y € E, si xRy et yZx alors x =y

e totale ssiVx,y € B, 2%y ou yZx
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1.3 Logique propositionnelle

1.3.1 Syntaxe

Les atomes du langage de la logique propositionnelle sont les variables propositionnelles. Ces
variables permettent de représenter des énoncés simples (par exemple "Il pleut") et ne peuvent
revétir que deux valeurs possibles, a savoir vrai ou fauz.

Définition 6. (variable propositionnelle).

Une variable propositionnelle est une variable booléenne représentant une proposition binaire qui
ne peut prendre que deux valeurs possibles, appelées valeurs de vérité, vrai ou faux (respectivement
notées par 1 et 0).

Les variables peuvent étre combinées entre elles a 1’aide d’autres symboles du langage, les
connecteurs logiques.

Définition 7. (connecteurs logiques).

Un connecteur logique est un symbole réservé du langage de la logique propositionnelle qui per-
met de combiner une ou plusieurs variables propositionnelles. Le nombre (positif) de variables
combinées est son arité. Dans la suite nous considérons les connecteurs logiques suivants :

e la négation : = (non), d’arité 1

e la conjonction : N\ (et), d’arité 2

la disjonction : V(ou), d’arité 2

Uimplication matérielle : =, d’arité 2

et léquivalence : <, d’arité 2

Ainsi des énoncés plus complexes (par exemple "Si il pleut alors ¢a mouille"), appelés formules
propositionnelles, peuvent étre construits en combinant plusieurs variables propositionnelles a
’aide des connecteurs logiques, des symboles de parentheses ( et ) et des symboles de constantes
booléennes | et T, représentant respectivement le faux et le vrai.

Définition 8. (langage des formules propositionnelles).
Soient ¥ un ensemble fini de variables propositionnelles. Le langage PROPy des formules
propositionnelles est défini de maniére inductive comme le plus petit ensemble tel que :

e VeV, xe PROPy

e T, 1e PROPy

e siv € PROPy, alors () et (—a) € PROPy
o sia, 3 € PROPy, alors :

— (a A B) € PROPy
(aV B) € PROPy

— (a = B) € PROPy
(a & B) € PROPy
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Définition 9. (littéral).
Un littéral | est soit une variable propositionnelle x, soit sa négation —x. x (resp. —x représente
le littéral complémentaire de —x (resp. x).

Définition 10. (taille d’une formule).
Soit une formule « € PROPy. La taille de a, notée | a |, est le nombre d’occurrences de
variables propositionnelles et de connecteurs utilisés pour écrire .

Définition 11. (ensemble des variables d’une formule).
Soit une formule o € PROPy. On note Var(a) l'ensemble des variables propositionnelles qui
apparaissent dans o.

Exemple 12. Soit ¥ = {pluie, mouille, parapluie} un ensemble de variables propositionnelles
représentant les énoncés de notre exemple "Il pleut”, "ca mouille", "J’ai un parapluie’.

a = (pluie A\ —parapluie) = mouille est une formule propositionnelle de PROPy exprimant
que "St il pleut et si je n’ai pas de parapluie, alors ¢ca mouille’.

Notons que | o |=3 et Var(a) =7

1.3.2 Sémantique

Evaluation des formules

Définition 13. (interprétation).

Soit ¥ un ensemble de variables propositionnelles. Une interprétation (ou monde) I sur ¥ est
une application de l’ensemble ¥ des variables propositionnelles vers ’ensemble des valeurs de
vérité 0,1 :

I:v —{1,0}
On représente souvent I par l'ensemble des v de ¥ tels que I(v) = 1.

Définition 14. (sémantique d’une formule).
La sémantique d’une formule propositionnelle dans une interprétation I est définie inductivement
de la maniere suivante.

Pour a, 8 € PROPy :
e [(T)=1

1) =

°
~

—a) =1 ssi I(a) =0

o I[(aVp)=0ssil(a)=0¢e€tI(5)=0

(
I(
(

o I(anB)=1ssil(a)=1ctI(f)=
(aV

o I(a=p)=0ssil(a)=1ctI(B)=
(

o I(ae B)=1ssil(a)=1(B)
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Définition 15. (modéle/contre-modéle).

Soient a« € PROPy une formule et I une interprétation sur ¥ . On dit que I est un modéle
(resp. contre-modéle) de o, noté I+ a (resp. It/ a) si I(a) =1 (resp. I(a) =0).

On dit aussi que I satisfait (resp. ne satisfait pas) « ssi I+ « (resp. I'H «).

L’ensemble des modéles de o est noté Mod(c).

Définition 16. (formule satisfiable/insatisfiable).

Soit o € PROPy une formule propositionnelle. a est une formule satisfiable (ou cohérente) si
il existe I une interprétation sur ¥ telle que I = a. Sinon « est incohérente (ou insatisfiable ou
encore contradictoire).

Définition 17. (formule valide).

Soit a € PROPy une formule propositionnelle. o est une formule valide, notée - o ssi pour
toute interprétation I sur ¥V, I+ «.

Quand « est une formule valide, v (resp. —a) est une tautologie (resp. contradiction).

Exemple 18. Reprenons l’exemple précedent.

Soient V' = {pluie, mouille, parapluie} un ensemble de wvariables propositionnelles et o =
(pluie A\ —parapluie) = mouille est une formule propositionnelle de PROPy .

Considérons les interprétations I et Iy sur ¥ telles que :

I = {pluie, mouille}, Iy = {pluie}.

Nous pouvons observer ici que Iy est un modeéle de o et Is est un contre-modéle de .
Ainsi, o est une formule satisfiable, mais n’est pas une formule valide.

Conséquence logique

Tout comme la relation de satisfiabilité relie interprétations et formules, la relation de consé-
quence logique permet de relier les formules entre elles.

Définition 19. (conséquence logique).
Soient a, B € PROPy deux formules propositionnelles.
a est une conséquence logique de 3, noté Bt a ssi Mod(5) C Mod(c).

Définition 20. (fermeture logique).
Soit a € PROPy une formule propositionnelle. La fermeture déductive de o est I’ensemble de
formules Cn(a) = {p|lat ¢} des conséquences logiques de c.

Définition 21. (base de connaissances propositionnelle).

Soit K un ensemble fini de formules propositionnelles appelé base de connaissances. La fermeture
déductive de K est l'ensemble Cn(K) de formules vraies dans chaque interprétation qui est un
modeéle de chacune des formules de K.

Un ensemble de formules propositionnelles clos déductivement est appelé ensemble de connais-
sances (ou théorie). K| est l’ensemble de connaissances trivial et Kt [’ensemble de connais-
sances tautologique.

K, =Cn({Ll}) et KT =Cn({T})
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Propriété 22. Soient a, 8,7 € PROPy trois formules propositionnelles.
Nous pouvons distinguer quelques propriétés interressantes de la relation de conséquence :

o réflexivité : a b «
o transitivité : si a - [ et B, alors a -~
e coupure : si (e ANB) v et ak 3, alors a by

e monotonie : si at B alorsa Ay E (3

Equivalence logique

Il est possible de définir une relation d’équivalence entre formules propositionnelles & partir
de la relation de conséquence logique.

Définition 23. (équivalence logique).
Soient o, f € PROPy deux formules propositionnelles.
«a et B sont logiquement équivalents, noté a = 3, ssi a3 et B+ .

L’équivalence couplée au principe de remplacement des équivalents permet la manipulation
syntaxique des formules propositionnelles tout en préservant la sémantique. Nous pouvons alors
noter l'existence de nombreuses regles de réécriture de formules propositionnelles :

e double négation : =(—a) = «

e associativité : (aVB)Vy=aV (BVy)et (aAB)AYy=aA(BAY)

e commutativité : aVB=FVaetaAB=FANa

e idempotence : aVa=aetaNha =«

e distributivité : aV (BAy) = (aVE) A(aVy)etaA(BVy)=(aApB)V(aAy)
Nous pouvons également déduire les équivalences suivantes :

e aVfi=-a=pf

e aAf=-(a=—p)

sasf=a=p)NPB=>a)=(aVp)A(LVa)

e ~(aVfp)=-aAn—f

e “(aNf)=-aV-p



Chapitre 1. Préliminaires formels

10



Chapitre 2

La dynamique des croyances

Dans ce chapitre, nous présenterons deux cadres pour la dynamique de croyances. En pre-
mier lieu, nous présenterons le cadre AGM, développé par Alchourrén, Géardenfors et Makinson
([Gar88] ;[AGMS85] ;[GM8S]). Le cadre AGM propose un ensemble de postulats que toute opéra-
tion de changement de croyances doit satisfaire. Nous présenterons ensuite un cas particulier du
cadre AGM, celui de la logique propositionnelle.

Sommaire
2.1 Présentation du cadre AGM . ... ... ... ..., 12
2.1.1 Préliminaires . . . . . . . . . .. 12
2.1.2 Postulats AGM . . . . .. ... 12
2.1.3 Théoremes de représentation . . . . . . .. ... ... 15
2.2 Révision en logique propositionnelle. . . . . ... ... ...... 19
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Chapitre 2. La dynamique des croyances

2.1 Présentation du cadre AGM

2.1.1 Préliminaires

Dans cette partie, nous raisonnons sur des théories, soit des ensembles K clos pour la déduc-
tion logique (i.e. Cn(K) = K). Pour un agent avec les croyances K, une formule a ne peut avoir
que trois statuts épistémiques différents :

e Soit a € K, on dit alors que 'agent accepte «, il la croit vraie.
e Soit ~a € K, on dit alors que 'agent refuse «, il la croit fausse.
e Soit a ¢ K et ~a ¢ K, on dit alors que « est indéterminée (contingente) pour 'agent.

Les changements de croyances concernant « consistent donc a changer 'un de ces statuts
épistémiques pour un autre. Six changements sont possibles, ceux-ci sont regroupés en trois
types pour des raisons de symétrie. Le premier type est le passage d'un statuts indéterminé a
accepté (symétriquement refusé), cette transition est nommée expansion, en effet on ajoute
simplement une nouvelle information (ainsi que ses conséquences) dans K. Le deuxiéme type est
le passage d’un statuts accepté a refusé (ou symétriquement de refusé a accepté), cette transition
est nommée révision. Dans ce cas, I'agent change radicalement d’avis sur la croyance. Enfin
le troisiéme type est le passage d'un statuts accepté a indéterminé (ou symétriquement de
refusé a indéterminé), cette transition est nommée contraction. Dans ce cas, l'agent oublie
une information. Il parait évident que ces trois opérations de changement de croyances doivent

Indéterminée

Révision
Acceptée

Révision
FIGURE 2.1 — Transitions entre statuts épistémiques

respecter des propriétés de rationalité, que ’on peut exprimer par trois principes :

e Principe de succés (ou principe de primauté de la nouvelle information) : le
changement doit réussir apres 'opération, 'information doit avoir le statut voulu.

e Principe de cohérence : on veut éviter la trivialisation de la base résultante, celle-ci
doit étre cohérente.

e Principe de changement minimal : on veut modifier le moins possible les croyances
de ’agent, on ne veut ni retirer ni ajouter plus que nécessaire.

2.1.2 Postulats AGM

Nous allons voir maintenant comment formaliser les principes de rationalité pour chaque
opération de changement de croyances.

12



2.1. Présentation du cadre AGM

Expansion
Commencons par présenter I'opérateur d’expansion +.

Définition 24. ([AGMS85])
Soient un ensemble de croyances K et une information «. L’expansion de K par a est
notée K + a et doit vérifier les postulats suivants :

(K+1) K + « est une théorie (cloture)
(K+2) ae K +a (succeés)
(K+3) K C K+« (inclusion)
(K+4) Sia e K, alors K+a=K (vacuité)
(K+5) Si K' CK, alors K +a C K+« (monotonie)
(K+6) K + « est la plus petite base satisfaisant (K + 1) — (K + 5) (minimalité)

(K+1) assure que le résultat de I’expansion est bien une théorie. (K+2) exprime que la nou-
velle information doit étre vraie dans la théorie résultante. (K+3) certifie que 'on garde toutes
les informations de K. (K+4) dit que si l'information appartient déja & la théorie, alors elle
reste inchangée. (K+5) exprime la monotonie de 1’expansion. (K+6) exprime la minimalité du
changement, il assure donc que la nouvelle théorie ne contient pas de croyance non justifiée par
I’ajout de la nouvelle information.

Théoréme 25. ([Gir8s))
L’opérateur d’expansion + satisfait les postulats (K + 1) — (K +6) ssi K + a = Cn(K U{a}).

Ce théoreme nous montre que l'union ensembliste est le seul opérateur satisfaisant ces pos-
tulats de rationalité.

Révision

L’opérateur d’expansion ne permet pas d’incorporer une information qui contredit les croyances.
L’opérateur de révision * le permet. Il faut alors abandonner certaines croyances pour ne pas
obtenir un ensemble contradictoire.

Définition 26. ([AGMS5])
Soient un ensemble de croyances K et une information a. La révision de K par a, notée K * a,
doit vérifier les postulats suivants :

(K*1) K * « est une théorie (cloture)
(K*2) a € K x o (succes)
(K*3) Kxa C K+« (inclusion)
(K*4) Si ~a ¢ K, alors K+ a C K x « (vacuité)
(K*5) K xa = K| ssi - -« (cohérence)
(K*6) Si o= alors K xa= K %3 (extensionalité)
(K*7) K+ (aANB) C (K *xa)+ (inclusion conjonctive)
(K*8) Si - ¢ K x« alors (Kxa)+ [ C Kx(aAp) (vacuité conjonctive)

(K*1) assure que le résultat de la révision est bien une théorie. (K*2) exprime que la nouvelle
information doit appartenir & la nouvelle théorie. (K*3) implique que la révision ne peut pas
ajouter de croyance qui ne soit pas une conséquence de la nouvelle information et de K. (K*3)
et (K*4) expriment ensemble que lorsque K est cohérente avec la nouvelle information, alors la

13
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révision revient a une expansion. (K*5) assure que I’ensemble révisé n’est contradictoire que si
la nouvelle information I'est. (K*6) dit que le résultat de la révision ne dépend pas de la syntaxe
de la nouvelle information.

Ces six postulats sont les postulats de base pour les opérateurs de révision. (K*7) et (K*8)
sont des postulats supplémentaires qui expriment le bon comportement des opérateurs de révi-
sion en terme de minimalité de changement. Ils assurent que la révision par une conjonction de
deux informations revient a une révision par la premiere suivie d’une expansion par la seconde,
des que cela est possible (i.e. quand la seconde ne contredit aucune croyance issue de la premiére
révision).

Contraction

Contrairement aux opérations d’expansion et de révision qui permettent d’ajouter une nou-
velle information dans une théorie, 'opération de contraction, elle a pour objectif de retirer une
information d’une théorie. La minimalité du changement doit toujours étre respectée, on ne veut
retirer que ce qui est nécessaire pour ne plus impliquer I'information de la théorie.

Définition 27. ([AGMS5])
Soient un ensemble de croyances K et une information «. La contraction de K par o, notée
K + «, doit vérifier les postulats suivants :

(K+1) K =+ o est une théorie (cloture)
(K+2) K+~aCK (inclusion)
(K=+3) Sia ¢ K, alors K +~a =K (vacuité)
(K+4) Si¥ a, alorsa ¢ K + « (succés)
(K+5) Sia e K, alors K C (K +a) +« (restauration)
(K+6) Sita+ B, alors K-a=K+f (préservation)
(K+-7) (K+-a)N(K+p)CK=+(aNnp (intersection)
(K+8) Sia g K+ (aNp), alors K+ (aNf) C K+« (conjonction)

(K=1) assure que le résultat de la contraction est bien une théorie. (K=+2) garantit que,
lors de la contraction, aucune nouvelle information n’est ajoutée a la théorie. (K+3) dit que si
I'information « n’est pas acceptée par K, il n’y a rien a faire pour retirer a de K. (K-+4) assure
le succes de la contraction, c’est-a-dire que si « n’est pas une tautologie, alors la contraction
réussit. (K=+-5) garantit que la contraction de K par « suivie de I'expansion par « redonne la
théorie K comme résultat ('inclusion inverse de (K+5) étant une conséquence de (K=+1)-(K=+4)).
(K+6) dit que le résultat de la contraction ne dépend pas de la syntaxe de I'information. Ces
six postulats sont les postulats de base pour les opérateurs de contraction. (K=7) et (K=8)
sont appelés postulats supplémentaires. (K+7) assure que si I'information est a la fois dans la
contraction par « et dans la contraction par § alors elle doit étre dans la contraction par la
conjonction a A 3. (K+8) exprime la minimalité du changement pour la conjonction.

Equivalence Contraction/Révision

Comme illustré sur la figure 2.1.1, nous pouvons décomposer la révision (transition du statut
accepté au statut refusé) en une contraction (transition du statut accepté vers le statut indéter-
miné) suivie d’une expansion (transition du statut indéterminé au statut refusé). C’est ce que
nous dit 'identité de Levi :
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2.1. Présentation du cadre AGM

e Kxa=(K~+-a)+a«a Identité de Levi

Le théoréme suivant montre que les opérateurs définis grace a l'identité de Levi sont bien
des opérateurs de révision.

Théoréme 28. ([Gir88])

Si opérateur de contraction + satisfait (K=1)-(K+4) et (K=6) et l'opérateur + satisfait (K+1)-
(K+6), alors lopérateur de révision * défini par l’identité de Levi satisfait (K*1)-(K*6). De plus,
si (K+7) est satisfait, alors (K*7) est satisfait pour la révision ainsi définie, et si (K+8) est
satisfait, alors (K*8) est satisfait pour la révision ainsi définie.

Remarque 29. Le postulat restauration (K+5) n'est pas nécessaire pour ce résultat.

L’identité de Harper permet d’exprimer le fait que la correspondance inverse est vérifiée.
Ainsi, si nous disposons d’un opérateur de révision, il est possible de définir un opérateur de
contraction.

e K +a=KnN(Kx*-a) Identité de Harper

Nous remarquons alors que les informations issues de la contraction de K par « sont celles
n’ayant rien a voir avec la vérité de a.

Le théoréme suivant montre que les opérateurs définis par I'identité de Harper sont bien des
opérateurs de contraction.

Théoréme 30. ([Gir88])

Si Uopérateur de révision * satisfait (K*1)-(K*6), alors l'opérateur de contraction <+ défini par
Uidentité de Harper satisfait (K=1)-(K+6). De plus si (K*7) est satisfait alors (K=17) lest
aussi, et si (K*8) est satisfait alors (K=8) l’est aussi.

Ces deux identités nous montrent bien 1’étroit lien qui existe entre les opérateurs de contrac-
tions et les opérateurs de révision.

2.1.3 Théoremes de représentation

Maintenant que les bonnes propriétés des opérateurs de changements de croyances sont
définies, nous pouvons présenter des moyens pratiques pour définir ces opérateurs. C’est ici que
les théorémes de représentation entrent en jeu. Nous n’allons présenter que trois des multiples
théorémes de représentation pour la contraction dans cette partie : celui utilisant les intersections
partielles, celui utilisant les enracinements épistémiques, et enfin celui utilisant les systémes de
spheres.

Contraction par intersection partielle

L’idée des opérateurs de contraction par intersection est de conserver le plus de formules
de 'ancienne base. Pour ce faire, nous allons conserver I’ensemble de tous les sous-ensembles
maximaux de la théorie n’impliquant pas la croyance que ’on veut oublier. La nouvelle théorie
est alors I’ensemble des formules que I'on pourra inférer de tous ces sous-ensembles.

Définition 31.
Soient une théorie K et une proposition o. L’ensemble des sous-théories mazximales de K n’im-
pliquant pas o, notée K 1 a, est ’ensemble de tous les K’ qui vérifient :
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Chapitre 2. La dynamique des croyances

e K'CK
o K'¥Fa
e Si K'CK"CK alors K"+ «

Définition 32.
La fonction de contraction par intersection totale (full meet contraction) <5 est définie comme

sinon

{ﬂ(K L «a) si K L o nlest pas vide, et
K+fa =

Cette définition pose probleme. En effet, le résultat est I’ensemble des formules de K qui sont
conséquences logiques de —a. Nous avons en particulier :

Théoréme 33. ([AMS82])
Si une fonction de révision * est définie a partir d’une fonction de contraction par intersection
totale au moyen de l'identité de Levi, alors pour chaque proposition « telle que - € K, on a

K xa=Cn(a).

Ce théoréme nous montre que ’on oublie toute les informations sur les anciennes croyances
de 'agent. En effet, garder ’ensemble de toutes les sous-théories maximales de K n’impliquant
pas « pose probleme, cela nous force a retirer trop d’informations.

Nous allons donc garder uniquement les "meilleures".

Définition 34.
Soit une théorie K, une fonction de sélection v est une fonction qui associe a chaque proposition

a lensemble v(K L «), qui est un sous-ensemble non vide de K 1 « si celui-ci n’est pas vide
et y(K L o) ={K} sinon.

Définition 35.
Une fonction de contraction par intersection partielle (partial meet contraction) + est définie
comme

K+a:ﬂ’y(KJ_a)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de représentation, indiquant que tout opéra-
teur satisfaisant les propriétés attendues pour la contraction peut étre définie par un opérateur
de contraction par intersection partielle.

Théoréme 36. ([AGMS5])
+ est une fonction de contraction par intersection partielle ssi + satisfait les postulats (K+1)-
(K+6).

En contraignant un peu la fonction de sélection, il est possible de satisfaire les deux derniers
postulats.

Définition 37.
Une fonction de sélection v est relationnelle ssi pour tout K il existe une relation < sur Kx K
telle que

YK La)={K'e K lLa|K' <K'VK"e K 1a}

Si < est une relation transitive alors v est dite relationnelle transitive.
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2.1. Présentation du cadre AGM

Théoréme 38. ([AGMS5])
= est une fonction de contraction par intersection partielle relationnelle transitive ssi + satisfait
les postulats (K+1)-(K=38).

Ce résultat montre bien que les postulats supplémentaires expriment la minimalité du chan-
gement. En effet, I'existence d’une relation < aidant la sélection des sous-théories n’est possible
que par I'ajout des postulats (K=7) et (K+8).

Contraction par enracinement épistémique

Le principe ici est d’ordonner les formules de la théorie en fonction de leur importance. Lors
d’une contraction, on prend en compte cet ordre pour éliminer uniquement les formules les moins
importantes.

Définition 39. (/Gir88])
Soient deux formules a et 3, la notation a < [ signifie "5 est au moins aussi importante que
a'. < est un enracinement épistémique s’il satisfait les propriétés suivantes :

e (EE1) Sia<p et <, alors a <~ (transitivité)
e (EE2) Siat j3, alors a < 8 (domination)
e (EE3) a<aAfouf<aArf (conjonction)
e (EE4) SiK#K,,a¢ K ssiVf a<pf (minimalité)
e (EE5) Si 5 < aVf, alors - « (mazimalité)

Théoréme 40. ([Gir8s))
Une fonction de contraction = satisfait (K+1)-(K+8) ssi il existe < satisfaisant (EE1)-(EES5),
ouf<assifedK-+-aNfoultanpf.

Ce théoréme nous dit que, si apres la contraction de K par a A 8 on ne peut plus déduire S,
alors « était strictement plus enraciné que S3.

Systémes de sphéres

Le principe ici est d’organiser les interprétations en fonction de leur plausibilité.

Un monde possible d’une base de croyances est un sous-ensemble du langage, maximal parmi
les sous-ensembles cohérents, tel que les formules de la base de croyances sont vraies dans ce

sous-ensemble. Chaque monde possible est une fagon de décrire le monde entierement qui est
cohérent avec les croyances de 'agent.

Définition 41. ([Gro88])

o On appelle monde possible un sous-ensemble maximal cohérent du langage et on note My
I’ensemble des mondes possibles du langage £ .

e Soit une théorie K. On définit (K| par si K=K, alors [K] =), sinon [K] = {M € My |
KCM)
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Chapitre 2. La dynamique des croyances

e Soit un ensemble S € My, on définit I'ensemble Kg par Kg = (\{M | M € S}.

Définition 42. (/Gro88])
Un systéme de sphéres centré sur [K] est une collection de sous-ensembles S de My qui vérifient
les conditions suivantes :

(S1) Sis,s' €S, alors s C s ous Cs

(S2) [K] € S

(S3) Sise S, alors [K|CS

(S4) My € S

(S5) Si o est une formule et si [a] intersecte une sphére de S, alors il existe une sphére
minimale qui intersecte [a] (on note C(a) = [a] N Sy).

Une sphere est définie comme un ensemble de mondes possibles, et le systéme de sphéres
centré sur [K] est construit de la fagon suivante :

e Les spheres sont imbriquées les unes dans les autres.
e L’ensemble des mondes possibles de K est la plus petite sphere.

e [’ensemble des mondes possibles, M &, est la plus grande sphere.

Théoréme 43. ([Gro88])
Soit une théorie K. Il existe un systéme de sphéres S centré sur [K] tel que pour toute formule
o, K xa = Kg ssi * est un opérateur de révision satisfaisant (K*1)-(K*8).

FIGURE 2.2 — Révision de K par « via un systéme de sphéres centré sur [K]

Graphiquement, cela peut étre représenté comme sur la figure 2.2 : les mondes possibles qui
satisfont la théorie ([K]) sont les mondes les plus plausibles. Les autres mondes sont ensuite
ordonnés suivant leur plausibilité (spheres Sp, Sa, ...).

Lorsque ’on révise par une nouvelle croyance «, les mondes possibles de a qui appartiennent &
la sphere la plus plausible (la plus "basse") sont conservés.
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2.2. Révision en logique propositionnelle

2.2 Reévision en logique propositionnelle

Katsuno et Mendelzon ont proposé une formulation équivalente des postulats AGM instanciés
au cadre propositionnel standard. Une base de croyances finie K est équivalente & une formule
v, la conjonction des formules de K.

Dans ce cadre, la révision de ¢ par p revient a rechercher les modeles de p les plus proches
de ceux de .

Postulats

Définition 44. ([KM91])

Soient ¢ et p deur formules propositionnelles ot ¢ joue le role de la base de croyances et
celui de la nouvelle croyance. La révision de ¢ par p est notée w o u et doit vérifier les postulats
sutvants :

(R1) poutp (succes)
(R2) Si o A p est cohérent alors popu=pAp (vacuité)
(R3) Si p est cohérent alors ¢ oy est cohérent (cohérence)
(R4) Sip1 = pa et py = pg alors o1 0 g = g2 0 1o (extensionalité)
(R5) (pop) N Fpo(uA) (inclusion conjonctive)

(R6) Si (pop) A est cohérent alors g o (u A1) (pop) A (vacuité conjonctive)

La signification de ces postulats est la suivante : la nouvelle croyance est conservée dans la
base de croyances révisée (R1). On garantit que, lorsque qu’il n’y a pas de conflit, la révision est
effectuée de fagon évidente (R2). Si la nouvelle croyance est contradictoire, la base de croyances
révisée par cette croyance 'est aussi (R3). Le principe d’indépendance a la syntaxe est respecté
(R4). La minimalité du changement est assurée par (R5) et (R6).

Théoréme 45. ([KM9I1])

Soit * un opérateur sur les théories et o un opérateur de révision sur les formules proposition-
nelles correspondant (i.e. pour tout ¢ et tout p, Cn(p)*p = Cn(pon) ). * satisfait (K*1)-(K*8)
ssi o satisfait (R1)-(R6).

Ce théoréme nous montre que les opérateurs de révision satisfaisant les postulats (R1)-(R6)
correspondent aux opérateurs de révision satisfaisant les postulats AGM (K*1)(K*8).

Théoréme de représentation

Katsuno et Mendelzon ont aussi proposé un théoreme de représentation permettant de donner
une définition constructive d’un opérateur o de révision AGM dans le cadre propositionnel
standard.

Ce théoreme, exprimant la révision comme une sélection de modeéles minimaux de la nouvelle
information suivant cette mesure de confiance sur les modeles, correspond a une méthode de ré-

vision basée sur les pré-ordres sur les mondes possibles, associés aux formules par un assignement
fidele.

Définition 46. ([KM91])
Un assignement fidéle est une fonction qui associe & chaque base de croyances @ un pré-ordre
<, sur les interprétations tel que :

1. SiltFpetJF g, alors I ~,J
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Chapitre 2. La dynamique des croyances

2. Silt et J¥ o, alors I <, J
3. 81 1 = @3, alors <, =<,

Cela signifie que les modeles de ¢ sont tous équivalents pour le pré-ordre associé et sont
strictement préférés aux contre-modeles de . Plus une interprétation est préférée, plus elle
sera petite pour ’ordre. Lorsque 'on exécute une révision, ce sont alors les interprétations de
la nouvelle information les plus crédibles pour la base courante qui forment les modeles de la
nouvelle base de connaissances. C’est ce que décrit le théoréme de représentation suivant.

Théoréme 47. ([KM9I1])

Un opérateur de révision o satisfait les postulats (R1)-(R6) ssi il existe un assignement fi-
déle qui associe d chaque base de croyances ¢ un pré-ordre total <, tel que Mod(p o ) =
min(Mod(p), <y).

Exemple : Opérateur de Dalal

Soient deux interprétations I et J, la distance de Dalal (Hamming) entre I et J, notée
di(I,J), est le nombre de variables propositionnelles sur lesquelles les deux interprétations
différent. dg (I, J) = {z € o |I(x) # J(x)}|.

Soit une distance entre interprétations d, une formule ¢ et une interprétation I, la distance
entre interprétation I et la formule ¢ est la distance minimale entre l'interprétation I et les
modeles de la formule ¢ : d(p, I) = min jeproa(p)d(J, 1)

Soit une distance entre une interprétation et une formule, on définit ’assignement corres-
pondant : [ §£ Jssidu(L, ) <du(J, ).

L’opérateur de révision de Dalal est défini par Mod(¢ op ) = min(Mod(p), §£)

Nous pouvons déduire du théoreme 47 que 'opérateur de révision de Dalal op satisfait les
postulats (R1)-(R6).
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Deuxieme partie

Contribution
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Introduction

Comme nous avons pu le voir, les identités de Levi et Harper montrent un lien tres étroit
entre opérateurs de révision et opérateurs de contraction, qui peuvent tout deux étre définis a
partir de autre. On n’a donc pas réellement a étudier les deux types d’opérateurs, mais il suffit
d’en étudier un, puis d’utiliser les identités pour définir I'autre.

La plupart des chercheurs en intelligence artificielle choisissent les opérateurs de révision
comme opérateurs de base, en effet ceux-ci sont les plus utilisés dans les systemes a bases de
connaissances. Nous allons ici dévelloper le choix des logiciens et philosophes qui prennent les
opérateurs de contractions comme opérateurs de base, puisque l'identité de Levi présente la
révision comme une composition d’une contraction suivie d’une expansion.

Notre but dans cette partie du mémoire est donc d’arriver aux méme résultats que Katsuno
et Mendelzon, pour la révision dans le cadre de la logique propositionnelle finie, mais pour
la contraction. Nous allons pour cela définir des postulats de rationalité pour la contraction,
nous nous assurerons ensuite que les opérateurs de contraction ainsi définis correspondent aux
opérateurs de révision définis via les postulats de Katsuno et Mendelzon. Enfin nous établirons
un théoreme de représentation pour la contraction en logique propositionnelle finie.
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Chapitre 1

Définition des postulats

Dans ce chapitre, nous allons définir un ensemble de postulats pour les opérateurs de
contraction dans le cadre de la logique propositionnelle. Nous vérifierons ensuite qu’il y a bien
une correspondance entre les opérateurs de contraction satisfaisant les postulats AGM
(K+1)-(K+8) et les opérateurs de contraction satisfaisant nos postulats.

Sommaire

1.1 Postulats de contraction en logique propositionnelle . . . . . .. 26

1.2 Correspondance entre la contraction d’ensemble de croyances
et la contraction de bases de croyances. . . ............ 29
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Chapitre 1. Définition des postulats

1.1 Postulats de contraction en logique propositionnelle

Si nous fixons un moyen de représenter tout ensemble de coyances K par une formule propo-
sitionnelle ¢ telle que K = {1 | ¢ - ¢}, nous pouvons établir une correspondance directe entre
K + «a et ¢ — a. Nous pouvons ainsi énoncer les postulats suivants :

(C1) pFp—a (inclusion)
(C2) Si pF a,alors p —at p (vacuité)
(C3) Sip—at a,alors Fa (succes)
(C4) SipF aalors (p —a)ANat (restauration)
(C5) Si 1 = g et a1 = ag, alors ¢1 — a1 = P — e (préservation)
(C6) p— (aNB)F(p—a)V(e—P) (intersection)
(C7) Sip— (aNAp)¥F a,alors o —at ¢ — (aAp) (conjonction)

La signification intuitive de ces postulats est la suivante : (C1) assure qu’apres la contraction,
aucune nouvelle information n’a été ajouté a la base de croyances. (C2) permet de montrer que
si a n’est pas déductible de ¢, aucun changement ne sera effectué sur la base de croyances. (C3)
garantit que la seule possibilité, pour que la contraction de ¢ par « échoue, est que « soit une
tautologie. (C4) nous dit que la conjonction de la contraction de ¢ par « et o nous donne une
formule propositionnelle équivalente & ¢ (I'implication inverse de (C4) est une conséquence de
(C1)). (C5) traduit le principe d’indépendance de la syntaxe. (C6) et (C7) expriment la mini-
malité du changement pour la conjonction.

Le théoréme suivant nous montre que les postulats supplémentaires (C6) et (C7) impliquent,

en présence de (C1)-(C5), une trichotomie. En effet, la contraction de ¢ par une conjonction
(o A B) ne peut avoir que trois résultats différents.

Théoréme 48. En présence de (C1)-(C5), (C6) et (C7) sont équivalents a :

0 —a ou
p—(aNB)=1p—F ou
(p—a)V(p—0)

Démonstration. (=)
(C6) - p—(anpB) - (p—a)V(p—p)
(CT):Sip—(aNpP)Faalorsp—ate—(aAp)

Par (C3), si @ A § n’est pas valide (i.e. a n’est pas valide ou (8 n’est pas valide) alors

po—(aANB)Fanp.
Donc il y a 3 cas :

l.o—(anpB)Faetp—(aNp)F S
2. p—(aNB)Faetp—(aNB)F
B.p—(anB)Faetp—(aNB)¥F B
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1.1. Postulats de contraction en logique propositionnelle

Si a A [ est valide, alors « est valide et § est valide. On a donc a A = a = .
D’apres (C4), on doit avoir : ¢ — (@ AB)=p—a=p—B=(p—a)V (¢ —p).
Nous allons donc étudier 3 cas :

1. (Hypl) Soit p — (a AB)Faet p—(aAB)E S

(C6) et p— (aNP)E P
=e—(anB)Flp—a)V(p=B)AB
= e —(aAB)F[(p—a) ABIV[(p—B)AB]

D’apres (C5), (¢ —B)ABE @
D’apres (Cl), pF o —«
Donc (p —B)ASF o —a
Comme (p —B)ABFB,ona(p—F)ABE(p—a)AB
Done [(¢ —a) AB]V [ =B)ABl=(p—a) A B
D’apres (C4), on dérive que p — (e AB) F (¢ —a) A S
= o—(aAf)F(p—a)
(ChHhetp—(anp)Fa=>p—atp—(anp)
(C6) et (CT) = p—(anp)=(p—a) (1.1)

2. (Hyp2) Soit ¢ — (aAB)F Bet p—(aANP)F «
Ce cas étant le symétrique du précédent, nous avons directement :

(C6) et (CT) = o —(aAf)=(p—P) (1.2)

3. (Hyp3) Soit ¢ — (e AB)F aeto—(aNP)F B
(ChHhetp—(anNp)Fa=>p—atp—(aAp)
(CTetp—(aANB)FB=¢—-BFp—(anp)

p—abtp—(aAB)etp—BFo—(anp)
=(@p—a)V(p—=B)Fe—(anp)

(C6) donne la réciproque.

(C6) et (CT) = p—(aAB)=(p—a)V(e—H) (1.3)
(1) + (2) 4+ (3) — en présence de (C1)-(C5),
© — a ou
(C6) et (CT) =p—(aNp)=q¢—LBou (A1)
(p—a)V(p—5)
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Chapitre 1. Définition des postulats

(<)
p —a ou
p—(aNp)={p—Bou
(p—a)Vip—5)
Nous avons 3 cas a étudier :
Leo—(anp)=p—a
p—ak(p—a)V(ip—p5)
= ¢ — (Oz/\ﬁ)F(w a) V(¢ —B) (C6)

Comme ¢ — (@A) =¢—a,ona p—at ¢—(aAp) donc (C7) est trivialement
vérifiée.

o—(aNB)=p—a= (C6) et (CT) (1.4)

2. p—(anB)=p—p
Ce cas étant le symétrique du précédent, nous avons directement :

o—(aNB)=p— = (C6)et (CT) (1.5)

3.p—(anp)=(p-a)Vip—p)
= o= (aAB)F(p—a)V(p—p) (C6)
et (p—a)V(p—PB)F¢—(aAp) cequiimplique que p —at ¢ — (a A ), donc (C7) est
trivialement vérifiée.

p—(@Apf)=(p—-a)V(p=-F) (1.6)
(4)+(5)+(6) — en présence de (C1)-(C5),
¢ —aou
p—(aAB)=4p—PBou = (C6) et (CT7) (Az)
(P =)V (p—5) .

Une signification de cette trichotomie peut étre la suivante : dans la plupart des cas, quand
o—(aAp)F a, o —(aAp) est équivalent a ¢ — . Cependant, ce n’est pas le seul cas : si « et 3
sont aussi épistémologiquement enracinés (mais non logiquement équivalent), a et 5 ne doivent
plus étre impliqués par ¢ — (a A 3), alors que seul « sera rejeté dans ¢ — .

Nous retrouvons ici le méme résultat que dans le cadre AGM classique ([G&r88]).
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1.2. Correspondance entre la contraction d’ensemble de croyances et la contraction de bases de croyances.

1.2 Correspondance entre la contraction d’ensemble de croyances
et la contraction de bases de croyances.

La question est maintenant de savoir si les postulats (C1)-(C7) sont bien une formulation
équivalente des postulats AGM classiques lorsque les bases de croyances sont exprimées dans un
langage propositionnel fini. Pour ce faire, nous allons définir quelques outils logiques.

Proposition 49. Pour tout ensemble de croyances K, il existe une base de croyances pg telle
que K=Cn(pg) et réciproquement, pour toute base de croyances ¢, il existe un ensemble de
croyances K, = Cn(yp).

Soient E un ensemble d’ensemble de croyances et F un ensemble de bases de croyances
quotienté par I’équivalence logique, Cn constitue une bijection de E dans F.

Cn bijective
1 \ / K,
©2 / \ K>
K3

¥3

Ensemble de bases de croyances Ensemble d’ensembles
quotienté par = de croyances

FicurReE 1.1 — Bijection entre ensemble d’ensembles de croyances et ensemble de bases de
croyances

Ainsi, pour une base de croyance ¢ donnée, K, = Cn(y) et pour un ensemble de croyances
K donné, o = Cn~Y(K).

Proposition 50. Trivialement, nous avons ¢ = ¢r,. De méme nous avons K = Ky, .

Ce résultat nous est donné par le fait que la relation Cn soit une bijection. En effet, en
combinant les deux expressions suivantes : K, = Cn(p) et px = Cn~'(K), nous obtenons
¢k, = Cn~1(Cn(y)). De méme, nous obtenons K, = Cn(Cn~(K)).

Définition 51. Etant donné un opérateur de contraction AGM sur les ensembles de croyances
+, on définit l'opérateur — .y par :
P (=) W= PK,+p

Définition 52. Réciproquement, étant donné un opérateur de contraction AGM sur les bases
de croyances —, on définit l'opérateur =y par :
K (yp=Kox—p

La proposition suivante indique que si nous utilisons un opérateur de contraction d’ensemble
de croyance =+ pour définir, via la définition 51, un opérateur de contraction de bases de croyances
—(+), alors Popérateur de contraction d’ensemble de croyance définie, via la définition 52, par cet
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Chapitre 1. Définition des postulats

opérateur de contraction — . sera l'opérateur de contraction initial +. De la méme maniere, si
nous utilisons un opérateur de contraction de bases de croyances — pour définir, via la définition
52, un opérateur de contraction d’ensemble de croyances = (_y, alors 'opérateur de contraction
de base de croyances définie, via la définition 51, par cet opérateur de contraction =+ sera
I'opérateur de contraction initial —.

Proposition 53. Nous avons y = —- De méme nous avons T =T

e
Démonstration.

Montrons que () T T

Il suffit pour cela de montrer que ¢ —(> _ypu=¢ —p

P () B = PRyr(n = PRy - d’apres la définition 51
OKyp —p = PK,_,, €1 utilisant la proposition 50
72

PRy = O (Kpop) = On~ (Cnlp — ) = ¢ — o

Donc ¢ () HEP—H d’ou () T~
Montrons maintenant que =+ (_ ) =
II suffit pour cela de montrer que K ) M= K-=u
K+ yh=Kop—p=Kpp, ., daprés la définition 51
K@KS‘;K+M = Ky, en utilisant le proposition 50

Koo, = Cn(pgsp) =Cn(Cn YK +p) = K +p
Donc K Ty M= K <+, d’ou Ty T

O]

Soit un opérateur de contraction + sur des théories et — un opérateur de contraction sur
des bases de croyances propositionnelles. On dit que les opérateurs =+ et — se correspondent si
TEEE) =

Le théoréme suivant nous montre que les opérateurs de contraction satisfaisant les postulats
(C1)-(C7) correspondent aux opérateurs de contraction satisfaisant les postulats AGM (K-+1)-
(K=8). Il fait écho au théoreme 45 présenté ci-avant et qui constitue son analogue pour la
révision.

Théoréme 54. Soit — un opérateur de contraction sur des ensembles de croyances et - son
correspondant sur les bases de croyances.
Alors + satisfait (K+1)-(K+8) si et seulement si - satisfait (C1)-(C6).

Démonstration.

« Montrons d’abord que (K=2) correspond & (C1) :
K+-aCK & On(p)+aCCn(p)
& Cn(p —a) CCn(yp)
&S plFeo—a
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1.2. Correspondance entre la contraction d’ensemble de croyances et la contraction de bases de croyances.

« Montrons ensuite que (K+3) correspond a (C1) et (C2) :

o Commencons par montrer que (K+3) = (C2).
Si a ¢K alors K+a=K
= Sia¢Kalors K C K + «
= SipFaalorsp—atp
= SipFaalors p—alt p

o Montrons maintenant que (C1) et (C2) = (K=3).
(SipF aalors p—aby)et pbp—a
= Sia¢Kalors KCK+a)et K +aCK
= Sia¢Kalors KCK=+aet K+aCK)
= Si a ¢K alors K =K + «

« Montrons maintenant que (K+4) correspond a (C3) :
Si ¥ a alors a ¢K+a < si a €K+« alors - «
aceK+asacln(p)~asp—ata
Donc si @« €K+« alors Fa < si p —a bk «a alors - «

« Montrons ensuite que (K+5) correspond a (C4) :
Si a €K alors KC(K+a) + «
aceK s oplka
KC(K+a)+a < Cn(p)C(Cn(p)+a)+a
< Cn(p)CCn((p —a) A a)
& (p—a)hNat
Donc si a €K alors KC(K+a) +a < si p b aalors (¢ —a) Aatk ¢

« Montrons a présent que (K+6) correspond a (C5) :
Sia=pfet K1 =Kgalors K1 ~a=Ky,+[<
Si a = f et Cn(p)=Cn(¢) alors Cn(p) + a=Cn(y) = <
Sia=pBetp=1alors ¢ —a=p—f

« Montrons maintenant que (K=7) correspond a (C6) :
(K+a)N(K+B)C K=+ (aAp)

(K +a)N (K +p) =

(Cn(p —a) N (Cn(e - B) =

Cnl(g — ) V (¢ — B)) =

(p—a)V(e—5)

K+(anB)=¢p—(anp)

Donc (K +~a)N(K+B)CK+(aNf)epo—(aAp)F(p—a)V(p—7)

o Il reste & montrer que (K+8) correspond a (C7) :
Sia¢ K+ (anp)alors K-(aNp) C K+«

a¢ K+(aNf)eo—(aNp)Fa

K+(anpf)CK+a<
Cn(p)+=(a A pB) CCn(p)+a &
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p—akp—(anp)

Doncsi o ¢ K+ (aAp)alors K-(aAp) C K +a<
Sig—(aNB)Faalorsp—atbp—(aAp)
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Chapitre 2

Equivalence Contraction/Révision

Maintenant que nous avons défini de bonnes propriétés pour les opérateurs de contraction
dans le cadre de la logique propositionnelle, nous pouvons vérifier que ces opérateurs de
contraction ainsi définis correspondent aux opérateurs de révision définis par les postulats de
Katsuno et Mendelzon. Nous utiliserons les identités de Levi et Harper afin de montrer que les
opérateurs de révision propositionnelle peuvent étre définis a partir des opérateurs de
contraction propositionnelle et inversement.

Sommaire
2.1 Préliminaires . . . . . . v v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 34
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Chapitre 2. FEquivalence Contraction/Révision

2.1 Préliminaires

Définition 55. Dans le cadre de la contraction et de la révision de bases de croyances, les
identités de Levi et Harper peuvent s’exprimer comme suit :
poya=(p—-a)Aa (Identité de Levi)
P~y =9V (poa) (Identité de Harper)

La proposition suivante indique que si nous utilisons un opérateur de révision o pour définir,
via l'identité de Harper, un opérateur de contraction — (), alors I'opérateur de révision définie,
via l'identité de Levi, par cet opérateur de contraction — ) sera 'opérateur de révision initial o.
De la méme maniére, si nous utilisons un opérateur de contraction — pour définir, via I'identité
de Levi, un opérateur de révision o(_y, alors l'opérateur de contraction définie, via l'identité de
Harper, par cet opérateur de révision o(_y sera 'opérateur de contraction initial —.

Proposition 56.

e si o est un opérateur de révision AGM, alors O(— (o)) =©

e si — est un opérateur de contraction AGM, alors (o))

Démonstration.

Montrons d’abord que (= (o))
Il nous suffit de montrer que pour tout ¢ et «, ¢ O @ =pox

PO(—) @ = (QD —(0) _\Oé) N

[pV(poa) A
= (pna)Vi(poa)nal

= 0

D’aprés (R1), nous avons g o(_ ya = (pAa)V(poa)

« Si @ A« est cohérent, d’aprés (R2) ona poa=pAa
Dot por hya = (pha)V(pAa)
= A«
= Yo

« Si ¢ A a n’est pas cohérent, ona po_ ya=poa

—(9)

Nous avons donc ¢ o a=poa,dol O(—(e)) =©

—(0))

Montrons maintenant que ~(o(y)
Pour ce faire, montrons que pour tout ¢ et a, ¢ (o)) A=Y —
=y = pVipor) )
@ V(e —a)A-al
= (Vo) AlpV(p—a)

D’apres (Cl),ona pA(p—a)=¢—«

« Sipkaalorspar (C4) onap—abk -aVe

Dans ce cas, nous avons donc ¢ (o) A=Y -«
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2.2. De contraction vers révision

« Si p ¥ «a alors par (C1) et (C2),
Donc (¢ V-a)A(p—a)=¢ =
Ainsi ¢ (o) A=p -

=

Y2 [0
Y —«a

2.2 De contraction vers révision

Le théoreme suivant montre que les opérateurs de révision de bases de croyances proposi-
tionnelles peuvent étre définis par 'identité de Levi en partant des opérateurs de contraction de
bases de croyances propositionnelles.

Théoréme 57. Si l'opérateur de contraction — satisfait (C1)-(C5) alors l'opérateur de révision
o défini par lidentité de Levi satisfait (R1)-(R4). De plus si (C6) est satisfait, alors (R5) est
satisfait pour la révision ainsi définie, et si (C7) est satisfait, alors (R6) est satisfait pour la
révision ainsi définie.

Démonstration. Supposons (C1)-(C5) satisfait.

« Montrons que (R1) est satisfait :
Nous avons trivialement (¢ — —a) Aok «
Ce qui nous donne p o a - «

« Montrons ensuite que (R2) est satisfait :
Supposons que @ A « est cohérent, nous avons donc ¢ ¥ -«
D’apres (Cl) et (C2),ona p ——-a =g
Dot (p ——a) N\a=pAa
Ce qui nous donne poa = p A«

« Montrons maintenant que (R3) est satisfait :
Supposons que « est cohérent, nous avons donc ¥ -«
D’apres (C3), on a ¢ — ~a ¥ -«

Dot (¢ — —a) N FL
Ce qui nous donne p o a ¥ L

« Montrons enfin que (R4) est satisfait :
Supposons maintenant @1 = @9 et @] = a9
D’apres (C5), on a @1 — 7y = w2 — "
Donc (p1 — —a1) A ag = (p2 — a2) A as
Ce qui nous donne @1 0 a1 = Y30 g

35



Chapitre 2. FEquivalence Contraction/Révision

Supposons (C6) satisfait et soit v tel que p o (a A ) F .
On veut montrer que (poa) A B F -~y

Comme —~a = ~(a A B) A (a= )
D’apres (C5), il suffit montrer, en utilisant l'identité de Levi, que
o= ((aAB) A (a=B))|NanB Yy
D’apres (C6), il suffit de montrer que [p — =(aAB)|Aa NSy
et [p—(a= B AanBFy

« Comme (p —(aApB))A(aAB)=¢po(aAf) dapres Levi,
par hypothese, po (e A B) F
On a donc aussi (g o) A S F 7, ce qui permet de conclure.

« L’une des conséquences de (R2) est p Aok poa (R2.2)
Comme @ o (a A f) F v, d’aprés (R2.2) p A(aAB) Fy
Dou ot (aAB) =~

Ilya?2cas:

o Sip¥ (a= B), dapres (C2)onap—(a=f)F
Doup—(a=p)F(aNp)=7
Donc [p — (a= )| ANaABF~y

o Sipk (a= ), daprés (C4)ona (p—(a=B))A(a=B)F ¢
Dot (¢ — (@ = B)) A(a=B)F (anf) =~
Donc ¢ — (= p)F (a= )= (aAp) =)

Or nous avons
(a=p5)=((anp)=7) —(maV )V (—(aAB) VA7)
(aAN=B)V-aV-BVy
—aV -pVy

Ce qui nous donne ¢ — ( ) (aAB) =y

Nous avons donc [p — (a = B)| A (a A B) F vy

S
Y
=

Supposons (C7) satisfait.
On veut montrer que (R6) est satisfait pout tout « et .
Comme —a = (maV —8) A ~«
D’apres (C5), nous avons ¢ — o = ¢ — [(-a V =) A —q]
Supposons maintenant que ¢ o o ¥ =3
Comme ¢ o a = (p — =) A , nous avons ¢ — —a ¥ -V =3
(C5) nous donne ¢ — [(ma V =) A —a] ¥ —a V =
D’apres (C7), ¢ — (maV =8) F ¢ — [(ma V =8) A —a]
Dot (p — =(aAp) NaABF (p——a) NaAp
Donc po(aAB)F (poa)Ap
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2.8. De révision vers contraction

2.3 De révision vers contraction

Le théoréme suivant montre que les opérateurs de contraction de bases de croyances propo-
sitionnelles peuvent étre définis par l'identité de Harper en partant des opérateurs de révision
de bases de croyances propositionnelles.

Théoréme 58. Si l'opérateur de révision o satisfait (R1)-(R4) alors lopérateur de contraction
— défini par lidentité de Harper satisfait (C1)-(C5). De plus, si (R5) est satisfait, alors (C6)
est satisfait pour la contraction ainsi définie, et si (R6) est satisfait, alors (C7) est satisfait pour
la contraction ainsi définie.

Démonstration. Supposons (R1)-(R4) satisfais.

« Montrons d’abord que (C1) est satisfait :
Il est clair que ¢ F ¢ V (¢ 0 7a)
Ce qui nous donne ¢ - ¢ — a par l'identité de Harper

« Montrons maintenant que (C2) est satisfait :
Supposons que ¢ ¥ «
D’apres (R2), p o na b ¢ A~
Dot po —a k¢
Donc ¢ V (po—a) F ¢
Ce qui nous donne ¢ —a ¢

« Montrons ensuite que (C3) est satisfait :
Supposons ¥ «
Nous avons —a cohérent
Donc d’apres (R3), ¢ o =« est cohérent
De plus, d’apres (R1), ¢ o —a F -«
Donc p o —alF «a
D’ott ¢ V (p o —a) ¥ «
L’identité de Harper nous donne ¢ — a ¥ «

« Montrons maintenant que (C4) est satisfait :
Supposons maintenant que ¢ - «
Nous avons ¢ A a = ¢ et d’apres (R1) (¢ 0 ~a) F -«
Dot (po—a)Aa kL
Donc (¢ Aa) V ((po—-a) ANa) F ¢
Dot [pV (po-a) Aat ¢
Ce qui nous donne (p —a) Aat ¢

« Montrons enfin que (C5) est satisfait :
Supposons @1 = 2 et a; = g
D’apres (R4), 1 0 =ay = 2 0 g
Donc 1 V (¢1 0 —a1) = 2 V (92 0 —as)
Ce qui nous donne @1 — a1 = @9 — @9
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Chapitre 2. FEquivalence Contraction/Révision

Supposons (R5) satisfait et soit v tel que (¢ —a) V (p — ) F vy
Nous voulons montrer que ¢ — (a A B) F

e SipkFanpg
Comme a = ~((—a V =8) A —«)
D’apres (R4), nous avons ¢ — a = ¢ — =((-a V =5) A —a)
Dot ¢ — =((—ma V =8) A —ar) v
D’apres (R5), nous avons [p o (ma V =f)] A —mat po[(-aV —=8) A —a]
L’identité de Levi montre que @ o [(maV =8) A =a] F ¢ — = ((ma V =5) A —a)
Dot o [(ma V =) A —a] F
Ce qui nous donne, d’apres (R5), [po (maV —8)] A -at vy
Ou encore [po (maV =8)|FaVry
Par symétrie sur « et 3, nous avons [po (-aV —=f)|F BV y
De plus, d’apres (R1), po (maV —=8) F —aV -5
Nous pouvons donc en déduire que ¢ o (—a V =) F =
L’identité de Levi nous donne (¢ — (e A B)) A=(a A B) Fy (*)

Ayant supposé ¢ - a A 3, (C4) nous donne (¢ — (@ AB)) A (aAB) ¢
D’apres (Cl) o F ¢ — «

Comme on a supposé ¢ —a kv et ¢ — 5 ~, nous avons donc ¢ + v
Par transitivité de - (¢ — (@ A B)) A (a A B) F v (**)

D’apres (*) et (**), nous avons donc ¢ — (a A B) F v

e SipFang
D’apres (C2) ¢ — (A B) F o
Or, d’apres (Cl), pFp — «
Nous avons donc ¢ F (¢ —a) V (¢ — )
Dot —(anB)F (¢ —a)V(p—p)
Ce qui nous donne ¢ — (a A B)

Supposons (R6) satisfait et ¢ — (A ) ¥ «a.
Nous voulons montrer que ¢ —a k- ¢ — (a A ).

« Si pF a, d’apres (C2) nous avons ¢ — a k- ¢
De plus, d’apres (Cl), o ¢ — (a A B)
Nous avons donc ¢ —a bt ¢ — (a A )

o Sipha
Par I’absurde supposons [¢p — (a A B)] A =(aA ) F «
Cela entraine ¢ — (a A B) F (e AB) V «
Soit ¢ — (aw A B) F « ce qui est exclu par hypothese
Nous avons donc [ — (a A B)] A = (a A B) ¥ «
L’identité de Levi nous donne ¢ o =(a A 8) ¥ «
D’apres (R6), comme [¢ o =(a A 8)] A =« est cohérent,
onago[~(aApf)A-alk[po=(anp)] A«
Or, d’apres (R4), po[~(aAB)A—-a] = po -
De plus, I'identité de Levi nous donne ¢ o —~a = (¢ — @) A ~«
Dot (¢ —a) A—atk [po=(aAB)] A«
Nous avons (¢ — a) A —~aF po—(aAf)
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2.8. De révision vers contraction

L’identité de Levi nous donne (¢ —a) A =t [p — (A B)] A =(a A B)

Nous avons (p — a) A—at ¢ — (aAp) (1)

D’apres (C1) o F o — (A f)

Comme ¢ F «, d’apres (C4), (¢ —a) ANat ¢

Par transitivité de -, nous avons donc (p —a) AatF ¢ — (a A f) (2)
(1) et (2) nous donne ¢ —a k¢ — (A B)
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Chapitre 3

Théoreme de représentation

Nous pouvons a présent proposer un théoreéme de représentation, nous permettant ainsi de
donner une définition constructive des opérateurs — de contraction AGM de bases de croyances
propositionnelles.

Sommaire
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3.2 Définition du théoréme de représentation . ... ... ... ... 42

41



Chapitre 3. Théoréme de représentation

3.1 Préliminaires

Commencons par introduire une notation qui nous sera utile dans la suite. Pour toute for-
mule « et pour tout monde I, on note oy toute formule ayant I'interprétation I pour unique
modele. Plus généralement, si S est un ensemble fini d’interprétations, ag dénote toute formule
ayant exactement les éléments de S pour modele.

Ce lemme nous indique que si une formule «, ne possédant qu'un seul modele, n’implique
pas une formule ¢, alors la formule résultant de la contraction de ¢ par la négation de a est
équivalente a la disjonction de ¢ et a.

Lemme 59. Si o) ¥ ¢ alors ¢ — oy = @ Vayry.

Démonstration.
Comme ayry ¥ ¢, nous avons ¢ = —ayp.
D’apres (C4), (¢ — ~aqn) A —arn B o, dott p — =ayn o Vagp.

D’apres (C1), ¢ = ¢ — —aqpy.

De plus, le postulat de succes (C3) nous donne, ¢ — Qg ry ¥ ooy
Soit Mod(p — ~aypy) € Mod(—ayp)

Ce qui nous donne aqry - ¢ — —aypy.

Nous avons la double implication, donc ¢ — —ayry = ¢ V aqpy.

3.2 Définition du théoreme de représentation

L’idée de ce théoreme de représentation est d’exprimer la contraction d’une base ¢ par une
croyance « comme l'union des minimaux des contre-modeles de o pour <, et des modeles de .

Théoréme 60. Un opérateur de contraction — satisfait les postulats (C1) - (C7) si et seule-
ment si il existe un assignement fidéle qui associe a chaque base de croyances @ un pré-ordre
total <, tel que Mod(p — a) = Mod(p) U Min(Mod(—a), <,).

Démonstration.
(sens direct) Supposons qu’il existe un opérateur de contraction — qui satisfait les postulats

(C1) & (C7).

Pour chaque formule ¢, on définit un pré-ordre total <, en utilisant 'opérateur — : VI, I’
deux interprétations, on définit la relation I <, I’ si et seulement si I € Mod(p — —|oz{]7p}).
Montrons d’abord que <, est un pré-ordre total.

e Total : soient I et I' deux interprétations, comme a7y possede au moins un modele,
—aqr ) possede au moins un contre-modele. Nous pouvons donc en déduire que ¥ —a, ce
qui nous permet de conclure, d’apres (C3), que ¢ — —a ¥ —a.

Nous savons donc qu'il existe w € Mod(p — —ayy py) tel que w € Mod(ayy ) = {I,1'}.
Par conséquent, soit I € Mod(p — —ayy,y) et donc I <, I', soit I' € Mod(p — —ayy,17})
et donc I’ <, I. On a donc bien une relation totale.

e Réflexif : si I = I’ dans la preuve ci-dessus, on obtient I <, I. On a donc bien une
relation réflexive.
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3.2. Définition du théoréme de représentation

e Transitif : supposons quona I <, J et J <, L.
Plagons nous dans le cas ou I,J et L sont distinctes deux a deux.
En effet si deux d’entre elles sont équivalentes, la transitivité est trivialement vérifiée.
Par 'absurde, supposons I £, L. Comme <, est totale, nous avons L <, I, soit L |=

o — oy py et I E o — oy
B Vyqey ou (1)
Nous avons clairement, ays yry = Brr,y V gy ou (2)

By Y vin (3)

(¢ =By V(e ——yuwy) ou (1)
Drapres (C6), nous avons ¢ — —aqy sy b 4 (0 — =B(r,y) V (0 — ypsy) ou  (2)
(=B Vie—vn) 6

De méme, d’apres (C6), nous avons ¢ — =87 13 = (¢ — =pqry) V (@ — =pqry)-
De plus, nous savons que I = ¢ — =By1,7y donc v — =B 5y ¥ —pqry-
Nous pouvons donc déduire, d’apres (C7), que ¢ — =81, 1y = » — gy
De la méme maniere, nous pouvons montrer que ¢ — (7 1y = ¢ — ~pqr) et o — =B85y =
Y= TH{J}-
(o =—mqn) V(0 = —yqry) ou (1)
Nous avons donc ¢ — —ayz sy 4 (0 — —pqry) V (0 — =ygsy) ou (2)
(o = =mgp) V(e = 1y (3)

4 cas sont a considérer :

« Sil, J et L ne sont pas des modeles de .
(o = =pqry) V(o = =vry) =@ Vi Vv
Nous pouvons déduire du lemme 59 que § (¢ — =pqry) V (9 — 7vy) =@ Vi Ve
(o = 7neny) V(e = —vy) =0V Vo

Vo Vyry ou (1)
Do, ¢ — =ayr iy B (@ Vigry Vs ou (2)
©V ey Vv (3)

Comme J = ¢, nous avons J = ¢ V agpy V agry.

D’ou J l?é Y — ﬂO[{]’J’L}.

De la méme maniére, nous pouvons déduire que I p~= p—-ayy gy et L = p—"0yr gL}
Or, nous savons d’apres (C3) que Mod(¢ — —ayy, 5 1y) est un sous-ensemble non vide
de {I,J, L}, nous avons donc une contradiction.

« Si I |= ¢, dapres (C1), nous avons I |= ¢ — ~ayy 1y, donc I <, L.
Ce qui est en contradiction avec notre hypothese de départ (L <, I).

« Si J = ¢, d'apres (C1), nous avons J = ¢ — =y donc J <, I, d’out [ ~, J.
Nous pouvons donc en déduire que I <, L, ce qui est en contradiction avec notre
hypothese de départ (L <, I).
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« Si L = ¢, d’apres (C1), nous avons L = ¢ — —~ay;ry donc L <, J, d'ou J ~, L.
Nous pouvons donc en déduire que I <, L, ce qui est en contradiction avec notre
hypothese de départ (L <, I).

Nous avons donc I <, L. La relation <, est donc transitive.

Nous avons montré que <, est une relation totale, réflexive et transitive, c’est donc bien un
pré-ordre total. Ensuite nous devons montrer que I’association de ¢ a <, est bien un assignement
fidele.

e La premiére condition pour que ’assignement soit fidéle se déduit facilement de la définition
de <, et (C1).
En effet, d’apres (C1), ¢ = ¢ — =a, donc si Iy € Mod(p) alors Iy € Mod(¢ — —ayy, 1,})
et si Iy € Mod(p) alors Iy € Mod(¢ — —ayy, 1,3)- Donc par définition, on a, Iy <, I3 et
12 Sgo Il, d’ou Il 290 IQ

e La troisiéme condition (si ¢1 = 2, alors <, =<,,) vient de (C5).
En effet, si p1 = g alors o1 — nayy, 1,1 = 02 — nayy 1,1, Aot g =<y,

e Montrons a présent que la deuxieme condition (si Iy = ¢ et Iy = ¢ alors I} <, Io) est
satisfaite.
Depuis la définition de <, et (C1), nous pouvons déduire de I |= ¢ que Iy <, Io.
I1 nous reste a montrer que Iy £, I1, nous allons étudier 2 cas :

o Si @V a1y, alors, d’apres (C2), ¢ — —aqy, 1,3 F @
Nous en déduisons donc que I3 = ¢ — =gy, 1,3, d'ott Iz £y, 1.

« Si @ =ayqr 1y, nous avons ¢ =8y A =1,y
Dong, en particulier, ¢ = =f(;,}, ce qui contredit le fait que I = ¢, ce cas est donc
impossible.

La deuxieme condition pour que 'assignement soit fidele est donc vérifiée.

Finalement, il reste & montrer que Mod(p — o) = Mod(p) U Min(Mod(—a), <,).
Nous pouvons considérer 2 cas :

« SipF a, d’apres (C1) et (C2), Mod(¢ —a) = Mod(p).
De plus, 31 € Mod(yp) tel que I € Mod(—a). La deuxiéme condition de 'assignement
fidele nous permet de déduire que Mod(p) = Mod(p) U Min(Mod(—a), <,).
Ce qui nous permet de conclure.

« Si ¢ F «a, nous supposerons ¥ a.
En effet si - a Mod(p—a) = Mod(p)UMin(Mod(—«a), <) se déduit trivialement de (C1)
et de (C4), qui nous dit que ¢ — a - ¢ V —a puisque Mod(—a) = () = Min(Mod(—ca), <)
quand F a.
(C4) nous permet donc de déduire que Mod(yp — o) € Mod(p) U Min(Mod(—a), <,).

Soit une interprétation I telle que I = ¢ — a, nous pouvons déduire de (C4) que I |= ¢ ou
I = —a.

o Si I [= ¢, Iinclusion, Mod(p —a) € Mod(yp) U Min(Mod(—a), <) , est trivialement
vérifiée.
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o Sil =~y et I = —a. Nous voulons montrer que I = min(Mod(—a), <,).
Par I’absurde, supposons qu'’il existe une interprétation J = —a telle que J <, 1.
Par définition de I'assignement fidele, nous avons I = ¢ — (=y{7,s1). De plus, nous
savons que I = ~a et J = —a, soit a =y -
Ce qui nous permet de dire que 33 tel que a = (—y7,73) A B
Par (C6), ¢ —a = (¢ — (=v41,73)) V (¢ — B), nous savons aussi que ¢ — (=7, V =8) ¥
=1,y car I = ¢ — a (par hypothese).
Par (C6) et (C7), nous avons ¢ — a = ¢ — =y 53- Ce qui contredit notre hypothese,
I - TVI,J}-

D’ou Mod(¢ — ) € Mod(p) U Min(Mod(—a), <,).

Supposons maintenant que Mod(yp) U Min(Mod(—«), <,) € Mod(p — «).
Deux cas sont & considérer :

o Soit A1 € Mod(y) tel que I & Mod(p — «).
D’apres (C1), ¢ F ¢ — a, soit Mod(p) C Mod(p — ).
Ce qui contredit note hypothese (Mod(yp) € Mod(p — «)).

o Soit I € Min(Mod(—a), <,) tel que I & Mod(yp — ).
Dans ce cas, Min(Mod(—«a),<,) est non vide, ce qui implique que ¥ a.
Donc, d’apres (C3), ¢ — a ¥ a. Nous pouvons donc en déduire que 3J € Mod(p — «)
tel que J € Mod(—a), la deuxiéme condition de I’assignement fidéle nous permet de
déduire que Mod(p —a) = Mod(¢ —a)U Min(Mod(—ca), <,). Ce qui contredit notre
hypothese (Min(Mod(—a),<,) € Mod(p — «)).

D’ott Mod(p) U Min(Mod(—«a),<,) € Mod(p — ).
Nous avons donc la double inclusion, et par conséquent,

Mod(p — a) = Mod(p) U Min(Mod(—a), <)

(Sens réciproque) Supposons que ’on dispose d’un assignement fidele qui associe ¢ & un pré-ordre
total <,. On définit un opérateur de contraction — par

Mod(p — o) = Mod(p) U Min(Mod(—a),<,) (¢)

Montrons que — satisfait les postulats (C1)-(CT7).

Le postulat (C1) est trivialement satisfait, par la définition de I'opérateur —.

En effet, depuis Mod(¢ — a) = Mod(p) U Min(Mod(—a), <,), on obtient facilement
Mod(p) € Mod(p — «) d'ott o F ¢ — a.

Montrons que (C2) est satisfait.
Si o ¥ a, alors dw F p A -«
Comme l'assignement est fidele, Min(Mod(—a), <,) = Mod(—a A @)
Donc Mod(p — o) = Mod(p)
Ceci montre que (C2) est satisfait.

Montrons que (C3) est satisfait.
Supposons que ¥ «, nous avons donc Mod(—a) # (.
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Chapitre 3. Théoréme de représentation

D’apres (¢), il existe donc une interprétation I appartenant a Mod(¢ — ) telle que I appartient
également a Mod(—a).

Ce qui montre clairement que Mod(p — ) € Mod(«).

Ceci montre que (C3) est satisfait.

Montrons que (C4) est satisfait.
Nous avons Mod((p — a) A a) = Mod(p — a) N Mod(a)
(¢) nous donne Mod((¢ — a) A a) = (Mod(p) N Mod(a)) U (Min(Mod(—a), <,) N Mod(c))
Nous avons clairement Mm(Mod(ﬂa) o) N Mod(a) =10
D’ott Mod((p — o) A ) = Mod(p) N Mod(cx)
Supposons maintenant que ¢ F «a, soit Mod(¢) € Mod(«)
Nous avons alors Mod((¢ — a) A o) = Mod(p)
Ceci montre que (C4) est satisfait.

Montrons maintenant que (C5) est satisfait.
Posons 1 = 9 et a1 = ap
Nous avons clairement Mod(p1) = Mod(ps) et Mod(a1) = Mod(az)
Par définition des assignements fideles, nous avons <, =<,
D’ot Min(Mod(—a1),<e,) = Min(Mod(—a2), <,)
Nous pouvons donc conclure que
Mod(p1) U Min(Mod(—a1), <y,) = Mod(p2) U Min(Mod(—az), <g,)
Ainsi Mod(p1 — a1) = Mod(pa — a2)
Ceci montre que (C5) est satisfait.

Montrons maintenant que (C6) est satisfait.
Mod(p — (aANB)) = Mod(e)U Min(Mod(—(a A B)),<y)
=  Mod(p) U Min(Mod(—«a) U Mod(—ﬂ) )
) C

Or, nous avons Min(Mod(—a) U Mod(—f5), < Min(Mod(—«a), <,) U Min(Mod(—f), <)

Nous avons donc

Mod(p — (A B)) Mod(p) U Min(Mod(—«a), <,) U Min(Mod(—f), <)

c
C Mod(p —a)UMod(p — p)

Ceci nous montre que (C6) est satisfait.

Montrons enfin que (C7) est satisfait.
Soit w |= ¢ — a. Par définition, w € Mod(p) U Min(Mod(—a), <,)
Il suffit donc de montrer que

Min(Mod(—a),<,) € Min(Mod(—(a A B)), <,) (A)

Comme par hypothése ¢ — (A ) ¥ a, Il existe w € Mod(p) U Min(Mod(—(a A S)), <,) tel que
w € Mod(—a)
Ilya2cas:

« Soit Jw € Mod(p A —«). Dans ce cas, puisque I'assignement est fidele, on a Mod(p — o) =
Mod(p). Et la conclusion est vérifiée d’apres (C1) qui a été prouvé satisfait par -.

« Soit Jw € Mod(—p A—a) N Min(Mod(—(aAB),<,) et on a ¢ F o. Comme —a - =(aA ),
on a forcément w € Min(—a), <,) puisque w F —a.
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Puisque <, est un pré-ordre total, tout w’ € Min(Mod(—a), <,) vérifie w’ ~, w. Donc
s'il existait w” € Mod(a A —=f) tel que w” <, w, ceci contredirait le fait que w €
Min(Mod(—(a A ), <y)-

Ainsi (A) est vérifié et donc (C7) Dest aussi.

O

On a le méme mécanisme que les systemes de spheres, mais ici le systeéme est plus simplement
représenté par un pré-ordre total. Nous pouvons illustrer cette représentation par la figure 3.1 :

L3 L 2 . 2
Lo ia@?—
Ly . . .

Loy ———o—¢ o o o

Se

FI1GURE 3.1 — Contraction de ¢ par «

Les interprétations sont réparties sur différents niveaux, deux interprétations sur un méme
niveau sont aussi plausibles I'une que I'autre (i.e. I ~, J) et une interprétation I apparaissant a
un niveau inférieur a une autre J est strictement plus plausible (i.e. I <, J). Les interprétations
apparaissant au niveau le plus bas sont les modeles de la bases de croyances .

La traduction entre systémes de sphéres et le pré-ordre associé a ¢ par ’assignement fidele
est directe. Chaque niveau correspond a une sphere (Lg a [K], et chaque L; a S; — Si.1).

Lorsque 'on contracte par une information «, le résultat est constitué de ’ensemble des
modeles de ¢ auquel on ajoute ’ensemble des modeles de —« les plus plausibles suivant le pré-
ordre de plausibilité <, associé¢ a ¢ par I'assignement fidele, soient les interprétations situées
sur le segment L sur la figure 3.1. Les interprétations de ~a qui sont ajoutées a celles de ¢ sont
représentées en rouge sur la figure.
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Conclusion et perspectives

Lors du stage, nous nous sommes intéressés a la contraction dans le cadre de la logique pro-
positionnelle finie. Le but était, a 'instar de Katsuno et Mendelzon pour la révision, de définir
le bon comportement des opérateurs de contraction dans ce cadre. Ainsi, nous avons définie des
postulats pour les opérateurs de contraction dans le cadre de la logique propositionnelle finie
correspondant aux postulats de contraction dans le cadre AGM classique. Apres avoir vérifié
que les opérateurs contraction définis par nos postulats correspondaient aux opérateurs de ré-
vision définis par les postulats de Katsuno et Mendelzon, nous avons proposé un théoreme de
représentation en termes d’assignement fideles.

Les perspectives de recherches sont nombreuses. Tout d’abord, concernant le contraction
dans le cadre de la logisue propositionnelle finie, maintenant que nous avons définie un théoreme
de représentation, nous avons un bon point de départ pour débuter 1’étude des opérateurs de
contraction itérée, contrepartie des opérateurs de révision itérée. En effet, cette problématique
de la contraction itérée n’a été abordé, a notre connaissance, que dans un seul article ([HS08]),
contrairement a la révision itérée qui a engendrée une large littérature.

Une autre perspective serait d’étudier comment définir d’autres opérateurs de changement
de croyances en logique propositionnelle finie, comme les opérateurs de fusion, de mise a jour,
etc. ..
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