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Résumé

Le modele AGM pour la révision et la contraction
d’'ensembles de croyances fournit des ensembles de pos-
tulats pour chacune des deux situations de changement.
Dans le cadre de la logique propositionnelle finie, Kat-
suno et Mendelzon ont proposé des postulats pour la ré-
vision de bases de croyances qui correspondent aux pos-
tulats de révision AGM pour les ensembles de croyances.
Dans cet article, nous présentons des postulats pour la
contraction de bases de croyances propositionelles qui
correspondent aux postulats AGM pour les ensembles
de croyances. Nous mettons en lumiére les connexions
existant avec la révision au sens de Katsuno et Mendel-
zon via les identités de Levi et de Harper et présentons
un théoreme de représentation pour les opérateurs de
contraction de bases de croyances.

Abstract

The AGM model for the revision and contraction of
beliefs sets provides sets of postulates for each of the
two cases. In the context of finite propositional logic,
Katsuno and Mendelzon printed out some sets of pos-
tulates for the revision of belief bases which correspond
to the postulates AGM revision of beliefs sets. In this
paper, we present postulates for the contraction of pro-
positional beliefs bases which correspond to the AGM
postulates for the contraction of beliefs sets. We high-
light the existing connections with the revision of belief
sets in the sense of Katsuno and Mendelzon thanks to
Levi and Harper identities and present a representation
theorem for operators of contraction of beliefs sets.

1 Introduction

Le changement de croyances est étudié depuis de
longues années en philosophie, en bases de données, et
en intelligence artificielle. Au début des années 1970,
un débat sur les exigences de changement rationnel de
croyances a pris place dans la communauté philoso-
phique. Nous pouvons souligner deux étapes. La pre-
miere est une série d’études réalisées par Isaac Levi

[12, 13]. Levi a fourni une grande partie du cadre de
base formel. Le travail de William Harper a la méme
époque a également eu une influence importante [7].
La seconde étape est le modele AGM, ainsi nommé
d’aprés ses trois initiateurs, Carlos Alchourrén, Pe-
ter Gardenfors et David Makinson, modele présenté
dans un article qui a fourni un nouveau cadre formel
beaucoup plus général et polyvalent pour les études de
changement de croyances [1]. Depuis la publication de
I’article en 1985, ses principaux concepts et construc-
tions ont fait ’objet d’élaboration et de développement
significatifs [4, 5, 14].

La révision de bases de croyances propositionnelles
a en particulier été beaucoup étudiée. Ainsi, Katsuno
et Mendelzon [10] ont proposé un ensemble de postu-
lats pour les opérateurs de révision dans le cadre de
la logique propositionnelle ainsi qu'un théoréeme de re-
présentation en termes d’assignements fideles. Ce théo-
reme est a 'origine des approches proposées pour mo-
déliser la révision itérée [3] et ses développements. Les
opérateurs de révision et de contraction étant étroite-
ment liés, nous pourrions nous attendre a ’existence
de travaux sur la contraction dans le cadre de la lo-
gique propositionnelle. Or, il n’en est rien. Ceci peut
s’expliquer par 'existence des identités de Levi et Har-
per. En effet, ces identités permettent de définir des
opérateurs de contraction a partir des opérateurs de
révision et inversement.

Le but de cet article est de vérifier que les opéra-
teurs de contraction propositionnelle conrrespondant
aux opérateurs de révision de Katsuno et Mendelzon
ont bien les propriétés attendues. Il s’agit d’un premier
pas nécessaire pour étudier des opérateurs de contrac-
tion itérées. Nous reviendrons sur ce point dans la sec-
tion sur les perspectives.

Dans la suite, nous proposons un ensemble de pos-
tulats pour les opérateurs de contraction dans le cadre
de la logique propositionnelle finie, et établissons un
théoreme de représentation correspondant.



Cet article est organisé comme suit. A la section
2, nous donnons quelques préliminaires formels. A la
section 3, nous définissons les postulats qu'un opéra-
teur de contraction de bases de croyances doit satis-
faire. Nous nous focalisons ensuite sur la correspon-
dance entre contraction d’ensembles de croyances et
contraction de bases de croyances propositionnelles. A
la section 4, nous vérifions, en utilisant les identités
de Levi et Harper, qu’il y a bien une correspondance
entre les opérateurs de révision propositionnelle définis
par les postulats de Katsuno et Mendelzon et les opé-
rateurs de contraction propositionnelle définis par nos
postulats. La section 5 présente un théoréme de repré-
sentation pour la contraction de bases de croyances.
A la section 6, nous concluons et nous discutons de
quelques perspectives de travaux futurs.

2 Préliminaires formels

On considére un langage propositionnel fini L
construit & partir d’un ensemble (fini) de symboles
P et des connecteurs —, V, A, — et <> représentant
respectivement la négation, la disjonction, la conjonc-
tion, 'implication matérielle et 1’équivalence. 1 et T
représentent respectivement la contradiction et la tau-
tologie.

Soit une base de croyances ¢ (c’est-a-dire un en-
semble fini, conjonctivement interprété, de formules de
L) et une formule p. ¢ — p désigne la contraction de
© par u, qui est la nouvelle base de croyances obtenue
en retirant la croyance p des conséquences de .

Un ensemble de croyances K est un ensemble de
formules déductivement clos.

Gérdenfors et ses collegues ont proposé les pos-
tulats suivants pour la contraction d’ensembles de
croyances. Ces postulats sont formulés dans un cadre
trés général, mais nous limitons ici la discussion au
cas de la logique propositionnelle finie. Etant donné
un ensemble de croyances K et une formule pu, K + p
désigne la contraction de K par pu.

(K+1) K=+« est un ensemble de croyances (cloture)
(K+2) K+aCK (inclusion)
(K+3)Sia¢g K,alors K +a=K (vacuité)
(K+4) SiFa,alorsa g K+« (succes)
(K+5)Siae K,alors KC (K +a)+a
(restauration)
(K+6) Sita+ B alors K +a=K+f
(préservation)
K+ (K+-a)Nn(K+p)C K+ (aNp)
(intersection)
(K+8)Sia g K+ (anp),alors K+ (anp) CK+a
(conjonction)

3 Définition des postulats

Pour définir des postulats de contraction en lo-
gique propositionnelle finie adaptés au cas des bases
de croyances, il nous faut mettre en évidence les liens
entre ensembles de croyances et bases de croyances.

La proposition 1, élémentaire, présente un ensemble
de croyances comme la cléture déductive (Cn) d'une
base de croyances.

Proposition 1. Pour tout ensemble de croyances
K, il existe une base de croyances pg telle que
K=Cn(pk) et réciproquement, pour toute base de
croyances @, il existe un ensemble de croyances K, =

Cn(p).

En effet, si nous considérons l’ensemble F des
ensembles de croyances et E l’ensemble des bases
de croyances quotienté par 1’équivalence logique, il
apparailt clairement que Cn constitue une bijection de
E dans F.

Ainsi, pour une base de croyance ¢ donnée, nous
notons K, = Cn(p) et pour un ensemble de croyances
K donné, nous notons px = Cn~(K).

Proposition 2. Nous avons ¢ = ¢k . De méme nous
avons K = K.

Ce résultat se déduit trivialement du fait que la
relation C'n est une bijection. En effet, en combi-
nant les deux expressions suivantes : K, = Cn(p) et
¢k = Cn~'(K), nous obtenons px, = Cn~H(Cn(p)).
De méme, nous obtenons K, = Cn(Cn~'(K)).

Nous pouvons sur cette base établir une correspon-
dance entre opérateurs de contraction AGM sur les
ensembles de croyances et opérateurs de contraction
sur les bases de croyances.

Définition 3. Etant donné un opérateur de contrac-
tion AGM sur les ensembles de croyances =, on définit
Vopérateur — .y par :

P —(+) M= PK, =
Définition 4. Réciproquement, étant donné un opé-

rateur de contraction AGM sur les bases de croyances
—, on définit lopérateur <(_y par :

Ko yp=Kep—p

La proposition suivante indique que si nous utilisons
un opérateur de contraction d’ensembles de croyances
+ pour définir, via la définition 3, un opérateur de
contraction de bases de croyances —(.), alors I'opé-
rateur de contraction d’ensembles de croyances dé-
fini, via la définition 4, par cet opérateur de contrac-
tion — (. est I'opérateur de contraction initial <. De



la méme maniere, si nous utilisons un opérateur de
contraction de bases de croyances — pour définir, via la
définition 4, un opérateur de contraction d’ensembles
de croyances -+(_), alors l'opérateur de contraction
de bases de croyances défini, via la définition 3, par
cet opérateur de contraction +(_) est 'opérateur de
contraction initial —.

Proposition 5. Nous avons —(ry) =~ De méme

nous avons +(_(;)) = =

Soit un opérateur de contraction + d’ensembles de
croyances et — un opérateur de contraction de bases de
croyances propositionnelles. On dit que les opérateurs
~+ et — se correspondent si + = (o) et —=—()

Si nous fixons un moyen de représenter tout
ensemble de croyances K par une formule proposi-
tionnelle ¢ telle que K = {¢ | ¢ I 9}, nous pouvons
établir une correspondance directe entre K + « et
@ — «. Nous pouvons ainsi énoncer les postulats
suivants :

(C1) pFyp—a (inclusion)
(C2) Si pF a,alors p —at @ (vacuité)
(C3)Sip—atlk q,alors - a (succes)
(C4) Si pk o, alors (¢ —a) Aa b ¢ (restauration)

(C5) Si 1 = 2 et a1 = az, alors 1 — a1 = g — az
(préservation)

(C6) p—(aAB)F(p—a)V(p—pP) (intersection)

(CT)Sip—(aApP)Fa,alors p —ak o —(aAp)
(conjonction)

La signification intuitive de ces postulats est la
suivante : (C1) assure qu’apres la contraction, aucune
nouvelle information n’a été ajoutée a la base de
croyances. (C2) permet de montrer que si « n’est
pas déductible de ¢, aucun changement ne sera
effectué par la contraction sur la base de croyances.
(C3) garantit que la seule possibilité, pour que la
contraction de ¢ par « échoue, est que « soit une
tautologie. (C4) nous dit que la conjonction de la
contraction de ¢ par « et a nous donne une formule
propositionnelle équivalente & ¢ ('implication inverse
de (C4) est une conséquence de (C1)). (C5) traduit
le principe d’indépendance & la syntaxe. (C6) et
(C7) expriment la minimalité du changement pour la
conjonction.

La question est maintenant de déterminer si les
postulats (C1)-(C7) constituent bien une formulation
équivalente des postulats AGM classiques lorsque les
bases de croyances sont exprimées dans un langage
propositionnel fini.

La proposition suivante nous montre que les opé-
rateurs de contraction satisfaisant les postulats (C1)-
(C7) correspondent aux opérateurs de contraction sa-
tisfaisant les postulats AGM (K+1)-(K=8).

Proposition 6. Soit ~ un opérateur de contraction
sur des ensembles de croyances et — (= —(-y) son
correspondant sur les bases de croyances.

Alors + satisfait (K=1)-(K=8) si et seulement si -
satisfait (C1)-(C6).

Un premier résultat reliant nos postulats (C1)-(C7)
et les postulats AGM (K+1)-(K=+8) est donné par la
proposition suivante. Celle-ci indique que les postulats
supplémentaires (C6) et (C7) impliquent, en présence
de (C1)-(C5), une trichotomie. En effet, la contraction
de ¢ par une conjonction (A ) ne peut avoir que trois
résultats différents (a I’équivalence logique pres).

Nous retrouvons ici un résultat analogue a celui
connu dans le cadre AGM classique [4].

Proposition 7. En présence de (C1)-(C5), (C6) et
(C7) sont équivalents d :

p— o ou
o — B ou
(p—a)V(p—25)

p—(aAB)=

Une signification de cette trichotomie peut étre la
suivante : quand ¢ — (e A B) ¥ a, ¢ — (a A B) est équi-
valent & ¢ — a. Cependant, ce n’est pas le seul cas : si
« et 3 sont aussi épistémologiquement enracinés (mais
non logiquement équivalents), « et 8 ne doivent plus
étre impliqués par ¢ — (o A ), alors que seul « sera
rejeté dans ¢ — a.

4 Equivalence contraction/révision

Maintenant que nous avons défini des postulats
pour les opérateurs de contraction de bases de
croyances, nous pouvons vérifier que ces opérateurs
de contraction correspondent aux opérateurs de révi-
sion définis par les postulats de Katsuno et Mendelzon.

Soient ¢ et p deux formules propositionnelles ou ¢
joue le role de la base de croyances et u celui de la
nouvelle croyance. La révision de ¢ par p est notée
@ o i et doit vérifier les postulats suivants :

(R1) poputp (succes)
(R2) Si ¢ A u est cohérent alors popu=p Ap
(vacuité)
(R3) Si p est cohérent alors ¢ o p est cohérent
(cohérence)
(R4) Si 1 = @9 et py = pg alors o1 0 pg = o0 g
(extensionalité)

(R5) (pop) ANk wo(un)
(inclusion conjonctive)



(R6) Si
po(uny)k

cohérent alors

(p o p) N ¥ est
(pou) ANy

(vacuité conjonctive)

Nous utilisons les identités de Levi et Harper afin
de montrer que les opérateurs de révision proposition-
nelle peuvent étre définis a partir des opérateurs de
contraction propositionnelle et inversement.

Notons o(_y l'opérateur de révision AGM sur les
bases de croyances défini via l'identité de Levi et
—(0) Vopérateur de contraction AGM sur les bases de
croyances défini via 'identité de Harper.

Définition 8. Dans le cadre de la contraction et de
la révision de bases de croyances, les identités de Levi
et Harper peuvent s’exprimer comme suit :

poya=(p—a) N (Identité de Levi)
P —)yax=pV(poa) (Identité de Harper)

Les opérateurs obtenus au moyens de ces identités
satisfont bien les propriétés attendues :

Proposition 9. Si l'opérateur de contraction — satis-
fait (C1)-(C5) alors l'opérateur de révision o (= o(_y)
défini par Uidentité de Levi satisfait (R1)-(R4). De
plus si (C6) est satisfait, alors (R5) est satisfait pour
la révision ainsi définie, et si (C7) est satisfait, alors
(R6) est satisfait pour la révision ainsi définie.

Démonstration. Supposons (C1)-(C5) satisfait.

« Montrons que (R1) est satisfait : nous avons triviale-
ment (¢ —-a)Aa b a. Ce qui nous donne poa - a.

. Montrons ensuite que (R2) est satisfait : supposons
que @ A a est cohérent, nous avons donc ¢ ¥ —a.
D’aprés (C1) et (C2), on a ¢ — ~a = ¢. D’ou (¢ —
—a) Aa = p Aa. Ce qui nous donne poa = p A a.

. Montrons maintenant que (R3) est satisfait : sup-
posons que « est cohérent, nous avons donc ¥ —a.
D’aprés (C3), on a ¢ — —a ¥ —a. Dou (p — —a) A
a kL. Ce qui nous donne @ o o ¥ L.

« Montrons enfin que (R4) est satisfait : supposons
maintenant p; = @9 et a3 = ay. D’aprés (C5), on
a p; — e = o — . Done (o1 — —ap) Aag =
(2 — ) Aay. Ce qui nous donne @1 007 = paos.

Supposons (C6) satisfait et soit v tel que po(aAS)
On veut montrer que (poa) A S+ 7.

Comme —a = —~(a A 8) A (a = ), d’aprés (C5),
il suffit montrer, en utilisant 'identité de Levi, que
[p— (m(anB)A(a= B))] Na B y. Dapres (C6),
il suffit de montrer que [p — ~(a A B AaABE v et
[p—(a=B)ranptn.

« Comme (p——(aAB))A(aAB) = po(aAp) d’apres
Levi, par hypothése, po(aAfB) F . On a donc aussi
(poa)A B, ce qui permet de conclure.

« L’une des conséquences de (R2) est p Aok poa
(R2.2)
Comme po(aAB) F v, d’apres (R2.2) oA (aAB) F 7.
Dot pk (aAB) = 7.

Ilya2cas:

o Si o ¥ (a = B), dapres (C2) on a ¢ — (o =
B)F¢.Doup—(a= B)F (aAB) = . Donc
[p—(a=BranpEy.

o Si o F (= p), dapres (C4) on a (¢ — (o =
B)) A (a = B) @ Dot (¢ —(a= f)) A(a=
B) F (aNp) =~ Donc ¢ — (o = ) F (e =
B) = ((a A B) = 7). Or nous avons (o = 3) =
((anp)=19)=(caVvp)V(-(anp)Vy) =
(aA=B)V=aV—=FVy=-aV-FVy. Ce qui nous
donne ¢ — (@ = ) F (a A f) = ~. Nous avons
donc [p — (a = B)] A (@ AB) Fv

Supposons (C7) satisfait. On veut montrer que (R6)
est satisfait pout tout a et 5. Comme -« = (—aV—-5)A
—a, d’apres (C5), nous avons ¢ ——a = p—[(-aV-8)A
—a]. Supposons maintenant que ¢ o « ¥ —f. Comme
poa = ((p—ﬁa) A a, nous avons ¢ — ¥ —a 'V .
(C5) nous donne ¢ — [(—a V =f) A —a] ¥ —a V —p.
D’apres (C7), ¢ — (maV =0) F o — [(maV =6) A —al.
Dot (¢ — =(aAB))ANaABF (¢ ——a) ANaAB. Donc
o (anB)F (poa)A B

O

Donc les opérateurs de révision de bases de
croyances propositionnelles selon Katsuno et Men-
delzon peuvent étre définis par l’identité de Levi en
partant des opérateurs de contraction de bases de
croyances propositionnelles que nous avons introduits.

De la méme manieére nos opérateurs de contraction
de bases de croyances propositionnelles peuvent étre
définis par l'identité de Harper en partant des opéra-
teurs de révision de bases de croyances proposition-
nelles selon Katsuno et Mendelzon :

Proposition 10. Si l’opérateur de révision o satisfait
(R1)-(R4) alors lopérateur de contraction — (= — (o))
défini par Uidentité de Harper satisfait (C1)-(C5). De
plus, si (R5) est satisfait, alors (C6) est satisfait pour
la contraction ainsi définie, et si (R6) est satisfait,
alors (C7) est satisfait pour la contraction ainsi défi-
nie.

Démonstration. Supposons (R1)-(R4) satisfais.

« Montrons d’abord que (C1) est satisfait : Il est clair
que ¢ - ¢V (po-a). Ce qui nous donne p - ¢ — «
par 'identité de Harper.



« Montrons maintenant que (C2) est satisfait : Sup-
posons que ¢ ¥ «. D’aprés (R2), ¢ o ~a b ¢ A —a.
D’ott po—a F . Donc ¢V (po—a) F ¢. Ce qui nous
donne ¢ —a F .

« Montrons ensuite que (C3) est satisfait : Supposons
¥ a. Nous avons —« cohérent. Donc d’apres (R3), ¢o
v est cohérent. De plus, d’apres (R1), po-a F —a.
Donc ¢ o na ¥ a. Dot p V (¢ 0 =) ¥ a. LVidentité
de Harper nous donne ¢ — a ¥ a.

« Montrons maintenant que (C4) est satisfait : Sup-
posons que ¢ F a. Nous avons ¢ A a = ¢ et d’apres
(R1) (po=a) F =a. Dot (p o —-a)Aa kL. Donc
(pAa)V((po—a)Aa) F . Dot [pV(po—a)]|Aa F .
Ce qui nous donne (¢ —a) Aat p.

. Montrons enfin que (C5) est satisfait : Supposons
p1 = @2 et a; = ay. D’aprés (R4), ¢ 0 nay =
P2 0 mag. Done 1 V (1 0 maq) = o V (2 0 —an).
Ce qui nous donne p1 — a1 = P2 — ao.

Supposons (R5) satisfait et soit vy tel que (¢ — ) V
(¢ —pB) F ~. Nous voulons montrer que ¢ — (aAfS) F 7.

e Sipk aApf. Comme a = —~((—~aV—-F)A—a), d’apres
(R4), nous avons p—a = p——((—aV-5)A-a). D’ol
¢—((-aV—B)A-a) F v. D’aprés (R5), nous avons
[po(—aV-B)|A-at po[(maV-8)A-al. L'identité
de Levi montre que po[(—~aV—-8)A-a] F p——((-aV
=8)A—a). D’ot po[(—aV—B)A-a] F 7. Ce qui nous
donne, d’apres (R5), [p o (maV =8)] A —a F . Ou
encore [po (maV—6)] F aVy. Par symétrie sur a et
B, nous avons [po(—aV-8)] F BV~. De plus, d’apres
(R1), po(—aV—p) F =aV-5. Nous pouvons donc en
déduire que po(—aV—p) F 7. L’identité de Levi nous
donne (p—(aAB))A=(aAB) F v (*). Ayant supposé
@ anB, (C4) nous donne (¢ —(aAB))A(aAp)
. D’apres (C1) ¢ F ¢ — a. Comme on a supposé
p—atyet—pFF, nous avons donc ¢ F . Par
transitivité de -, (¢ — (@ A B)) A (@ A B) F v (*%).
D’apres (*) et (**), nous avons donc ¢ — (A B) F 7.

« Sip ¥ anp, dapres (C2) ¢ — (e A B) F . Or,
d’apres (C1), ¢ F ¢ — a. Nous avons donc ¢ - (¢ —
a)V(p—p). Dot — (A B) (¢ —a)V(p—B).
Ce qui nous donne ¢ — (A fB) F 4.

Supposons (R6) satisfait et ¢ — (a A 8) ¥ «a. Nous
voulons montrer que ¢ —at @ — (a A f).

« Si ¢ ¥ a, d’aprés (C2) nous avons ¢ — a = . De
plus, d’apres (C1), ¢ F ¢ — (A B). Nous avons donc
p—ato—(anp).

« SipF a, par 'absurde supposons [¢—(aASB)]A—=(aA
B) F a. Cela entraine ¢ — (e A B) F (A B) V a. Soit
@ —(aAp) F a ce qui est exclu par hypothese. Nous

avons donc [p — (@ A B)] A =(a A B) ¥ a. L’identité
de Levi nous donne @ o ~(a A 8) ¥ a. D’aprés (R6),
comme [p o =(a A B)] A —a est cohérent, on a @ o
[-(aAB)A=a]l F[po-(aApB)] A-a. Or, d’apres
(R4), po[=(aAB)A—a] = po-a. De plus, 'identité
de Levi nous donne ¢ o ~a = (¢ — &) A ~a. D’ou
(p —a) A—a F [po=(aA B)] A-a. Nous avons
(p—a)AN—ak po-(aApf). L'identité de Levi nous
donne (¢ — a) A —a F [p — (a A B)] A =(a A B).
Nous avons (¢ —a) A ~a b ¢ — (aAB) (1). D’apres
(C1) ¢t @ — (A B). Comme ¢ - o, d’apres (C4),
(p — a) A a b . Par transitivité de -, nous avons
donc (p —a)Aak o —(aAB) (2. (1) et (2) nous
donnent p —at ¢ — (a A B).

O

La proposition suivante indique que si nous utilisons
un opérateur de révision o pour définir, via 'identité
de Harper, un opérateur de contraction — ), alors
lopérateur de révision défini, via l'identité de Levi,
par cet opérateur de contraction — () est I'opérateur
de révision initial o. De la méme maniere, si nous uti-
lisons un opérateur de contraction — pour définir, via
l'identité de Levi, un opérateur de révision o(_), alors
I'opérateur de contraction défini, via ’identité de Har-
per, par cet opérateur de révision o_y est 'opérateur
de contraction initial —.

Proposition 11.

e si o est un opérateur de révision AGM, alors
O(_(o)) =0°
e si — est un opérateur de contraction AGM, alors
Ty T T
Nos postulats de contraction sur les bases de
croyances sont donc bien en correspondance étroite
avec les postulats de révision sur les bases de croyances
de Katsuno et Mendelzon. Nous pouvons maintenant
nous pencher sur ’établissement d’un théoréme de re-
présentation pour la contraction dans le cadre de la lo-
gique propositionnelle finie, qui constitue une contre-

partie au théoreme de représentation de Katsuno et
Mendelzon pour la révision :

Théoréme 12. [10] Un opérateur de révision o satis-
fait les postulats (R1)-(R6) si et seulement si il existe
un assignement fidéle qui associe a chaque base de
croyances @ un pré-ordre total <, tel que

Mod(g o 1) = min(Mod(y), <,)

5 Théoreme de représentation

Commencons par introduire une notation qui nous
sera utile dans la suite. Pour toute formule « et pour



tout monde I, on note ayy toute formule ayant I'in-
terprétation I pour unique modele. Plus généralement,
si S est un ensemble fini d’interprétations, ag dénote
toute formule ayant exactement les éléments de S pour
modeles.

Lemme 13. Soit — un opérateur de contraction sa-

tisfaisant (C1)-(C7).
Siaqpy ¥ @ alors ¢ — ~aqry = ¢ Vayny

Ce lemme nous indique que si une formule «;, ne pos-
sédant qu’un seul modele, n’implique pas une formule
©, alors la formule résultant de la contraction de ¢ par
la négation de « est équivalente a la disjonction de ¢
et a.

L’idée du théoreme de représentation est d’exprimer
la contraction d’une base ¢ par une croyance o comme
I'union des contre-modeles minimaux de o pour <, et
des modeles de ¢.

Théoreéme 14. Un opérateur de contraction — sa-
tisfait les postulats (C1) - (C7) si et seulement si
il existe un assignement fidéle qui associe d chaque
base de croyances @ un pré-ordre total <, tel que
Mod(p — o) = Mod(¢) U Min(Mod(—a), <,).

Démonstration.

(sens direct) Supposons qu’il existe un opérateur de

contraction — qui satisfait les postulats (C1) & (C7).
Pour chaque formule ¢, on définit un pré-ordre total

<, en utilisant I'opérateur — : VI, I’ deux interpréta-

tions, on définit la relation I <, I’ si et seulement si

I S MOd(QD — _|Oé{[7]/}).

Montrons d’abord que <, est un pré-ordre total.

e Total : soient I et I’ deux interprétations, comme
aqr,rry possede au moins un modele, —ayy ;/y pos-
sede au moins un contre-modele. Nous pouvons
donc en déduire que ¥ -, ce qui nous permet de
conclure, d’apres (C3), que ¢ — —a ¥ —«a. Nous sa-
vons donc qu'il existe J € Mod(¢ — —ayr ry) tel
que J € Mod(oyy,y) = {I,1'}. Par conséquent,
soit I € Mod(yp — —ayr 1y) et done I <, I', soit
I' € Mod(yp — —ayy y) et donc I” <, I. On a donc
bien une relation totale.

e Réflexif : si I = I’ dans la preuve ci-dessus, on ob-
tient I <, I. On a donc bien une relation réflexive.

e Transitif : supposons qu'on ait I <, J et J <, L.
Placons-nous dans le cas ou I,J et L sont distinctes
deux & deux. En effet, si deux d’entre elles sont
égales, la transitivité est trivialement vérifiée. Par
l'absurde, supposons I £, L. Comme <, est
totale, nous avons L <, I, soit L = ¢ — —ayqy 1y et

I'Ee— QYT L}

Nous avons clairement,
By Vyqoy ou (1)

aqrury = 4§ By Voygy ou (2)
Birry Vi (3)
D’apres (C6), nous avons ¢ — -aqrjry -

(¢ = =Bir,n) V(e ——vry) ou (1)
(¢ —=BLy) V(e —=vi) ou (2)
(¢ = =Brsry) V(v —%n) (3)

De méme, d’apres (C6), nous avons ¢ — =37 sy F
(@ = =pgry) V (@ — =pgry)- De plus, nous savons
que I = ¢ — =By donc ¢ — =B,y ¥ -y
Nous pouvons donc déduire, d’apres (C7), que
o — =By = ¢ — —pygry- De la méme
manieére, nous pouvons montrer que
= By = e — opqry et ¢ — 2B =
@ — —pgyy- Nous avons donc ¢ — —aqr sy F

(¢ = =pgry) V(e — ygry) ou (1)

(¢ ——pgry) V(o —vgny) ou (2)

(o = pgy) V(e — ~vny) (3)

4 cas sont & considérer :

« Sil, J et L ne sont pas des modeles de (.
Nous pouvons déduire du lemme 13 que

(o = =pgry) V(e = vy) =@V gy vV vy
(o= =pgry) V(e ——vy) =0V Vs
(o = =pgy) V(e ——vn) = e Vugy VI

D’ou :
oV Vyy ou (1)
o — oy b Qe Vi Vg ou (2)
OV gy Vv (3)

Comme J % ¢, nous avons J = ¢ V aqry V aqr).
Dot J W ¢ — —ayr 50y De la méme maniere,
nous pouvons déduire que I = ¢ — —oyr, g,y et
L ¥~ ¢ — —aqg 5.1y- Or, nous savons d’apres (C3)
que Mod(p——ayy,j,1y) est un sous-ensemble non
vide de {I, J, L}, nous avons donc une contradic-
tion.

« Si I E ¢, dapres (C1), nous avons I |E ¢ —
—ayr,ry, donc I <, L. Ce qui est en contradic-
tion avec notre hypothese de départ (L <, I).

« Si J E ¢, daprés (C1), nous avons J = ¢ —
—ayg, gy done J <, I, d’ou I ~, J. Nous pouvons
donc en déduire que I <, L, ce qui est en contra-
diction avec notre hypothese de départ (L <, I).

« Si L E ¢, d’apreés (C1), nous avons L = ¢ —
—ayq gy done L <, J, d’'ou J ~, L. Nous pou-
vons donc en déduire que I <, L, ce qui est



en contradiction avec notre hypotheése de départ
(L <, I).

Nous avons donc I <, L. La relation <, est donc
transitive.

Nous avons montré que <, est une relation totale,
réflexive et transitive, c¢’est donc bien un pré-ordre to-
tal. Ensuite nous devons montrer que 1’association de
¢ a <, est bien un assignement fidele.

e La premiere condition pour que I'assignement soit
fidele se déduit facilement de la définition de <, et
(C1). En effet, d’apres (C1), ¢ + ¢ — —a, donc si
I, € Mod(yp) alors Iy € Mod(p — —ayy, 1,3) et si
Iy € Mod(yp) alors I € Mod(p — —ayy, 1,1). Donc
par définition, on a, Iy <, Iy et I, <, I;, d’ou
Il ZW IQ.

e La troisieme condition (si ¢1 = 2, alors <, =<,,)
vient de (C5). En effet, si p; = o alors ¢ —
L,y = P2 — g ), Aot <o =<,

e Montrons a présent que la deuxiéme condition (si
I = pet Iy = ¢ alors I} <, I) est satisfaite.
Depuis la définition de <, et (C1), nous pouvons
déduire de I = ¢ que I; <, I>. Il nous reste a
montrer que Iy £, Iy, nous allons étudier 2 cas :

« Si ¢ ¥ -ayq ), alors, d’apres (C2), ¢ —
—agr,, 1,3 F . Nous en déduisons donc que I %=
@ — _|Oé{[17]2}, d’ou [2 ﬁap Il.

« Si ok =aqq, 1), nous avons ¢ = =811 A Ty 1,y
Donc, en particulier, ¢ = =7}, ce qui contredit
le fait que I = ¢, ce cas est donc impossible.

La deuxieme condition pour que ’assignement soit
fidele est donc vérifiée.

Finalement, il reste a montrer que
Mod(p — o) = Mod(p) U Min(Mod(=a), <,).

Nous pouvons considérer 2 cas :

« Si ¢ ¥ «, daprés (C1) et (C2), Mod(p — a) =
Mod(p). De plus, I € Mod(p) tel que I €
Mod(—a). La deuxiéme condition de ’assignement
fidele nous permet de déduire que Mod(p) =
Mod(p) U Min(Mod(—ca), <,). Ce qui nous permet
de conclure.

« Si ¢ F «, nous supposerons ¥ «. En effet, si - «
alors Mod(p — o) = Mod(p) U Min(Mod(—a), <,)
se déduit trivialement de (C1) et de (C4), qui nous
dit que ¢ — a F ¢ V =« puisque Mod(—a) = 0 =
Min(Mod(-a),<,) quand F «. (C4) nous permet
donc de déduire que Mod(p — «) C Mod(p) U
Min(Mod(—a),<,). Soit une interprétation I telle
que I E ¢ — «, nous pouvons déduire de (C4) que

IEpoulE —a.

o Si I = ¢, linclusion, Mod(y — a) C Mod(p) U
Min(Mod(—a), <) est trivialement vérifiée.

o Si I E - et I = —a, nous voulons montrer
que I = min(Mod(—a), <,). Par 'absurde, sup-
posons qu’il existe une interprétation J | -«
telle que J <, I. Par définition de l'assigne-
ment fidele, nous avons I = ¢ — (=v7,71). De
plus, nous savons que I | —a et J | —a,
soit @ = =y s3. Ce qui nous permet de dire
que 36 tel que o = (=y¢r,5y) A B. Par (C6),
p—at (¢—(—v1,01))V(p—7B), nous savons aussi
que ¢ — (1,03 V 2B) ¥ gy car I | o — «
(par hypothese). Par (C6) et (C7), nous avons
¢ —a = ¢ — =y, Ce qui contredit notre hy-
pothese, I = o — (1,7}

Nous avons donc Mod(p — a) C Mod(p) U
Min(Mod(-a),<,). Supposons maintenant que
Mod(¢)UMin(Mod(—«a),<,) € Mod(p—a). Deux
cas sont a considérer :

o Soit 3I € Mod(yp) tel que I ¢ Mod(p — «).
D’apres (C1), ¢ - ¢ —a, soit Mod(p) C Mod(p—
a). Ce qui contredit notre hypothese (Mod(p) €
Mod(p — a)).

o Soit I € Min(Mod(—a),<,) tel que I ¢
Mod(p—a). Dans ce cas, Min(Mod(—a), <) est
non vide, ce qui implique que ¥ a. Donc, d’apres
(C3), ¢ — a ¥ a. Nous pouvons donc en déduire
que 3J € Mod(p — «) tel que J € Mod(—a), la
deuxieéme condition de ’assignement fidele nous
permet de déduire que Mod(p — a) = Mod(p —
a) U Min(Mod(—a), <,). Ce qui contredit notre

)y —

hypothese (Min(Mod(-«a),<,) € Mod(p — «v)).

Ce qui nous donne Mod(yp)UMin(Mod(—a), <,) C
Mod(p — «). Nous avons donc la double inclusion,
et par conséquent,

Mod(p — a) = Mod(p) U Min(Mod(—a), <,)

(Sens réciproque) Supposons que 'on dispose d’un as-
signement fidele qui associe ¢ & un pré-ordre total <.
On définit un opérateur de contraction — par

Mod(p — o) = Mod(p) U Min(Mod(—a),<,) ()

Montrons que — satisfait les postulats (C1)-(C7).

Le postulat (C1) est trivialement satisfait, d’apres la
définition de l'opérateur —. En effet, depuis Mod(yp —
a) = Mod(yp) U Min(Mod(—«), <,), on obtient faci-
lement Mod(p) C Mod(p — ) dott o - ¢ — .

Montrons que (C2) est satisfait. Si ¢ ¥ «, alors
Jw F ¢ A —a. Comme l'assignement est fidele,
Min(Mod(—a), <,) = Mod(—a A ¢). Donc Mod(p —
) = Mod(p). Ceci montre que (C2) est satisfait.



Montrons que (C3) est satisfait. Supposons que ¥ «,
nous avons donc Mod(—a) # 0. D’aprés (§), il existe
donc une interprétation I appartenant & Mod(p — «)
telle que I appartient également & Mod(—a). Ce qui
montre clairement que Mod(¢ — o) € Mod(a). Ceci
montre que (C3) est satisfait.

Montrons que (C4) est satisfait. Nous avons
Mod((¢ — a) A a) = Mod(p — o) N Mod(c), (6) nous
donne Mod((¢ — @) A a) = (Mod(e) N Mod(a)) U
(Min(Mod(—a),<,) N Mod(e)). Nous avons clai-
rement Min(Mod(—«),<,) N Mod(a) = (. D’ou
Mod((¢ — a) A a) = Mod(p) N Mod(c). Supposons
maintenant que ¢ F a, soit Mod(p) C Mod(a). Nous
avons alors Mod((¢ —a) Aa) = Mod(p). Ceci montre
que (C4) est satisfait.

Montrons maintenant que (C5) est satisfait. Po-
sons 1 = @9 et a; = ag. Nous avons clairement
Mod(p1) = Mod(ps) et Mod(a) = Mod(as). Par dé-
finition des assignements fideles, nous avons <, =<,,.
D’out Min(Mod(—a1),<,,) = Min(Mod(—az), <,,).
Nous pouvons donc conclure que

Mod(¢1) U Min(Mod(—a1),<,,) =

Mod(p2) U Min(Mod(—as), <,)

Ainsi Mod(¢1—a1) = Mod(ps —az). Ceci montre que
(C5) est satisfait.
Montrons maintenant que (C6) est satisfait.
Mod(p — (A B)) =
Mod(p) U Min(Mod(—~(a A B)),<,) =
Mod(p) U Min(Mod(—a) U Mod(—f), <,)

Or, nous avons
Min(Mod(—a) U Mod(—3),<,) C
Min(Mod(—a),<,) U Min(Mod(—f), <,)

Nous avons donc
Mod(¢ — (o A B)) €
Mod(pUMin(Mod(~a), <,) U Min(Mod(—5),<,) C
Mod(p — a) U Mod(p — 8)

Ceci nous montre que (C6) est satisfait.

Montrons enfin que (C7) est satisfait. Soit w = ¢ —
a. Par définition, w € Mod(yp) U Min(Mod(-a), <,).
Il suffit donc de montrer que
Min(Mod(-a),<,) C Min(Mod(=(aNB)), <,) (A)

Comme par hypothése ¢ — (a A B) ¥ «, il existe
w € Mod(p) U Min(Mod(—(a A B)),<,) tel que w €
Mod(—a). Iy a 2 cas :

« Soit Jw € Mod(¢ A —a). Dans ce cas, puisque 'as-
signement est fidele, on a Mod(¢ — «) = Mod(y).
Et la conclusion est vérifiée d’apres (C1) qui a été
prouvé satisfait par -.

« Soit Jw € Mod(—~p A—a) N Min(Mod(—(aAB),<,)
et ona ¢+ . Comme —a - =(aAf), on a forcément
w € Min(—a), <,) puisque w F —a. Puisque <, est
un pré-ordre total, tout w’' € Min(Mod(-a),<,)
vérifie w’ ~, w. Donc s'il existait w” € Mod(a A
=) tel que w” <, w, ceci contredirait le fait que
w € Min(Mod(—(a A B),<,). Ainsi (A) est vérifié
et donc (C7) Vest aussi.

O

On a le méme mécanisme que les systémes de
sphéres [6], mais ici le systéme est plus simplement re-
présenté par un pré-ordre total. Nous illustrons cette
représentation a la figure 1.

Ls ° .

Lo 6@37
Ly ——e"

Lo o~ o \;\\;\\*

FIGURE 1 — Contraction de ¢ par «

Les interprétations sont réparties sur différents ni-
veaux, deux interprétations sur un méme niveau sont
aussi plausibles I'une que l'autre (i.e. I ~, J) et
une interprétation I apparaissant a un niveau infé-
rieur & une autre J est strictement plus plausible (i.e.
I <, J). Les interprétations apparaissant au niveau le
plus bas sont les modeles de la bases de croyances .

Lorsque l'on contracte par une information «, le
résultat est constitué de l’ensemble des modeles de
¢ auquel on ajoute l’ensemble des modeles de -«
les plus plausibles suivant le pré-ordre de plausibilité
<, associé a ¢ par l'assignement fidéle, soient les
interprétations situées sur le segment L, sur la figure
1. Les deux interprétations minimales de -« (sur le
segment L) sont ajoutées a cdté des interprétations
de ¢ (sur le segment Ly).

Exemple : Opérateurs de Dalal.
Soient deuz interprétations I et J et une formule

¢, la distance de Dalal entre I et J est le nombre

de variables propositionnelles sur lesquelles les deux

interprétations différent.

La distance entre ¢ et I est

dist(p,I) = Jea}gg(cp)dist(g], I).

définie  par



Nous pouvons maintenant définir un assignement fi-
déle <, tel que I <, J si et seulement si dist(p,I) <
dist(p, J).

L’opérateur de révision de Dalal est défini par :
Mod(p op p) = min(Mod(u), <,).

D’apres la définition 12, lopérateur de révision de

Dalal op satisfait les postulats (R1)-(R6).

Soit —p lopérateur de contraction de Dalal, l’identité
de Harper nous donne ¢ —p 1 = @ V (pop ).
Nous avons Mod(¢—p p) = Mod(¢)UMod(pop —p).
Soit Mod(p —p p) = Mod(p) Umin(Mod(—p), <,).

D’aprés le théoréeme 14, Dopérateur de contraction
de Dalal —p satisfait les postulats (C1)-(C7).

Considérons ['exemple suivant pour illustrer ces
définitions d’opérateurs de Dalal Soit un lan-
gage A contenant trois wariables propositionnelles
{oiseau, vole,bec}. Nous observons au loin un wvo-
latile, nous supposons que celui-ci sait voler (p =
oiseau A vole). En nous approchant, il nous semble
qu’il s’agit d’un manchot, or les manchots ne savent
pas voler (u = —wole). Nous devons donc réviser nos
croyances. La troisiéme colonne du tableau suivant
nous indique la distance entre chaque modéle de u
({000,001, 100,101}) et ¢ (Mod(p) = {110,111} ).

110 111 ¢
000 2 3 2
001 3 2 2
100 1 2 1
101 2 1 1

Le résultat est l’ensemble des modéles de p les plus
proches de ¢ :

Mod(p op p) = {100,101}

pop u = oiseau N\ —wole

Plus tard, nous apprenons que nous avons pu nous
tromper, qu’il s’agissait peut-étre d’un pingouin (u' =
—wole). Nous préférons donc metire de coté le fait que
cet oiseau sache voler ou non. Il nous faut contracter
nos croyances. Le tableau suivant nous indique la dis-
tance entre les modéles de —~p' ({011,010, 110,111}) et
¢ (Mod(¢') = {100,101} ).

100 101 ¢’
011 3 2 2
00 2 3 2
1mo- 1 2 1
m 2 1 1

Le résultat est 'union des modéles de ' et de

I’ensemble des modéles de —p' les plus proches de ¢’ :

Mod(¢' —p i) = {100,101,110, 111}

¢ —p ' = oiseau

6 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous nous sommes intéressés a la
contraction dans le cadre de la logique propositionnelle
finie. Le but était, a I'instar de Katsuno et Mendelzon
pour la révision, de définir des postulats pour les opé-
rateurs de contraction dans ce cadre. Apres avoir vé-
rifié que les opérateurs de contraction définis par nos
postulats correspondent aux opérateurs de révision dé-
finis par les postulats de Katsuno et Mendelzon, nous
avons proposé un théoreme de représentation en terme
d’assignement fidele.

Le but de ce travail était de s’assurer que la tra-
duction de la contraction AGM dans le cadre proposi-
tionnel avait bien les propriétés attendues. Cette étape
est nécessaire pour attaquer le probleme qui nous inté-
resse : la définition d’opérateurs de contraction itérée,
qui est la perspective principale de ce travail.

En effet, la traduction Katsuno-Mendelzon des pos-
tulats AGM est celle sur laquelle repose 'étude des
opérateurs de révisions itérées de Darwiche et Pearl
[3,2,9,11]. Il y a eu trés peu de travaux sur la contrac-
tion itérée. En fait, a notre connaissance, seul I'article
[8] aborde ce probleme, mais dans un cadre différent
du cadre de Darwiche et Pearl. Définir ces opérateurs
de contraction itérée « a la Darwiche et Pearl » nous
permettrait d’étudier les liens entre [8] et [3].
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