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Introduction générale

Au départ je devais vous guider vers la lumiere, vers le Graal. Mais vous, vous
préférez n'en faire qu’a votre téte...
( La Dame du Lac — Kaamelott, Livre IV, La Révoquée )

Le changement de croyances est étudié depuis de longues années en philosophie, en intel-
ligence artificielle et en bases de données. Le probleme du changement de croyances consiste
a faire évoluer un ensemble d’informations en y ajoutant, modifiant ou retirant une informa-
tion. Il est donc possible d’effectuer trois opérations différentes. Lorsqu’une nouvelle information
est disponible, si celle-ci contredit ’ensemble existant, il n’est pas judicieux d’ajouter celle-ci
directement dans I’ensemble. Dans ce cas, il faut au préalable retirer certains informations de
I’ensemble afin de pouvoir ajouter la nouvelle information. Il ne serait également pas judicieux
de retirer toutes les informations, puisque cela conduirait a perdre inutilement certaines infor-
mations. Le probléme du changement de croyances est que les considérations logiques seules ne
suffisent pas lorsque nous devons choisir quelles informations abandonner, cela doit étre décidé
par d’autres moyens. Ce qui rend les choses plus compliquées est que ces informations dans un
ensemble peuvent avoir des conséquences logiques, ainsi, lorsque nous devons abandonner une
information, nous devons également décider quelles autres informations doivent étre conservées
ou retirées.

En intelligence artificielle, c’est la cadre AGM (ainsi nommé d’apres ses trois initiateurs,
Carlos Alchourrén, Peter Gardenfors et David Makinson) qui s’est imposé. Ces trois auteurs ont
proposé des caractérisations logiques des opérateurs de changement de croyances, sous forme
d’ensembles de propriétés qu'un opérateur d’expansion, de contraction ou de révision, rationnel
doit satisfaire. Cette caractérisation logique correspond & des définitions constructives assez
intuitives. Cette correspondance est ce que 'on appelle les théoremes de représentation. Ce sont
ces théoréemes qui donnent une consistance au cadre AGM.

Le changement de croyances vise & trouver des moyens adéquats pour faire évoluer les
croyances d’un agent quand il est confronté a de nouvelles évidences. Dans la plupart des travaux
sur la révision de croyances, ’ensemble de croyances d’un agent est composé de croyances au
sujet de environnement (le monde) et est représenté par un ensemble de formules de la logique
classique.

Katsuno et Mendelzon [KATSUNO & MENDELZON 1992] ont proposé un ensemble de postulats
pour les opérateurs de révision de bases de croyances dans le cadre de la logique propositionnelle
finie. D’une maniére générale, une base de croyances est tout simplement un ensemble de formules
fini non déductivement clos. Dans [KATSUNO & MENDELZON 1992], ainsi que dans cette these,
une base de croyances peut également étre vue comme une unique formule (la conjonction de
ses éléments). La contraction de base de croyances pourrait également étre appelée contraction
basée sur une formule. Cela écarte de nombreux travaux ou le terme « contraction de base
de croyances » est utilisé pour désigner le changement de croyances dépendant de la syntaxe
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[HANSSON 1999].

Katsuno et Mendelzon ont proposé un théoréeme de représentation pour les opérateurs de
révision en termes d’assignements fideles [KATSUNO & MENDELZON 1992]. Ces assignements
correspondent & un cas particulier des systémes de spheres de Grove [GROVE 1988]. Ce théoréme
de représentation est important, puisqu’il est a ’origine des principales approches de révision de
croyances itérée [DARWICHE & PEARL 1997, BooTH & MEYER 2006, JIN & THIELSCHER 2007,
KoONIECZNY & PINO PEREZ 2008].

Les opérateurs de révision et de contraction d’ensembles de croyances sont étroitement liés,
comme reflété par les identités de Levi et de Harper [LEVI 1977, LEVI 1980, HARPER 1976]. Ces
identités peuvent étre utilisées pour définir des opérateurs de contraction a partir d’opérateurs
de révision, et inversement. Ainsi, nous pourions nous attendre a ’existence de travaux sur la
contraction dans le contexte de la logique propositionnelle finie. Cependant, pour autant que
nous le sachions, cette question n’a pas été directement étudiée jusqu’a présent.

Les changements de croyances en logique propositionnelle classique ont suscité de nombreux
travaux. Cependant, dans de nombreuses applications, les agents ont non seulement des croyances
sur le monde, mais aussi des croyances sur les croyances des autres agents, ce qui rend la logique
propositionnelle classique inadéquate. Ainsi, les croyances sur les croyances des autres agents
constituent un élément d’information important pour I'agent, afin d’étre en mesure de prendre
les meilleures décisions et d’effectuer les meilleures actions. L’utilisation de croyances sur les
croyances des autres agents est par exemple cruciale en théorie des jeux.

Les outils logiques les plus courants pour représenter les croyances sur les croyances des autres
agents sont les logiques épistémiques. La sémantique typique pour le cadre épistémique (en fait,
doxastique) multi-agents est basée sur des modeles de Kripke KD45,,. Ainsi, le changement de
croyances dans les logiques épistémiques est une question importante.

1l existe quelques travaux sur les liens entre les logiques épistémiques et la théorie de change-
ment de croyances, mais la plupart d’entre eux étudient ’encodage des opérateurs de changement
de croyances dans les modeéles a relations d’accessibilité codant différents niveaux de plausibilité
de croyances, qui guident le processus de révision.

Dans certaines applications, une relation de plausibilité peut étre facilement obtenue a par-
tir de I'information fournie initialement. Cependant, dans de nombreux cas, une telle relation
de plausibilité n’est pas directement disponible. Dans de tels cas, une relation de plausibilité
peut étre construite a partir d’une distance prédéfinie. Ainsi, par exemple, en logique pro-
positionnelle (finie) classique, la distance de Hamming (aussi appelée distance de Dalal [DA-
LAL 1988, KATSUNO & MENDELZON 1992]), définie comme le nombre de variables proposition-
nelles sur lesquelles deux valuations différent, est souvent considérée. Lorsque nous n’avons pas
d’information particuliére sur I’application et sur les dépendances logiques des variables propo-
sitionnelles, une hypothése raisonnable est de considérer que plus les valuations ont de variables
en commun, plus elles sont proches. Par conséquent, dans le cadre propositionnel classique, de
nombreux opérateurs de révision [DALAL 1988, KATSUNO & MENDELZON 1992, LEHMANN et
al. 2001, SCHLECHTA 1998], de mise & jour [FORBUS 1989, KATSUNO & MENDELZON 1991], de fu-
sion [KONIECZNY & PEREZ 2002, KONIECZNY et al. 2004] et d’autres opérateurs de changement
sont en fait basés sur des distances.

D’autre part, bien que plusieurs travaux en logique épistémique aient pour objectif de mo-
déliser la révision comme une modalité dynamique (voir, par exemple, [SEGERBERG 2001, VAN
DiTMARSCH 2005, BALTAG & SMETS 2006, BOARD 2004, VAN BENTHEM 2007, BALTAG et
al. 2014]), il y a treés peu de travaux qui ont abordé le probléeme de la définition du changement
de croyances pour les logiques épistémiques dans le cadre AGM standard (voir principalement
[AUCHER 2010]).
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Ce document est divisé en deux parties. La premiere est dédiée au changement de croyances
en logique propositionnelle. Tout d’abord nous présentons les notions essentielles a la compréhen-
sion de ce manuscrit : les bases de la théorie du changement de croyances. Nous présentons ainsi
les cadres AGM et KM ; nous introduisons les différents postulats de changement de croyances de
ces deux cadres, ainsi que certains théorémes de représentations de ces cadres. Nous introduisons
ensuite la premiere contribution de cette these, qui est la définition d’opérateurs de contraction
dans le cadre KM. Apres avoir défini un ensemble de postulats pour les opérateurs de contrac-
tion de bases de croyances, nous étudions la correspondance entre la contraction d’ensembles
de croyances et la contraction de bases de croyances. Nous vérifions ensuite, via les identités de
Levi et de Harper, I'existence d’un lien entre les opérateurs de révision satisfaisant les postulats
de Katsuno et Mendelzon et les opérateurs de contraction satisfaisant nos postulats. Enfin, nous
définissons un théoréeme de représentation pour ces opérateurs de contraction.

La seconde partie est dédiée au changement de croyances en logique épistémique. Ici éga-
lement, nous commengons par introduire les notions importantes, qui seront nécessaires a la
compréhension de la suite. Nous présentons donc une sémantique et une axiomatisation de la
logique épistémique, avant de donner les définitions de plusieurs « outils techniques ». Nous dé-
crivons ensuite un premier lien entre le changement de croyances et les logiques épistémiques :
les logiques épistémiques dynamiques, en définissant les notions de modele d’événement et de
modele produit, avant de donner une axiomatisation de ces logiques.

Dans un deuxiéme temps, nous présentons deux autres approches existantes pour les chan-
gements de croyances en logique épistémiques : la révision via communication entre les agents
présentée par Tallon, Vergnaud et Zamir [TALLON et al. 2004], ainsi que la révision de modeles
internes présentée par Aucher [AUCHER 2008, AUCHER 2010].

Nous décrivons ensuite deux autres contributions de cette these : la définition d’opérateurs
de révision et d’expansion privées ainsi que la définition de distances entre modeles de Kripke
et leurs utilisation pour la révision de croyances.

Dans le premier cas, nous étudions un cadre de changement multi-agents dans lequel les
croyances des agents sont représentées par un modele KD45,. Nous ne considérons que le chan-
gement privé (un seul agent a acces a la nouvelle information) et nous voulons définir le nouveau
modele de Kripke qui représente la nouvelle situation épistémique. De plus, nous considérons
uniquement des informations au sujet de 'environnement. Pour chaque opération (expansion et
révision), nous présentons une traduction des postulats AGM pour le cadre multi-agents ainsi
que des opérateurs particuliers.

Dans le second cas, nous introduisons une série de propriétés que des distances entre modeles
de Kripke doivent satisfaire. Apres avoir discuté des distances existantes, nous définissons plu-
sieurs nouvelles distances. Pour chacune d’elle, nous identifions les propriétés qu’elle satisfait.
Enfin, apres avoir donné une réécriture des postulats de Katsuno et Mendelzon, nous vérifions
pour chaque distance si elle peut étre utilisée afin de définir un opérateur de révision.
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Préliminaires

Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas. (Albert Einstein)

Cette premiere partie présente les notions mathématiques de base qui seront utilisées dans
cette theése. La majorité de celles-ci ne présentent pas de réelle difficulté de compréhension.
Cette partie est surtout utile pour fixer quelques notations qui apparaitront dans cette these,
mais également pour aider le lecteur a se familiariser avec certains des concepts mathématiques
utilisés dans ce document.

Cette partie introduit les notions d’ensemble et de relation binaire, avant de présenter la
logique propositionnelle.

Ensembles et relations

Soit E un ensemble, P(FE) désigne I'ensemble des sous-ensembles de E, formellement P(E) =
{F|F C E}. |E| désigne le nombre d’éléments de I’ensemble E (aussi nommé cardinal de F). Un
singleton est un ensemble contenant un unique élément, ainsi E est un singleton si et seulement
si |[E| = 1. L’ensemble vide, noté @), est un ensemble ne contenant aucun élément, ainsi E est
I'ensemble vide si et seulement si |E| = 0. Une relation binaire, notée R, sur E est un sous-
ensemble de F x E, i.e. un ensemble de couples (z,y) avec x,y € E. Nous utilisons parfois la
notation xRy pour signifier que (z,y) € R. Une telle relation binaire R, définie sur E x E, peut
étre :

o réflexive si pour tout x de E, x'Rx.

o irréflexive si pour tout « de E, zRx.

o transitive si pour tout x, y, z de E, si xRy et yRz alors zRz.

o totale si pour tout z, y de E, nous avons xRy ou yRz.

o symétrique si pour tout x, y de E, si xRy alors yRzx.

o anti-symétrique si pour tout x, y de E, si xRy et yRx alors z = y.

o modulaire si pour tout z, y, z de E, si 2Ry, yRz et 2Rz alors zRy.

o acyclique si pour tout x1,...,xz, de F, nous n’avons pas r1Rx2R ... Rx,Rr1.

Une relation qui n’est pas totale est dite partielle. Un pré-ordre est une relation réflexive
et transitive sur £ x E. Un pré-ordre sur un ensemble E est dit nethérien si il n’existe pas
de suite d’éléments de E qui soit infinie et strictement décroissante pour ce pré-ordre. Une
relation d’équivalence est une relation réflexive, transitive et symétrique sur £ x E. Un ordre est
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une relation réflexive, anti-symétrique et transitive sur £ x E. Un ordre strict est une relation
irréflexive et transitive sur E' X E. Soit un pré-ordre < défini sur £ x E, on définit 'ordre strict
< associé, comme x < y si x < y et y £ x. On définit également la relation d’équivalence ~
induite par <, comme = ~ y si x < y et y < x. Soient un pré-ordre < défini sur £ x E et F
un sous-ensemble de E, on note min(F, <) ’ensemble des éléments minimaux de F' pour <, i.e.
min(F, <) ={x € F| By € F tel que y < z}.

Etant donné un ensemble E, il est intéressant pour bon nombre d’applications de savoir &
quel point deux éléments de cet ensemble sont proches. Pour cela, il suffit d’établir une notion
de distance entre les éléments d’un ensemble.

Définition 0.1 (Distance).
Une distance d entre deux éléments d’un ensemble E est une application de E X E dans R qui
satisfait les propriétés suivantes :

indiscernabilité Vzr,y € E, d(z,y) =0 si et seulement si x =y
symétrie Vr,y € E, d(z,y) = d(y, )
sous-additivité Vr,y,z € E, d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2)
non-négativité Vx,y € E, d(x,y) >0

Nous présentons maintenant une notion de distance bien connue, que nous allons utiliser
dans la suite de cette these, il s’agit de la notion de distance drastique.

Définition 0.2 (Distance drastique). Soient E un ensemble, o € N et D une application de E?
dans {0,a}. D est la distance drastique paramétrée par « si et seulement si, pour tout x,y de
E}

0siz=y

Q stnon

Dy (z,y) = {

Lorsque a vaut 1, nous retrouvons la distance drastique habituelle.

Nous considérons un langage propositionnel fini Ly, construit a partir d’un ensemble fini de
symboles propositionnels P et des connecteurs habituels. L (respectivement T) est la constante
booléenne faux (respectivement vraie). Les formules sont interprétées de facon standard. -
désigne la déduction logique, et = désigne 1’équivalence logique. P (L) désigne 1’ensemble des
parties de 'ensemble Ly, i.e., 'ensemble des sous-ensembles de L.

Logique tarskienne

Soit Ly un langage comprenant un ensemble d’atomes fini P = {p, ¢, 7, ...} et les connecteurs
usuels = (négation), A (conjonction), V (disjonction), — (implication) et <> (équivalence). L
dénote la contradiction et T la tautologie.

Nous considérons une opération de conséquence au sens de Tarski [TARSKI 1956] définie par :

Définition 0.3 (Opération de conséquence).
Une opération de conséquence sur un langage Ly est une fonction Cn : P(Ly) — P(Loy) vérifiant
les conditions suivantes pour tout A, B € P(L,) et a, 3 € Ly :

1. ACCn(A) (inclusion)
2. Si A C B, alors Cn(A) C Cn(B) (monotonie)



3. Cn(A) 2 Cn(Cn(A)) (idempotence)

4. Si AF «, alors a € Cn(A) (supraclassicalité)
5. 518 e Cn(AU{a}), alors (au — ) € Cn(A) (déduction)
6. Si o € Cn(A), alors a € Cn(A") pour un sous-ensemble fini A" de A (compacité)

Un ensemble de croyances est un ensemble fini de formules déductivement clos. Cet ensemble
est infini, il n’est donc pas pratique pour une représentation efficace. Etant donné un élément K
de P(Ly), Cn(K) désigne la cloture déductive de K. Lorsque K est un singleton {¢}, ou plus
généralement, lorsque K est équivalent a une formule ¢ € Ly, nous écrivons Cn(p) = {¢ € Ly |
¢ F 1} pour désigner I’ensemble des conséquences de .

Une base de croyances est un ensemble de formules propositionnelles {¢1,...,¢,}. Nous
supposons qu’une base de croyances est conjonctivement interprétée, i.e., {1,...,¢n} est équi-
valent & ¢ = 1 A ... Apy. Cette derniére hypothese est habituellement sans risque lorsque nous
supposons également I'indépendance a la syntaxe.

Une interprétation I est une application associant chaque symbole de P & une valeur de
vérité. Si ¢ est une formule de Ly, alors Mod(p) désigne I'ensemble de des modeles de cette
formule. Inversement, si I est un ensemble d’interprétations sur P, alors aj désigne la formule
(unique, a I’équivalence logique pres) dont les modeéles sont ceux de 1.
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Chapitre 1

Changement de croyances

You've been in my life so long, I can’t remember anything else.
(Ellen Ripley — Alien®)

On distingue la notion de croyance de celle de connaissance. Une connaissance d’un agent
a propos du monde est une information certaine. La notion de croyance, en revanche, est plus
permissive : il s’agit d’une information, a priori, mais qui peut évoluer sans que le monde ne
change, par exemple parce que 'agent a obtenu des précisions sur une information qui était
incertaine. Ces évolutions peuvent étre de plusieurs types.

Dans ce chapitre, nous allons présenter le cadre AGM, nommé d’aprées ses trois initiateurs
Carlos Alchourrén, Peter Géardenfors et David Makinson. Il s’agit du principal cadre formel
pour modéliser le changement de croyances [ALCHOURRON et al. 1985]. Ses constructions et
concepts clés ont fait 'objet de développements importants [GARDENFORS 1988, GARDENFORS
& MAKINSON 1988, ROTT 1993, FERME & HANSSON 2011]. Alchourrén, Gardenfors et Makinson
ont proposé un ensemble de postulats et théorémes de représentation, établissant ainsi les bases
pour un cadre adapté au probleme du changement de croyances lorsque les croyances sont
exprimées en utilisant une logique tarskienne.

Nous présenterons ensuite les travaux de Hirofumi Katsuno et Alberto O. Mendelzon sur
la révision de bases de croyances propositionnelles [KATSUNO & MENDELZON 1992]. En effet,
Katsuno et Mandelzon ont proposé un ensemble de postulats pour les opérateurs de révision
dans le cadre de la logique propositionnelle classique ainsi qu’un théoreme de représentation
en termes d’assignement fideles. Nous appellerons ce cadre, le cadre KM. Ce cadre unifie les
approches sémantiques qui ont été développées pour la révision de croyances [DALAL 1988,
SPOHN 1988, BORGIDA 1985]. Aprées avoir détaillé I'une de ces approches, a savoir 'opérateur de
révision de Dalal [DALAL 1988], nous présenterons succinctement les approches syntaxiques pour
la révision. Nous présenterons plus particulierement ’approche de la révision par R-ensembles
[WURBEL et al. 2000, BEN-NAIM et al. 2004].

Enfin, nous présenterons, trés brievement, les travaux sur la révision itérée
[LEHMANN 1995, DARWICHE & PEARL 1997].

Sommaire
1.1 Lecadre AGM . . . . . . . i i i i i i i ittt ittt et 12
1.1.1  Préliminaires. . . . . . . . ... oL L e 12
1.1.2 Postulats et liens entre opérations de changement de croyances. . . 13
1.1.3 Théoremes de représentation . . . . . . . . ... ... ... 16

11



Chapitre 1. Changement de croyances

1.2 Lecadre KM . . . . . . . i i i i i i i et e e e et e e e e e e e 20
1.2.1 Postulats . . . . . . .. 20
1.2.2 Théoréme de représentation . . . . . . .. ... .. ... ...... 20
1.2.3 Opérateurs de révision a base de distances . . . . . . .. ... ... 21

1.3 Approches syntaxiques pour la révision. . . . . .. ... .. ... 23

1.4 Révisionitérée. . . . . . . . . . . . i e e e e 23

1.5 Conclusion . . . . . . . v i i i i it e e e e e 24

1.1 Le cadre AGM

Définition 1.1 (Ensemble de croyances).
Un ensemble de croyances K est un sous-ensemble de Lg. Un ensemble de croyances est dit clos
déductivement si K = Cn(K).

Lorsque cela ne sera pas précisé, on supposera que les ensembles de croyances sont clos
déductivement.

Dans ce cas les ensembles de croyances sont également appelés théories. On notera K|
I’ensemble de croyances trivial, i.e. celui contenant toutes les formules de Ly (K = Lo).

1.1.1 Préliminaires

Pour un agent dont les croyances sont représentées par la base K, une formule « peut avoir
trois états épistémiques différents :

1. a € K : I’agent accepte l'information «, il croit qu’elle est vraie.
2. ma € K : Pagent refuse l'information «, il croit qu’elle est fausse.

3. a € K et na ¢ K : I’agent n’accepte pas 'information «, mais il ne la refuse pas non plus.
Il ne croit rien sur .. On dit aussi que « est indéterminée (ou contingente).

Comme pour un étre humain, les croyances d’un agent ne sont pas statiques. En effet,
I’état épistémique d’une croyance peut changer au cours du temps. Un agent peut oublier une
information, ou recevoir une nouvelle information qui va contredire les croyances actuelles de
lagent tout en étant plus plausible (car venant d’une source plus fiable).

Exemple 1.1 (Le pingouin manchot).

Bob observe au loin un volatile, il suppose donc que celui-ci sait voler. Son ensemble de croyances
est donc K = {oiseau, vole}. En s’approchant, Bob remarque que le volatile est noir et blanc,
il lui semble également qu’il s’agit d’un manchot, or les manchots ne savent pas voler. Bob doit
donc changer ses croyances, car son ensemble de croyances n’est pas cohérent avec cette nouvelle
information. Formellement, cela signifie que Bob doit ajouter la formule —vole a ses croyances.
Néanmoins, Bob peut ajouter —couleur da son ensemble de croyances, puisqu’il n’y a aucune
information d ce sujet pour le moment dans sa base.

Les opérateurs de changement peuvent alors étre vus comme des changements d’attitude de
I’agent envers une information :

« Lorsqu’une information passe de I’état indéterminé & 1’état accepté ou refusé, nous effec-
tuons une expansion (le fait d’ajouter de nouvelles croyances a ’ensemble).
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1.1. Le cadre AGM

« Lors du changement opposé, nous effectuons une contraction (le fait de supprimer une
croyance d’un ensemble).

. Lorsqu’une information passe de I’état accepté a refusé (et inversement), nous effectuons
une révision (le fait de modifier un ensemble de croyances en y ajoutant une croyance
tout en restant cohérent).

Ces transitions entre états épistémiques sont illustrées sur la figure 1.1.

Indéterminé

\\

\Exp;msiou

¥, \
Accepté Révision Refusé

FIGURE 1.1 — Transitions entre états épistémiques

Ces trois opérations de changement de croyances doivent respecter des propriétés de ratio-
nalité, que 'on peut exprimer par trois principes :

. Principe de succés (ou principe de primauté de la nouvelle information) : le
changement doit réussir, apres 'opération 'information doit avoir I’état voulu.

« Principe de cohérence : on veut éviter la trivialisation de la base résultante, celle-ci
doit étre non triviale (donc cohérente).

o Principe de changement minimal : on veut modifier le moins possible les croyances
de ’agent, on ne veut ni retirer ni ajouter plus que nécessaire.

1.1.2 Postulats et liens entre opérations de changement de croyances

Alchourrén, Géardenfors et Makinson [ALCHOURRON et al. 1985] ont proposé, pour ces trois
types d’opérateurs de changement de croyances, une série de postulats de rationalité qui les ca-
ractérisent. Ces postulats sont des propriétés qu’'un opérateur jugé raisonnable devrait satisfaire.

En reprenant 'exemple 1.1, si I'opération est supposée ajouter —couleur a ’ensemble de
croyances, il ne semble pas rationnel d’oublier tout le reste et de garder uniquement la nouvelle
information.

Expansion

L’expansion est 'opération qui permet d’ajouter une information a un ensemble de croyances.
Soient K un ensemble de croyances et a une nouvelle information, ’expansion de K par « est
un ensemble de croyance noté K + a.

Un opérateur d’expansion AGM + doit satisfaire les postulats suivants :

(K +1) K + « est une théorie (cloture)
(K+2) ae K+a (succes)
(K+3) KCK+a (inclusion)
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(K+4) Siae K, alors K +a =K (vacuité)
(K+5) SiKCK alors K+aC K' +« (monotonie)
(K +6) K+« est le plus petit ensemble de croyances satisfaisant (K +1)— (K +5) (minimalité)

(K + 1) assure que le résultat de ’expansion est bien une théorie. (K + 2) exprime que la
nouvelle information doit étre vraie dans la théorie résultante. (K + 3) certifie que l'on garde
toutes les informations de K. (K +4) dit que si 'information appartient déja a la théorie, alors
cette derniere reste inchangée. (K +5) exprime la monotonie de I'expansion. (K + 6) exprime la
minimalité du changement, il assure donc que la nouvelle théorie ne contient pas de croyances
non justifiées par 'ajout de la nouvelle information.

De ces postulats, Gardenfors déduit qu’il n’y a qu’un opérateur d’expansion rationnel [GAR-
DENFORS 1988].

Théoréme 1.1 ([GARDENFORS 1988]).
L’opérateur d’expansion + satisfait les postulats (K + 1) — (K 4 5) si et seulement si K + o =
Cn(K Ua).

Ce théoreme nous montre que 'expansion est une opération simple. En effet, il suffit de
prendre l’ensemble des conséquences logiques de 1'union de l’ensemble de croyances et de la
nouvelle information.

Exemple 1.2 (Le pingouin manchot, le retour).

Reprenons Uexemple 1.1. Quand Bob se rend compte que le volatile pourrait étre un manchot,
utiliser lopérateur d’expansion avec la nouvelle information —vole n’est pas une bonne idée.
En effet, puisque cette information n’est pas cohérente avec les croyances de Bob, la théorie
résultante de ’expansion serait l’ensemble trivial K .

Cependant, puisque Bob n’a aucune croyance sur les couleurs du volatile, [’expansion de son
ensemble de croyances par —couleur ne pose aucun probléme.

Révision

L’opérateur d’expansion ne permet pas d’incorporer une information qui contredit les croyan-
ces d’'un agent sans trivialiser ces dernieéres. L’opérateur de révision le permet. Il faut alors
abandonner certaines croyances pour ne pas obtenir un ensemble contradictoire.

Soient K un ensemble de croyances et a une nouvelle information, la révision de K par «
est un ensemble de croyances noté K * .

Un opérateur de révision AGM * doit satisfaire les postulats suivants :

(K x1) K x « est une théorie (cloture)
(Kx2) ae Kxa (succes)
(K*3) KxaC K+« (inclusion)
(K*4) Si—a¢ K,alors K+aCKxa« (vacuité/préservation)
(Kx5) Si K«xa= K|, alors = ~« (cohérence)
(Kx6) Sia=p,alors Kxa=Kx*f (extensionalité)
(K«x7) Kx(aANB)C (K*xa)+ (inclusion conjonctive)
(K+8) Si¢ K *a,alors (K+xa)+ 8 C K=x*(aAp) (vacuité conjonctive)
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(K * 1) assure que le résultat de la révision est bien une théorie. (K * 2) exprime que la
nouvelle information doit appartenir a la nouvelle théorie. (K * 3) implique que la révision ne
peut pas ajouter une croyance qui ne soit pas une conséquence de la nouvelle information et de
K. (K*3) et (K *4) expriment ensemble que lorsque K est cohérente avec la nouvelle information,
alors la révision revient a une expansion. (K *5) assure que I’ensemble révisé n’est contradictoire
que si la nouvelle information l'est. (K x6) dit que le résultat de la révision ne dépend pas de la
syntaxe de la nouvelle information.

Ces six postulats sont les postulats de base pour les opérateurs de révision. (K * 7) et
(K *8) sont des postulats supplémentaires qui expriment le bon comportement des opérateurs de
révision en terme de minimalité de changement. Ils assurent que la révision par une conjonction
de deux informations revient a une révision par la premiere suivie d’une expansion par la seconde,
deés que cela est possible (i.e. quand la seconde ne contredit aucune croyance issue de la premieére
révision).

Exemple 1.3 (Le pingouin manchot 3).

Reprenons exemple 1.1. Pour incorporer l'information qu’il a observé, Bob peut réviser son
ensemble de croyances par —vole. Puisque l'opérateur de révision doit maintenir la cohérence,
le probléme existant avec l’expansion ne se pose pas ici. Ainsi, le nouvel ensemble de croyances
de Bob serait K = {oiseau, —vole, ~couleur}.

Contraction

Contrairement aux opérations d’expansion et de révision qui permettent d’ajouter une nou-
velle information dans une théorie, ’opération de contraction, elle, a pour objectif de retirer une
information d’une théorie. La minimalité du changement doit toujours étre respectée : on ne
veut retirer que ce qui est nécessaire pour ne plus impliquer 'information de la théorie.

Soient un ensemble de croyances K et une information «. La contraction de K par a est un
ensemble de croyances noté K + a.

Un opérateur de contraction AGM =+ doit satisfaire les postulats suivants :

(K +1) K =+ « est une théorie (cloture)
(K+2) K-aCK (inclusion)
(K+3) Sia¢g K, alors K+~a 2K (vacuité/préservation)
(K+4) Si¥a,alorsa ¢ K+« (succes)
(K+5) KC(K+a)+a (restauration)
(K=6) Sia=g,alors K +a=K =+ (3 (extension)
K=7) (K-ao)Nn(K+p5)C K=+ (aAp) (intersection)
(K+8) Sia¢ K+ (aNp),alors K+ (aANf)C K+« (conjonction)

(K =+ 1) assure que le résultat de la contraction est bien une théorie. (K + 2) garantit que,
lors de la contraction, aucune nouvelle information n’est ajoutée a la théorie. (K + 3) dit que
si I'information « n’est pas acceptée par 'agent, il n’y a rien a faire pour retirer a de K.
(K +4) assure le succes de la contraction, c’est-a-dire que si o n’est pas une tautologie, alors la
contraction réussit. (K + 5) garantit que la contraction de K par « suivie de Iexpansion par «
redonne la théorie K comme résultat (I'inclusion inverse de (K =+ 5) étant une conséquence de
(K +1)- (K +4)). (K +6) dit que le résultat de la contraction ne dépend pas de la syntaxe.

Ces six postulats sont les postulats de base pour les opérateurs de contraction. (K + 7) et
(K + 8) sont appelés postulats supplémentaires. (K + 7) assure que si I'information est a la fois
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dans la contraction par « et dans la contraction par (8 alors elle doit étre dans la contraction
par la conjonction a A B. (K =+ 8) exprime la minimalité du changement pour la conjonction.

Exemple 1.4 (Le pingouin manchot, la résurrection).

Plus tard, Bob apprend qu’il a pu se tromper, qu’il s’agissait possiblement d’un pingouin. N’ar-
rivant pas a se décider, Bob préfére mettre de coté le fait que ce volatile sache ou non voler. Il
va donc devoir contracter son ensemble de croyances de fagcon d retirer —vole de celui-ci. Ainst,
son nouvel ensemble de croyances sera K = {oiseau, -couleur}.

Identités

Comme suggéré par la figure 1.1, nous pouvons décomposer la révision (transition du statut
accepté au statut refusé) en une contraction (transition du statut accepté vers le statut indéter-
miné) suivie d’une expansion (transition du statut indéterminé au statut refusé). C’est ce que
nous dit I'identité de Levi [GARDENFORS 1988] :

Kxa=(K+-a)+a«a (Identité de Levi)

Le théoréme suivant montre que les opérateurs définis grace a l'identité de Levi sont bien
des opérateurs de révision.

Théoréme 1.2. ([GARDENFORS 1988])

Si Uopérateur de contraction =+ satisfait (K + 1)-(K +4) et (K + 6) et Uopérateur + satisfait
(K + 1)-(K + 6), alors lopérateur de révision % défini par l'identité de Levi satisfait (K % 1)-
(K %6). De plus, si (K +7) est satisfait, alors (K x7) est satisfait pour la révision ainsi définie,
et si (K +8) est satisfait, alors (K * 8) est satisfait pour la révision ainsi définie.

L’identité de Harper permet d’exprimer le fait que la correspondance inverse est vérifiée.
Ainsi, si nous disposons d’un opérateur de révision, il est possible de définir un opérateur de
contraction.

K+a=Kn(K*-a) (Identité de Harper)

Nous remarquons alors que les informations issues de la contraction de K par « sont celles
n’ayant rien & voir avec la vérité de a.

Le théoréme suivant montre que les opérateurs définis par I'identité de Harper sont bien des
opérateurs de contraction.

Théoréme 1.3. (/[GARDENFORS 1988])

Si Uopérateur de révision * satisfait (K * 1)-(K * 6), alors l'opérateur de contraction = défini
par identité de Harper satisfait (K + 1)-(K +6). De plus si (K *7) est satisfait alors (K +7)
Uest aussi, et si (K *8) est satisfait alors (K + 8) l'est aussi.

Ces deux identités nous montrent bien I’étroit lien qui existe entre les opérateurs de contrac-
tion et les opérateurs de révision.

1.1.3 Théoremes de représentation

Maintenant que les propriétés des opérateurs de changement de croyances sont définies, nous
pouvons présenter des moyens pratiques pour définir ces opérateurs. C’est ici que les théoréemes
de représentation entrent en jeu. Nous n’allons présenter que trois des multiples théorémes de
représentation dans cette partie : celui utilisant les intersections partielles, celui utilisant les
enracinements épistémiques, et enfin celui utilisant les systemes de spheres.
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Contraction par intersection partielle

L’idée des opérateurs de contraction par intersection est de conserver le plus de formules
de I'ancienne base. Pour ce faire, nous allons conserver ’ensemble de tous les sous-ensembles
maximaux de la théorie n’impliquant pas la croyance que ’on veut oublier. La nouvelle théorie
est alors I’ensemble des formules que I'on pourra déduire de tous ces sous-ensembles.

Définition 1.2 (Sous-théorie maximale).
Soient une théorie K et une proposition o. L’ensemble des sous-théories mazximales de K n’im-
pliquant pas o, noté K 1 «, est l'ensemble de tous les K’ qui vérifient :

« K'CK
. K/J’ZOJ
e Si K'Cc K" CK alors K" F «

Définition 1.3 (Contraction par intersection totale).
La fonction de contraction par intersection totale = est définie comme

N(K L «) si K L «anlest pas vide, et
K —fa= .
K sinon

Cette définition pose probleme. En effet, le résultat est ’ensemble des formules de K qui sont
conséquences logiques de —a. Nous avons en particulier :

Théoréme 1.4 ([ALCHOURRON & MAKINSON 1982]).
St une fonction de révision x est définie a partir d’une fonction de contraction par intersection
totale au moyen de l’identité de Levi, alors pour chaque proposition « telle que - € K, on a

K+ a=Cn(a).

Ce théoreme nous montre que ’on oublie toutes les informations sur les anciennes croyances
de 'agent. En effet, garder ’ensemble de toutes les sous-théories maximales de K n’impliquant
pas « pose probleme, cela nous force a retirer trop d’informations.

Nous allons donc garder uniquement les « meilleures ».

Définition 1.4 (Fonction de sélection).

Soit une théorie K, une fonction de sélection v est une fonction qui associe d chaque proposition
a Uensemble v(K L «), qui est un sous-ensemble non vide de K 1 « si celui-ci n’est pas vide
et (K L a) ={K} sinon.

Définition 1.5 (Contraction par intersection partielle).
Une fonction de contraction par intersection partielle = est définie comme

K+a:ﬂ’y(KJ_oz)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de représentation, indiquant que tout opéra-
teur satisfaisant les propriétés attendues pour la contraction peut étre défini par un opérateur
de contraction par intersection partielle.

Théoréme 1.5 ([ALCHOURRON et al. 1985]).

= est une fonction de contraction par intersection partielle si et seulement si + satisfait les
postulats (K +1)-(K +6).
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En contraignant un peu la fonction de sélection, il est possible de satisfaire les deux derniers
postulats.

Définition 1.6 (Fonction de sélection relationnelle).
Une fonction de sélection v est relationnelle si et seulement si pour tout K il existe une relation
< sur K x K telle que

YK La)={K'e K La|K' <K' VK"eK 1 a}
St < est une relation transitive alors v est dite relationnelle transitive.

Théoréme 1.6 ([ALCHOURRON et al. 1985]).
= est une fonction de contraction par intersection partielle relationnelle transitive si et seulement
st + satisfait les postulats (K +1)-(K + 8).

Ce résultat montre bien que les postulats supplémentaires expriment la minimalité du chan-
gement. En effet, 'existence d’une relation < aidant la sélection des sous-théories n’est possible
que par l'ajout des postulats (K +7) et (K + 8).

Contraction par enracinement épistémique

Le principe ici est d’ordonner les formules de la théorie en fonction de leur importance. Lors
d’une contraction, on prend en compte cet ordre pour éliminer uniquement les formules les moins
importantes.

Définition 1.7 (Enracinement épistémique ((GARDENFORS 1988))).

Soient deux formules o et 3, la notation o < B signifie « B est au moins aussi enraciné que
a ». < est une relation de (comparaison de) enracinement épistémique s’il satisfait les propriétés
sutvantes :

(EE1) Sia<petp <7, alorsa <~ (transitivité)
(EE2) Siat 3, alors a < f (domination)
(EE3) a<aAfoufB<aAp (conjonction)
(EE4) Si K # K|, a & K si et seulement si V3 o < 3 (manimalité)
(EE5) Si, pour tout 3, f < a, alors = « (mazximalité)

Ce théoréme nous dit que, si apres la contraction de K par a A 8 on ne peut plus déduire S,
alors « était strictement plus enraciné que S3.

Théoréme 1.7. ([GARDENFORS 1988])
Une fonction de contraction + satisfait (K +1)-(K +8) si et seulement si il existe < satisfaisant
(EE1)-(EE5), ou 8 < « si et seulement si 5 & K +~a A f.

Systémes de sphéres

Le principe ici est d’organiser les mondes possibles en fonction de leur plausibilité. Un monde
possible d’un ensemble de croyances est un sous-ensemble du langage, maximal parmi les sous-
ensembles cohérents, tel que les formules de I’ensemble de croyances sont vraies dans ce sous-
ensemble. Chaque monde possible est une facon de décrire entierement le monde qui est cohérent
avec les croyances de ’agent.
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Définition 1.8 (Monde possible ([GROVE 1988])).

e On appelle monde possible un sous-ensemble maximal cohérent du langage et on note My
I’ensemble des mondes possibles du langage L .

e Soit une théorie K. On définit [K] comme suit :

[K]_ @siK:KL
|\ {MeMy| K C M} sinon

e Soit un ensemble S € My, on définit l'ensemble Kg par Kg = (\{M | M € S}.
Définition 1.9 (Systéeme de spheres ([GROVE 1988))).

Un systéme de sphéres centré sur [K] est une collection de sous-ensembles S de My qui vérifient
les conditions suivantes :

(S1) Sis,s' €S, alors s C s ous Cs

(S2) [K] € S

(S3) Sise S, alors [K] C s

(S4) My € S

(S5) Si a est une formule et si [a] intersecte une sphére de S, alors il existe une sphére

minimale qui intersecte [a] (on note C(a) = [a] N Sy).

Une sphere est définie comme un ensemble de mondes possibles, et le systéme de spheres

centré sur [K| est construit de la fagon suivante :

e Les spheres sont imbriquées les unes dans les autres.
e L’ensemble des mondes possibles de K est la plus petite sphere.

e [’ensemble des mondes possibles, M ¢, est la plus grande sphere.

Théoréme 1.8 ([GROVE 1988]).
Soit une théorie K. Il existe un systéme de sphéres S centré sur [K] tel que pour toute formule
a, K xa= Kg) si et seulement si * est un opérateur de révision satisfaisant (K * 1)-(K  8).

FIGURE 1.2 — Révision de K par « via un systéme de sphéres centré sur [K]

Graphiquement, cela peut étre représenté comme sur la figure 1.2 : les mondes possibles qui
satisfont la théorie ([K]) sont les mondes les plus plausibles. Les autres mondes sont ensuite
ordonnés suivant leur plausibilité (spheres S, So, ...). Lorsque 'on révise par une nouvelle
croyance «, les mondes possibles de a qui appartiennent a la sphere la plus plausible (la plus
« basse ») sont conservés.
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1.2 Le cadre KM

Katsuno et Mendelzon ont proposé une formulation équivalente des postulats AGM instanciés
au cadre propositionnel standard. Une base de croyances finie K est équivalente a une formule
p, la conjonction des formules de K. Dans ce cadre, la révision de ¢ par u revient a rechercher
les modeles de w les plus proches de ceux de .

1.2.1 Postulats

Soient ¢ et p deux formules propositionnelles ol ¢ joue le role de la base de croyances et p
celui de la nouvelle croyance. La révision de ¢ par p est une nouvelle formule notée ¢ o p qui
doit vérifier les postulats suivants [KATSUNO & MENDELZON 1992] :

(R1) poutp (succes)
(R2) Si ¢ A p est cohérent alors pou=p A p (vacuité/préservation)
(R3) Si p est cohérent alors ¢ oy est cohérent (cohérence)
(R4) Si @1 = p2 et g = pg alors g1 0 up = o 0 o (extensionalité)
(R5) (popu) AN Epo(uAy) (inclusion conjonctive)
(R6) Si (popu) A est cohérent alors po (uAy) F (pou) A (vacuité conjonctive

La signification de ces postulats est la suivante : la nouvelle croyance est conservée dans la
base de croyances révisée (R1). On garantit que, lorsque qu’il n’y a pas de conflit, la révision
est une conjonction (R2). Si la nouvelle croyance est cohérente, la base de croyances révisée par
cette croyance l'est aussi (R3). Le principe d’indépendance & la syntaxe est respecté (R4). La
minimalité du changement est assurée par (R5) et (R6).

Théoréme 1.9 ([KATSUNO & MENDELZON 1992]).

Soit x un opérateur de révision sur les théories et o un opérateur de révision sur les formules
propositionnelles correspondant (i.e. pour tout ¢ et tout pn, Cn(p)*pu = Cn(pou) ). L'opérateur
x satisfait (K x 1)-(K * 8) si et seulement si o satisfait (R1)-(R6).

Ce théoréme nous montre que les opérateurs de révision satisfaisant les postulats KM (R1)-
(R6) correspondent aux opérateurs de révision satisfaisant les postulats AGM (K * 1)-(K * 8).

1.2.2 Théoréme de représentation

Katsuno et Mendelzon ont aussi proposé un théoreme de représentation permettant de donner
une définition constructive d’un opérateur de révision AGM o dans le cadre propositionnel
standard. Ce théoréme, exprimant la révision comme une sélection de modeéles minimaux de
la nouvelle information suivant une mesure de confiance sur les modeles, correspond & une
méthode de révision basée sur les pré-ordres sur les mondes possibles, associés aux formules par
un assignement fidele.

Définition 1.10 (Assignement fidele ([KATSUNO & MENDELZON 1992])).
Un assignement fidéle est une fonction qui associe & chaque base de croyances @ un pré-ordre
total <, sur les interprétations tel que :

1. Sill=ypetd =y, alors I ~,J
2. Sill=petJ W, alors I <, J
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3. Sip1 = 2, alors <, =<,

Cela signifie que les modeles de ¢ sont tous équivalents pour le pré-ordre associé et sont
strictement préférés aux contre-modeles de . Plus une interprétation est préférée, plus elle sera
petite pour l'ordre. Lorsque nous effectuons une révision, ce sont alors les interprétations de
la nouvelle information les plus crédibles pour la base courante qui forment les modeles de la
nouvelle base de connaissances. C’est ce qu’indique le théoréme de représentation suivant.

Théoréme 1.10 ([KATSUNO & MENDELZON 1992]).
Un opérateur de révision o satisfait les postulats (R1)-(R6) si et seulement si il existe un

assignement fidéle qui associe d chaque base de croyances ¢ un pré-ordre total <, tel que
Mod(p o p) =min(Mod(u), <,).

Nous avons le méme mécanisme que les systémes de sphéres [GROVE 1988], mais ici le systéme
est plus simplement représenté par un pré-ordre total. Nous illustrons cette représentation sur
la figure 1.3. Les interprétations (représentés sous forme de points) sont situés & des niveaux
différents ;. Deux interprétations au méme niveau sont tout aussi plausibles (i.e. I ~, J). Une
interprétation I apparaissant a un niveau plus petit qu’une autre interprétation .J est strictement
plus plausible (i.e. I <, J). Les interprétations apparaissant au niveau le plus bas (Lg) sont les
modeles de la base de croyances ¢.

S

FIGURE 1.3 — Révision de ¢ par p

Quand ¢ est révisé par u, le résultat se compose des modeéles de p les plus plausibles selon le
pré-ordre <. Ceci représente le changement minimal pour déduire p. Ces interprétations sont
situés au niveau L; sur la figure 1.3.

1.2.3 Opérateurs de révision a base de distances

Nous présentons ici une famille d’opérateurs de révision particuliere, qui satisfait les postulats
KM, ainsi qu’un des opérateurs les plus connus de cette famille. Il s’agit de la famille des
opérateurs de révision a base de distance, qui utilisent une distance entre interprétations pour
définir I'assignement fideéle. Nous présentons en particulier 'opérateur de Dalal [DALAL 1988]
qui peut étre exprimé via une telle distance.

Définition 1.11 (Opérateur de révision a base de distance).
Soient d une distance entre interprétations sur un ensemble de variables booléennes V et ¢ une
formule du langage propositionnel Ly construit sur V. Le pré-ordre total §ff) est défini par

d . .
I <g J si et seulement si d(I, Mod(y)) < d(J, Mod(¢p)).
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Pour toutes formules ¢ et u, Uopérateur de révision oq basé sur la distance d est défini par
Mod(p og i) = min(Mod(p), gi).

Nous rappelons ici la notion de distance de Hamming [HAMMING 1950] entre interprétations
qui est utilisée pour définir I'opérateur de révision de Dalal.

Définition 1.12 (Distance de Hamming entre interprétations ([HAMMING 1950))).

Soient I et J deux interprétations sur un ensemble de variables booléennes P. La distance de
Hamming entre ces deux interprétations, notée h(I,J), est le nombre de de variables proposi-
tionnelles de P qui différent entre ces deux interprétations. Formellement,

h(I,J) = {z e P: I(x) # J(z)}],
ot I(x) est la valeur de vérité de 'atome x dans I.
Nous avons maintenant toutes les notions requises pour définir 'opérateur de Dalal :

Définition 1.13 (Opérateur de révision de Dalal).
L’opérateur de révision de Dalal op est l'opérateur de révision a base de distance défini a partir
de la distance de Hamming h. Ainsi, la révision de Dalal de ¢ par p est définie par

Mod(pop ) = min(Mod(u), SZ).

Le pré-ordre total associé a la distance de Hamming satisfait les propriétés des assignements
fideles, et, par conséquent, op est un opérateur de révision KM (i.e. il satisfait les postulats
(R1)-(R6)).

De maniere générale, tout pré-ordre défini via une distance satisfait les propriétés des assigne-
ments fideles, c’est pourquoi les opérateurs de révision a base de distance satisfont les postulats
KM.

Tllustrons cet opérateur de révision sur notre exemple du pingouin manchot.

Exemple 1.5 (Le pingouin manchot vs. opérateur de révision de Dalal).

Reprenons une derniére fois l'exemple 1.1. Soit Lo un langage contenant trois variables pro-
positionnelles {oiseau,vole,bec}. Bob observe au loin un volatile, il suppose que celui-ci sait
voler. Sa base de croyances est donc ¢ = oiseau A vole. En s’approchant, il semble a Bob qu’il
s’agit d’un manchot, or les manchots ne savent pas voler (u = —wole). Bob doit donc réviser ses
croyances. La troisiéme colonne du tableau suivant indique la distance entre chaque modéle de
w1 ({000,001,100,101}) et de ¢ ({110,111}).

1
000 2
001 3
100 1
101 2

NN W
— =N NS

Le résultat est l’ensemble des modéles de u les plus proches de ¢ :
Mod(p op ) = {100,101}
wop p = oiseau N\ —wole

L’opérateur de Dalal, comme tout opérateur se basant sur les postulats du cadre KM, est
un opérateur sémantique de révision. Il existe également différentes approches syntaxiques pour
la révision.
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1.3 Approches syntaxiques pour la révision

Des approches syntaxiques, aussi connues comme des approches basées sur des formules, ont
également été étudiées pour la révision. Parmis ces approches, nous trouvons la semi-révision
[HANSSON 1997], la révision sélective [HANSSON 1999] ou encore la révision par R-ensembles
[PAPINT 1992, WURBEL et al. 2000], que nous détaillons dans la suite de cette section.

La révision par R-ensembles

L’approche syntaxique de la révision par R-ensembles [PAPINI 1992, WURBEL et al. 2000]
traite de la révision d’'un ensemble de formules propositionnelles par un ensemble de formules
propositionnelles. Les formules sont mises sous forme normale conjonctive (CNF) L. Les auteurs
considerent les formules comme des ensembles finis de clauses. Soient ¥ et A deux ensembles
finis de clauses cohérents. La révision par R-ensembles consiste a choisir les ensembles minimaux
de clauses de X2, appelés R-ensembles, afin de restaurer la cohérence de 3 U A.

Définition 1.14 (R-ensemble).
Soient 3 et A deux ensembles finis de clauses cohérents tels que % U A est incohérent. R C X
est un R-ensemble de X U A si et seulement si

o (X\ R)UA est cohérent;
o pour tout ' C X, si (X \ R')UA est cohérent, alors |R| < |R/|.

L’ensemble des R-ensembles de ¥ U A est noté R(X U A). La révision par R-ensembles est
alors définie comme suit :

Définition 1.15 (Révision par R-ensembles).
Soient 3 et A deux ensembles finis de clauses cohérents, et oggsr lopérateur de révision par
R-ensembles. La révision par R-ensembles de 3 par A est définie comme suit :

Sopsr A= \/ Cn((S\R)UA).
RER(SUA)

1.4 Révision itérée

Il existe une approche étendue de la révision, appelée révision itérée [LEHMANN 1995, DAR-
WICHE & PEARL 1997]. Celle-ci permet la révision d’une base de croyances par une séquence de
nouvelles informations (g1, ... ), ou, comme d’habitude, chaque information ; est préférée aux
croyances initiales. De plus, ¢; est préférée a ¢;, pour 1 < ¢ < j < n. Une caractérisation logique
de la révision itérée a été proposée par Darwiche et Pearl dans [DARWICHE & PEARL 1997]. 11
existe plusieurs opérateurs pour la révision itérée, tels que I'opérateur de révision naturel proposé
par Boutilier [BOUTILIER 1993], les opérateurs de révision rangée de Lehmann [LEHMANN 1995],
lopération de révision probabiliste [BENFERHAT et al. 2002b], ou encore 1’approche de révision
basée sur des polynémes [BENFERHAT et al. 2002a].

1. Une formule est une CNF si et seulement si elle est une conjonction d’une ou plusieurs disjonction(s) d’un
ou plusieurs litéraux.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la théorie du changement de croyances comme proposée
par AGM et KM. La théorie du changement de croyances vise a formaliser I’évolution des
croyances d’'un agent quand il est confronté & de nouvelles informations. Le principal cadre
théorique pour le changement de croyances est la théorie AGM. En particulier, pour réviser un
ensemble de croyances par une formule, nous avons présenté I’approche par systéme de spheres.
Cette méthode est basée sur un classement des mondes possibles, et garde comme résultat de
la révision les mondes possibles minimaux (en respectant le classement) qui sont cohérents avec
la formule de révision. Nous avons également présenté un cas particulier du systéme de spheéres
lorsque nous révisons une base de croyances par une formule. Il s’agit des opérateurs de révision
en termes d’assignements fideles. Cette approche de la révision dans le cadre de la logique
propositionnelle est & ’origine d’une des contributions décrites dans cette these. En effet, dans
le chapitre suivant, nous présentons nos travaux sur la contraction dans le cadre de la logique
propositionnelle finie.
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Chapitre 2

Contraction en logique
propositionnelle finie

Un bachelier est un homme qui apprend, et un docteur un homme qui oublie.
(Antoine Furetiére — Le Roman Bourgeois)

Comme nous 'avons indiqué dans le chapitre précédent, Hirofumi Katsuno et Alberto O.
Mendelzon [KATSUNO & MENDELZON 1992] ont donné un théoréme de représentation pour
les opérateurs de révision en terme d’assignements fideles. Ce théoréme de représentation est
important puisqu’il est a l'origine des principales approches de révision itérée de croyances
[DARWICHE & PEARL 1997, BooTH & MEYER 2006, JIN & THIELSCHER 2007, KONIECZNY &
PINO PEREZ 2008].

Nous avons également vu que les identités de Levi et Harper peuvent étre utilisées pour
définir des opérateurs de contraction via des opérateurs de révision et inversement. Ceci montre
bien que ces deux opérations sont étroitement liées. Ainsi, des travaux sur la contraction dans le
cadre de la logique propositionnelle finie peuvent étre attendus. Cependant, ce probléme n’avait
pas été étudié jusqu’a présent.

Le but de ce chapitre est de donner une définition des opérateurs de contraction dans le
cadre de la logique propositionnelle finie correspondant aux opérateurs de révision introduits par
Katsuno et Mendelzon, et de vérifier que ces opérateurs offrent des propriétés attendues. Dans
un premier temps, nous rappelons la connexion entre les ensembles de croyances et les bases de
croyances. Nous donnons un ensemble de postulats pour les opérateurs de contraction de base de
croyances. Nous étudions ensuite la correspondance entre la contraction d’ensembles de croyances
et la contraction entre bases de croyances; nous vérifions, en utilisant les identités de Levi et
Harper, qu’il existe un lien entre les opérateurs de révision satisfaisant les postulats de Katsuno
et Mendelzon et les opérateurs de contraction satisfaisant nos postulats. Nous établissons ensuite
un théoréme de représentation pour ces opérateurs de contraction de bases de croyances, que
nous illustrons en définissant un opérateur de contraction de Dalal. Nous concluons en discutant
des perspectives de recherche de cette premiére contribution.

Les résultats obtenus ne sont pas trés surprenants, puisque la plupart d’entre eux peuvent étre
obtenus comme corollaires de théorémes existants (en particulier les théorémes de représentation
précédents et les identités de Levi et Harper). Néanmoins, nous considérons que prouver ces
résultats directement (et non pas comme un sous-produit de résultats existants) est important
pour un certain nombre de cadres dans lesquels nous ne pouvons pas appliquer directement toute
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la « machinerie » AGM.
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2.1 Des ensembles de croyances vers les bases de croyances

Notre objectif est de définir des opérateurs de contraction de bases de croyances dans le cadre
de la logique propositionnelle finie. Soient deux formules ¢ et a. ¢ — o désigne la contraction de
© par «a, qui est la nouvelle formule obtenue en supprimant la croyance « (des conséquences) de
la base de croyances .

Afin de relier les ensembles de croyances de la théorie AGM et la notion de base de croyances
propositionnelle, nous devons dans un premier temps poser un lien formel entre les ensembles
de croyances et les bases de croyances. Tel est le but de la proposition suivante :

Proposition 2.1.

Dans le cadre propositionnel fini, l'application Cn de Lo = vers ’ensemble de tous les ensembles
de croyances, associant un ensemble de croyances K = Cn(yp) a toute base de croyances repré-
sentée par une formule @ considérée a l’équivalence logique prés, est bijective.

Démonstration. Soient un ensemble de formules £ = Ly = considérées a 1’équivalence logique
pres et 'ensemble des ensembles de croyances F'. Nous voulons montrer que Cn est une bijection
de F vers F.

Nous commengons par montrer que Cn est une surjection de F vers F. Cela revient & montrer
que pour chaque ensemble de croyances K de F, nous pouvons construire une formule ¢ telle
que @ est équivalente a la conjonction de toutes les formules de K. Nous pouvons supposer,
sans perte de généralité, que chaque formule o de K est une formule CNF, de sorte que K
est équivalent a ’ensemble (infini) des clauses § apparaissant dans la représentation d’au moins
une des formules v de K. En logique propositionnelle finie, cet ensemble infini de clauses est
équivalent a I’ensemble fini de ses éléments les plus forts logiquement. Et puisque cet ensemble
est fini, la conjonction de ses éléments est une formule ¢ satisfaisant la condition attendue :
K = Cn(p).

Il reste & montrer que Cn est une injection de E vers F'.

Considérons deux formules ¢ et ¥ de E telles que ¢ Z 1. Puisque ¢ # 1, il y a un modele 1
de ¢ qui n’est pas un modele de 1, ou un modele de ¥ qui n’est pas un modele de (. Supposons
que I soit un modele de p A =) (le cas restant est symétrique a celui-ci). D’une part, puisque
I |= ¢ il n’est pas possible que ¢ = ~aypy, d'ott =ayy & Cn(p). D’autre part, puisque I = =),
nous avons ¥ = —ayy, d’ott ~ayn € Cn(v).

Par conséquent, Cn(yp) # Cn(1), et cela conclut la preuve. O

Ainsi, pour une base de croyances ¢, la notation K, = Cn(yp) est bien définie. De méme,
pour un ensemble de croyances K, la notation ¢ = Cn~!(K) est bien définie.
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Corollaire 2.1.
Nous avons ¢ = ¢k,,. De méme, nous avons K = Ky, .

Démonstration. Ce résultat découle directement du fait que Cn est une bijection. En effet, a
partir de la proposition 2.1, px, = Cn 1 (K,) = Cn~1(Cn(p)) = ¢. Bt K, = Cn(pk) =
Cn(Cn~Y(K)) = K. O

Dans ce cas, dans le cadre de la logique propositionnelle finie, une correspondance entre les
opérateurs de contraction AGM d’ensembles de croyances et les opérateurs de contraction de
bases de croyances peut étre établie :

Définition 2.1 (Correspondance entre opérateurs de contraction).

Etant donné un opérateur de contraction d’ensembles de croyances = , 'opérateur de contraction
de bases de croyances — () est défini par : ¢ —() @ = YK, +q-
Inversement, étant donné un opérateur de contraction de bases de croyances —, l'opérateur

de contraction d’ensembles de croyances = (_y est défini par : K +_ya = Ky, —q.

Soient un opérateur de contraction d’ensembles de croyances + et un opérateur de contraction
de bases de croyances —. On dit que les opérateurs + et — correspondent 'un a l'autre si
- = +(_) et — = — (%)

La proposition suivante montre que si nous utilisons un opérateur de contraction d’ensemble
de croyances + pour définir, via la définition 2.1, un opérateur de contraction de bases de
croyances — ., alors 'opérateur de contraction d’ensembles de croyances correspondant défini
via la définition 2.1 est 'opérateur de contraction initial + (et inversement).

Proposition 2.2.
Nous avons () = De méme, nous avons () =

Démonstration. Nous voulons montrer que ¢ — (. )@= o A partir de la définition 2.1,
P () @ T PKorya = PEyp o Nous avons, en utilisant la proposition 2.1, PKop —a =
® ®
PK,_o- Ainsi, pg,_, =Cn Y (Ky_o) = Cn ' (Cnlp — ) = ¢ — a.
Nous avons donc ¢ () @=P o
Nous montrons maintenant que K+(_<+)) a = K +a. A partir de la définition 2.1, K+(_(+))
a=K =K En utilisant la proposition 2.1, nous avons K

PK—(+) PKepp o’ PKpp +a = PK+a®
Ainsi, Ky, = Cn(pr=a) = Cn(Cn YK +a)) = K + a.
Nous avons donc K T O K+ a. O

2.2 Postulats de contraction

Nous définissons maintenant un ensemble de postulats pour la contraction de bases de
croyances propositionnelles. Dans la suite, ¢, a et 8 sont des formules de Ly :

(C1) pFy—a (inclusion)
(C2) SipkF a,alors p —at @ (vacuité/préservation)
(C3) Sip—at a,alors -« (succes)
(C4) (p—a)hNatp (restauration)
(C5) Sip1 =2 et a1 = aw, alors p1 — a1 = Y2 — a9 (extension)
(C6) p—(aNB)F(p—a)V(p—P) (intersection)
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(C7) Sip—(aAp)Fa,alors p—at o —(aAf) (conjonction)

La signification intuitive de ces postulats est la suivante : (C1) veille & ce que, apres la
contraction, aucune nouvelle information n’est ajoutée a la base de croyances. (C2) indique que
si a n’est pas déductible de ¢, alors aucune modification n’est apportée a la base de croyances
au cours de la contraction. (C3) assure que la seule possibilité pour que la contraction de ¢ par
a échoue est que « soit une tautologie. (C4) indique que la conjonction de la contraction de ¢
par a et a donne une formule propositionnelle qui est équivalente a ¢ (I'implication inverse est
une conséquence de (C1) lorsque ¢ F «). (C5) reflete le principe d’indépendance a la syntaxe.
(C6) et (CT7) expriment la minimalité du changement pour la conjonction. En particulier, (C6)
indique que la contraction de ¢ par une conjonction (a A 3) implique toujours la disjonction des
contractions de ¢ par a et de ¢ par 8. Et (C7) indique que, si o n’a pas été retirée au cours de la
contraction par aA 3, alors la contraction par « doit impliquer la contraction par la conjonction.

La proposition suivante montre que les opérateurs de contraction satisfaisant les postulats
(C1)-(CT) correspondent aux opérateurs de contraction satisfaisant les postulats AGM (K =+ 1)-
(K +38).

Proposition 2.3.

Soient un opérateur de contraction d’ensembles de croyances + et l'opérateur de contraction de
bases de croyances — (= —(ﬂ) qui lui correspond. L’opérateur + satisfait les postulats (K+1)-
(K+8) si et seulement si l'opérateur — satisfait les postulats (C1)-(C7).

Démonstration. Soient un ensemble de croyances K, une formule ¢ de Ly telle que K = Cn(yp),
et des formules «, 5, @1, 2, a1, et as de Ly.

« Nous montrons dans un premier temps que <+ satisfait (K=+2) si et seulement si — satisfait
(C2) :
K+aCK&Cnlp)~aCCnlp) & Cnlp—a) CCnlp) & pkp—a.

« Nous montrons que si + satisfait (K=+-3) alors — satisfait (C2) et si — satisfait (C1) et (C2)
alors + satisfait (K+3) :

o Nous montrons d’abord que si + satisfait (K+3), alors — satisfait (C2).
Sia ¢ K alors K +~a = K. Ainsi, d’apres (K+3), si a € K alors K C K + «a, ce qui
signifie pour 'opérateur correspondant — que si ¢ ¥ « alors ¢ — a - ¢.

o Nous montrons maintenant que si — satisfait (C1) et (C2), alors + satisfait (K+3).
(SipFaalorsp—akyp)etprp—a= (Siag Kalors K C K+a)et K+a C K
=Sia¢Kalors ( KCK+aet K+aCK)=Sia¢ K alors K=K +«

« Nous montrons que =+ satisfait (K=+4) si et seulement si — satisfait (C3) :
SiFaalorsa¢ K+-assiae K+aalorskFa.ae K+-as aeln(p)+as p—at a.
Ainsi, sia € K +aalors Fa < si ¢ —a b «a alors - a.

« Nous montrons que si — satisfait (C4) alors + satisfait (K+5), et que si + satisfait (K=+5)
et (K+3) alors — satisfait (C4) :
Siae K alors K C (K +a)+a«
aeKepha
K C(K+a)+a< Cn(p) C (Cn(p)+a)+a< Cn(p) C Cn((p—a)Aa) < (p—a)Aa k- p.
Ainsi, sia € K alors K C (K +~a)+a<sipkaalors (p—a) Aatk p.
Si a € K alors, d’apres (K+3), K C (K + «), ainsi K C (K + «) 4+ «, et nous montrons
de la méme maniére qu’au point précédent que si ¢ ¥ « alors (¢ —a) A a k- @.
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« Nous montrons que =+ satisfait (K=+6) si et seulement si — satisfait (C5) :
Soient deux formules o1 et o telles que Cn(p1) = Cn(pz) = K. Si a1 = ay alors
K+oa=K+ay< Siap =ag et Cn(p1) = Cn(p2) alors Cn(e1) + a1 = Cn(p2) +ag <
Si a; = ag et o1 = @9 alors 1 — a1 = Y9 — ao

« Nous montrons que =+ satisfait (K=-7) si et seulement si — satisfait (C6) :
(K+~a)N(K+p)C K=+ (aNp)
(K+a)N(K+p) = (Cn(e—a)n(Cn(p—=PB) = Cn((¢—a) V(e —=P)) = (p—a) V(¢ —f)
K+ (aAB)=¢—(anp)
Ainsi (K +~a)N(K+p)C K+ (anf)ep—(aAp)F(p—a)V(p—7)

« Nous montrons finalement que + satisfait (K+8) si et seulement si — satisfait (C7) :
Sia¢ K+ (anp)alors K+ (aAp) C K+«
a¢d K+(anp)ep—(aAP)Fa
K+(aNB)CK+as Cn(p)+~(anp)CCnlp) ras p—akyp—(aApP)
Ainsi, si @ ¢ K+ (aAp) alors K+~ (aAf) C K+a < Sie—(aApf) ¥ aalors
p—abtp—(aAp)

O]

De plus, il apparait que la contraction d’une formule ¢ par une conjonction de formules
(a A B) ne peut avoir que trois résultats différents (& ’équivalence logique pres). Un tel résultat
trichotomique est similaire a celui obtenu dans le cadre AGM classique [GARDENFORS 1988].

Proposition 2.4.
En présence de (C1)-(C5), la conjonction de (C6) et (C7) est équivalente a (Tri) :
©—a ou
(Tri) ¢—(anp)={¢—p ou
(p—a)V(p—5)
Démonstration. Soient les formules ¢, a, et 5 de L. (=)
Supposons que (C6) et (C7) sont satisfaits :

(C6) : o — (@A B) - (p—a)V(p =)
(CT):Sip—(aNpP)Faalorsp—atep—(aAp)

Si aA S est valide, alors « est valide et 8 est valide. Nous avons donc a A3 = a = (. D’apres
(C5), nous avons : o — (aAfB)=p—a=p—B=(p—a)V (p—p).
Si a A B n’est pas valide (i.e., a n’est pas valide or 8 n’est pas valide) alors, par (C3),

o—(aNB)Fanp.
Ainsi, il y a trois cas :

l.o—(anpB)Faetpo—(aNp)F
2. p—(aNB)Faeto—(aNp)F S
B.p—(anB)Faetp—(aNB)Fp
Nous considérons les trois cas suivants :

1. (Hypl) Supposons que
p—(aNB)Fa (<)
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o (@nB)F B >)
Diaprts (C6), 9= (a) F (o) ¥l ) Daprs o) o= (@A) = () V(- B3
| o~ (@AB)F [(p—a) ABIV [(p— B) A B (0)

D’apres (C4) et (C1), (¢ —B)ABE Bet o ¢ —a. Ainsi, (p — ) A B F ¢ — . Et donc,
(¢ =B)ABE (p—a)AB. Ce qui implique que [(p —a) AB]V [(¢ = B) AB] = (¢ —a) A B
D’apres (¢) nous pouvons déduire que ¢ — (a A ) F (¢ — a) A B. Ainsi

p—(anB)F(p—a) (A)
D’apres (C7) et (<), nous dérivons que
p—ateo—(anp) (V)
Enfin, d’aprés (A) et (V) nous déduisons que ¢ — (A 8) = (¢ — ).
(C6) et (CT) = —(aAp)=(p—a) (2.1)

2. (Hyp2) Supposons que ¢ — (e AB) ¥ Bet o — (aAB) F a.
Ce cas étant symétrique au précédent, nous avons par symétrie :

(C6) et (CT) = o —(aAf)=(p—B) (2.2)

3. (Hyp3) Supposons que ¢ — (a A B) ¥ a et ¢ — (A B) ¥ .
(ChHetp—(anB)Fa=p—atp—(aAf). (CT)et o—(aNB) ¥ = p—FF p—(anp).
p—abtgp—(anB)and o =B o —(aNB) = (p—a)V(p—B)Fp—(anpf). (C6)

donne I'implication inverse.

(C6) et (CT) = p—(anB)=(p—a)V(p—p) (2.3)

(1) + (2) + (3) impliquent que, en présence de (C1)-(C5),

© —a ou
(C6) et (CT) = o —(aAp)=qp—PBou (A1)
(p—a)V(p—5)
(<)
p —a ou
cp(a/\ﬁ){wﬁou
(p—a)V(e—p)

Nous avons trois cas a considérer :

l.o—(anp)=p—a

p-—ab(p-—a)V(p=p)=p—(aAf)F(p—-a)V(p—-p) (C6)
Comme ¢ — (@ A B) = ¢ — «, nous avons ¢ — a F ¢ — (a A 3) ainsi (C7) est trivialement
satisfait.

o—(aNB)=p—a= (C6)et (CT) (2.4)
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20— (anB)=¢p—p
Ce cas étant symétrique au précédent, nous avons par symétrie :

po—(aANB)=p— 5= (C6) et (CT) (2.5)

3p—(anpB)=(p—a)V(p—B)=p—(aAB)F(p—a)V(p—5) (C6)
et (p—a)V(p—pP)F ¢—(aAp) cequiimplique que p —atF ¢ — (oA f), ainsi (C7) est
trivialement satisfait.

p—(anpB)=(p—a)Vv(ie—7) (2.6)
(4)+(5)+(6) impliquent que, en présence de (C1)-(C5),
@ —a ou
p—(aANB)=<p—Bou = (C6) et (CT7) (Ag)
(¢ =a)V(p—F) .

En regardant la preuve de cette proposition, nous pouvons observer que si o—(aAS) = 3, alors
o—(aNB) = p—a. Ce qui signifie que, quand [ est plus enraciné (i.e., plus important/plausible)
que «, ainsi lorsque nous devons retirer o A 3, la contraction a effectuer est exactement la
contraction par o uniquement.

2.3 Correspondance entre contraction et révision

Maintenant que nous avons défini des postulats pour les opérateurs de contraction de bases
de croyances, nous pouvons vérifier que les opérateurs de contraction satisfaisant ces postu-
lats correspondent aux opérateurs de révision au sens de Katsuno et Mendelzon [KATSUNO &
MENDELZON 1992].

Nous montrons dans un premier temps que les identités de Levi et de Harper sont égale-
ment valides dans ce cadre propositionnel. Nous notons o(_y l'opérateur de révision de bases de
croyances défini depuis — a l'aide de 'identité de Levi, et —(,) l'opérateur de contraction de
bases de croyances défini depuis o a ’aide de l'identité de Harper.

Définition 2.2 (Identités de Levi et Harper).

Les identités de Levi et de Harper dans le cadre propositionnel peuvent étre exprimées comme
suit. Soient deuz formules ¢ et a de Ly :

poya=(p——a)\a (identité de Levi)
P~y =9V (poa) (identité de Harper)

Ces identités sont des traductions directes des identités habituelles. Remarquons simplement
que l'opérateur d’expansion utilisé habituellement dans l'identité Levi se traduit ici (comme
prévu) par une conjonction.

Les opérateurs obtenus en utilisant ces identités satisfont les propriétés attendues, comme
nous allons le montrer ci-dessous.

De la contraction vers la révision

Proposition 2.5.

Si lopérateur de contraction — satisfait (C1)-(C5), alors l'opérateur de révision o(_y défini en
utilisant identité de Levi satisfait (R1)-(R4). De plus, si (C6) est satisfait par —, alors (R5)
est satisfait par o_y; et si (C7) est satisfait par —, alors (R6) est satisfait par o(_.
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Démonstration. Soient ¢, a, 3, et v des formules de Ly. Supposons que (C1)-(C5) sont satisfaits.
« (R1) : nous avons directement (¢ — —a) A o a. Ce qui nous donne ¢ o a - av.

« (R2) : supposons que ¢ A « soit cohérent, ainsi nous avons ¢ ¥ —a. D’apres (C1) et (C2),
nous avons ¢ — ~a = ¢. Ainsi (¢ — ~a) Aa = ¢ A a. Ce qui nous donne poa =@ A a.

« (R3) : supposons que « soit cohérent, ainsi nous avons ¥ —«. D’apres (C3), nous avons
@ — nak —a. Ainsi (o — —a) A a ¥ L. Ce qui nous donne g o o ¥ L.

« (R4) : supposons que ¢1 = @2 et a1 = ag. D’apres (C5), nous avons ¢1 — =g = @2 — —as.
Ainsi (@1 — —a1) A ag = (g2 — 2a2) A az. Ce qui nous donne 1 0 ap = g 0 ag.

Supposons que (C6) soit satisfait et qu’il existe une formule 7 telle que ¢ o (aw A 3) = . Nous
voulons montrer que (poa) A B+ 7.

Comme —a = =(a A f) A (o — B), d’apres (C5), il suffit de montrer, en utilisant I'identité
de Levi, que [¢ — (=(a A B) A (@ = B))] ANa A B+ . Dapres (C6), il suffit de montrer que
[p——(anBrhanBtyet[p—(a—=BAanBEy.

« Comme (¢ — ~(aAB))A(aAB)=po(aAnp) dapres I'identité de Levi, par hypothese,
wo(aAB)F . Ainsi, nous avons également (poa)A S F 7, ce qui nous permet de conclure.

e« @ ANk o« est une conséquence de (R2) (R2.2)
Comme @ o (a A ) v, d’apres (R2.2) p A (e AB)Fv. Dot ot (aAB) = 7.

Nous avons deux cas a considérer :

o Si o ¥ (a« — ), dapres (C2) nous avons ¢ — (« — ) F ¢. Dot p — (@ — )
(A B) = 7. Ainsi [p — (@ = B)| AaAB 7.

o Si ¢ F (a — f), d’apres (C4) nous avons (¢ — (o — ) A (e — ) F ¢. D’ou
(p—(a = B))A(a = B) F (aAB) = 7. Alnsi p—(a = B) F (a = B) — ((aAB) — 7).
Nous avons donc (o — ) — ((a A B) — v) = =(-aV B)V (=(aAp)Vy) =
(aA=B)V-aV-=pVy=-aV-5Vy. Ce qui nous donne ¢ — (. — ) F (aA ) — 7.
Nous pouvons donc conclure que [¢ — (a — B)] A (e A B) F

Enfin, supposons que (C7) soit satisfait. Nous voulons montrer que (R6) est satisfait. Comme
—a = (- V =) A na, d’apres (C5), nous avons ¢ — —a = ¢ — [(-a V =) A —a. Supposons
maintenant que ¢ o a ¥ =f4. Comme p o a = (¢ — ) A , nous avons ¢ — —a ¥ —a V —5. (C5)
nous donne ¢ — [(-aV—=8) A—a] ¥ —aV —f. D’apres (C7), ¢ — (-maV-5) F o —[(-maV-5) A—al.
Dot (¢ — =(aAB) NAaABF (¢ ——a) ANaAB. Ainsi go (aAB) F (poa)AB.

O

Par conséquent, les opérateurs de révision de bases de croyances propositionnelles (au sens
de Katsuno et Mendelzon) peuvent étre définis, en utilisant 'identité de Levi, a partir des
opérateurs de contraction de bases de croyances que nous avons proposés. Réciproquement,
les opérateurs de contraction de bases de croyances propositionnelles peuvent étre définis, en
utilisant I'identité de Harper, & partir des opérateurs de révision de bases de croyances (au sens
de Katsuno et Mendelzon).
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De la révision vers la contraction

Proposition 2.6.

Si lopérateur de révision o satisfait (R1)-(R4), alors l'opérateur de contraction — o) défini, en
utilisant l’identité de Harper, satisfait (C1)-(C5). De plus, si (R5) est satisfait par o, alors (C6)
est satisfait par o_y; et si (R6) est satisfait par o, alors (C7) est satisfait par — ().

Démonstration. Soient ¢, o, (3, et v des formules de Ly. Supposons que (R1)-(R4) soient satis-
faits.

« (C1) : Nous avons directement ¢ - ¢V (p o —ar). Ce qui nous donne ¢ - ¢ — «, en utilisant
I’identité de Harper.

« (C2) : Supposons que ¢ ¥ «a. D’apres (R2), p o ma F ¢ A —a. D’out p o ma b . Ainsi
¢V (po-a)k ¢. Ce qui nous donne ¢ — a F .

« (C3) : Supposons que ¥ «. Nous savons donc que -« est cohérent. Ainsi, d’apres (R3), po—a
est cohérent. De plus, d’apres (R1), ¢ o ~a F —a. Ainsi p o —a ¥ a. D’ott ¢ V (p 0 —ar) ¥ .
L’identité de Harper nous donne ¢ — a ¥ a.

« (C4) : D’apres (R1), nous avons ¢ o =a = . Ceci nous donne (¢ o—a) Vp = —a V@, nous
pouvons donc en déduire que [(¢ o —a) V ¢| A a F . D’apres l'identité de Harper, nous
avons (po-a) Ve = —aq,ainsi [p —a] Aat p.

« (CH) : Supposons que 1 = p2 et a; = ag. D’apres (R4), nous avons ¢1 0 mag = @2 0 —ag.
Ainsi @1 V (p1 0 1) = 2 V (g2 0 mag). Ce qui nous donne p1 — a1 = @ — o.

« (C6) : Supposons que (R5) soit satisfait et qu’il existe une formule v telle que (p — a) V
(¢ — B) F ~v. Nous voulons montrer que ¢ — (a A 3) F 7.

« Supposons que ¢ - a A . Comme a = —((—a V =) A —a), d’apres (R4), nous avons
po—a=¢—((-aV-p)A-a). Dou ¢ — =((-aV =p) A —a) F . D’apres (R5),
nous avons [¢ o (ma V =) A —a F ¢ o [(ma VvV =5) A —al. L'identité de Levi nous
donne o [(-aV-8)A—a]lF ¢ —=((maV-5)A—a). Dot po[(—aV—5)A-al .
Ce qui nous donne, d’apres (R5), [p o (maV =f)] A =ma F 7. Ce qui est équivalent a
[po(—aV-p)]F aVy. De la méme maniére, nous avons [po (—aV =3)] F S V. De
plus, d’apres (R1), nous avons ¢ o (ma V =) = =a V =3. Nous pouvons déduire que
po (maV -f)F «. L’identité de Levi nous donne (¢ — (a A B)) A =(a A B) B (*).
Ayant supposé que ¢ - a A 3, (C4) nous donne (¢ — (a A B)) A (a A B) F . D’apres
(C1) ¢ F ¢ — a. Comme nous avons supposé ¢ — «a = v et ¢ — 8 F v, nous avons
¢ F 7. Le fait que - soit transitif nous donne (¢ — (A B)) A (A B) E v (**). D’apres
(*) et (**), nous avons ¢ — (A ) 7.

« Supposons maintenant que ¢ ¥ a A 3, d’aprés (C2) ¢ — (a A ) F . De plus, d’apres
(C1), ¢ F ¢ — a. Nous avons donc ¢ F (¢ —a) V (p — ). Dou ¢ — (a A ) F
(o — )V (¢ — ). Ce qui nous donne ¢ — (a A ) F .

« (CT7) : Supposons que (R6) est satisfait et que ¢ — (a A §) ¥ . Nous voulons montrer que
e—abkyp—(anp).

« Supposons que ¢ ¥ «, d’aprés (C2) nous avons ¢ — o F . De plus, d’apres (C1),
@ ¢ — (A ). Nous obtenons ainsi ¢ —a ¢ — (A ).
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« Supposons maintenant que ¢ F «. Par I’absurde, supposons que [p — (A 5)] A = (a A
B) F a. Ce qui est équivalent & o—(aAB) F (aAB)Va. Nous avons ainsi, o—(aAf) F «a,
ce qui contredit 'hypothese o—(aAB) ¥ a. Nous avons donc [p—(aAB)|A=(aNS) ¥ a.
L’identité de Levi nous donne po—(aAf) ¥ a. D’apres (R6), comme [po—(aAf)|A-a
est cohérent, nous avons po [=(aA ) A—a] b [po—(aA B)] A—a. Cependant, d’aprés
(R4), nous avons @ o [=(aA ) A —a] = ¢ o ~a. De plus, 'identité de Levi nous donne
po-a = (p—a)A-a. Dot (¢—a)A-a b [po—(aAf)]A—a. Nous avons (¢ —a) A—a b=
wo=(aAB). L'identité de Levi nous donne (¢ —a) A—ak [p — (A B)]A=(aAp).
Nous avons (¢ — a) A—at ¢ — (aAp) (1). D’apres (C1), o - ¢ — (a A 8). Comme
¢ F a, d’aprés (C4), nous avons (p — a) A a F . Le fait que F soit transitif nous
donne (¢ —a) Aak @ —(aApB) (2). (1) et (2) nous donnent ¢ —a ¢ — (a A f).

O]

La propriété suivante montre que si nous utilisons un opérateur de révision o pour définir,
via Iidentité de Harper, un opérateur de contraction — ), alors 'opérateur de révision défini
vie I'identité de Levi, a partir de —(,), est l'opérateur de révision initial o.

Et inversement, si nous utilisons un opérateur de contraction — pour définir, via 'identité
de Levi, un opérateur de révision o(_), alors I'opérateur de contraction défini, via I'identité de
Harper, a partir de o(_y est 'opérateur de contraction initial —.

Proposition 2.7.
e si o est un opérateur de révision, alors

(=) = °
e si — est un opérateur de contraction, alors
(o)

Démonstration. Nous montrons dans un premier temps que o_ y = o. Il suffit de montrer que

(o)
—o) )@= (P =) Aa=[pV(poa)Aa
= (¢ Aa) V[(poa)Aa]. D’apreés (R1), nous avons p o = (pAa)V(poa). De plus :

pour toutes formules ¢ et a, p o a=poa. po

« Si@Aa est cohérent, d’apres (R2) nous avons poa = pAa. Ainsi PO(— (o) = (pAa)V(pAa)
=pANa=poa.

« Si ¢ A« est incohérent, nous avons ¢ o a=pow

7(0))
Nous avons donc ¢ Ol X=poq, d’out O(— (o) = ©-

Nous montrons maintenant que — (o)) = — Pour ce faire, nous montrons que pour toutes
formules g et o, p —o A= —a. Q- _Ha =V (poy—a) =pVlp—a)A-a] =
(pV=oa)AlpV(p—a)l. Dapres (Cl), nous avons ¢ V (¢ —a) = ¢ — a. De plus :

« Si p F a, alors, d’apres (C4), nous avons ¢ — a F —a V ¢. Dans ce cas, nous avons
%) —(O(7>) a=p—0.

« Si p ¥ «, alors, d’apres (C1) et (C2), ¢ —a = . Ainsi (Vo)A (p—a) =p =@ —a.

Ce qui nous donne ¢ (oL A=Y — .

O]

Nos postulats pour la contraction de bases de croyances correspondent donc étroitement aux
postulats de révision de bases de croyances définis par Katsuno et Mendelzon.
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2.4 Théoreme de représentation

Nous allons maintenant vérifier que nous pouvons énoncer un théoreme de représentation
pour la contraction dans le cadre de la logique propositionnelle finie, qui est une contrepartie
du théoreme de représentation de Katsuno et Mendelzon pour la révision.

Lemme 2.1.
Soit un opérateur de contraction — satisfaisant (C1)-(C7). Soient une interprétation I et une
formule ¢ de Ly. Nous avons

$— oy = (p\/Oé{[}

Démonstration. Siagpn ¢, alors p ¥ =ayry. Ainsi, d’apres (C1) et (C2), nous avons g ——aypy =
¢. D’aprés aqpy ¢ nous savons également que ¢ V ayry = ¢. Ce qui nous permet de conclure.
Le cas intéressant est quand oy ¥ ¢. Nous avons alors ¢ = —ayry. D’apres (C4), (¢ —
_‘O‘{I}) N =ogny F@. Dou ¢ — —og FoVv oqry-
D’apres (C1), ¢ F ¢ — —aqp. De plus, le postulat (C3) nous donne ¢ — —~ayp ¥ —agp (car
¥ a{l}). Ainsi, nous avons ayry - ¢ — =aypy. Par conséquent, ¢ — —ayry = ¢V ayqp. O

Ce lemme indique que, avec une formule o ayant un unique modele, la contraction de ¢ par
la négation de « est équivalent a la disjonction de ¢ et a (le cas intéressant étant celui ou «
n’implique pas ¢).

L’idée du théoreme de représentation est d’exprimer 1’ensemble des modeéles de la contraction
d’une base de croyances ¢ par une nouvelle information « comme étant I'union des modeéles de
¢ avec les contre-modeles minimaux de « par rapport au pré-ordre total <,. Formellement :

Théoréme 2.1.

Un opérateur de contraction — satisfait les postulats (C1) - (C7) si et seulement si il existe un
assignement fidéle qui associe a chaque base de croyances @ un pré-ordre total <, sur ’ensemble
des interprétations tel que

Mod(yp — a) = Mod(p) Umin(Mod(—a), <)

Démonstration. Soit un opérateur de contraction — satisfaisant les postulats (C1)-(C7). Pour
chaque formule ¢, nous définissons un pré-ordre total <, en utilisant 'opérateur — : pour
toutes interprétations I, .J, nous définissons la relation <, par I <, J si et seulement si I €
Mod(p — —ayr,gy)-

Nous montrons dans un premier temps que la relation <, est un pré-ordre total.

e Totale : soient deux interprétations / et J. Comme ayr j; admet au moins un modéele,
-y 7y admet au moins un contre-modele. Nous pouvons en déduire que ¥ —ay; 7y, ce qui
nous permet de conclure, d’apres (C3), que ¢ — —agr, 7y ¥ —ayqr gy. Ainsi, nous savons qu'il
existe une interprétation L € Mod(¢ — —ayr ) telle que L € Mod(ay; py) = {1, J}. Par
conséquent, soit I € Mod(¢ — =gy ) et ainsi I <, J ou J € Mod(p — —ayz, jy) et ainsi
J <, I. Le relation <, est donc totale.

e Réflexive : chaque relation binaire qui est totale est nécessairement réflexive.

e Transitive : supposons que I <, J et J <, L. Considérons le cas ou les trois interpré-
tations I, J et L sont deux a deux distinctes, et aucune d’elles n’est un modele de ¢. En
effet, dans le cas ot deux d’entre elles sont égales, la transitivité est trivialement satisfaite.
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Si une des interprétations est un modele de ¢, alors le résultat est également trivialement
vrai, d’apres (C1). Si J = ¢, alors, d’apres (C1), I = ¢. Et si L |= ¢, alors les hypotheses
et (C1) nous permettent de déduire que J et I sont également des modeles de ¢. Et si
I = ¢ alors, par construction, I <, M pour toute interprétation M, donc, en particulier
pour M = L.

Nous considérons maintenant le cas général. Par I’absurde, supposons que I £, L. Comme
<, est totale, nous avons L <, I, par conséquent L = ¢ — —ayr ) et [ Ko — QT L)
D’apres (Tri), nous avons ¢ — —ayr sy = ¢ — 2oqr,r) OU 9 — 2Qq7 s} = — 2Qy gy ou
o —mayqr gy = (@ — —aqny) V(e — —aggy)-

e Cas (1) ¢ — ~ayqr sy = ¢ — —aqrry. D'apres (C6) et le lemme 2.1, nous avons ¢ —
—aqry B — oy Ve — oy = o Voayn Voagry. Puisque J K oV an Vooqry,
nous avons J [ ¢ — —ayqrry, ainsi J E @ — —ayqr gy Puisque L = @ — —ayp gy et
L ¥ —ay 1y, nous pouvons déduire que ¢ — —ayy jry ¥ —ayqyry- Ainsi, d’apres (C7), nous
avons ¢ —~ayyry o —-agr ). Comme J = @ —"ayy gLy, nous avons J = o —"ayy Ly,
ce qui signifie, par définition, que J £, L. Contradiction.

e Cas (2) ¢ — —aqr sy = ¢ — ~agy = ¢ Vagyn. Ce qui signifie en particulier que
I o ——agr gy et J =@ — -y gy Ainsi, nous savons que ¢ — =gy 5y ¥ =y gy
Donc, d’apres (C7), nous avons ¢ — =y = ¢ — =ayy yry. Comme I = @ — —ayr 1y,
nous avons I = ¢ — —ayy gy, ce qui signifie, par définition, que I £, J. Contradiction.

o Cas (3) ¢ — ~ayr sy = (¢ — naqrry) V(9 — maqgy) = (@ — —aqrry) V(e Vags). Cette
équivalence implique que J = p——ayr 1y, L | o——aqr 51y, et I = p——ayr g1y Puisque
J | o——ayr 51y et J [E —aq gy, nous pouvons déduire que p——ay; 5y ¥ oy gy Ainsi,
d’apres (C7), nous avons ¢ — —ayy 5y = ¢ — —ayqr jpy. Comme I = o — —ayg 51y, nous
avons I £ ¢ — —agr, 7}, ce qui signifie, par définition, que I £, J. Contradiction.

Nous avons montré que la relation <, est totale, réflexive et transitive. Il s’agit par consé-

quent d'un pré-ordre total. Nous montrons alors que I'application ¢ <, est un assignement

fidele.
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e La premiére condition (si I = ¢ et J |= ¢, alors I ~, J) découle de (C1) : ¢ F ¢ — —ay,

ainsi, si 1 € Mod(p), alors Iy € Mod(yp — =gy, 1,3) et si o € Mod(p), alors I €
Mod(p — —ayg, 1,3)- Done, par définition, nous avons Iy <, Iz et Is <, Iy, d'ou Iy =~ Is.

Montrons maintenant que la deuxiéme condition (si Iy = ¢ et Iy [~ ¢, alors I) <, I3)
est satisfaite. D’apres la définition de <, et (C1), nous pouvons déduire de I; |= ¢ que
I <, I>. Il reste a montrer que Iy £, I;. Nous considérons deux cas :

« Si ¢ b =agp, 1,3, alors, nous avons ¢ = —ayry A magp,y. Ainsi, en particulier, ¢
—aqr,y, ce qui contredit le fait que Iy = ¢, montrant que ce cas est impossible.

« Sip¥ -y 1,), alors, d’apres (C2), p— =1, 1,3 b . Nous pouvons donc en déduire
que Iy = o — =gy, p,y, d'ott I £y, 1.

La deuxiéme condition est donc satisfaite.

La troisieme condition (si ¢1 = 2, alors <, =<,,) découle de (C5). En effet, si ¢1 = o,
alors ¢ — DO LY = P2 — T L) d'ou I1 <, I si et seulement si Iy <., I>, ainsi

S(pl :S(pQ .



2.4. Théoréme de représentation

Enfin, il reste & montrer que
Mod(p — o) = Mod(p) Umin(Mod(—a), <,).
Nous considérons deux cas :

« ¢ ¥ a.D’apres (C1) et (C2), nous avons Mod(p—a) = Mod(p). Soit J € min(Mod(—a), <,
). Pour chaque L € Mod(—«), nous avons J <, L. Puisque ¢ ¥ o, il existe une interpréta-
tion I € Mod(yp) telle que I € Mod(—c). Dot J <, I, ce qui implique que I £, J. Alors,
d’apres la deuxiéme condition des assignements fideles, nous devons avoir J € Mod(p).
Ce qui montre que min(Mod(—a), <,) € Mod(y), nous permettant de conclure.

« ¢ F a. D’apres (C4), nous avons ¢ — a - ¢ V —a. Considérerons donc successivement les
deux cas (a) et (b) ci-dessous.

(a) Supposons dans un premier temps que - «. Nous avons alors ¢ — a - ¢ puisque -« est
incohérent. De plus, d’apres (C1), nous avons ¢ F ¢ — a.. Par conséquent, ¢ — a = ¢. Nous
avons donc Mod(p — o) = Mod(p) = Mod(p) Umin(Mod(—«),<,) puisque Mod(—c) =

0 = min(Mod(—«), <,) quand « est valide.

(b) Supposons maintenant que ¥ «. Nous voulons tout d’abord montrer que Mod(y —
a) € Mod(p) Umin(Mod(—a), <,). Soit une interprétation I telle que I |= ¢ — o : nous

voulons montrer que I € Mod(p) U min(Mod(—«a),<,). Si I = ¢, alors nous pouvons
conclure directement. Supposons donc que I [~ . Dans ce cas, nous voulons montrer que
I € min(Mod(—«), <,). Puisque nous avons montré que p —a = ¢V -a, d’apres I |= ¢ — o
et I ~ ¢, nous avons I = —a.

Par I’absurde, supposons que I € min(Mod(—ca), <,). Cela signifie qu’il existe une inter-
prétation J telle que J = —a et J <, I. D’apres la définition de <, cela signifie que
I ——aqr gy (%) et que J | — —ayqr gy

Considérons maintenant la formule v = —a A —ay; 3. Nous avons clairement —a = v V
ayg,gy- Ainsi, d’apres (C5), nous avons ¢ —a = ¢ — =(y V ayr,53) = ¢ — (77 A ~agr )
D’apres (C6), nous avons ¢ — (—yA=ayr 5y) F (¢ —=7) V(¢ ——ayr, 73). Nous avons supposé
quel Ep—a,doulEp—(—yA —ayg gy)- De implication précédente, nous obtenons
que I |= (¢ — =) V (¢ — mayz, 73). Mais, d’apres (*), nous avons I j# ¢ — —ayy 53, nous
devons donc avoir I = (¢ ——). Or, puisque ¢ - «, nous avons également ¢ F —. D’apres
(C4), nous obtenons alors (¢ — —y) A =y F . Puisque I = —, si I = ¢ — —, alors nous
devons avoir I |= ¢, contradiction.

Par conséquent, nous avons Mod(¢ — a) € Mod(¢) Umin(Mod(—a), <¢).
Montrons maintenant que Mod(p) U min(Mod(—a), <,) € Mod(p — o).

o Si I € Mod(yp), alors, puisque d’apres (C1), nous avons ¢ ¢ — a, nous pouvons
conclure que I € Mod(p — «).

o Supposons maintenant que I ¢ Mod(y) et I € min(Mod(—a), <,). Supposons éga-
lement que I ¢ Mod(¢ — o). Dans ce cas, min(Mod(—«a),<,) n’est pas vide, ce qui
signifie que ¥ a. Donc, d’apres (C3), ¢ — a ¥ a. Nous pouvons déduire qu’il existe
une interprétation J € Mod(p — «) telle que J € Mod(—a).

Considérons les deux cas possibles : J € Mod(yp) et J ¢ Mod(yp). Si J € Mod(yp),
alors, d’apres la deuxiéme condition des assignements fideles, nous avons J <, I.

37



Chapitre 2. Contraction en logique propositionnelle finie

Mais comme J € Mod(—«a), cela signifie que
I & min(Mod(—a), <,).

Contradiction. Si J € Mod(y), alors, nous avons J € Mod(p—«) et I & Mod(p— ).
Ainsi ¢ — a ¥ —ayg 5y, d’o, d’apres (C7), nous avons ¢ — —ayr j3 F ¢ — a. Comme
I & Mod(¢ — o), nous avons I ¢ Mod(¢ — —ayy jy). D’apres la définition (et (C3))
cela signifie que J <., I. Mais nous savons également que J € Mod(—«), cela implique
donc que I ¢ min(Mod(—a), <, ). Contradiction.

(<) Supposons que nous ayons un assignement fidele qui associe ¢ & un pré-ordre total <.
Un opérateur de contraction — est défini par :

Mod(p — a)) = Mod(p) Umin(Mod(—a), <,) (0)

)
Nous montrons que — satisfait les postulats (C1)-(C7).

(C1) : depuis Mod(p — a) = Mod(p) U min(Mod(—«), <), nous obtenons Mod(p) C
Mod(p — a) d'ott ¢ F ¢ — a.

(C2) :si p ¥ «, alors pA—a admet un modele. Puisque 'assignement est fidele, min(Mod(—«),
<y) = Mod(p N —~a). Ainsi Mod(p — o) = Mod(yp). (C2) est donc satisfait.

(C3) : supposons que ¥ «, nous avons Mod(—a) # (). D’apres (0), il existe une interprétation
I appartenant a Mod(p — «) telle que I appartient également a Mod(—«). Ceci nous montre
que Mod(p —a) € Mod(«). Ainsi (C3) est satisfait.

(C4) : nous avons Mod((¢—a)Aa) = Mod(e—a)NMod(c). Ainsi (0) nous donne Mod((p —

a)ANa) = (Mod(p)NMod(a))U(Min(Mod(—a), <,) N Mod(c)). Nous avons min(Mod(—a), <,
YN Mod(a) = 0. D’ott Mod((¢—a) Aer) = Mod(y )ﬂMod( ). Ainsi Mod((¢ —a) Aa) € Mod(p)
(C4) est donc satisfait.

(C5) : supposons que @1 = @3 et ay = ag. Nous avons Mod(¢1) = Mod(ps2) et Mod(ay) =
Mod(az). D’apres la définition de 'assignement fidele, nous avons <, =<,,.

D’ot min(Mod(—aq ), <y, ) = min(Mod(—a2), <4,). Ainsi Mod(p1) U min(Mod(—a1),<,,) =
Mod(p2) Umin(Mod(—az), <,,). Par conséquent Mod(p1 —a1) = Mod(p2 — az). (C5) est donc
satisfait.

(C6) :Mod(p — (A B)) = Mod(p) Umin(Mod(—(aAB)),<,) = Mod(p) Umin(Mod(—a) U
Mod(—p3), <,) Or, nous avons min(Mod(—~a)UMod(—3), <,) C mm(Mod(—'oz) )Umm(Mod(
=), <,). Nous avons donc Mod(¢—(aAB)) C Mod(p )Umm(Mod(ﬂa) )Umm(Mod(—'B)

) € Mod(p —a)U Mod(p — 3). (C6) est donc satisfait.

(C7) : supposons que ¢ — (a A ) ¥ «a. Il existe donc une interprétation I € Mod(p) U

min(Mod(—(a A B)), <,) telle que I € Mod(—a). Nous avons deux cas & considérer :

o« [ € Mod(p N —«). Dans ce cas, lassignement étant fidele, nous avons Mod(p — a) =
Mod(yp). Le fait que (C1) soit satisfait par — nous permet de conclure.

o I € Mod(—¢ A —a) Nmin(Mod(—(a A B), <,). Pour prouver que (C7) est satisfait, il nous
suffit de montrer que min(Mod(—a),<,) € min(Mod(—(a A B)), <) (A). Puisque
—a = —(a A ), nous avons nécessairement I € min(Mod(—«),<,) puisque I = -a.
Comme <, est un pré-ordre total, chaque interprétation J € mm(M od(—a), <) satisfait
J ~, I. Supposons qu'’il existe une interprétation L € Mod(—(a A §)) telle que L <, J.
Ceci contredit le fait que I € min(Mod(—(a A B)),<,). Ainsi (A) est satisfait et par
conséquent (C7) est également satisfait.

O
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2.5. Exemple d’opérateur de contraction propositionnelle

Notons qu’une construction similaire a été utilisée dans [ZHUANG & PAGNuUcCcoO 2012] pour
la contraction d’ensembles de croyances dans le cadre des formules de Horn.

2.5 Exemple d’opérateur de contraction propositionnelle

Soient deux interprétations I et J et une formule ¢ de £y. La distance de Dalal [DALAL 1988]
h (qui est une distance de Hamming [HAMMING 1950] entre interprétations) entre I et J est le
nombre de symboles propositionnels sur lesquels les deux interprétations différent :

h(I,J) = {z € PlI(z) # J(x)}]
La distance entre la formule ¢ et I'interprétation I est définie comme suit :

d(o, I) = in h(J, I
(¢, 1) s (J,1)

Nous pouvons maintenant définir un assignement fidele <, tel que I <, J si et seulement si
d(p,I) <, d(¢,J). Comme nous I'avons vu dans le chapitre précédent, cette distance ainsi que
I’assignement fidele qui lui correspond peuvent étre utilisés pour définir un opérateur de révision
satisfaisant les postulats de révision de bases de croyances de Katsuno et Mendelzon.

Nous pouvons également définir un opérateur de contraction de Dalal —p comme suit :

Mod( —p a) = Mod(p) U Mod(min(Mod(—a), <))

Le théoreme 2.1 nous assure que 'opérateur de contraction de Dalal —p satisfait les postulats
(C1)-(CT).

Considérons ’exemple suivant pour illustrer cet opérateur.

Exemple 2.1 (Le pingouin manchot vs. opérateur de contraction de Dalal).

Nous reprenons ici l'exemple 1.4 du chapitre précédent (il s’agit donc de la suite de l’exemple
1.5). Soit Ly un langage contenant trois variables propositionnelles {oiseau,vole,bec}. Nous
nous trouvons maintenant dans la situation suivante : Bob a observé, da distance, un volatile (il
a donc supposé que celui-ci pouvait voler). En s’approchant, il lui a semblé que le volatile était
un manchot. Or, les manchots ne sachant pas voler, il a di réviser ses croyances. Sa base de
croyances est maintenant ¢ = oiseau N\ —wole.

Plus tard, Bob apprend qu’il a pu se tromper, qu’il s’agissait possiblement d’un pingouin.
N’arrivant pas a se décider, Bob préfére mettre de coté le fait que ce wvolatile sache ou non
voler. Il va donc devoir contracter sa base de croyances afin de retirer —vole de celle-ci. La
troisieme colonne du tableau suivant indique la distance entre chaque modéle de —a = vole
({011,010,110,111}) et ¢ = oiseau A —wole ({100,101} ).

100 101 ¢
011 3 2 2
010 2 8 2
110 1 2 1
11 2 1 1

L’ensemble des modéles de la base de croyances contractée est l'union des modéles de o et des
modéles de —a qui sont les plus proches des modéles de ¢ : Mod(¢ —p o) = {100,101, 111,110}.
Ainsi p —p a = oiseau.
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Chapitre 2. Contraction en logique propositionnelle finie

Nous illustrons maintenant le théoréme de représentation (théoreme 2.1) sur la figure 2.1.
Les interprétations (représentées par des points) sont situées a différents niveau L;. Deux inter-
prétations I et J au méme niveau sont tout aussi plausibles (i.e., I ~, J). Une interprétation
I située & un niveau inférieur a une autre interprétation J est strictement plus plausible (i.e.,
I <, J). Les interprétations situées au niveau le plus bas (Lg) sont les modeles de la base de
croyances .

I 01l 010
2 \ A 4
Y|
L ;\ il 000 001
Ly
<¢

FI1GURE 2.1 — Contraction de ¢ par «

Le résultat de la contraction de ¢ par « est constitué des modeles de ¢ auxquels sont
ajoutés les modeles de —a les plus plausibles par rapport au pré-ordre <, associé a ¢ par
I’assignement fidele. Ceci représente le changement minimal nécessaire pour ne plus impliquer
a. Ces interprétations sont situées au niveau L; sur la figure 2.1. Les interprétations minimales
de -« (au niveau L1) sont ajoutées aux interprétations de ¢ (au niveau Ly).

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la contraction de croyances dans le cadre de la logique
propositionnelle finie. Le but était, comme dans les travaux de Katsuno et Mendelzon pour
la révision, de définir des postulats pour les opérateurs de contraction. Nous avons vérifié que
les opérateurs de contraction caractérisés par nos postulats correspondent aux opérateurs de
révision caractérisés par les postulats de Katsuno et Mendelzon. Nous avons également proposé
un théoreme de représentation en terme d’assignement fidele pour la contraction.

Le but était de s’assurer que la traduction des postulats de contraction AGM d’ensembles
de croyances dans le cadre propositionnel fini offrait les propriétés attendues.

Définir des opérateurs de contraction itérées est I'une des principales perspectives de ce
travail. En effet, la traduction des postulats de révision AGM, par Katsuno et Mendelzon,
est a la base de I’étude des opérateurs de révision itérées de Darwiche et Pearl [DARWICHE
& PEARL 1997, BooTH & MEYER 2006, JIN & THIELSCHER 2007, KONIECZNY & PINO PE-
REZ 2008]. Il y a eu trés peu de travaux sur la contraction itérée. En effet, a notre connaissance,
seul l'article [HILD & SPOHN 2008] aborde ce probléme, mais dans un cadre différent de celui de
Darwiche et Pearl. Définir des opérateurs de contraction « a la Darwiche et Pearl » permettrait
d’étudier les liens entre [HILD & SPOHN 2008] et [DARWICHE & PEARL 1997].

Il serait également intéressant de définir des opérateurs de contraction dans le cadre de
logiques plus faibles que la logique propositionnelle classique, cadre dans lequel les identités de
Levi et de Harper ne sont pas garanties. Des travaux ont déja été réalisés dans le cadre de
la logique de Horn [DELGRANDE 2008, DELGRANDE & WASSERMANN 2013]. Plus récemment,
Creignou, Ktari et Papini [CREIGNOU et al. 2016] ont proposé une approche de la contraction
dans des fragments de la logique propositionnelle (incluant le fragment Horn, mais non restreint
a celui-ci). Cette approche est une application des résultat que nous avons présentés dans ce

40



2.6. Conclusion

chapitre.

Enfin, définir des opérateurs de contraction dans un cadre multi-agents est une autre pers-
pective de ce travail. En effet, comme nous le verrons dans le seconde partie de cette these, la
traduction des postulats de révision AGM dans le cadre propositionnel est également a la base
des travaux de Aucher [AUCHER 2008], plus particulierement pour la définition d’opérateurs de
révision entre modeles internes.
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Deuxieme partie

Changement de croyances en logique
épistémique
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Chapitre 3
Logique épistémique

Prise en trop grande quantité, la logique, comme le whisky, perd sa vertu bénéfique.
(Lord Dunsany — My Ireland )

La logique épistémique est une logique modale [BLACKBURN et al. 2001] qui concerne 1’étude
des notions de croyances et de connaissances. Le travail formel, basé sur la logique modale, qui
a initié la recherche en logique épistémique est dii a Hintikka [HINTIKKA 1962]. Dans ce travail,
Hintikka suggere d’utiliser des modalités pour capturer la sémantique des croyances plutét que
les déclarations aléthiques généralement abordées en logique modale.

La logique épistémique dynamique (DEL) est un terme générique pour un certain nombre
d’extensions de la logique épistémique avec des opérateurs dynamiques qui permettent de for-
maliser le raisonnement sur le changement de l'information. Elle est issue de la linguistique
formelle, de 'informatique et de logique philosophique. L’approche dominante en logique épis-
témique dynamique est celle proposée dans [BALTAG et al. 1998, BALTAG & MoOss 2004] par
Alexandru Baltag, Lawrence S. Moss et Slawomir Solecki. Cette approche est tres intuitive et est
a la base de nombreux articles dans le domaine : en effet, beaucoup se réferent & cette approche
simplement par « DEL ». Nous utiliserons le terme « systéme BMS » pour se référer a cette
approche.

Dans ce chapitre, nous allons décrire ’approche modale de la logique épistémique initiée par
Hintikka, en se concentrant sur le cas multi-agents. Nous définissons d’abord la sémantique de
la logique épistémique basée sur la notion de modeles épistémiques. Nous décrivons ensuite une
axiomatisation de cette logique, avant de rappeler des notions et résultats de logique modale,
comme la bisimulation, qui seront utilisés dans la suite de cette partie. Enfin, nous allons pré-
senter le systéme BMS. Nous introduisons dans un premier temps les modeles d’événement ainsi
que les modeles produit. Nous présentons ensuite une axiomatisation de cette logique.
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Chapitre 3. Logique épistémique

3.1 Syntaxe et sémantique

Nous considérons le langage Ly construit a partir d’un ensemble fini de variables proposition-
nelles P ainsi que des connecteurs —, A représentant respectivement la négation et la conjonction.
T représente la tautologie.

Soit A = {1,...,n} un ensemble fini d’agents, nous supposons que le nombre d’agents de cet
ensemble est supérieur a 1. Considérons maintenant le langage £ contenant le langage proposi-
tionnel £y augmenté par un opérateur de croyance modal B, pour chaque agent a de A.

Définition 3.1 (Langage L).
Le langage L est défini comme suit :

pu=T|p|-p|leAp|Bap

oiup € P etae€ A De plus, ¢ V1 est une abréviation pour —(—p A =) ; @ = 1 est une
abréviation de oV 1 ; et L est une abréviation de —T.

Intuitivement, B,p signifie que ’agent a croit que p est vraie. Dans ce langage, nous pouvons
exprimer les croyances des agents a propos du monde, mais aussi les croyances des agents a
propos des croyances des autres agents et ainsi de suite. Ceci est illustré par des formules de la
forme B,B;p ou B,B;B;q ... Ces croyances sont appelées croyances d’ordre supérieur. La notion
de degré modal est utilisée pour quantifier I'imbrication des opérateurs de croyances.

Définition 3.2 (Degré d’une formule épistémique).
Le degré deg(y) d’une formule épistémique @ est défini par induction comme suit :

e deg(p) = deg(T) =0;

o deg(—p) = deg(yp) ;

o deg(p A YY) = maz{deg(y), deg(y)} ;
o deg(Bup) =1+ deg(yp).

Comme dit plus t6t, la logique épistémique est une logique modale. Ainsi, ce que nous
appelons modeéle épistémique est un modele de Kripke particulier comme ceux utilisés en logique
modale. La différence est que nous considérons un ensemble de relations d’accessibilité, une pour
chaque agent, au lieu d’une seule.

Dans la suite, nous utiliserons les modeles de Kripke finis pointés définis comme suit :

Définition 3.3 (Modele de Kripke fini pointé).
Un modéle de Kripke fini pointé M est un tuple M = (W, R, V,w) tel que :

o W est un ensemble fini non vide de mondes possibles,
e R={R,|a€A}, ot Ry, CW x W est la relation d’accessibilité de l’agent a,

o V=AV,|ve W}, ouV,:P— {0,1} est une fonction de valuation qui définit la valeur
de vérité de chaque variable propositionnelle du monde v,

o ctw e W estle monde réel.

Nous utilisons Ry (v) pour désigner l’ensemble de mondes possibles qui sont accessibles depuis v
par lagent a, formellement, Ry(v) = {v' | (v,v") € R4}
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3.1. Syntaxe et sémantique

Un modele épistémique pointé M = (W, R, V,w) représente comment le monde réel w est
percu par les agents de A d’un point de vue extérieur. Les mondes possibles de W sont les
mondes pertinents nécessaires pour définir une telle représentation. Les fonctions de valuation
de V spécifient quelles variables propositionnelles sont vraies dans ces mondes. Enfin, la relation
d’accessibilité R, modélise la notion de croyance. Nous utilisons v € R,(w) quand le monde v
est compatible avec les croyances de ’agent a dans le monde w.

Nous pouvons maintenant donner un sens aux formules de £ en définissant les conditions de
vérité de ces formules sur ces modeles épistémiques.

Définition 3.4 (Conditions de vérité pour L).
Soit M = (W, R, V,w) un modéle de Kripke fini pointé. M = ¢ est défini par induction comme
sutt :

MET

MEp si et seulement si  Vy,(p) =1

M = - si et seulement si M = ¢

ME= @AY siet seulement si M =@ et M =1

M =Bup  siet seulement si  pour tout v € Ry(p), (W, R,V,v) = ¢

Ainsi, Pagent a croit que ¢ est vraie dans le monde w (formellement M | B,p) si ¢ est
vraie dans tous les mondes que 'agent a considére possible (depuis le monde w).

Pour des raisons de lisibilité, nous utiliserons ||¢||as pour désigner I’ensemble des mondes de
M qui satisfont la formule ¢. Soit ||¢|lar = {v |v e W et (W, R,V,v) = p}.

La notion de croyance peut se conformer a certaines contraintes (ou axiomes) telle que B, =
BuBay : si Pagent a croit quelque chose, il croit qu’il y croit. Ces contraintes peuvent affecter
la nature de la relation d’accessibilité R, qui devrait alors se conformer a certaines propriétés
supplémentaires. Nous allons maintenant définir certaines classes de modeles épistémiques qui
ajoutent des contraintes supplémentaires sur la relation d’accessibilité R,. Nous verrons dans la
section suivante que ces contraintes correspondent a des axiomes particuliers pour 'opérateur
de croyances B,.

Définition 3.5 (Propriétés des relations d’accessibilité). Nous listons ici certaines propriétés
pour les relations d’accessibilité R, :

e sérialité : pour tout w, Ry(w) # ()
e transitivité : pour tout w, v, u, siv € Rq(w) et u € Ry(v), alors u € Ry(w)
e cuclidianité : pour tout w, v, u, siv € Ry(w) et u € Ry(w), alors v € R, (u)

o réflexivité : pour tout w, w € Ry (w)
Nous listons ici certaines classes de modéles épistémiques :
e modeles K,, : aucune restriction
o modéles K D45, : les relations d’accessibilité sont sérielles, transitives et euclidiennes
e modeéles S4,, : les relations d’accessibilité sont réflexives et transitives

e modéles S5, : les relations d’accessibilité sont réflexives et euclidiennes (et donc transi-
tives)
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Chapitre 3. Logique épistémique

Exemple 3.1 (The Walking Cat).
Prenons l'exemple bien connu du chat de Monsieur S.

« Carol et Daryl entrent dans une piéce dans laquelle Monsieur S tient un chat dans ses bras.
1l dépose ce chat dans une boite contenant du poison. Monsieur S peut voir si le chat mange le
poison et meurt, mais Carol et Daryl ne le voient pas. »

Cette situation est modélisée par le modéle épistémique pointé M = (W, R,V ,wq) de la figure
3.1. Monsieur S n’est pas considéré comme un agent ici, il n’est donc pas représenté dans ce
modeéle épistémique. Les relations d’accessibilité sont représentées par des fléches indexées par 1
(représentant Carol) ou 2 (représentant Daryl) ; p correspond a la proposition "le chat est vivant"
et le monde doublement cerclé wg représente le monde réel. Dans chaque monde, Carol et Daryl
considérent le monde dans lequel le chat est vivant et celui dans lequel le chat est mort comme
étant possibles. Ainsi, chaque monde est accessible depuis chaque monde pour 1 et 2.

1,2

1,2
()

wo w1
1,2

FIGURE 3.1 — The Walking Cat

Le langage £ nous permet d’exprimer formellement ce qui est vrai dans cette situation. Par
exemple, M = pA(—=B1—pA—-B1p) A(=Ba—pA—Bap) signifie que le chat est vivant mais que Carol
et Daryl ne savent pas s’il est vivant ou mort. M = Bo(=B1—p A =Bip) A B1(—=B2—p A =Bap)
signifie que Daryl croit que Carol ne croit pas que le chat n’est ni vivant ni mort, et il en va de
méme pour Carol a propos de Daryl.

Les modeéles épistémiques sont une facon de modéliser des états épistémiques multi-agents.
D’autres cadres sémantiques ont été proposé : par exemple, les "interpreted systems" [FAGIN et
al. 1995] utilisés dans les systeémes distribués, les " N-agent frame" de Cantwell [CANTWELL 2005].
Ces formalismes peuvent néanmoins étre associés a (certains types de) modeles épistémiques
équivalents.

3.2 Axiomatisation

En nous aidant de logiques (modales) particuliéres, nous allons axiomatiser les sémantiques
que nous venons de définir. De maniere générale, une logique modale L est construite a partir
d’un ensemble d’axiomes et de régles d’inférences, appelés systéme de preuve. Ainsi, une formule
o appartient a cette logique si elle est un axiome, ou si elle est dérivable en appliquant successi-
vement des regles d’inférence aux axiomes. Dans ce cas, on dit que ¢ est L-prouvable ou que ¢
est un théoréme de L et nous I'écrivons 1, . Une formule est L-cohérente si sa négation n’est
pas L-prouvable, formellement ¥, —¢. (voir [BLACKBURN et al. 2001] pour plus de détails.)

Un modele épistémique est obtenu en joignant n logiques modales ensemble (rappelons que
n est la cardinalité de A). Nous supposons que les axiomes sont les mémes pour tous les agents,
cela signifie que les agents raisonnent en suivant les mémes principes.

Nous définissons la logique épistémique la plus simple, K,, obtenue en joignant n logiques
modales K (ou K est la logique modale la plus simple ayant une sémantique en terme de mondes
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possibles).

Définition 3.6 (Systeme de preuve de K,).
La logique K, est définie en suivant les axiomes et régles d’inférences suivants :

Taut -k, ¢ pour toutes les tautologies propositionnelles ¢

K Fg, Ba(p = ¢) = (Bap = Bat) pour chaque a € A (Distribution)
Nec Sitg, ¢ alors Fg, Bap pour chaque a € A (Nécessité)
MP Sitg, ¢ ettg, ¢ =1 alors bk, ¥ (Modus Ponens)

Le raisonnement des agents dans une logique épistémique découle directement des axiomes
de celle-ci. Par exemple, 'axiome K combiné avec la regle d’inférence M P implique que si un
agent a croit ¢ (Bgy) et qu’il croit également que ¢ implique 1 (B, (¢ = 1)), alors cet agent
croit ¢ (Bg1)).

Des contraintes plus fortes peuvent étre ajoutées a une logique épistémique. Les contraintes
suivantes sont souvent utilisées dans la littérature.

D B, L (Cohérence
4 B,y = ByBayp (Introspection Positive

5 By~ = B, Bay (Introspection Négative

)
)
)
T Bop= o (Propriété de la Connaissance)

Intuitivement, ’axiome D signifie que les croyances des agents ne peuvent pas étre incohé-
rentes. Les axiomes 4 et 5 signifient que les agents croient ce qu’ils croient et ne croient pas.
L’axiome T est plus adapté a la notion de connaissances, en effet, cet axiome signifie que tout
ce qu’'un agent croit est vrai (ce qui n’est généralement pas le cas lorsque nous raisonnons sur
des croyances). Les logiques habituellement utilisées sont spécifiées comme suit :

KD45,: K, +D+4+5
S4,, : K,+T+14
Sop, Kn+T+5

Un fait intéressant en logique épistémique (et au-dela, en logique modale) est que nous
pouvons faire correspondre les contraintes des axiomes sur I'opérateur de croyances B, avec les
contraintes sur les relations d’accessibilité. Par exemple, les relations d’accessibilité des modeles
de toute logique contenant l'axiome 5 seront euclidiennes, ainsi, I’axiome D correspond a la
sérialité, 'axiome T correspond & la réflexivité, ’axiome B correspond a la symétrie et 'axiome
4 correspond a la transitivité.

Enfin, toute les logiques introduites ici sont décidables. Intuitivement, cela signifie que nous
pouvons exécuter un algorithme qui décide si une formule donnée est cohérente ou non (voir
[BLACKBURN et al. 2001] pour plus de détails). Nous listons ici les résultats de Halpern et Moses
[HALPERN & MOSES 1992], donnant la complexité du probléme de cohérence pour ces logiques.

e NP — complet pour n = 1 dans K D45,, et S5, ;
e PSPACE — complet pour n > 2 dans K D45, et S5, ;

e PSPACE — complet pour tout n dans K,, et S4,.
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3.3 Outils techniques

Dans cette section, nous listons des concepts et techniques venant de la logique modale qui
seront utilisés dans la suite de cette these.

3.3.1 Bisimulations

Deux modeles épistémiques finis pointés différents peuvent satisfaire le méme ensemble de
formules. Une telle paire de modeles est alors considérée comme équivalente. Cela signifie que
les deux modeles représentent exactement la méme situation. Nous définissons cette équivalence
via la notion de bisimulation, comme suit.

Définition 3.7 (BisimulationBLACKBURN et al. 2001]).

Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W' R, V' w') deuxr modéles épistémiques pointés. Soit
Z CW xW'. Z est une bisimulation entre M et M’ si et seulement si wZw' et pour tout couple
(v,0") tel que vZv' :

1. Vy=Vy;

2. s’il existe un uw € W tel que u € Rqy(v), alors il existe un u' € W' tel que v’ € R (V') et
uZu' ;

3. s’il existe un v’ € W' tel que v’ € R, (v"), alors il existe un u € W tel que u € Rq(v) et

IYATS

Définition 3.8 (Bisimilarité).

Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W' R, V' w') deux modéles épistémiques pointés. M et M’
sont bisimilaires, noté M < M', si et seulement si il existe une bisimulation Z C W x W' telle
que wZw'.

Deux modeéles sont bisimilaires si et seulement si il existe une relation de bisimulation entre
eux.
La propriété principale de la bisimulation est la suivante.

Proposition 3.1 ([BLACKBURN et al. 2001]).
Soient M = (W,R,V,w) et M' = (W R, V' w') deux modéles épistémiques finis pointés.
M < M’ si et seulement si pour toute formule ¢ de L, M = ¢ si et seulement si M’ |= .

Intuitivement, deux modeles épistémiques sont bisimilaires si ils contiennent les mémes in-
formations.

Nous pouvons approximer finiment une bisimulation. La notion de n-bisimulation que nous
allons définir est légerement différente de celle que nous pouvons trouver dans la littérature
[AUCHER 2008, BALBIANI & HERZIG 2007, BLACKBURN et al. 2001]. En effet, nous n’imposons
pas de condition pour la 0-bisimulation, autorisant ainsi tout modele a étre 0-bisimilaire a un
autre, méme quand ceux-ci sont completement différents.

Définition 3.9 (n-Bisimulation).
Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R, V' w') deuxr modéles épistémiques pointés. Soit
ZCWxW'.

e 7 est une 0-bisimulation ;

o 7 est une 1-bisimulation si et seulement si wZw' et Vy, = Vi ;
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o 7 est une (n+ 1)-bisimulation (n > 1) si et seulement si wZw' et pour chaque vZv' :

1. Vy =V, et

2. s’il existe u € W tel que u € Rq(v), alors il existe u' € W' tel que v’ € R. (V') et il
existe une relation Z' telle que uZ'u’ et Z' est une n-bisimulation, et

3. s’il existe ' € W' tel que v’ € R} (V'), alors il existe u € W tel que u € Rq(v) et il
existe une relation Z' telle que uZ'u' et Z' est une n-bisimulation.

Définition 3.10 (n-Bisimilarité).

Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R, V' w') deuz modéles épistémiques pointés. M et M’
sont n-bisimilaires, noté M < M', si et seulement si il existe une n-bisimulation Z C W x W’
telle que wZw'.

Ainsi, deux modeles sont n-bisimilaires (avec n > 1), si et seulement si il existe une relation
de n-bisimulation entre eux.

Intuitivement, deux modeles sont n-bisimilaires si ils ont la méme structure modale jusqu’a
une profondeur n — 1. Par conséquent, deux modeles n-bisimilaires satisfont les mémes formules
ayant un degré modal d’au plus n — 1.

Le lemme suivant découle immédiatement des définitions 3.8 et 3.10.

Lemme 3.1 ([BLACKBURN et al. 2001]).
Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R, V' w') deuz modéles épistémiques pointés.

M < M’ si et seulement si, pour tout n, Me, M’

Le fait que le langage £ contienne un nombre fini de variables propositionnelles nous permet
de montrer cette équivalence.

3.3.2 Hauteur, restriction et modeles minimaux

Nous définissons la notion de hauteur d’un monde et d’un modele ainsi que la notion de
restriction d’un modele.

Définition 3.11 (Hauteur d’un monde et d’un modele [BLACKBURN et al. 2001]).
Soit M = (W, R, V,w) un modéle épistémique pointé. La notion de hauteur d’un monde v dans
le modéle M, notée heightyi(v), est définie par induction. Le seul monde de hauteur 0 est le
monde réel ; les mondes de hauteur n+ 1 sont les successeurs immédiats des mondes de hauteur
n auzquels une hauteur plus petite que n + 1 n’a pas encore été assignée.

La hauteur d’un modéle M, notée height(M), est le plus grand n tel qu’il existe un monde
de M dont la hauteur est de n.

Définition 3.12 (Restriction d’un modéle [BLACKBURN et al. 2001]).
Soit M = (W, R,V,w) un modéle épistémique pointé. Pour un entier naturel k, la restriction

de M a k, notée (M | k), est définie comme le sous-modéle contenant uniquement les mondes
de hauteur au plus k. Formellement, (M | k) = (W, Ry, Vi, w) ou

o W, = {ve W |heighty(v) < k};
o R, ={R,r|acA} tel que Ry, = Ro N (W), x Wy) ;
o Vi ={V, eV ]|ve W}
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Chapitre 3. Logique épistémique

Ainsi, la restriction de M a k contient tous les mondes atteignables depuis le monde réel
en au plus k étapes en suivant les relations d’accessibilité. Généralement, cela ne va pas donner
un modele équivalent. Mais, comme le montre le lemme suivant, étant donnée une formule ¢ de
degré k satisfaite par M, la restriction de M a k contient tous les mondes qui sont nécessaires
pour satisfaire . Autrement dit, nous pouvons simplement supprimer les mondes qui se trouvent
au-dela de « ’horizon k ».

Lemme 3.2 ([BLACKBURN et al. 2001]).
Soient M = (W, R, V,w) un modéle épistémique pointé et k un entier naturel.

(M | k)2, M

Deux modeles bisimilaires peuvent avoir des nombres de mondes différents. Ainsi, lorsque
nous souhaitons comparer de tels modeles, nous devons nous concentrer sur les informations
transmises par chaque modele, et ne pas se laisser distraire par une représentation particuliere.
Nous avons donc besoin d’une forme normale. Nous prenons les modeles minimaux correspon-
dants comme « formes normales ».

Définition 3.13 (Modele de Kripke pointé minimal). Soit M = (W, R, V,w) un modéle de
Kripke pointé. M est minimal si et seulement si il n’y a aucun modéle M’ = (W', R', V' w') tel
que M < M' et |W| > |W|.

Etant donné un modéle de Kripke fini pointé M, le probléme de trouver un modéle minimal
qui lui est associé est similaire au probleme de minimiser le nombre d’états dans un automate
fini déterministe. Un algorithme pour cela peut étre facilement adapté de celui donné dans
[HOPCROFT 1971]. En effet, il suffit de considérer que les mondes du modele de Kripke sont les
états de 'automate, dans ce cas tout les états sont finaux, et les relations du modele sont les
transitions de 'automate. Notons que, comme dans le cas des automates finis déterministes, le
modele minimal est unique. Nous désignons par u(M) le modele de Kripke fini pointé minimal
correspondant & M. Nous avons clairement M « p(M).?

3.4 Logique épistémique dynamique

Les informations étant communiquées, les connaissances et les croyances ne sont aucunement
statiques. Il n’est donc pas surprenant que de nombreux logiciens aient pris cela en compte. Dans
le cadre de la logique épistémique, il existe de nombreuses approches différentes. Nous nous
focalisons ici sur 'approche que nous appelons « systeme BMS », d’apres ses trois initiateurs :
Baltag, Moss et Solecki [BALTAG et al. 1998, BALTAG & MoOss 2004].

Modéle d’événement

Comme tous les systémes proposés en logique épistémique dynamique, le systeme BMS est
basé sur la logique épistémique. L’idée clé est que les événements modifiant I'information peuvent
étre modélisés de la méme maniére que les situations concernant des informations. Etant donnée
une situation, comme dans l’exemple 3.1 lorsque Carol et Daryl ne savent pas si le chat de
Monsieur S est vivant ou mort, nous pouvons facilement fournir un modele de Kripke pour une
telle situation. Nous considérons simplement les états qui peuvent se produire et parmi eux,
ceux qui ne peuvent étre distingués par les agents. Nous pouvons faire la méme chose avec les

2. Cette minimisation correspond également & la bisimulation par contraction [BLACKBURN et al. 2006].
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événements concernant des informations. En effet, la fagon dont un agent percoit un événement
peut également étre décrite en terme de croyances. Pour reprendre 'exemple 3.1, Monsieur
S peut montrer & Carol que son chat est vivant (événement e,) alors que Daryl continu de
croire qu’il ne s’est rien passé (événement ep). Cela nous mene & définir la notion de modele
d’événement. Cette définition est tres similaire a celle des modeles épistémiques.

Définition 3.14 (Modele d’événement).
Un modéle d’événement pointé N est un tuple N = (E, R, pre,e) tel que :

o I est un ensemble fini non vide d’événements possibles ;
e R={R,|acA}, ou R, C E X E est la relation d’accessibilité de l’agent a ;

e pre : . — L est une fonction qui associe d chaque événement e € E, une formule de L
représentant sa précondition ;

e ctec F.

Nous utilisons Rq(e;) pour désigner l’ensemble des événements possibles qui sont accessibles
depuis e; par Uagent a, formellement, R,(e;) = {e; | (es,€j) € Ra}.

La principale différence avec la définition d’un modeéle épistémique est que nous n’avons plus
de fonction de valuation V', mais plutét une fonction pre. Cette fonction spécifie sous quelle
condition un événement peut avoir lieu dans un monde possible.

Exemple 3.2 (The Walking Cat).

e Supposons que Monsieur S annonce en privé a Carol que son chat est vivant (p). Cet
événement est représenté par le modéle pointé N = (E, R, pre,e) de la figure 3.2. L’évé-
nement e représente le fait que Monsieur S annonce que le chat est vivant, et ’événement
e1 représente le fait que rien ne se passe. Le double rectangle correspond a l’événement
actuel. Dans ce cas, l'annonce de Monsieur S pousse Carol a croire que le chat est vivant
(e) alors que Daryl croit qu’il ne s’est rien passé (e1); ceci explique la relation d’accessibi-
lité indexée par 2 (représentant Daryl) entre e et e1. La précondition de ’événement e est
que le chat est bien vivant (p), tandis que celle de l’événement ey est une tautologie (T )
puisque I’événement ot il ne se passe rien peut avoir lieu dans tout monde.

FIGURE 3.2 — Annonce privée de p a Carol

e Supposons que Monsieur S annonce publiquement que son chat est vivant (p). Cet événe-
ment est représenté par le modéle pointé N' = (E', R’ pre/, e’) de la figure 3.3. L’événement
e’ représente le fait que Monsieur S annonce que le chat est vivant. Comme cet événement
est percu par Carol et Daryl, celui-ci est le seul qu’ils considérent possible. La précondition
de cet événement doit étre que le chat est vivant (p).

93



Chapitre 3. Logique épistémique

pre : p

1,2

FIGURE 3.3 — Annonce publique de p

Modele produit

Durant un tel événement e, les agents mettent a jour leurs croyances en prenant en compte
ces deux informations : I’événement e ainsi que la situation initiale s. Ce qui conduit & une
nouvelle situation s x e. Formellement, cette mise & jour se fait via le produit entre un modele
épistémique pointé et un modele d’événement pointé.

Définition 3.15 (Modé¢le produit).

Soient M = (W, R, V,w) un modéle épistémique pointé et N = (E, R, pre,e) un modéle d’évé-
nement pointé tels que M = pre(e). Nous définissons le modéle produit M @ N = M' =
(W' R, V' w')y comme étant un modéle épistémique pointé tel que :

o W={v.flveW,feFE et (WRVu) Epre(f)},

e v.f € Rl (w.e) si et seulement si v € Ry(w) et f € Ry(e),
[ ] V, - {Wf | ’U.f S W/}7 O'I,‘L Wf - %7

o ctw =w.e.

Intuitivement, ’ensemble de mondes possibles que nous considérons possible apres la mise a
jour sont, pour chaque événement e du modele d’événement N, les mondes possibles du modele
M qui satisfont la précondition de e. Le fait que les événements ne changent pas 1’état des
mondes implique que la valuation des mondes reste inchangée.

Exemple 3.3 (The Walking Cat).

e Supposons que Monsieur S annonce en privé a Carol que son chat est vivant (p). Les
croyances de Carol et Daryl sont représentées par le modéle pointé M' = (W' R’ V' w')
de la figure 3.4. Ce modéle est obtenu aprés la mise d jour du modéle de la figure 3.1 par
le modéle d’événement de la figure 3.2. Dans ce modéle, Carol (représentée par la relation
1) croit que le chat est vivant (p), mais Daryl (représenté par la relation 2) ne sait pas si
le chat est vivant ou non.

e Supposons que Monsieur S annonce publiquement que son chat est vivant (p). Les croyances
de Carol et Daryl sont représentées par le modéle pointé M' = (W', R/, V' w') de la figure
3.5. Ce modéle est obtenu aprés la mise a jour du modeéle de la figure 3.1 par le modéle
d’événement de la figure 3.3. Dans ce modéle, Carol (représentée par la relation 1) et Daryl
(représenté par la relation 1) croient que le chat est vivant (p).

Langage et axiomatisation

Il est naturel d’augmenter la langage de la logique épistémique pour intégrer cette fonction-
nalité dynamique. Pour se faire, nous introduisons une modalité [f].

54



3.4. Logique épistémique dynamique

FIGURE 3.4 — Situation apres 'annonce privé de p a Carol

1,2

wo.€’
FIGURE 3.5 — Situation apres 'annonce publique de p

Définition 3.16 (Langage Ly).
Soit N = (E, R,pre, e) un modéle d’événement. Le langage Ly est défini comme suit :

pu=T|p|-¢|eAe|Bap|[fle
oup€eP,acAet feFE.
Nous pouvons maintenant donner la condition de vérité pour Ly .

Définition 3.17 (Conditions de vérité pour Ly).
Soit M = (W, R, V,w) un modéle de Kripke fini pointé.

M = [f]e si et seulement si (si M |= pre(f) alors M @ N = ).

Ainsi, [f] doit étre lue « apres exécution de I'événement f, ¢ est vraie ». Soit C' une classe
de modeles épistémiques et soit ¢ € Ly. Nous disons que ¢ est C-valide, noté =¢ ¢ si et
seulement si pour tout modele épistémique M = (W, R,V,w) de C et tout monde possible
veW, (W,R,V,v) = .

Nous pouvons maintenant axiomatiser la sémantique de la logique BM S.

Définition 3.18 (Systeéme de preuve de BMS).
La logique BM S est définie par le systeme de preuve de K, ainsi que par les aziomes et régles
d’inférences suivant :

R1 Fpys [e]lp & (pre(e) = p)
R2 Fpus [e]-p < (pre(e) = —[e]p)
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R3 Sitpus pre(e), alors ([e]Bap < —pre(e) V Ba(ler]p A+ Alen])

ot eq,...e, estla liste d’événements e; telle que e; € Ry(e)
Nec Sitpus ¢, alors Fpas [e]le (Nécessité)
Distr Fpus ([e](e = ¥) = ([e]le = [e]v)) (Distribution)

R1, R2 et R3 sont appelés axiomes de réduction. Ils permettent de prouver que toute
formule de Ly est logiquement équivalente & une formule de L.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques notions centrales en logique épistémique.
La logique épistémique est le sous-domaine de la logique modale qui est concernée par le rai-
sonnement sur la connaissance et la croyance. L’approche que nous avons décrite est celle du
cas multi-agents initiée par Hintikka [HINTIKKA 1962]. Apres avoir défini la sémantique ba-
sée sur les modeles épistémiques, nous avons donné une axiomatisation de celle-ci. Enfin, nous
avons rappelé des notions de logique modale qui seront utilisées dans la suite de cette these.
Nous avons également introduit la logique épistémique dynamique. La logique épistémique dy-
namique (DEL) est un cadre logique traitant de la connaissance et de la croyance ainsi que des
changements d’information. En regle générale, DEL se concentre sur des situations impliquant
plusieurs agents et étudie comment leurs connaissances et croyances changent lorsque des événe-
ments se produisent. Nous avons décrit ici 'approche de Baltag, Moss et Solecki que nous avons
appelée « systéeme BMS ». Apres avoir défini la sémantique basée sur les modeles d’événement
et les modeles produits, nous avons donné une axiomatisation de celle-ci. La logique épistémique
dynamique est un des liens qui existent entre les logiques épistémiques et le changement de
croyances. Dans le chapitre suivant nous présenterons d’autres approches pour le changement
de croyances en logique épistémique.
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Chapitre 4

Approches pour les changements de
croyances en logique épistémique

Those who cannot remember the past are condemned to repeat it.
(George Santayana)

De nombreux travaux sur les liens entre les logiques épistémiques et le changement de
croyances existent dans la littérature. Comme nous ’avons indiqué, la logique épistémique dy-
namique a pour objet ’étude du changement de croyances. Les travaux en logique épistémique
dynamique étudient comment encoder les opérateurs de changement de croyances au sein d’un
modele épistémique [BALTAG & SMETS 2006, BOARD 2004, VAN BENTHEM 2007, VAN DIT-
MARSCH 2005]. Fondamentalement, le probleme est d’essayer d’effectuer la révision de croyances
au sein du modele épistémique (voir chapitre 3, section 3.4). Il existe aussi une autre approche
formelle du changement de croyances qui est également basée sur la logique, a savoir la théorie
de la révision de croyances AGM. Contrairement a la logique épistémique dynamique, la théo-
rie de changement de croyances AGM est congue pour un seul agent. Elle porte généralement
sur les changements que doit subir la représentation du monde d’un agent apres qu’il a recu
des informations (possiblement) en contradiction avec ses croyances. Cela différe également des
systemes de logique épistémique dynamique présentés jusqu’a présent car, dans ces systémes,
I'information entrante est supposée compatible avec les croyances des agents. Certains travaux
étudient la fagon d’effectuer le changement de croyances directement sur les modeéles épisté-
miques représentant les croyances d’un groupe d’agents. Nous allons en présenter certains dans
ce chapitre.

Dans [TALLON et al. 2004], les auteurs étudient ce qu’ils appellent la révision des modeéles
KD45,, due & la communication entre les agents. Certains agents annoncent publiquement 1’in-
tégralité de leurs croyances aux autres agents. Cette approche est plus proche de I'expansion
que d’une véritable révision, et ne concerne que les croyances subjectives.

Dans [AUCHER 2008, AUCHER 2010], Pauteur considére un modele interne du probleme. A
savoir, un modele de la situation du point de vue de chaque agent. Ainsi, il n’a pas utilisé un
modele KD45,, pour modéliser le systeme, mais un modele interne par agent. Il adopte une
notion de mondes possibles multi-agents afin de calculer le résultat de la révision. L’opérateur
de révision qu’il propose est basé sur un degré de similarité entre mondes possibles multi-agents.
Ainsi, le résultat de la révision est un ensemble de ces mondes multi-agents.
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4.1 Révision via communication entre agents

Dans [TALLON et al. 2004], les auteurs proposent une régle de révision qui précise comment
les croyances des agents évoluent, apres qu’ils ont communiqué entre eux. Plus précisément,
ils travaillent avec des structures de Kripke KD45 [CHELLAS 1980] et permettent aux agents
de communiquer leurs croyances. Le probléeme est de trouver une régle précisant comment les
croyances initiales qui sont contredites par I’annonce d’un autre agent sont modifiées pour faire
face a cette contradiction. En I’absence de croyances fausses (par exemple, en logique S5),
le processus est simple : chaque agent « abandonne » simplement ses croyances qui sont en
contradiction avec les annonces. Cependant, en présence de croyances initiales erronées, la régle
doit proposer un moyen de corriger ces croyances.

Dans un premier temps, les auteurs spécifient une fonction de sélection pour chaque agent.
Celle-ci précise les croyances initiales qu'un agent va conserver apres avoir entendu I’annonce d’un
autre agent. Ces fonctions de sélection permettent donc, a chaque agent, d’éliminer certaines de
leurs croyances initiales. Les auteurs n’imposent qu’une restriction a ces fonctions de sélections,
celle de cohérence minimale. Cette contrainte s’exprime comme suit : un état, initialement cru
possible, qui n’est pas contredit par les annonces reste considéré comme possible apres la révision.
La relation d’accessibilité des agents est également modifiée afin que les croyances annoncées
par I'agent deviennent croyances communes. Les auteurs montrent que cette regle est toujours
bien définie, dans le sens ou elle conduit a une structure de Kripke KD45.

4.1.1 Préliminaires

Soient I = {1,...,4,...,n} un ensemble fini d’agents et S un ensemble de valeurs qu’un état
peut prendre. Une structure de Kripke est une représentation des croyances des agents a propos
du monde et des croyances des autres agents.

Définition 4.1 (Structure de Kripke minimale).
Une structure de Kripke minimale (MKS) est un tuple (2, wo, s, (ti)icr), ot 2 est un ensemble
d’états, satisfaisant les conditions suivantes :

(i) s est une application de ) vers S,

(ii) ¥i € 1, t; est une application de Q vers 2%,
(iii) Vi € I, Vw € Q, siw' € t;(w) alors t;(w') = t;(w),
(iv) wo € Q est I’état du monde réel,

(v) Il n'existe pas de Q' C Q tel que (' wo, s |qv, (ti | )ier) satisfait les conditions (i) d (iv),
ou t; o est la restriction de t; a Q.3

3. Formellement, t; |g: Q' — 2% et t; |o/ (w) = t:(w) pour tout w € €.
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Soit w € €, nous notons w = (s(w),t1(w),...,th(w)) out s(w) est la valeur de létat w, t;(w)
est 'ensemble des états que 'agent ¢ considére possible depuis I’état w.

L’exemple classique des enfants sales (« muddy children ») peut étre exprimé dans ce forma-
lisme comme suit.

Exemple 4.1 (Muddy children).

Trois enfants rentrent chez eux aprés avoir joué dans le jardin. Ils peuvent avoir le front propre
(P) ou sale (S). Chaque enfant peut voir le front des autres enfants mais ne peut pas voir si
le sien est propre ou mon. Supposons que les trois enfants ont le front sale. Nous désignons la
valeur des états par F1FyF3 ou F; € {P, S} est l’état du front de l'enfant i. Nous représentons
cette situation par un MKS donné par Q = {wo, ... ,wr} ot

S8, {wo, wa}, {wo, w2}, {wo, w1 })
SSP, {wi,ws}, {wi,ws}, {wo,w1})
SPS, {ws,we}, {wo,wa}, {wa, ws})
)
)

wo = (

wi = (

wy = (

w3 = (SPP{ws,wr}, {wr,ws}, {wa,ws}

wy = (PSS, {wo,wa}, {ws, w6}, {ws, ws}

ws = (PSP {wi,ws},{ws,wr}, {ws, ws})
= (PPS,{wa,we}, {ws, we}, {ws,wr})
= (PPP, {ws,wr}, {ws,wr}, {ws,wr})

I’exemple suivant illustre une situation dans laquelle deux agents ont des croyances erronées
sur I’état du monde réel.

We

wr

Exemple 4.2 (Un autre exemple).
Soient S = {a, B}, I ={1,2} et Q = {wy,...,ws} tels que :

«, {wlﬂ wQ}? {w3})

wo

w1 a, {wi,wa}, {w1,wa})

= (
= (

wy = (B, {wr, w2}, {w1, w2})
= (B, {ws}, {ws})

Afin de décrire la situation qui est représentée dans cette structure, nous allons introduire
certains éléments de syntaxe. Pour simplifier la notation, nous désignons pas « le fait que la
valeur de I’état du monde réel est a. Nous considérons 'opérateur de croyances individuelles B;,
ainsi qu’un opérateur de croyances communes cb.? Ainsi, ’exemple précédent représente une
situation dans laquelle la proposition o A Bicb(a V §) A Bacbf est vraie. En d’autre termes, il
s’agit de la situation dans laquelle la valeur de I’état du monde réel est «, 'agent 1 croit que
a'V [ est croyance commune et ’agent 2 croit que 5 est croyance commune.

Lorsque les agents ont des croyances erronées sur ’état du monde réel, ils n’ont pas néces-
sairement tous la méme vision du monde. La définition suivante introduit la notion d’horizon
de croyances d’un agent.

w3

4. L’opérateur de croyances communes cb signifie intuitivement que tout le monde croit que tout le monde
croit que... un nombre infini de fois [BONANNO 1996].
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Définition 4.2 (Horizon de croyances).
Soit un MKS (2, wo, s, (ti)ier). L’horizon de croyances d’un agent i, notée BH;(wo,t) est le
sous-ensemble minimal T de Q tel que :

(i) ti(wo) €T
(it) Vwe Y, Vjel, tj(w) CT

Ainsi, BH;(wp,t) est le plus petit ensemble d’états tel que 1'agent i croit possible ces états
et croit que ces états sont croyances communes. Dans I'exemple 4.2, on a BH1(wg,t) = {wi, w2}
et BHQ(wo,t) = {CU3}

4.1.2 Communication et révision

Tallon, Vergnaud et Zamir [TALLON et al. 2004] se sont intéressés a 1’évolution des croyances
des agents quand ceux-ci peuvent communiquer des croyances aux autres et ainsi modifier leurs
croyances en accord avec les communications regues. Les auteurs se concentrent sur le cas ou les
agents communiquent, honnétement et précisément, leurs croyances.

Une communication peut étre identifiée par I¢ C I, le groupe d’agents qui communique
leurs croyances.

Définition 4.3 (Communication).
Soit un MKS (2, wo, s, (t;)icr). Une communication est simplement un sous-ensemble 1€ de I,
d’agents qui annoncent leurs croyances (i.e., (ti(wo))ierc)-

Fonction de sélection

Avant d’introduire leur régle de révision, les auteurs ajoute une sorte d’attitude personnelle
des agents comme faisant partie des données du modele. Etant donné un MKS (Q, wo, s, (t;)ier)
et une communication I¢, les fonctions de sélection satisfaisant la définition suivante sont consi-
dérées.

Définition 4.4 (Fonction de sélection).
Une fonction de sélection fiIC est une application de Q vers 2% qui satisfait :

(i) Yw € Q, fI9(w) C ti(w)
(ii) Yw,w' € Q tels que t;(w) = t;(w') nous avons fiIc (w) = f{c (W)
(iii) Cohérence : Vw € Q, si ti(w) N{w’ € Q | t;(w') = t;(wo), Vi € I} # 0, alors % (w) =
ti(w) N {OJ/ ISy | tj(w’) = tj(wo), Vi€ IC}

La condition de cohérence indique que chaque état initialement considéré possible par un
agent 7 et qui est compatible avec ’annonce d’un autre agent doit étre conservé. De plus, si de
tels états existent, ils seront les seuls a étre conservés.

La fonction de sélection suivante, introduite dans [TALLON et al. 2004] est & la base de leur
regle de révision, cette fonction est en outre supposée étre commune pour tous les agents.

ti(w)N{w' € Q| t;(W) = tj(wo), ¥j € I} si non vide,

ti(w) sinon.

Yw € Q, fi(w) = {
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4.1. Révision via communication entre agents

Exemple de révision

La regle de révision proposée est définie pour prendre en compte des annonces pouvant
contredire les croyances des agents. A partir d'un MKS et d’'une communication, cette regle
satisfait deux contraintes :

(i) chaque agent i conserve les états selon la fonction de sélection f; et ce processus de sélection
est communément cru par les agents

(ii) toutes les annonces faites deviennent croyances communes.

Définition 4.5 (Regle de révision).

Soient un MKS (Q,wo, s, (t:)ic1), une communication I€ et un ensemble de fonctions de sélection
(fi)ier. La révision de (Q, wo, s, (t;)icr) est le MKS (Q° wo, s, (t$)ier) o t$(.) est définie comme
suit :

e VweQ,VieI\I tf(w) = fi(w)
e YweQ,Vie I t¢(w) = fi(wo)
et Q¢ = {wo} U (UiEIBHi(wO,tC))

Pour comprendre la logique de cette regle de révision, examinons en détail les exemples
suivant.

Exemple 4.3 (suite de ’exemple 4.2).

Considérons d’abord une communication simple de l’agent 2. Pour l’agent 1, il y a trois fonctions
de sélections possibles, correspondant auzx trois possibles sous-ensembles non vides de {wy,wa}.
La fonction de sélection fo de lagent 2 est simplement égale a to. Considérons, par exemple,
la fonction de sélection « conservative » pour fi, soit : fi(wo) = fi(w1) = fi(w2) = {w1, w2} et

fi(ws) = {ws}.

La régle de révision conduit au MKS suivant :
wo = (a,{wi,wa}, {ws}),
= (o, {wr,wa}, {ws}),
wy = (B, {wr1,wa}, {ws}),
= (B, {ws}, {ws})-

1l est facile de vérifier que, dans ce MKS, wq et wy expriment la méme hiérarchie de croyances.
Ainsi, nous pouvons réduire ce MKS comme suit :

w1

w3

Wy = (av{w17w2}7{w3})7
Wy = (IB’ {wl,wQ}’{w3})7
ws = (B, {ws}, {ws}).

Par conséquent, d’un point de vue syntaxique, nous sommes partis d’une situation dans
laquelle la proposition o ABicb(aV ) ABacbf était vraie (I’état du monde réel est o, l'agent 1
croit que a'\V B est croyance commune et l'agent 2 croit que 3 est croyance commune) et nous
sommes arrivés a une situation dans laquelle la proposition o A Bi(a V 8) A B1B2f A Baf est
vraie (I’état du monde réel est o, l'agent 1 croit aV (5 et que l'agent 2 croit que B est croyance
commune, et l'agent 2 croit que [ est croyance commune).

Ce résultat semble intuitif :
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e [agent 2 n’a aucune raison de changer ses croyances puisqu’il ne recoit aucune annonce
et croit que son annonce n’apporte rien de nouveau d l’agent 1

e ['agent 1 modifie ses croyances en fonction de l’annonce de l’agent 2.

Ceci est en fait un cas particulier, puisqu’il s’agit d’un simple processus de révision mono-
agent. L’annonce est prise littéralement dans les croyances de ’agent 1. Ceci ne doit pas toujours
étre le cas, en général, comme nous pouvons le voir dans ce qui suit.

Exemple 4.4 (suite de ’exemple 4.3).

Considérons maintenant une communication compléte et utilisons les fonctions de sélection
« conservatives », soit : fi(wo) = fi(w1) = fi(w2) = fa(w1) = fa(w2) = {wi,wa} et fi(ws) =
fa(wo) = fa(ws) = {ws}.

La régle de révision conduit au MKS suivant :
wo = (o, {wr, w2}, {ws}),
wi = (o, {wr, w2}, {ws}),
wy = (B, {wr, w2}, {ws}),
ws = (B, {w1,wa}, {ws}).

Nous pouvons réduire ce MKS comme suit :
wo = (e, {wr,wa}, {ws}),

we = (B, {wr,wa2}, {ws}).

La situation, aprés révision, est celle dans laquelle la proposition o A cb(B1(a V B) A Baf)
est vraie (I’état du monde réel est a, et le fait que l'agent 1 croit oV [ et que l'agent 2 croit 3
est croyance commune).

Contrairement a [’exemple précédent, l'agent 1 n’incorpore pas uniquement l’annonce de
lagent 2 a ses croyances. En effet, le fait que l’agent 2 croit que l'agent 1 croit B (i.e., BaB1f)
n’est plus vraie puisque l'agent 1 a annoncé Bi(aV B). De la méme maniére, nous ne pouvons
plus considérer que 'agent 1 va croire que l’agent 2 croit que l’agent 1 croit B (i.e., B1BaB13).
Ainsi, a partir des annonces, les agents déduisent de nouvelles croyances en fonction de la facon
dont les autres agents déduisent leurs nouvelles croyances... La régle de révision proposée peut
étre considérée comme un raccourci pour ce processus de déduction croisée. Le résultat obtenu
est assez naturel.

Cet exemple illustre des problemes de transposition de 'axiome AGM de succeés dans un
cadre multi-agents. En effet, les croyances sont ici révisées par les annonces des deux agents, i.e.,
Bicb(a V 8) A Bacbf, néanmoins, cette annonce n’est plus vraie dans le MKS révisé.

Exemple 4.5 (suite de 'exemple 4.4).
Considérons une nouvelle fois une communication compléte, mais en changeant la fonction de
sélection de Uagent 1 : fi(wg) = fi(w1) = fi(w2) = {wi} et fi(ws) = {ws}, la fonction de
sélection de l'agent 2 reste inchangée.

La régle de révision conduit alors au MKS :

wo = (aa {wl}v {W3}),
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4.1. Révision via communication entre agents

wr = (o, {w1}, {ws}),
w2 = (IB’ {wl}v{w3}))
wy = (B,{w1},{ws})-

Nous pouvons réduire ce MKS comme suit :
wo = (o, {w1},{ws}),
wy = (B, {wi}, {ws}).

La situation, aprés révision, est celle dans laquelle la proposition a Acb(BiaABgof) est vraie
(I’état du monde réel est «, et le fait que l'agent 1 croit « et que l'agent 2 croit 3 est croyance
commune).

Par rapport au cas ou nous utilisons des fonctions de sélection « conservatives », nous pou-
vons voir que l'agent 1 a également révisé ses croyamces sur l’état du monde réel, bien que
rien n’explique pourquoi l'agent 1 devrait déduire que B est vraie. Il semblerait donc raisonnable
d’tmposer des conditions plus restrictives sur les fonctions de sélection. Néanmoins, le type de
restriction & imposer n’est pas tres clair. En effet, dans des exemples plus complexes, rien ne
nous impose de nous limiter uniquement auzx fonctions de sélection « conservatives ».

Finalement, nous illustrons dans ce dernier exemple ce qui peut se produire lorsque les agents
communiquent leurs croyances de maniere moins précise.

Exemple 4.6 (suite (et fin) de 'exemple 4.2).

Considérons le cas dans lequel l'agent 1 annonce simplement qu’il croit aV 3 (i.e., By(aV ().
Ceci est vrai dans les états {wo,w1,wa}. Il est naturel de penser que les croyances des agents
vont changer de la maniére suivante : alors que nous avions a A Bicb(a V ) A Bacb3, nous
avons maintenant a A Bicb(a V 8) A Bacb(Bi(a VvV 8) A Bof3). Dans cette sémantique, le MKS
correspondant a ce changement est :

wo = (a,{w1,wa}, {ws}),
wi = (o, {wr, w2}, {wi,wa}),
wy = (B, {wr, wa}, {wr, wa}),
w3 = (B, {ws,wa}, {ws}),
wy = (a,{ws,wa}, {ws}).

Face a ce type de communication partielle, la régle de révision générale n’apparait pas clai-
rement.

Des travaux antérieurs (voir [GERBRANDY & GROENEVELD 1997]) ont abordé cette ques-
tion pour des communications quelconques. Cependant, ils ne considérent pas la sémantique de
Kripke, mais une représentation basée sur des ensembles non fondés. Cela signifie, grossierement,
qu’ils tolerent des ensembles de croyances vides lorsqu’il y a des contradictions : les agents ne
tentent pas de résoudre les incohérences auxquelles ils sont confrontés.
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4.2 Révision de modeles internes

La théorie AGM de révision de croyances [ALCHOURRON et al. 1985] a été congue pour un
seul agent. Une idée naturelle est de I’étendre au cas multi-agent. Comme dans le cadre AGM
classique, Aucher [AUCHER 2008, AUCHER 2010] consideére les croyances d’un agent, qu’il nomme
Y (pour You). Néanmoins, dans ce cas, les croyances de cet agent comprennent ses croyances sur
le monde mais également ses croyances sur les croyances des autres agents sur le monde. Ainsi,
Aucher généralise la sémantique d’un seul agent afin de prendre en compte 'aspect multi-agents.

4.2.1 Préliminaires

Dans le cadre AGM classique, un seul agent Y est considéré. Les mondes possibles introduits
sont censés représenter la facon dont agent Y percoit le monde. Etant le seul agent, ces mondes
possibles ne traitent que de faits propositionnels sur le monde. Comme nous supposons qu'’il
existe d’autres agents que 'agent Y, un monde possible pour Y doit également traiter de la
fagon dont les autres agents percoivent le monde. Ces « mondes possibles multi-agents » doivent
donc traiter de faits propositionnels mais également de faits épistémiques.

Monde possible multi-agents

Pour représenter les croyances des autres agents (possiblement a propos des croyances de
lagent Y') dans un monde possible multi-agents, Aucher introduit une structure modale aux
mondes possibles comme suit.

Définition 4.6 (Monde possible multi-agents).
Un monde possible multi-agents (M, w) est un modéle épistémique finie pointé M = (W,{R;|j €
A}, V,w) tel que, pour tout j, R; est sérielle, transitive et euclidienne, et

* Ry(w) = {w},
o il n'existe pas dev € W et j #Y tels que w € R;j(v).

La premiere condition assure que, dans le cas ou Y est le seul agent, un monde possible
multi-agent est juste une interprétation, comme dans le cadre AGM classique. En fait, les autres
mondes possibles d’un monde possible multi-agents sont juste présents pour des raisons tech-
niques : ils expriment les croyances des autres agents (dans le monde w). Nous reviendrons sur

la seconde condition plus tard.

w

FIGURE 4.1 — Un monde possible (mono-agent)

Nous pouvons voir sur les figures 4.1 et 4.2 qu'un monde possible multi-agents est bien une
généralisation d’un monde possible.
Modéles internes

L’état épistémique de 'agent étant représenté sémantiquement par un ensemble fini de
mondes possibles dans le cadre AGM classique, la notion analogue de modéle interne dans
un cadre multi-agents a été étudiée dans [AUCHER 2008, AUCHER 2010]
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FI1GURE 4.2 — Un monde possible multi-agents

Définition 4.7 (Modeéle interne).
Un modele interne est une union finie disjointe de mondes possibles multi-agents.

Dans le cas d’un unique agent, un modeéle interne se résume a un ensemble (non vide)
de mondes possibles, représentant ainsi un ensemble de croyances. Intuitivement, un modele
interne est le modele formel que 'agent Y a « en téte » et représente la fagon dont il pergoit
le monde réel. Cette représentation differe des modeles épistémiques introduits par Hintikka
(M = (W, R,V,wp)), rencontrés habituellement en logique épistémique, qui représentent d’un
point de vue extérieur la fagon dont tous les agents percoivent le monde réel wy.

w’ % 4Y w' % v
AY AY

FIGURE 4.3 — Un modele interne : deux mondes possibles multi-agents, (M, w) (& gauche) et
(Ms,v) (& droite)

AY

Exemple 4.7 (Modele interne : exemple).

Un exemple de modéle interne est représenté sur la figure 4.3. Dans ce modéle interne, l'agent Y
ne sait pas si p est vrai ou non (formellement =Byp A =By —p). En effet, My = p et My = —p.
L’agentY croit également que l'agent A ne sait pas sip est vrai ou non (formellement By (—=B apA
—Ba—p)). En effet, My = —Bap A "Ba—p et My = —Bap A =Ba—p. Enfin, l'agent Y croit que
lagent A croit que lagent Y ne sait pas si p est vrai ou non (formellement ByBa(—Byp A
—By-p)). En effet, My = Ba(—Byp A =By -p) et My = Ba(=Byp A =By —p).

Définition 4.8 (Modeéle interne, une autre représentation).

Soit un modele interne {(My,w1),...,(Mn,wn)}, ou M; = (Wi, {Rj|j € A}, V', w;). Le modeéle
épistémique pointé associé a {(Myi,wy),...,(Mp,wy)} est le modéle épistémique KD/5, pointé
M = (W {Rj|j € A}, V.{w;}) défini comme suit :

o W =WiU---UW,

Rj:RJI-U-"URngourj#Y

Ry = Ry U+ URY U{(wi,wp)li, k € [1;n]}

Vw:V$siw€m
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Exemple 4.8 (Modéle interne : exemple 2).

Le modéle interne {(Mi,w), (Ma,v)} est représenté sur la figure 4.3. Le modéle épistémique
associé a {(My,w), (Ma,v)} est représenté sur la figure 4.4. Un modéle épistémique bisimilaire
a celui de la figure 4.4 est représenté sur la figure 4.5

O

w v

FIGURE 4.5 — Modeéle épistémique bisimilaire au modele épistémique de la figure 4.4

Nous pouvons maintenant revenir sur la seconde condition de la définition 4.6. En effet, si
cette condition n’était pas satisfaite, une partie des croyances de 'agent j sur les croyances de
l'agent Y (avec j # Y') dépendrait des autres mondes possibles multi-agents du modéle interne.
Cet aspect de la notion de modele interne apparait dans la définition de la notion de modele
épistémique associé a un modele interne. La seconde condition assure que les croyances de ’agent
j dans un monde possible multi-agents d’un modele interne donné dépendent uniquement de la
structure du monde possible multi-agents.

Le second type de représentation est plus proche des modeles épistémiques usuels de la
logique épistémique standard. Néanmoins, l'interprétation des modeéles internes [AUCHER 2008,
AUCHER 2010] est différente de celle des modeles épistémiques en logique épistémique standard.
En effet, ces modeles internes sont construits par I'agent Y afin de représenter le monde réel
comme il le percoit, alors que les modeles de la logique épistémique sont construits par un
observateur extérieur et représentent la fagon dont tous les agents pergoivent le monde réel.
Formellement, la principale différence est qu’ils ont un monde réel unique, alors que les modeles
internes ont un ensemble de « mondes réels » (les racines des mondes possibles multi-agents)
représentant 'incertitude de 'agent Y sur le monde réel.

Cette représentation, via modeles internes, basée sur les mondes possibles multi-agents, per-
met de généraliser les concepts et méthodes de la théorie AGM de révision de croyances.

4.2.2 Un opérateur de révision

Aucher a proposé un opérateur de révision basé sur un degré de similarité entre mondes
possibles multi-agents défini de la méme maniére que dans [SCHLECHTA et al. 1996].

Préliminaires

Rappelons dans un premier temps la définition d’un ordre lexicographique.
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Définition 4.9 (Ordre anti-lexicographique).
Soient k € N et (lo, ..., l), (1), ..., 1)) € [0; 1]+, Nous fivons

l <1, ou
(loy - lk) < (lg, -, 1},) si et seulement si L =1}, ... lg_jr1 = e etle—j <l
pour un certain 1 < j <k

Nous définissons maintenant le supremum d’un ensemble de k-uplets par rapport a 'ordre
anti-lexicographique, en utilisant le supremum Sup des nombres réels.

Définition 4.10 (Supremum).
Soient k € N et {(I§,...,11)|i € S} C[0;1]**1, ou S est un ensemble d’index possiblement infini.
Supk{(I§,...,11)|i € S} = (Ao,...,Ay) est défini comme suit.

Ay = Sup{li|i € S} et pour tout m < k,
Sup{l},, |l = Ay pout tout k > j > m,i € S}

si il existe un i tel que l;- = A pour tout k> j>m
Sup{l:,|i € S}

sinon

m

ou Sup est le supremum usuel des nombres réels.

Le fait que le supremum d’un ensemble non vide de nombres réels, ayant un majorant existe
toujours, suffit & assurer que cette définition est bien fondée. Enfin, Aucher vérifie que ce supre-
mum de tuples correspond au maximum des k-uplets lorsque celui-ci existe.

Proposition 4.1. Soient L = {(I},...,1})|i € S} C [0; 1)F* et (I,..., 1)) € L, ot S est un
ensemble d’indexr possiblement infini.

Si (I, .. .,lz,o) > (I3, ..., 1%) pour tout i € S, alors (I, .. .,l;f) = Sup®(L).

Aucher introduit ensuite un résultat intéressant concernant la n-bisimulation. En effet, il
montre qu’il suffit que deux modeles épistémiques soient n-bisimilaires jusqu’a une certaine
profondeur modale pour qu’ils soient bisimilaires.

Proposition 4.2.
Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R, V' w') deuzx modéles épistémiques. Soit k = |W| -
|[W'| + 1. Nous avons

M <, M’ si et seulement si M < M'.

Définition de I'opérateur de révision

Afin de définir son opérateur de révision, Aucher introduit, dans un premier temps, un
degré de similarité entre deux mondes possibles multi-agents qui permet d’obtenir un ordre
anti-lexicographique.

Définition 4.11 (Degré de similarité).

Soient deuz mondes possibles multi-agents (M, w) et (M',w') tels que M = (W, {R;|j € A}, V,w)
et M' = (W' {R}|j € A}, V', w'). Soient S et S" deur ensembles finis de mondes possibles, et
soient M et M’ deux ensembles (possiblement infinis) de mondes possibles multi-agents. Soient
n=|W|- Wl +1etkeN. SiE est un ensemble fini de nombres réels, nous désignons par
m(E) la moyenne des éléments de E.
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o o(v,v') = maa{L[(W,{R;]j € A}, V,0) =, (W' {R}|j € A}, V') eti € [L;n]}

e (5,8 = 3(m({o(s,9)|s € S}) + m({o(S,s)|s' € §'})) ou o(s,S') = maz{o(s,s')|s' €
S’} et o(S,s") = max{o(s,s)|s € S}

o s"((M,w), (M w') = (o(w,w'), m({R;(w), Rj(w')|j € A,j #Y}),...,m({o(Rj 00
Rj (w), R oo Ry (W))|j1, ..., Jk € A Ji # Jir1, 1 #Y})

o sF(M, M) = Sup*{sk((M,w), M, w))|(M,w) € M,(M w') e M}

o(v,v") mesure un degré de similarité entre les mondes v et v'. De méme, (S, S’) mesure
un degré de similarité entre les ensembles de mondes S et S’. Et plus précisément, o (v, S’)
est le degré de similarité entre un monde v et un ensemble de mondes S’. Donc le degré de
similarité entre S et S’ est juste la moyenne de ces deux degrés. s¥(M, M’) est un n-uplet qui
représente a quel point deux mondes possibles multi-agents sont similaires par rapport a leur
profondeur modale respective. Pour une profondeur modale donnée, seul le degré de similarité
des mondes ayant le méme historique (i.e., accessibles depuis w et w’ par la méme séquence de
relations d’accessibilité R; , ..., Rj,) sont comparés. Ainsi, dans sa comparaison, Aucher prend
en compte la structure modale des deux mondes possibles multi-agents. Il suppose également
que j; # ji+1, dans le cas contraire, par transitivité et euclidiannité de la relation d’accessibilité,
nous aurions [7;, = Rj, o Rj 1.

Définition 4.12 (Opérateur de révision).
Soient ¢ € L et k = deg(yp) + 1. Nous assignons a ¢ un pré-ordre total <, sur les mondes
possibles multi-agents défini comme suit :

(M, w) <, (M',w') si et seulement si s*(Mod(p), {(M,w)}) > s*(Mod(p), {(M',w")}).

L’opérateur de révision o associé da ce pré-ordre <, est défini sémantiquement de maniére habi-
tuelle (voir théoréme 1.10) par :

Mod(p o)) = Min(Mod(v)), <,).

Ainsi, (M, w) est plus proche de ¢ que (M’, w") quand son degré de similarité avec les modeles
de ¢ est plus grand que celui de similarité de (M’ w') avec les modeles de .

Proposition 4.3.
L’assignement défini dans la définition 4.12 est un assignement fidele. Par conséquent, l’opéra-
teur o défini dans cette définition satisfait les postulats (R1)-(R6).

Exemple concret

L’opérateur de révision o présenté dans la section précédente est syntaxique. Il est tout de
méme possible de définir des opérateurs de révision directement sur les modeles internes. En
effet, les modeles internes étant des représentations formelles de ce que 'agent Y a « en téte »,
il est nécessaire d’avoir des mécanismes de révision que cet agent pourrait utiliser pour réviser
sa représentation quand il recoit une information sous forme d’une formule épistémique. Ces
opérateurs de révision auraient alors un modele interne et une formule comme arguments et
donneraient un autre modele interne. Un exemple d’un tel opérateur de révision est donné dans
la définition suivante.
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Définition 4.13 (Un opérateur de révision).
Soient un ensemble de mondes possibles multi-agents M et une formule cohérente v € L. Nous
définissons la révision de M par p, notée M x @, comme suit :

M xp = Min(Mod(v), <m)
ot pour tous mondes possibles multi-agents (M, w) et (M',w'"),
(M, w) <pq (M',w') si et seulement si s*(M, {(M,w)}) >F s*(M, {(M',w')})

ou k = deg(p) + 1.

Notons que si M est un modele interne, M * ¢ pourrait, & premiere vue, étre infini et donc
ne pas étre un modele interne. La proposition suivante assure que ce n’est pas le cas.

Proposition 4.4. [AUCHER 2008]
Soient un modéle interne M et une formule cohérente p € L. M x ¢ est un modéle interne.

Exemple 4.9. Reprenons l’exemple 4.7. Le modéle interne initial de l'agent Y, {(M,w), (M’ w")},
est représenté sur la figure 4.6.

Y
w A w/ A
w@ AY w w) ; A4,Y u)
AY AY AY AY

FIGURE 4.6 — Modele interne initial de agent Y, {(M,w), (M’ ,w")}

Le modéle épistémique associé a {(M,w),(M',w')} est représenté sur la figure 4.7.

AY AY
7
w w'

FIGURE 4.7 — Modele épistémique associé a celui de la figure 4.6

Supposons maintenant qu’un agent extérieur annonce a l'agent Y, en privé, que l'agent
A croit que p est vrai (formellement Byp). Cette annonce contredit les croyances de l'agent
Y, celui-ci doit donc réviser son modéle interne. Le modéle interne {(M",w"), (M" ,w")} =
{(M,w), (M w")} *Bap est représenté sur la figure 4.8.

Le modéle épistémique associé a {(M",w"), (MT/,wT/)} est représenté sur la figure 4.9.

Si nous comparons ce modéle interne avec celui de la figure 4.7, nous constatons que l’agent
Y ne sait toujours pas si p est vrai ou non. Voila ce a quoi nous devrions nous attendre, puisque
l’annonce était uniquement d propos des croyances de l'agent A et n’a donné aucune information
sur ’état du monde réel. Bien sir, les croyances de l'agent Y sur les croyances de l'agent A
ont changé, puisqu’il croit maintenant que ’agent A croit p. Mais, les croyances de l'agent Y a
propos des croyances de l’agent A d propos des croyances de l'agent’ Y n’ont pas changé. Ceci est
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Y Y

AY AY AY AY

FIGURE 4.8 — Modeéle interne révisé {(M",w"), (M, wrl)} apres 'annonce privé, que agent A
croit p, a 'agent Y

AY AY

FIGURE 4.9 — Modéle épistémique associé a celui de la figure 4.8

également ce a quoi nous devrions nous attendre. En effet, l'agent A ne sait rien de l’annonce
privée qu’a regue l'agent Y, ainsi ses croyances sur les croyances de l'agent Y mne changent pas,
et Uagent Y le sait. Et puisque ces croyances sont indépendantes de ses croyances sur p, les
croyances de l'agent Y a propos des croyances de l'agent A a propos des croyances de l'agent A
ne devraient pas changer au cours de la révision. Plus généralement, les croyances de l'agent Y
a propos des croyances de degré supérieur a 1 (i.e., d’un degré supérieur au degré de Bap) ne
devraient pas changer.
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Chapitre 5

Opérateurs de changement de
croyances privés

When I talk about belief, why do you always assume I'm talking about God ?
(Shepherd Book — Serenity)

Dans de nombreuses applications, un agent n’est pas seul dans I’environnement, mais le par-
tage avec d’autres agents, qui ont aussi des croyances. Les outils logiques les plus courants pour
représenter les croyances sur les croyances des autres agents sont les logiques épistémiques. Ainsi
le changement de croyances dans les logiques épistémiques est une question importante. Comme
nous l'avons vu plus tot, il existe quelques travaux sur les liens entre les logiques épistémiques
et la théorie de changement de croyances, mais la plupart d’entre eux étudient ’encodage des
opérateurs de changement de croyances dans les modeles épistémiques, ou la relation d’acces-
sibilité code les différents niveaux de plausibilité des informations qui guident le processus de
révision [VAN DITMARSCH 2005, BALTAG & SMETS 2006, BOARD 2004, VAN BENTHEM 2007].

Nous nous intéressons dans ce chapitre a une autre connexion entre les logiques épistémiques
et la théorie du changement de croyances, plus proche des travaux que nous avons présentés
dans le chapitre précédent [AUCHER 2008, AUCHER 2010, TALLON et al. 2004]. Nous sommes
intéressés par la définition d’opérateurs qui modifient les croyances des agents dans les modeles
KD45,, standard. Cette tdche est plus compliquée que dans le cadre AGM usuel, parce que,
dans un contexte multi-agents, les nouvelles informations peuvent prendre différentes formes.
Par exemple, chaque nouvelle information peut étre observée/transmise/disponible & tous les
agents ou seulement a certains d’entre eux. Ce genre de question a déja été étudiée en logique
épistémique dans le cadre des annonces publiques et privées [VAN DITMARSCH et al. 2008,
AUCHER 2012]. Une annonce est un moyen d’obtenir une nouvelle information, mais ce n’est
pas le seul (observation directe, etc.). Nous allons donc utiliser les termes « changement public »
et « changement privé » dans ce chapitre. Un changement public est un changement qui est
produit par une information qui est rendue disponible pour chaque agent. Dans ce cas, nous
restons dans le cadre AGM standard, et nous pouvons utiliser ses résultats (postulats, théorémes
de représentation, etc) afin de définir des opérateurs de changement de croyances adéquats.
Un changement privé est un changement qui est produit par une information qui est rendue
disponible pour un seul agent. Cela signifie que les croyances de cet agent doivent changer,
alors que les croyances des autres doivent rester inchangées. Dans ce cas, nous ne pouvons pas
appliquer directement les définitions AGM. Des définitions particulieres sont nécessaires, c’est
ce que nous proposons dans ce chapitre.

Ainsi, notre but ici est de proposer un cadre de changement de croyances multi-agents, ou
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les croyances des agents sont représentées par un modele KD45,,. Nous considérons le change-
ment privé, ou un agent donné recoit une nouvelle information, et nous voulons définir un modele
KD45,, qui représente la nouvelle situation épistémique. Nous considérons uniquement des infor-
mations objectives, c’est-a-dire des informations au sujet de I'environnement (du monde). Nous
étudions a la fois ’expansion et la révision. Pour chaque cas, nous présentons une traduction
des postulats AGM pour le cadre multi-agents et des opérateurs particuliers.
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Avant-propos

Dans la suite de ce chapitre, nous faisons 'hypothése que la nouvelle information est tou-
jours une formule cohérente. Faire un changement par une formule incohérente est permis par
les postulats AGM, mais n’a pas beaucoup d’intérét dans les applications pratiques. De plus,
I’axiome D ne nous permet pas 1'usage de croyances contradictoires.

Ici, un modele de Kripke fini pointé KD45,, M = (W, R, V,w) représente un ensemble de
n ensembles de croyances KM, un pour chaque agent i € A, ot KM = {p|M = B;p}. Nous
définissons également I’ensemble des croyances objectives de 'agent i (ce que I'agent i croit a
propos de ’état du monde réel).

Définition 5.1 (Ensemble de croyances objectives).
Soit un modéle de Kripke fini pointé KD45, M = (W, R, V,w). L’ensemble OM des croyances
objectives d’un agent i de M est défini comme suit :

oM =KMng,

o KM est I’ensemble des croyances de l'agent i dans le modeéle M (KM = {¢o|M = Byp}) et
Ly est le langage propositionnel classique des formules objectives.

Nous commencons par définir des opérateurs d’expansion privée : un seul agent augmente
ses croyances. En effet, suite & une annonce privée, les croyances des autres agents ainsi que les
croyances d’ordre supérieur de tous les agents restent inchangées.

5.1 Expansion privée

Notre objectif, dans un premier temps, est de proposer une formulation équivalente des
postulats AGM dans un cadre multi-agents.
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5.1.1 Postulats

Soient un modele de Kripke KD45,, fini pointé M = (W, R, V,w) et une formule ¢ de Ly. Le
résultat de ’expansion privée du modele M par la formule ¢ pour I'agent a est noté M +, ¢ =
(W' R, V' w).

Les postulats d’expansion AGM peuvent étre réécrits comme suit :

Vi(w') = V(w)
Si M }£ By, alors M +, ¢ est un modele KD45,,

)

)

) M +q¢ = Bayp
) M |= B si et seulement si M +, ¢ = B, pour tout i # a
)

Si M = By, alors M = BB, si et seulement si M +, ¢ |= B¥B;1), pour tout i # a
et k>1

(En5) Pour toute formulle objective 1, si M |= By, alors M +, ¢ = By
(En6) Si M = By, alors M +, o< M

(En7) Pour toute formulle objective v, si M7 = B, implique My = B, alors M +,¢ = Bix
implique Ms +, ¢ = Bix

(En8) Pour tout M’, si M’ satisfait (E,0)-(En7), alors M +, ¢ = Bgy implique M’ = By

La plupart de ces postulats sont une traduction des postulats AGM sur les modeéles KD45,,.
Les autres expriment surtout sur le fait que les seules choses qui changent sont les croyances
de lagent a sur l’état du monde. (E,0) exprime le fait que le monde réel ne change pas;
comme d’habitude en révision de croyances, le monde ne change pas, seules les croyances de
lagent évoluent. En effet, quand le monde évolue, il faut utiliser la mise & jour [KATSUNO &
MENDELZON 1991, HERZIG et al. 2005]. (E,1) dit que, dans le cas ot la nouvelle information ne
contredit pas les croyances de ’agent, le modele résultant de ’expansion privée est toujours un
modele KD45,,. En effet, lorsque ’expansion se fait par une formule qui contredit les croyances
de I'agent, le résultat viole 'axiome D pour I’agent. Le modeéle n’est donc plus KD45,,. (E,2) est
le postulat de succes. Il affirme que, apres ’expansion privée par ¢, 'agent a croit ¢. Le postulat
(En3) indique que les croyances de tous les agents sauf a ne changent pas. (Ep4) indique, lui,
que les croyances de 'agent a a propos des croyances des autres agents ne changent pas. Les
postulats (E,5) et (E,6) assurent que si ¢ est déja crue par I’agent a, alors ’expansion privée ne
change rien, ainsi le modele résultant de 1’expansion est bisimilaire au modele initial. (E,7) est
la traduction de la propriété de monotonie. Il indique que, si un modele permet plus d’inférences
que 'autre, alors I'expansion du premier permet plus d’inférences que ’expansion du second.
Enfin, le postulat (E,8) est le postulat de minimalité. Il indique que le résultat de 1’expansion
du modele par ¢ est un changement de croyances minimal.

La propriété suivante est directement impliquée par ces postulats :

Proposition 5.1.
Il y a un unique opérateur d’expansion privée satisfaisant les postulats (E,0)-(Ep,8).

Démonstration. Ceci est une conséquence des postulats (E,0), (En3) et (E,8). Supposons qu’il
existe deux opérateurs +! et +2 satisfaisant ces postulats. Pour tout modele M, toutes formules
w et 1 de Ly et x de L, nous avons :
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e d’apres (E,0), nous avons M +1 ¢ |= 9 si et seulement si M +2 o |= 4, pour toute formulle
objective

e d’apres (E,3), nous avons M +! ¢ = B;x si et seulement si M +2 ¢ = B;x, pour tout
i # a et toute formulle objective y

e en appliquant deux fois (E,8), nous avons M+ ¢ = B, si et seulement si M +2¢ = By,
pour toute formulle objective x

Par conséquent, M +! o & M +2 . Ainsi, ces deux opérateurs donneront toujours des résultats
bisimilaires. O

Nous montrons ainsi, a l'instar de 'opérateur d’expansion du cadre AGM [GARDENFORS 1988],
qu’il n’existe qu'un seul opérateur d’expansion rationnel dans ce cadre multi-agents.

La propriété suivante montre que les postulats que nous proposons ci-dessus forment une
extension conservatrice des postulats d’expansion du cadre AGM. En effet, nous montrons que

le comportement de cet opérateur sur des formules objectives est identique a celui de ’opérateur
AGM classique.

Proposition 5.2.

Soit +; un opérateur d’expansion privée satisfaisant les postulats (En0)-(En8). L’opérateur +
défini par OM +¢ = OlM—mO est un opérateur d’expansion AGM (il satisfait les postulats (K + 1)-
(K+6)).

Démonstration. Soient +; un opérateur d’expansion privée satisfaisant les postulats (E,0)-
(En8), et + l'opérateur d’expansion défini par OM + ¢ = OlM +i¥ Rappelons dans un premier
temps que l'opérateur d’expansion satisfaisant tout les postulats AGM est unique [GARDEN-
FORS 1988]. Notons dans un second temps que, le fait d’utiliser uniquement des formules objec-
tives lors de l’expansion privée suffit a montrer que l'opérateur +; satisfait tout les postulats
AGM. En effet, la plupart des postulats d’expansion privée étant une traduction des postulats
d’expansion AGM, nous avons directement : (E,1) implique (K + 1), (E,2) implique (K + 2),
(En5) implique (K + 3), (E,6) implique (K +4), (E,7) implique (K + 5) et (E,8) implique
(K+6). O

Nous proposons maintenant une définition constructive de 'opérateur d’expansion privée
caractérisé par nos postulats.

5.1.2 Un opérateur d’expansion privée

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons la notation suivante pour les mondes nouvelle-
ment créés (par expansion ou révision).

Définition 5.2 (Monde copie).
Soient un monde possible w et une valuation . Nous désignons par v0 la « copie » du monde
w ayant pour valuation U.

En d’autres termes, un monde v;’; aura le méme comportement que le monde w dont il
est la copie, a l'exception du fait que la valuation de celui-ci (¢) pourra étre différente. Cette
copie est essentielle pour éviter de perdre les croyances d’ordre supérieur de 'agent qui effectue
I’expansion ou la révision.

Nous pouvons maintenant donner une définition constructive de l'opérateur d’expansion
privée.
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Définition 5.3 (Expansion de M par ¢ pour l'agent a).

Sotent M = (W, R, V,wg) un modéle de Kripke fini pointé KD/b,, et ¢ une formule objective
cohérente (p € Ly). Nous définissons l'expansion privée de M par ¢ pour l'agent a comme
M+, = (W' R V' wp), avec :

o ©={V, | weE Ry(wo) N l¢lln}

o W =WUW?U{w)} ou

SWE= U WE et
wWERG (wop)

- Wi = U {v}
YeO

e R, = R,UR?UR? ou

o RE ={(wf,wf) | wf, wf € W#} et

o Ry = {(wp,w?) | w¥ € W¥}

R, =R; U R? U RY, pour tout i # a, ot

. R? ={(?,w") | (w,w') € R; et vP € W¥}, pour tout i # a, et
e RY = {(w},w) | (wo,w) € R;}, pour tout i # a

o V! =V, pour tout w € W

o V'y =1, pour tout v? € W¢

[
<

= Vwo

Lorsque ’agent a étend ses croyances, le modele doit changer afin d’intégrer ce changement.
Mais les croyances des autres agents doivent rester inchangées.

Le nouvel ensemble de mondes possibles W’ contient tous les mondes du modele initial, un
nouveau monde réel w(, et un ensemble de mondes W représentant les nouvelles croyances de
lagent a. L’ensemble W% contient une copie des mondes de R,(wp) qui ne contredisent pas .

La nouvelle relation d’accessibilité R/, contient la relation initiale R, et les ensembles R¢ et
RY. L’ensemble RY est constitué de 'ensemble des couples (wf, w¥) ott w¥ € W%, modifiant ainsi
les croyances de I'agent effectuant ’expansion. L’ensemble RY est constitué de I’ensemble des
couples (wf,ws) € W¥. Les mondes de W¥ forment ainsi une clique, car ils sont tous également
plausibles pour I'agent effectuant I’expansion.

Chaque relation d’accessibilité R}, pour tout ¢ # a, contient la relation initiale R; ainsi que
les ensembles R? et R? . L’ensemble R?, pour tout i # a, est constitué de ’ensemble des couples
(wh, w) tels que (wp,w) € R;, préservant ainsi les croyances des agents qui n’effectuent pas
I’expansion ainsi que les croyances d’ordre supérieur de tous ces agents. L’ensemble RZ-“—D) , pour
tout i # a, est constitué de 'ensemble des couples (v?,w’), ot vJ € W tel que (w,w') € R;,
préservant ainsi les croyances d’ordre supérieur de 'agent effectuant ’expansion.

Nous pouvons maintenant montrer que cet opérateur satisfait les propriétés attendues.

Proposition 5.3.
L’opérateur +, satisfait les postulats (En0)-(E,8).

75



Chapitre 5. Opérateurs de changement de croyances privés

Démonstration. Nous montrons que l'opérateur d’expansion privée +, défini a la définition

5.3 satisfait les postulats d’expansion privée (En0)-(En8). Soient M = (W, R, V,wp) un mo-

dele de Kripke fini pointé KD45,,, et ¢ une formule objective cohérente (¢ € Ly). Soit M’ =

(W',R', V' wj) un modele de Kripke fini pointé KD45, tel que M’ = M +, ¢. D’apres la

définition 5.3, nous avons R, = RY U RF UR;, R,=RIUR?UR, et W = {wj}UWYUW.
De plus, nous avons, V(w,w’) € R,

e si (w,w') € RY, alors w = w}, et, par construction de RY, w' € W

o si (w,w') € R?, alors w € W¢ et, par construction de R?, w ew
e si (w,w') € Ry, alors (w,w’) € W

Et V(w,w") € R.,
e si (w,w') € RY, alors w = w}, et, par construction de RY, w’' € W*¥
e si (w,w') € RY, alors w € W¥ et w’ € W% par construction de RY

e si (w,w') € Ry, alors (w,w') € W

Ainsi, nous pouvons schématiser le nouveau modele M’ somme suit :

a
o0
i%a a, 1 #£a

Dauns le reste de la preuve, lorsque nous mentionnons une paire (w,w’) € R}, nous considérons
uniquement les cas possibles :

e (w,w') € R si et seulement si

« w=uwj et w € W¥, ou
. wetw €W, ou

cwetw e W.
o (w,w') € R, i +# a, si et seulement si

. w=wjetw €W, ou
cweW?etw €W, ou
cwetw eW.

(E,0) Par construction de M’ = M +, ¢, nous avons qu”o = Vig-
(Enl) Nous devons montrer que, si M [~ B,(—¢), alors pour tout ¢ € A, la relation R] est
sérielle, transitive et euclidienne.
sérielle Soit un monde possible w € W' ou, rappelons le, W/ = {wj} U W¥ U W.
Plusieurs cas sont a considérer :
. siw € W, alors R; (resp. R,) étant sérielle, nous savons qu'il existe un w’ € W

tel que (w,w’) € R; (resp. Ry).
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(En2)

(En3)

o siw € W¥ et i # a. Notons que, dans ce cas, w est un v}z . Ainsi, il existe un
monde w’ € W tel que (w,w’) € R? , par construction de R? .

« si w € W¥. Notons que, dans ce cas également, w est un v}f . Ainsi, il existe
un monde w' € W¥ tel que (w,w') € R?, par construction de R?.

.« si w = wj et i # a, alors il existe un monde w’ € W tel que (w},w’) € RY,
par construction de Rg.

. si w = w), alors il existe un monde w' € W% tel que (wh,w’) € RY, par
construction de RY.

transitive Soient wi,ws et ws trois mondes de W tels que (wy, ws) € R} et (wa, w3) €
R!. Nous voulons montrer que (wq,w3) € R;. Plusieurs cas sont a considérer :

o si wy, we, w3 € W, alors R; étant transitive, nous avons (w1, ws) € R}

e si wp = w), we,ws € W et i # a, alors, par construction de R?, nous
avons (wg,w2) € R;. De plus R; étant sérielle, nous avons (wg,ws3) € R;.
Par construction de RY, nous avons (wy,ws3) € R..

o siwy € WP, wo, w3 € W et i # a, alors il existe un monde w € W tel que
(w,ws) € R;. De plus, nous avons (wy, ws) € R;, R; étant sérielle, nous avons
(w,w3) € R;. Par construction de R;”, nous avons (w1, ws) € R}

o sl wy, wo, w3 € W, alors, par construction de R?, nous avons (wq,ws) € R,

o si wp = w) et wo,ws € W?, alors par construction de Rg, nous avons
(wl, w3) € R:z

euclidienne Soient wy,wsy et ws trois mondes de W' tels que (w1, w2) € R} et (w1, w3) €
R}. Nous devons montrer que (w2, ws) € R;. Plusieurs cas sont a considérer :

o si wy, we, w3 € W, alors, R; étant euclidienne, nous avons (ws, w3) € R; ainsi
('U}Q, w3) € R;

o sl wy = wf), wa, w3 € W et i # a, alors par construction de R?, nous avons
(wo,w2) € R; et (wp,w3) € R;. De plus, R; étant euclidienne, nous avons
(wg, ’LU3) S R;

o siwg € WP, wy, w3 € W et i # a, alors il existe un monde w € W tel que
(w,wq) € R; et (w,w3) € R;. R; étant euclidienne, nous avons (wy, ws) € R,

o si wy, we, w3 € W, alors, par construction de R?, nous avons (wa,ws) € R,

o si wp = wj et wy,wz € W¥, alors, par construction de R?, nous avons
(’wQ, ’LU3) € R:z

Nous devons montrer que M’ = B,p. Ceci est vrai si et seulement si (W', R', V' w') &=
¢, pour tout w’ tel que (wy,w’) € R,. Par construction de R, (plus particulierement
de R?) nous savons que chaque w’ est un v%, € W, pour un certain w € Ry(wp). Nous
avons également V’U/E’) =J etV Ep.

Nous devons montrer que, pour tout agent ¢ # a, M |= B, si et seulement si M’ = B;.
Ceci revient & montrer que (W, R, V,w) = 1, pour tout w tel que (wp,w) € R;, si
et seulement si (W', R, V' w') | 4, pour tout w' tel que (wj,w’) € R;. D’aprés
la construction de R}, il est facile de voir que, pour tout i # a, w € R;(wp) si et
seulement si w € R}(w(). Par conséquent, il suffit de montrer que pour tout w € R} (wy),
(W, R, V,w) (W' R V' w). D’apres la construction de R} et R,, nous pouvons voir
que, pour tout w € W, Ri(w) = R;(w) et R, (w) = R,(w) et les valuations sont
également les mémes. Ceci nous permet de conclure.
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(End)

(En5)

(En6)
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Nous devons montrer que, pour tout agent i # a, M | B,B;1 si et seulement si M’ |=
BuBiv. Ceci revient & montrer que (W, R, V,w) = v, pour tout w € R; o Ry(wyp), si et
seulement si (W', R, V' w') = 9, pour tout w’ € R} o R}, (w(). D’apres la construction
des relations R, et R,, et en suivant le méme raisonnement que celui du point précédent,
nous savons que w € R; o R,(wp) si et seulement si w’ € R} o R}, (wy). Par conséquent, il
suffit de montrer que pour tout w € R} o R, (wg), (W, R, V,w) (W' R, V' w). D’apres
la construction de R} et R/, nous pouvons voir que, pour tout w € W, Ri(w) = R;(w)
et R/ (w) = R,(w) et les valuations sont également les mémes. Ceci nous permet de
conclure.

11 suffit de montrer que, pour toutes formules objectives ¢, si M = By, alors M’ =
Bay. Les autres cas ont déja été montré dans la preuve des postulats (E,3) et (Ep4).
Supposons que M = B,1), pour toutes formules objectives 1. Nous devons donc montrer
que, pour tout w’ € R, (wg), (W', R, V', w') = 1. Notons que chaque w' € W%, ce qui
signifie que w’ est un v? et que Viy = . Par hypothese, ¥ |= 1. Par conséquent,
(W/,R', V' w') |= . Ainsi M’ |= Byy.

Nous devons montrer que, si M = By, alors M © M’. Puisque M = B,p, nous avons
© = {Vylw € R4(wo)}. Rappelons que W' = {wj} UW?® U W. Soit une relation
Z = {(wo, wh) } U {(w,v?)|Viy = 9, w € Ry(wp) et w € ||o|lar} U{(w, w)|w € W}. Nous
montrons que Z est une bisimulation entre M et M’. Soit wZw' :

(1) Nous montrons que V,, = V/, :

i. si w = w', nous avons alors, par construction V,, = V/,.
ii. si w=wp et w’ = wy, nous avons alors, par construction V,, = Vi, = Vé}, =
0
!/
Vw/.

iii. si w’ est un v}j, € W% et V, = ¢, nous avons alors, par construction V,» =
w
Y= Vy.

(2) Nous montrons maintenant que, si wZw’, alors l'existence d’'un monde v € R(w)
implique I'existence d’un monde v' € R'(w’) tel que vZv') :
i. Soient w et w' tels que w = w’. 1l suffit de voir que R’ contient R.
ii. Soient w = wp et W' = wy :
« supposons qu’il existe un monde u € R,(wy), ainsi u € ||¢| p puisque
M = Bgap. 11 existe donc un monde v) € W¥ tel que Vi, = ¥ et v! €
RO(w)) C R (w}). De plus, par définition de Z, nous avons uZv?.
« supposons qu’il existe un monde v € R;(wg) pour tout agent i # a, ainsi
il existe un monde v’ € RY(w}) tel que v = v’, par définition de RY. Ainsi,
d’apres le point (2.7) ci-dessus, nous avons vZv'.
iii. Soient w' = v et V,, = 9, w € Ru(wp) et w € |l¢|lar : (*) Notons que
vY € Ry(w)) par définition de RY.
. supposons qu’il existe un monde u € Rq(w). Par transitivité, u € R, (wo)
et u € ||¢|lar, puisque M = By, Ainsi, il existe un monde v? € W¢#
tel que V;, = 0. D’aprés la définition de R, nous avons v? € RO(w}) C
R (w}). Ainsi, v?" € R/ (v?), d’aprés (x) et le fait que R/, soit euclidienne
(que nous avons prouvé plus tét, au point (Enl)). De plus, d’apres la
définition de Z, vZvY'.
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. supposons qu’il existe un monde u € R;(w) pour tout agent i # a, ainsi
u € Ri(v?) C R;_p) (v?), par définition de R? et uZu d’apreés le point (2.7)
ci-dessus.

(3) Nous montrons que, si wZw’, alors l'existence d’'un monde v € R'(w') implique
'existence d’un monde v € R(w) tel que vZv' :

i. Soient w et w' tels que w = w’. 1l suffit de voir que R’ contient R.
ii. Soient w = wg et w' = wy :
« supposons qu'il existe un monde u’ € R, (w}), ainsi v’ € RY(w}). Le monde
u' est par conséquent un v? € W, pour un certain u € Ry (wo) N |||l
et V(u) = 9. De plus, uZu' par définition de Z.
. supposons qu’il existe un monde v’ € R}(wy() pour tout agent i # a, ainsi
v = v € Ri(wp), par définition de RY. De plus, d’apres le point (3.7)
ci-dessus, vZv'.
« Soient w' = v et Vi, =9, w € Ry(wo) et w € ||p||ar :
. supposons qu’il existe un monde u' € R!,(v?), ainsi v’ = v¥ € R?(v?) par
définition de R),. Ainsi, il existe un monde u € R, (wp) N||¢|lar et Vi, = ¥'.
De plus, d’aprés la définition de Z, uZv’
. supposons qu'il existe un monde u’ € R(v?) pour tout agent i # a, ainsi
' =u € R;(w), d’apres la définition de R}. De plus, d’apres le point (3.7)
ci-dessus, nous avons uZu/'.

(En7) Supposons que M' |= B;y implique que M? |= B;1p. Nous devons montrer que M +,
¢ = B;x implique que M? +, ¢ |= B;x. D’aprés (En3), nous savons que M' = B si
et seulement si M 4, ¢ |= Bjo et M? |= B si et seulement si M? 4, ¢ |= B;o pour
tout agent i # a. Et, d’aprés (En4), nous savons que M! |= B"B;1 si et seulement si
M+, = BBty et M? = BBt si et seulement si M2+, = B"B;t pour tout agent
i # a. Ainsi, M +, ¢ |= B¢ implique M? +, ¢ = By et M +, ¢ = BB;% implique
M? +, ¢ = B"B;%. Nous devons maintenant montrer que M! +, ¢ = B,y implique
M? +, ¢ | Bux pour toute formule objective y. Supposons que M! +, ¢ = Byy
Pour toute valuation ¢! € ©' = {V!jw' € Rl(w§) N |l¢lan}, 9 E x. Ainsi, pour
tout monde w! € RL(w}), Vi = (¢ = ¥). Nous avons donc M' |= By(p = ¢). Par
conséquent, I'hypotheése nous conduit & M? = B,(p = ). Donc, pour tout monde
w? € R2(w}), V2 = (¢ = ¥) et, pour toute valuation ¥? € ©2 = {V2|w? € RZ(wd) N
llellarz}, 92 = . Dott, M2 +, ¢ = Ba1.

(En8) Supposons que M +, ¢ = By1. Nous avons trois cas & considérer :

« Si 1 est une formule objective, alors, pour toute valuation ¥ € © = {V(w) | w €
Ry (wo)N|¢llar}, ¥ = 9. Ainsi, pour tout monde w € R, (wp), V(w) = ¢ implique
V(w) = 4. Nous avons donc, pour tout monde w € Ry(wp), V(w) E (¢ = ¢).
Ainsi M | By(p = ). D’aprés (E,5), nous savons que M’ = B,(p = ).
Notons que nous avons également M’ = B,p d’aprés (E,2). L’axiome K nous
permet de conclure que M’ = Byi.

« Si 9 est une formule de la forme B;x et que M (= B,—¢, (En4) nous permet de
conclure que M’ = B,B;x.

« Si 1 est une formule de la forme B;x et que M |= By, d’apres (En2) et (En5),
nous avons M’ = B, L. Nous pouvons donc conclure que, M’ = B,B;x.

79



Chapitre 5. Opérateurs de changement de croyances privés

O]

Nous savons que 'opérateur ainsi défini est I'unique opérateur d’expansion privée. En effet,
ceci est une conséquence directe de la proposition 5.1. L’exemple qui suit illustre le comportement
de cet opérateur d’expansion privée.

Exemple 5.1. Prenons le modéle KD45, M de la figure 5.1. Dans cette situation, l’agent 1
croit —p et il croit que l’agent 2 croit —p. L’agent 2 croit —p A\ —q, et il croit que l'agent 1 croit
=p. Donc, lagent 2 a des croyances vraies a propos des croyances de l'agent 1.

Supposons maintenant que l’agent 1 obtienne, via une source quelconque, une information
disant que q est vraie. L’agent 1 peut ici élendre librement ses croyances (il ne croit pas que q
est fauzx) sur le monde. Ce faisant, les croyances de l’agent 1 sur les croyances de l’agent 2 n’ont
aucune raison de changer. Il en va de méme pour les croyances de l'agent 2.

!
[ J 1
9 <—» 9
Wo w1 T
1

F1GURE 5.1 — Un modele de Kripke KD45,, M

Apres Uexpansion par q, illustrée sur la figure 5.2, l'agent 1 doit donc croire =p/Aq. Le monde
ayant pour valuation —p A q doit étre dupliqué afin de maintenir les croyances d’ordre supérieur
de lagent 1. Ainsi, les mondes w) et wh sont respectivement les copies des mondes wq et wy,
pour lesquels la valuation a été remplacée par —p N q. A contrario les croyances de l'agent 2
restent inchangées, en particulier, l’agent 2 croit toujours que l’agent 1 croit —p.

FIGURE 5.2 — Modele résultant de ’expansion privée du modele M, de la figure 5.1, par ¢ pour
I’agent 1

5.1.3 Liens avec les logiques épistémiques dynamiques

Notre approche de I’expansion privée peut étre définie & ’aide d’un modele produit MY entre
le modele pointé initial M et un modeéle d’événement pointé N particulier, que nous appelons
modéle d’événement d’expansion, défini comme suit :

Définition 5.4 (Modele d’événement d’expansion).
Soit une formule ¢ de Ly, nous appelons modéle d’événement d’expansion le modéle d’événement
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Nte = (E, R, pre,e) défini comme suit :

E = {607 €p eT}
Ry = {(eo, ep), (eps €4), (eT,eT)}
R; = {(eo,eT), (eg,e1), (eT,eT)}, pour tout i # a
pre(eg) = N pA A\ v
PEVuy  PEP\Vig
pre(ey) = ¢
pre(eT) =T

La propriété suivante montre que la notion d’expansion donnée a la définition 5.3 est équiva-
lente & un produit de modeles spécifiques. Plus précisément, M +, ¢ et MY " sont bisimilaires
(ot NTe est un modeéle d’événement d’expansion).

Proposition 5.4.
M 44 0o MN™

Démonstration. Soient un modele de Kripke KD45,, fini pointé M = (W, R, V,wy), un mo-
dele d’événement d’expansion NTe = (E, Rels,pre,eg) et une formule ¢ de Ly. Soient M’ =
(W' R, V' wp) et MNT = (WNM,RNM,VN”,wO.eg) deux modeles de Kripke KD45,, finis
pointés tels que M’ = M 44 ¢ et MN™ = M ® Na.

Considérons la relation Z = W’ x W™ telle que Z = {(w, w.e1) : w € W IU{(w}, wo.e0) }U
{(v,w.ep) :v e W? et w e Rq(wo) N |||l tel que V) = Vi, }.

Notons que tous les mondes de W ™ sont dans cette relation, puisque wq est le seul monde
tel que pre(eg) est vrai. Nous montrons que Z est une bisimulation entre M’ et M T

1. Si (u, ') € Z, alors V! = VX" En effet, puisque :

(a) Vi = yNta d’apres les définitions de V' et YNt

w.eT ?

(b) Vulié = Vi, = VN d’apres les définitions de V' et VN,

wo.€eq’

(c) V(v) =V (w) = V(w.ey), d’apres les définitions de Z et Yyt

2. Nous montrons que si (u,u’) € Z, alors le fait qu’il existe un monde v € R}(u) implique
qu'il existe un monde v € RN («/) tel que (v,v') € Z, pour tout i € A. Nous avons trois
cas a considérer :

(a) Soit u € W et u' = u.eT. Supposons qu’il existe un monde v € R}(u), pour un certain
i € A. Puisque R}(u) = R;(u), nous savons que v € W. Notons que (W, R, V,v) |=
pre(eT), (u,v) € R; et (eT,eT) € R;. Par conséquent, il existe un monde v/ = v.et €
R£V+a(u.e-r). De plus, (v,v") € Z, d’apres la définition de Z.

(b) Soit u = wy et u' = wy.ep.

e Supposons qu'il existe un monde v € R, (wf). Dans ce cas, v € R)(wf). Plus
précisément, v est un certain y € W¢ tel que V(y) = V(w) pour un certain
w € Ra(wo) N |¢llar, d’apres la définition de RO. Notons que (W, R,V,w)
pre(ey), (wo,w) € Ry et (eg,ep) € RY " Par conséquent, il existe un monde
v' = w.e, € RN (wy.eq). De plus, (v,v) € Z, d’apres la définition de Z.
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e Supposons qu'il existe un monde v € R/(w}), pour i # a. Dans ce cas, v € RY(w}),

ainsi v € R;(wo). Notons que (W, R, V,v) = pre(eT), (wo,v) € R; et (ep,eT) € R;.
Par conséquent, il existe un monde v/ = v.et € RZN“ (wp.eq). De plus, (v,v) € Z,
d’apres la définition de Z.

(c) Soit u € W¥ et v/ = w.e, pour un certain w € Ry(wo) N ||¢||ar tel que V,, = V.

e Supposons qu'il existe un monde v € R, (u). Dans ce cas, v € W%, d’apres

la définition de R/,. De plus, il existe un monde w’ € R,(wp) N ||¢|la tel que
V) = V. Notons que (W, R,V,uw') |= pre(e,) et (w,w’) € R, (puisque w,w’ €
R, (wo) et R, est euclidienne) et (ey, e,) € R,. Par conséquent, il existe un monde
v =w'.e, € RN (w.e,). De plus, (v,v') € Z, d’aprés la définition de Z.

e Supposons qu’il existe un monde v € R}(u), pour i # a. Dans ce cas, v € R;(w),

d’apres la définition de R.. Notons que (W, R, V,v) = pre(eT), (w,v) € R; et
(ep,eT) € R;. Par conséquent, il existe un monde v/ = v.eT € RN™* (w.ey).
Notons également que v € W. Ainsi, (v,v') € Z, d’aprés la définition de Z.

3. Nous montrons que si (u,u’) € Z, alors le fait qu’il existe un monde v’ € R e (u’) implique
'existence d’'un monde v € R} (u) tel que (v,v") € Z, pour tout i € A. Nous avons trois cas

a considérer :

(a) Soit v’ = u.eT et u € W. Supposons qu’il existe un monde v’ € RZN“ (u.eT), pour un
certain i € A. Dans ce cas, v' est un certain v.e tel que v € W, (W, R, V,v) |= pre(e),
(u,v) € R; et (eT,e) € R;. Par conséquent, e = e, ce qui signifie que v/ = v.eT.
Ainsi, (v,v") € Z, d’apres la définition de Z.

(b) Soit v’ = wop.eq et u = wy,.

. . + .
e Supposons qu’il existe un monde v’ € Rév “(wo-€0). Dans ce cas, v’ est un certain

w.e tel que w € W, (W, R, V,w) [= pre(e), (wo,w) € R, et (eg,e) € R,. Ainsi,
e = ey, ce qui signifie que v/ = w.e, et, par conséquent, w € Rq(wp) N ||¢||ar. 1L
existe donc un monde v’ € W¥ tel que V,, = V(w), d’apres la définition de W*¥.
Ainsi v' € R} (w(), d’apreés la définition de R),. De plus, (v,v’) € Z, d’apres la
définition de Z.

Supposons qu’il existe un monde v' € RZNM (wo.€0), pour @ # a. Dans ce cas, v’ est
un certain v.e tel que v € W, (W, R, V,v) |= pre(e), (wj,v) € R; et (eg,e) € R;.
Par conséquent, ¢ = eT, ce qui signifie que v = v.et. Ainsi, (v,0") € Z, d’apres
la définition de Z.

(c) Soit v = w.ey, et w € W% pour un certain w € Rq(wo) N ||| ar tel que V' (u) = V(w).
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e Supposons qu’il existe un monde v’ € R

Nt (w.e,). Dans ce cas, v" est un certain
w'.e tel que w' € W, (W, R, V,w') |= pre(e), (w,w’) € Ry et (ey,€) € R,. Ainsi,
e = ey, ce qui signifie que v' = w’.e,, et, par conséquent, w’ € Ry(wo) N |¢|lm
(puisque R, est symétrique et transitive). Il existe donc un monde v € W¥ tel
que V'(v) = V(w'), d’aprés la définition de W%. Ainsi v € R](wg), d’apres la
définition de R/. De plus, v € R, (u), une nouvelle fois, d’apres la définition de
R/ Ainsi, (v,v) € Z, d’apres la définition de Z.

Supposons qu’il existe un monde v’ € RZN“ (w.ey), pour i # a. Dans ce cas, v/ est
un certain v.e tel que v € W, (W, R, V,v) |= pre(e), (w,v) € R;(w) et (ep, €) € R;.
Par conséquent, e = e1 et v € R}(u), puisque Ri(u) = R (u) = R;(w). Ainsi,
(v,v") € Z, d’apres la définition de Z.
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5.2 Révision privée

Passons maintenant aux opérateurs de révision privée. Ces opérateurs se comportent comme
les opérateurs d’expansion lorsqu’il n’y a pas de contradiction entre les croyances de I'agent et
la nouvelle information. Mais, contrairement a ’expansion, ces opérateurs ne conduisent pas a
un résultat trivial lorsque tel n’est pas le cas.

5.2.1 Postulats

Soient un modele de Kripke KD45,, fini pointé M = (W, R, V, w) et une formule ¢ de L. Le
résultat de la révision privée du modele M par la formule ¢ pour 'agent a est noté M *, ¢ =
(W' R, V' w').

Les postulats de révision AGM peuvent étre réécrits comme suit :

R,0) V'(w') = V(w)

Rj1) M %4 ¢ est un modele KD45,,

Rn2) M %, ¢ = Bap

R,3) M = By si et seulement si M %, ¢ |= By, pour i # a
Rp4) M = BEB; si et seulement si M *, ¢ |= B¥B;1), pour i # a
R,5) Si M %, ¢ |E B, alors M +, ¢ = By

Si M B~ Ba—g, alors M +, o M %, ¢

n
Si M'e M? et - @ =1, alors M %, & M? %, 1
n8) Si Mxq (¢ AY) | Bix, alors (M xq ¢) +a ¥ =B

R,6
Ran7
R
RnL9) Si M *, ¢ (= By, alors (M x4 @) +4 ¢ | Bix implique M *, (¢ A1) E Bix

6)
)
)
)

Tout comme les postulats d’expansion privée, la plupart de ces postulats sont une traduction
des postulats AGM sur les modeles KD45,,. (R,0) exprime le fait que le monde réel ne change
pas. (Ry1) veille & ce que le modele obtenu apres une révision soit toujours un modele KD45,,.
(Rn2) est le postulat de succes, il indique que ¢ est crue par a apres la révision. (R,3) indique
que les croyances de tous les agents sauf a ne changent pas. (Rp4) indique que les croyances de
lagent a & propos des croyances des autres agents ne changent pas. (R,5) et (Ry6) indiquent
que lorsque la nouvelle information est cohérente avec les croyances de I'agent, la révision est
juste une expansion. (R,7) est le postulat d’indépendance a la syntaxe, affirmant que si deux
formules sont logiquement équivalentes, alors la révision par I'une ou l'autre de ces formules
conduit au méme résultat. (R,8) et (Ry9) expriment quand la révision par une conjonction
peut étre obtenue pas une révision suivie d’une expansion.

La propriété suivante montre que, comme pour les postulats d’expansion privée, les postulats
que nous proposons ci-dessus forment une extension conservatrice des postulats de révision
du cadre AGM. En effet, nous montrons que le comportement d’un opérateur satisfaisant ces
postulats sur des formules objectives est identique a celui d’un opérateur AGM classique.
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Proposition 5.5.

Soit *; un opérateur de révision privée satisfaisant les postulats (Rn0)-(Rn9). L’opérateur *
défini par OM x p = O;M*“p est un opérateur de révision AGM (il satisfait les postulats (K * 1)-
(Kx6)).

Démonstration. Soient x; un opérateur de révision privée satisfaisant les postulats (R,0)-(R,9),
et x 'opérateur de révision défini par OZM * (= O;M *¥ Rappelons dans un premier temps que
le postulat (K * 5) est garanti par le fait que la formule ¢, utilisée pour effectuer la révision, est
toujours cohérente. Notons dans un second temps que le fait d’utiliser uniquement des formules
objectives lors de la révision privée suffit & montrer que 'opérateur x; satisfait tous les postulats
AGM. En effet, la plupart des postulats de révision privée étant une traduction des postulats de
révision AGM, nous avons directement : (Ry,1) implique (K * 1), (Ry2) implique (K * 2), (Ry,5)
implique (K * 3), (R,6) implique (K % 4), (R,7) implique (K % 6), (R,8) implique (K * 7) et
(Ryp9) implique (K * 8). O

Nous proposons maintenant une définition constructive d’une famille d’opérateurs de révision
privée caractérisée par nos postulats.

5.2.2 Une famille d’opérateurs de révision

Ces opérateurs sont définis de fagon similaire a I'opérateur d’expansion que nous avons défini
plus t6t, mais dans le cas ou la nouvelle information est incohérente avec les croyances actuelles
de T'agent, ils utilisent un opérateur de révision de croyances AGM classique o pour définir les
nouvelles croyances de ’agent.

Définition 5.5 (Révision de M par ¢ pour l'agent a).

Sotent M = (W, R,V,wg) un modéle de Kripke KD45, fini pointé, ¢ une formule objective
cohérente (¢ € Ly) et o un opérateur de révision AGM. Nous définissons la révision privée de
M par ¢ pour l'agent a comme M %5 o = (W', R, V' w(), avec :

o si Rq(wo) Nl # 0

e alors © = {V,, | w € Ry(wo) N ||¢]|ar}
e sinon, @ = {9 |9 CP et = OMop}

o W =WUW?*U{w)} ou
CWE= U WP e

wWERG (wo)
- W= U {vi}
UIS(S)
e R\ =R,UR?UR? ou

o RY ={(wf,wf) | wf,wi € W#} et

o R) = {(wh, w®) | w? € W#}
e Ri=R; UR? U RY, pour tout i # a, ot
. R? ={(v?,w") | (w,w') € R; et v € W¥}, pour tout i # a, et

o BY = {(wh,w) | (wo,w) € Ry}, pour tout i # a
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o V! =V, pour tout w e W
o V!y =1, pour tout v e W¥
[ ] V’LZJ(I) = V’LUO

La construction du modele révisé est similaire a la construction du modeéle présenté pour
I’expansion. Seul le nouvel ensemble de mondes W¥ est différent : si la nouvelle information ¢
est possible pour 'agent a, il effectue une expansion, sinon les mondes du nouvel ensemble W%
ont pour valuation un modele (propositionnel) de la nouvelle information ¢.

Nous pouvons maintenant montrer que cet opérateur satisfait les propriétés attendues.

Proposition 5.6.
L’opérateur < satisfait les postulats (Rp0)-(Rp9).

Démonstration. Nous montrons que 'opérateur de révision défini a la définition 5.5 satisfait les
postulats de révision privée (Rp0)-(Rn9).

(Rn0) Le construction de M’ = M %$ ¢, nous donne directement V"Lé = V-

(Rn1) Nous voulons montrer que pour tout agent ¢ € A, R} est sérielle, transitive et euclidienne.
Nous obtenons ce résultat en suivant un raisonnement similaire & celui utilisé pour prouver
que Popérateur +, satisfait le postulat (E,1) dans la preuve de la proposition 5.3.

(Rn2) En suivant un raisonnement similaire a celui utilisé pour prouver que 'opérateur +,
satisfait le postulat (E,2) dans la preuve de la proposition 5.3, nous obtenons directement

M x; ¢ | Bagp.

(Rn3) En suivant un raisonnement similaire a celui utilisé pour prouver que 'opérateur +,
satisfait le postulat (E,3) dans la preuve de la proposition 5.3, nous obtenons directement
M %% ¢ = Bap. M = Bt si et seulement si M x, ¢ = B, pour i # a

(Rp4) En suivant un raisonnement similaire a celui utilisé pour prouver que 'opérateur +,
satisfait le postulat (E,4) dans la preuve de la proposition 5.3, nous obtenons directement
M = BEB;# si et seulement si M %, o = BEBv, pour i # a

(Rn5) Supposons que M S ¢ = By, nous voulons montrer que M +, ¢ = B;y. D’aprés (E,3)
et (Rn3), nous avons M« ¢ = B, si et seulement si M |= B, si et seulement si M +,¢ =
Bt pour tout i # a. De plus, d’aprés (En4) et (Rp4), nous avons M = ¢ = BEBy si
et seulement si M = B¥B;1) si et seulement si M +, ¢ = BFB;1) pour tout i # a. Nous
devons maintenant montrer que M 2 ¢ = B,y implique que M +, ¢ = Bgy pour une
formule objective 1. Supposons que M x5 ¢ = By, dans ce cas :

e si M = By, alors Ry(wo) N ||¢|lar = 0. Ainsi, d’apres la définition 5.3, nous avons
M +, ¢ = By L. Nous pouvons donc conclure que M +, ¢ = Bg.

o si M £ By, alors R, (wo) N ||pllar # 0. Ainsi, d’apres les définitions 5.3 et 5.5, nous
pouvons conclure directement que M +, ¢ |= Bg1), en effet, dans ce cas, M +, ¢ =
M x5 .

(Rn6) Comme nous venons de le voir, si M [~ B,—) alors M +, o = M % .
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(Rn7) Si Mo M? et p = ¥, alors {Villw € RL(w) N H‘PHMl} = {VQ\w = R2(w3) N ||¥|| ar2}-
De plus, OM = OM et, d’apres le postulat (K * 6), OM o = OM o). Ainsi, d’apres
la définition 5.5, M1 *2 e M2 %S 1.

(Rn8) Supposons que M %S (¢ A ) = Bix, nous devons montrer que (M *; ¢) +4 ¥ = B;t.
D’apres (Rn3) et (Rp4), nous savons que M x5 (¢ A1) = B;x si et seulement si M = B,y
et M S (o A1) = BEB;x si et seulement si M |= B¥B;x pour tout i # a. D’apres (E,3)
t (En4), nous savons que (M x5 ¢) 4+, ¢ = B;x si et seulement si M %5 ¢ = B;x et
(M %S @) +4 ¢ |= BB,y si et seulement si M xS ¢ = B*B;x pour tout i # a. D’aprés
(Rn3) et (Rp4), nous savons également que M % ¢ = B;x si et seulement si M |= B;x
et M+ ¢ |= BEB; si et seulement si M = B¥B;x pour tout i # a. Par conséquent, pour
tout i # a nous avons M * (p A ) = Bix si et seulement si (M * @) +4 ¢ = Bix et
M %2 (¢ Ap) |= BEB;x si et seulement si (M %S @) 4+, 1 = B¥B;x. Nous devons montrer
que M %S (¢ A1) = Bgx implique (M x5 ) 44 9 = By x pour une formule objective .

e Si R,(wo)N||eAp||ar # 0, alors d’apres la définition 5.5, nous savons que M %5 (pA)) =
M +, (¢ A ) = Bgx. De plus, nous avons R, (wo) N ||e A || C Ra(wo) N |||l # 0.
Dans ce cas, nous avons M %5 ¢ = M +, ¢, ainsi (M 0 @) +q 0 = (M +4 ©) +4 ¥.
Puisque M +, (¢ A ) = Bax, nous avons Yw € Ry (wo), Vi = ((¢ A ) = x). Ainsi
M E Bu((¢ A1) = x). D’apres (En2) et (En5), nous avons M +, ¢ = Byp et
M +4 ¢ = Ba((p A ) = x). De plus, toujours d’apres (En2) et (E,5), nous avons
(M +a¢) +a ¥ = Bath, (M +a ) +a ¥ = Bap et (M +49) +a ) = Ba((p AY) = x).
Ainsi, nous avons (M +,¢) +4¢ E Ba(p A1) ABo((p A) = x), et, d’aprés I'axiome
K, nous avons (M +, ¢) +4 ¥ = Bax.

e Si Ry(wo) Nl Allar =0, alors :

« supposons que M xS ¢ = B,—). Dans ce cas, nous avons (M x5 ¢) +,v¢ = B, L.
Plus particulierement, nous avons (M %5 ¢) +4 ¢ = Bax.

« supposons que M 2 ¢ [~ B,—p. Dans ce cas, nous avons (OM o ) N ||[¢|ar # 0.
Ainsi, (OM o o) A1) ~L, par conséquent, nous avons = & OM o ¢. Puisque o
est un opérateur de révision AGM, il satisfait les postulats (K = 7) et (K * 8).
Ainsi, OM o (p A1) = (OM o0 ) A9p. Par conséquent, nous avons M 2 (¢ Avp) =
(M *g ) +a .

(Rn9) Comme nous venons de le voir, si M x5 ¢ = B,—), alors M *S (o A1) = (M *S @) +4 1.
U

Nous pouvons a présent illustrer le comportement de cette famille d’opérateurs de révision
privée sur un exemple simple.

Exemple 5.2.
Considérons le modéle M de la figure 5.3, ot l’agent 1 croit —=p A\ —q et que l'agent 2 croit p A q.
L’agent 2 croit p A\ q et que l'agent 1 croit p &< q.

Apres la révision par p A q, Uagent 1 doit croire p A q et les croyances de 'agent 2 doivent
rester inchangées. Le modéle obtenu est donné dans la figure 5.4. Dans cet exemple, l'agent 1
utilise l'opérateur de révision AGM de Dalal.

Nous pouvons observer sur cet exemple que le modéle révisé M’ obtenu en utilisant la défi-
nition 5.5 peut ne pas étre minimal (la méme chose arrive pour les modéles étendus obtenus a
Uaide de la définition 5.8). Néanmoins, un modéle minimal peut étre obtenu par bisimulation.
Sur cet exemple, cela conduit au modéle décrit o la figure 5.5.
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FIGURE 5.4 — Modéle résultant de la révision privée du modele M, de la figure 5.3, par p A ¢
pour 'agent 1

FIGURE 5.5 — Modéle minimal bisimilaire au modele M’, de la figure 5.4

5.2.3 Liens avec les logiques épistémiques dynamiques

Comme pour 'expansion, nous pouvons définir notre approche de la révision privée a ’aide
d’un modele produit M entre le modéle de Kripke fini pointé initial M et un modele d’évé-
nement pointé N particulier, que nous appelons modéle d’événement de révision. Nous utilisons
cette fois des modeles d’événements avec assignements [VAN DITMARSCH et al. 2005]. Ces der-
niers sont des structures de la forme (FE, R, pre,pos,ep), ou E, R et pre sont définis comme
précédemment et pos est une fonction qui retourne, pour chaque événement possible e sa post-
condition pos,. Les post-conditions sont des affectations de variables propositionnelles a T ou
1. Ainsi, pos est utilisée pour réinitialiser les valuations apres I'exécution des événements.

Ces modeéles d’événement de révision sont définis comme suit :

Définition 5.6 (Modele d’événement de révision).
Soit une formule ¢ de Lo, nous appelons modéle d’événement de révision le modéle d’événement
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N*a = (E, R, pre, pos, eg) défini comme suit :

E = {eg, et} U{e? | v) e W¥)
Ra = {(eosep) [ v, € WEHU{(enh, en2) | vpt, vpz € WH U {(er,e1)}

wl’ w2
R; = {(eo.eT), (eT,eT)} U{(eh,eT) | v) € W“”}, pour tout i # a
pre(eg) = A\ pA A -w
pev’wo pGP\VwO
pre(ey) = A pA N\ -»
PEVy pEP\ Vi

pre(eT)

POS¢y

@
T, sivfED
1, sivlfEDp

0

Le modele d’événement ici est semblable a celui de ’expansion. La différence est que 1’évé-
nement possible e, est remplacé par une clique d’événements possibles ei.

Le produit d’un modele de Kripke fini pointé M par un modele d’événement de révision
N*a est le nouveau modele de Kripke pointé MN = (WN*E,RN*g,VN*g,w.e% ot WM™ e
RN soont définis de la méme manieére habituelle (voir définition 3.15 et la nouvelle valuation
est V"' = {p | pos,,(p) = T}.

La propriété suivante montre que la notion de révision privée donnée a la définition 5.5

[e]
’ . ~ . ~ 7 . ’ . 7 *
est équivalente a un produit de modeles spécifiques. Plus précisément, M %7 ¢ et M N*a gont
. . . . ~ o N ’ 7’ ’ . .
bisimilaires (ot N*« est un modele d’événement de révision).

Proposition 5.7.
(M %2 @) & MN*e.
Démonstration. Soient un modele de Kripke KD45,, fini pointé M = (W, R, V,wp), un modele
d’événement de révision N*a = (E, R, pre, pos, eg) et une formule ¢ de Ly. Soient deux autres mo-
deles de Kripke KD45,, finis pointés M’ = (W', R/, V', wy() et MN*e = (WN*8 , RN* , K , WO-€0)
tels que M’ = M %2 ¢ et MV = M ® N*a.

Considérons la relation Z = W’ x WN* telle que Z = {(w,w.et) | w € W}EU{(w}, wp.ep) } U
{2, w.e?) | v? € W¥ and w € Ry(wp) and Vv’g =0 = Vé\:g}

Notons que tous les mondes de W™ sont dans la relation, puisque wg est le seul monde tel
que pre(ep) est vrai. Nous montrons que Z est une bisimulation :

1. Si (u,u) € Z, alors V) = VUJY*Z. En effet, puisque :
(a) Vi = Vi = V2

(b) Vi = V(wo) = Vi g

wo-€0

() VIy =0 =V
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2. Nous montrons que si (u,u’) € Z, alors le fait qu’il existe un monde v € R}(u) implique

qu'il existe un monde v' € RelsN"™ (u') tel que (v,v') € Z, pour tout agent i € A. Nous
avons trois cas a considérer :

(a) Soit u € W et ' = u.et. Supposons qu'’il existe un monde vR}(u), pour un certain
i € A. Puisque R}(u) = R;(u), nous savons que v € W. Notons que (u,v) € R; et
(eT,e1) € R;. Par conséquent, il existe un monde v' = v.et € RN*g (u.eT). De plus,
d’apres la définition de Z, (v,v') € Z.

(b) Soit u = wy et v’ = wy.ep.

e Supposons qu'il existe un monde v € R, (wf). Dans ce cas, v € R)(w(). Plus
précisément, v est un certain v;’; € W¥ tel que Vg = 9, pour un certain w €
R, (wp). Notons que (wg,w) € R, et (eq, w) € R,. “Par conséquent, il existe un
monde v/ = w.el), € R(]lv*g (wo.e0) tel que VIV “ = 9. De plus, d’apres la définition
de Z, (v,0') € Z.

e Supposons qu'il existe un monde v € R/ (w}), pour i # a. Dans ce cas, v € RY(w}),
ainsi v € R;(wp). Notons que (wg,v) € R; et (ep,eT) € R;. Par conséquent, il

existe un monde v/ = v.eT € RZN*“ (wg.ep). De plus, d’apres la définition de Z,
(v,0') € Z.

(c) Soit u € W¥ et u' = w.eY,, pour un certain w € R,(wp) et V! =9 = V)™

e Supposons qu’il existe un monde v € R, (u). Dans ce cas, par définition de R,
v € W¥. Plus précisément, v est un certain v , € W¥? tel que V » =1 pour un

certain w’ € R,(wp). Notons que (w, w) € R, et (e? € R,. Par conséquent,

ey et
il existe un monde v’ = w’ e RN @ (w.e ) De plus, d’apres la définition de Z,
(v,0") € Z.

e Supposons qu'il existe un monde v € R}(u), pour i # a. Dans ce cas, v € R;(w),
d’apres la définition de R;. Notons que (w v) € R; et (e¥,eT) € R;. Par consé-
quent, il existe un monde v/ = v.eT € RZN (w.e ) Notons également que v € W.
Ainsi, v,v") € Z, d’aprés la définition de Z.

3. Nous montrons que si (u,u’) € Z, alors le fait qu'il existe un monde v € RN (u') implique
'existence d’un monde v € R}(u) tel que (v,v") € Z, pour tout i € A. Nous avons trois cas
a considérer :

(a) Soit ' = u.et et u € W. Supposons qu’il existe un monde v' € RzN*Z (u.eT), pour
i € A. Dans ce cas, v’ est un certain v.e tel que v € W, (u,v) € R; et (eT,€) € R;.
Par conséquent, e = e, ce qui signifie que v' = v.eT. Ainsi, (w,v") € Z, d’apres la
définition de Z.

(b) Soit v = wp.ep et u = wy :
e Supposons qu’il existe un monde v’ € R,]IV ta (wg.ep). Dans ce cas, v est un certain
w.e tel que w € W, (wp,w) € R, et (eg,e) € Ry. Ainsi e = eV, ce qui signifie
que v = w.eg}et, par conséquent, w € R, (wp) et VUJJV ) = = 9. 1l existe donc un

monde v € W% tel que V,, = ¢, par définition de W¥. A1n51, v € Rl (wp), d’apres
la définition de R),. De plus, (w,v") € Z, d’apres la définition de Z.
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e Supposons qu’il existe un monde v’ € Rfv*“ (wp.€p), pour i # a. Dans ce cas, v/
est un certain v.e tel que v € W, (wg,v) € R; et (eg,e) € R;. Par conséquent,
e = e, ce qui signifie que v = v.e1. De plus, (v,v') € Z, d’apres la définition de
Z.

(c) Soit v = w.el) et w € W¥, pour un certain w € Ry(wy), et V) =9 = V¢

° Supposons qu’il existe un monde v’ € RN a (w.e ) Dans ce cas, v’ est un certain
w'.e tel que w' € W, (w,w') € Ry et (el),e) € R,. Ainsi, e = efu, ce qui signifie
que v = w’ .eg, et, par conséquent, w’ € R, (wp). Il existe donc un monde v € W¢
tel que V,, = 9', par construction de W¥. Ainsi, v € R/, (wy), par construction de
R),. Par conséquent, une nouvelle fois d’apres la définition de R, v € R],(u). De
plus, (v,v") € Z, d’apres la définition de Z

), pour i # a. Dans ce cas, v’ est
e) € R;. Par conséquent, e = et

e Supposons qu’il existe un monde v’ € RN (
un certain v.e tel que v € W, (w,v) € R; et
et v € R}(u), puisque R}(u) = RF( ) RZ
définition de Z.

w.e
(2,
(w). De plus, (v,v") € Z, d’apres la

5.3 Discussion

Comme expliqué dans le chapitre précédent, il existe plusieurs travaux sur les liens entre les
logiques épistémiques et la théorie du changement de croyances. La plupart d’entre eux étudient
la fagon d’encoder les opérateurs de changement de croyances dans un modele épistémique [VAN
DITMARSCH 2005, BALTAG & SMETS 2006, BOARD 2004, VAN BENTHEM 2007], en utilisant les
relations d’accessibilité pour coder les différents niveaux de plausibilité des croyances de ’agent.
Fondamentalement, le probléme est d’essayer d’encoder la révision de croyances dans le modele
épistémique.

A Tinverse, nous étudions comment effectuer la révision (et 'expansion) de croyances dans
un modele KD45,,, représentant les croyances d’un groupe d’agents.

Dans [HERZIG et al. 2005] Herzig, Lang et Marquis étudient la progression dans les structures
de croyances multi-agents. Leur travail porte principalement sur les effets des actions a ’aide
de la mise a jour, mais ils mentionnent brieévement le probléme de la révision par des formules
objectives. Leur construction est liée a celle que nous proposons, mais ils n’ont pas étudié les
propriétés des opérateurs qu’ils proposent.

Le travail le plus proche du nétre est certainement 1’étude de ’expansion et de la révision
privée proposée dans [AUCHER 2010, AUCHER 2008]|. La différence est que Aucher considére un
modele interne du probléme, c’est-a-dire un modele de la situation du point de vue de chaque
agent, de sorte qu’il n’utilise pas un modele KD45,, pour modéliser le systeme, mais un modele
interne par agent. Il utilise une notion de monde possible multi-agents afin de calculer le résultat
de la révision, (le résultat de la révision est un ensemble de mondes multi-agents), alors que dans
ce travail, nous travaillons avec des modeles KD45,, et nous obtenons un unique modele KD45,,
résultant de la révision.

Il est facile de définir une traduction entre les modeéles internes et les modeles KD45,,, nous
pouvons donc étudier les liens entre les opérateurs d’expansion et de révision que nous propo-
sons et ceux proposés (sur les modeles internes) dans [AUCHER 2010, AUCHER 2008]. En ce qui
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concerne l’expansion, il s’avere que les deux opérations sont équivalentes (ce qui n’est pas sur-
prenant puisque nous avons prouvé qu'il existe un seul opérateur d’expansion rationnel). Tout
d’abord, notons qu’il est possible d’obtenir un modele interne Ip; pour 'agent a € A a partir
de tout modele KD45,, fini pointé M = (W, R, V,wy). En effet, il suffit de considérer 1’ensemble
formé des modeles M*¥ = (W, R, V,wF) générés a partir de chaque w® tel que w* € R,(wp).
De méme, il est possible d’obtenir un modele d’événements interne In+, pour 'agent a € A a
partir du modele d’événements d’expansion N e, Maintenant, il est facile de voir que le modele
interne pour a obtenu & partir du produit de M par N T est le méme que le produit de Ip; par
In+a-

En ce qui concerne la révision, la situation est différente. Aucher permet la révision par des
formules subjectives et calcule des distances entre les modeles (épistémiques) correspondants.
Nous nous intéressons dans ce travail uniquement a la révision par des formules objectives. Et
dans ce cas particulier, la révision de Aucher ne permet pas a ’agent concerné par la révision
privée de choisir parmi les modeles de la formule objective, ceux qui sont les plus plausibles.
Nous pouvons le faire grace aux opérateurs AGM sous-jacents a la définition de opérateur
de révision privée. Donc, le résultat de la révision privée au sens de notre définition implique
(parfois strictement) le résultat donné par la révision de Aucher.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le changement de croyances dans un contexte multi-
agents. Plus précisément, nous avons étudié I'expansion et la révision privée de modeles KD45,
finis pointés par des formules objectives. Nous avons proposé un ensemble de postulats pour
Iexpansion et la révision privée proche des postulats AGM classiques pour le cas d’un agent
unique. Nous avons également proposé une définition des opérateurs d’expansion et de révision
et montré que les opérateurs ainsi définis satisfont les propriétés recherchées.

Une des extensions de ce travail est définir 'opération de contraction privée. En effet, les
opérateurs de contraction et de révision étant étroitement liés d’en d’autres cadre par les identités
de Levi et de Harper, il serait intérressant de vérifier que dans le cadre des changements privés,
ces identités sont toujours valables.

Une autre des extensions de ce travail est bien entendu ’étude du probléme du changement
de croyances par des formules subjectives. Pour ’expansion, la méthode sera assez semblable a
celle que nous avons décrite ici pour les formules objectives. Pour la révision, en revanche, le cas
des formules subjectives est a la fois plus complexe et plus riche que la révision par des formules
objectives, en raison de l’exigence de la minimalité du changement. Nous présentons dans le
chapitre suivant certaines mesures intéressantes entre modeles de Kripke que nous utilisons
pour définir un changement minimal pour la révision.

Enfin, une extension que nous voulons aborder est le changement de groupe. L’idée est que
la nouvelle information n’est pas donnée en privé a un seul agent, mais & un groupe d’agents.
Ce cas comprend changement privé et changement public comme des cas particuliers. Il est
donc clairement plus général. L’interaction entre les agents ajoute des problémes intéressants
supplémentaires, car chaque agent du groupe devra réviser ses croyances sur les croyances des
autres agents du groupe qui ont regu la méme information.
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Chapitre 6

Distances entre modeles de Kripke
KD45,, finis pointés

You’ve never heard of the Millennium Falcon ? ... It’s the ship that made the Kessel
run in less than 12 parsecs. (Han Solo — Star Wars IV : A New Hope)

Le concept de distance se révele étre un concept clé pour un certain nombre d’applications
en intelligence artificielle. En particulier, en représentation des connaissances, les distances entre
interprétations (ou entre formules) constituent une notion sur laquelle de nombreux opérateurs
de changement de croyances (opérateurs de révision, opérateurs de fusion, etc.) sont ancrés.
Ces opérateurs sont régis par un principe de changement minimal, qui consiste a sélectionner les
modeles les plus plausibles d’une contrainte donnée (la nouvelle information en cas de révision de
croyances, ou les contraintes d’intégrité en cas de fusion de croyances), étant donné les croyances
actuelles de(s) l'agent(s).

Comme définir des opérateurs de révision concrets pour les modeles de Kripke est aujourd’hui
attendu (voir [HERZIG 2014]), notre objectif est de définir de tels opérateurs de révision pour
les modeles de Kripke KD45,, finis. Pour ce faire, nous examinons d’abord la notion de distance
entre ces modeles.

Pour autant que nous le sachions, une seule distance a été définie a ce jour pour mesurer a quel
point des modeles de Kripke sont différents. Cette distance a été présentée dans [AUCHER 2008]
et concerne la révision de modeéles épistémiques subjectifs. Pour étre plus précis, il s’agit du degré
de similarité entre les modeles épistémiques subjectifs que nous avons présenté plus tot (voir
chapitre 4, section 4.2.2). Ce degré de similarité peut étre directement traduit en une distance
entre les modeles de Kripke KD45,.

Dans ce chapitre, nous présentons des distances entre les modeles de Kripke KD45,, qui sont
des alternatives a celle proposée par Aucher. Ces distances peuvent également étre facilement
adaptées aux modeles subjectifs de Aucher, et donc étre également utilisées pour définir de
nouveaux opérateurs de révision dans ce cadre [AUCHER 2010]. Cing nouvelles distances entre
les modeles de Kripke KD45,, sont étudiées. Trois d’entre elles sont basées sur un affaiblissement
de la relation de bisimulation standard entre les modéles de Kripke. Les deux autres reposent
sur une agrégation des distances propositionnelles entre ’ensemble des valuations pour différents
degrés modaux dans les deux modeéles.

Au-dela des propriétés standard des distances (indiscernabilité, symétrie, sous-additivité et
non-négativité), trois autres propriétés, qui ont du sens pour les distances entre les modeles
de Kripke KD45,,, sont introduites. En quelques mots, la premiere exprime le fait que plus le
degré de discordance modal est grand (& savoir, plus le degré des formules qui ne sont pas
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satisfaites dans un des deux modeles est grand), plus la distance entre les deux modeles est
petite. La deuxiéme propriété exprime que toutes les discordances a un degré modal donné ne
doivent pas étre considérées comme équivalentes. Cela signifie que I'on doit aller au-dela de la
distance dichotomique drastique (identique/différent) entre les (valuations des) mondes, et ainsi
définir des distances qui permettent une évaluation plus fine des différences entre les modeles. La
troisiéme propriété a pour objectif de caractériser les distances qui sont basées sur des distances
sur un langage propositionnel classique. Lorsque I'on considere I'application de ces distances
pour la révision de croyances, nous introduisons une derniere propriété, appelée propriété de
« finitude », qui assure qu’il n’y a qu’un nombre fini de modeles a considérer pour le calcul de
la révision.

Pour chaque distance introduite, les propriétés qu’elle satisfait sont identifiées. Nous mon-
trons que trois distances parmi les cinq prises en compte satisfont toutes les propriétés considé-
rées et que toutes peuvent étre utilisées pour caractériser des opérateurs de révision de croyances
basés sur le cadre AGM standard, mais adaptés aux modeles de Kripke KD45,,.
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6.1 Préliminaires

Soit K I’ensemble des modeles de Kripke KD45,, finis pointés. Dans ce qui suit, nous nous
référons a des modeles de Kripke comme une abréviation pour les modeles de K.

Nous commencons par rappeler la notion usuelle de distance, que nous adaptons légerement
pour les modeles de Kripke :

Définition 6.1 (Distance).
Une distance entre deuz modéles de Kripke est une application d de K? dans R qui satisfait les
propriétés suivantes :

(D1) d(M,M'") =0 si et seulement si M < M’ (indiscernabilité)
(D2) d(M,M'") =d(M', M) (symétrie)
(D3) d(M,M") < d(M, M)+ d(M', M") (sous-additivité)
(D4) d(M,M’) >0 (non-négativité)

Dans [AGOTNES et al. 2012], les auteurs proposent d’autres propriétés que des distances de-
vraient satisfaire. Il se trouve que certains de ces propriétés sont des conséquences des propriétés
(D1) — (D4) :
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Lemme 6.1.
Soit d une application de K? dans R. Si d satisfait les propriétés (D1) — (D4), alors d satisfait :

(DK1) Si M = M’ alors d(M,M') =0
(DK2) Si M < M’ alors d(M,M') =0
(DK3) Si M'< M" alors d(M,M'") = d(M, M")
(DK4) Si M'< M" alors d(M', M) = d(M", M)

Démonstration. Considérons trois modele de Kripke M, M’ et M"”, ainsi qu'une distance d entre
modeles de Kripke (d satisfait donc les propriétés (D1) — (D4)).

Nous montrons que d satisfait (DK1). Supposons que M = M’, ainsi, nous avons M < M.
(D1) nous permet de conclure que d(M, M') = 0.

Le fait que d satisfasse (D1) nous permet directement de conclure que d satisfait (DK2).

Nous montrons que d satisfait (DK3). Supposons que M’ < M" | d’apres (D3), nous avons :

d(M,M'") < d(M,M")+d(M", M) (1)
d(M,M")y < d(M,M'") +d(M', M") (2)
De plus, d’apres (D2) et (D1), nous avons :
dM',M"y=d(M",M'") =0 (3)
1 et 3 nous donnent :
d(M,M") < d(M,M") (1)

De la méme maniére, 2 et 3 nous donnent :
d(M,M") < d(M,M") (1I1)

Enfin, I et II nous permettent de conclure que d(M, M') = d(M, M").
Le fait que d satisfasse (D2) et (DK3) nous permet directement de conclure que d satisfait
(DK4). O

Les autres propriétés considérées par Agotnes ne peuvent pas étre satisfaites en présence de

(D1) — (D4).

Lemme 6.2.
Soit d une application de K? dans R. Si d satisfait les propriétés (D1)-(D4), alors d ne peut
pas satisfaire :

(DK5) d(M,M") > d(M, M)+ d(M', M")
(DK6) d(M,M") = d(M, M)+ d(M', M")

Démonstration. Considérons une distance d entre modeles de Kripke (d satisfait donc les pro-
priétés (D1) — (D4)).

Nous montrons que d ne satisfait pas (DK5). Supposons que (DK5) soit satisfait. Consi-
dérons trois modeles de Kripke M, M’ et M"” non bisimilaires deux & deux. Nous savons donc
que d(M,M’) # 0, d(M,M") # 0 et d(M',M") # 0. D’apres (DK5) et (D3) nous avons,
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d(M, M") = d(M,M') + d(M',M"), d(M,M’') = d(M,M") + d(M",M") et d(M', M")
d(M', M) + d(M,M"). Par conséquent, nous avons d(M,M") = d(M,M") + d(M", M’)
d(M', M)+d(M,M"). D’apres (D4), nous devrions avoir d(M, M') = d(M', M") = d(M, M")
0; ce qui contredit notre hypothese de départ.

Nous montrons que d ne satisfait pas (DKG6). Supposons que d satisfasse (DK6). Dans ce
cas, d satisfait a la fois (D3) et (DK5). Ce qui contredit le fait que d ne satisfait pas (DK5),
que nous venons de démontrer. O

=+ 1

Pour définir des distances sur les modeles de Kripke nous considérons certaines propriétés
attendues supplémentaires. Avant de présenter ces propriétés, nous introduisons une fonction de
modification qui sera utilisée pour changer la valuation d’un monde w’ dans un modele M pour
correspondre & une autre valuation .

Définition 6.2 (Fonction de modification).
Soient M = (W, R, V,w), w' € W, et ¢ une valuation. Nous désignons par M (9 — w’) le modéle
obtenu en changeant la valuation de w' par ¥, défini comme suit :

M — w') = (W,V', R,w) ou
V' = {Volv# w'} U{Viy[Vp € P, Vi (p) = 9(p)}
Nous pouvons maintenant définir les propriétés supplémentaires.

(D5) VM = (W,V,R,w), Vu',w" € W, V9,9 si heightyi(w’) < heighty(w”) et M’ =
M@ — w') et M" = M (9 — w") avec V,y # 9, alors d(M,M") > d(M, M").

(D6) IM = (W, V,R,w), Fw' € W, 39,9 tel que M' = M (9 — w') et M" = M (9 — w') et
A(M, M) # d(M, ")

(D7) 1l existe une distance propositionnelle non drastique dy telle que VM = (W, V, R, w),
V' € W, V0,0, st M = M (9 — w') et M" = M (¥ — w') et dy (9, Vi) < dy (¥, Vi),
alors d(M, M'") < d(M, M").

(D5) exprime le fait que plus le degré de discordance modal (& savoir, plus le degré de
formules qui ne sont satisfaites que dans un des deux modeles) est grand, plus la distance
entre les deux modeéles est petite. Fondamentalement, cette propriété doit étre évaluée en tenant
compte de I'utilisation de modeles épistémiques pour prendre des décisions stratégiques. A titre
d’illustration, considérons un jeu de cartes, ou tout autre jeu en information imparfaite (comme
Cluedo, par exemple). Alors il est plus dommageable pour un joueur A de faire une erreur sur les
croyances d’un autre joueur B (puisque ces croyances sont utilisées pour prendre de nombreuses
décisions stratégiques), plutot que de se tromper sur les croyances de B sur les croyances de A
sur les croyances de B.

(D6) exprime que toutes les discordances au degré modal k ne sont pas équivalentes, ce qui
signifie que 'on doit faire mieux que la distance dichotomique drastique (méme/différent) entre
les (valuations des) deux mondes.

(D7) stipule que la distance entre deux modeles doit étre basée sur une distance proposi-
tionnelle classique entre les valuations. Il est clair que (D7) est plus exigeante que (D6) :

Proposition 6.1.
Soit d une distance entre modéles de Kripke. Si d satisfait (D7), alors d satisfait (D6).
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Démonstration. Soit une distance d entre modeles de Kripke. Soient un modele de Kripke M =
(W, V, R,w), un monde w' de W, ainsi que deux valuations 91 et ¥, différentes de V. Consi-
dérons deux modeles de Kripke M’ et M” tels que M’ = M (97 — w') et M" = M (93 — w').
Supposons que d satisfasse la propriété (D7) basée sur une distance propositionnelle dy .
Dans ce cas, nous savons que si dy (01, V) < dy (92, Vi), alors d(M, M') < d(M, M"). O

6.2 Etude de distances existantes entre modéles de Kripke

Dans [AGOTNES et al. 2012, des mesures entre modeéles de Kripke ont été définies. Ces
mesures n’ont pas été définies spécifiquement pour les modeles KD45,,. En effet, ces mesures ont
été définies pour des modele SH spécifiques, ils doivent avoir le méme ensemble de mondes, le
méme monde pointé ainsi que le méme ensemble de fonctions de valuation. Seuls les ensembles de
relations d’accessibilité peuvent étre différents. Néanmoins, ces mesures peuvent étre adaptées
comme suit.

Définition 6.3 (« Kripke Distance » [AGOTNES et al. 2012]).
Soient deuz modéles de Kripke M = (W, R, V,wg) et M' = (W, R/, V,wq). Nous désignons par
dic(M, M") la distance de Kripke entre M et M', définie comme suit :

Sic(M,M") =" |R,\ Ry
acA

Définition 6.4 (« Kripke Distance on Minimal Models » [AGOTNES et al. 2012]).
Soient deur modéles de Kripke M = (W, R, V,wg) et M' = (W, R',V,wg). Nous désignons par
Omin(M, M) la distance de Kripke minimale entre M et M', définie comme suit :

5mzn(Ma M/) = 5IC(/L(M)3 M(M/))

Dans [AGOTNES et al. 2012], il est montré que dx et 6,4, satisfont les propriétés (D1), (D3)
et (D4). Il est toute fois clair que ces « distances » ne sont pas symétriques. Néanmoins, deux
légeres modifications de dx et &y, suffisent & résoudre ce probleme. En effet, pour que 6,,;, soit
symétrique, il suffit que dx le soit également. Pour que dx soit symétrique, nous pouvons soit uti-
liser la différence symétrique au lieu de la différence ensembliste entre les relations d’accessibilité,
soit prendre le différence ensembliste la plus petite entre les relations d’accessibilité.

1. 5,1C(M,M') = > |R.AR)|
a€A

2. 0% (M, M") = ZAmin(lRa\Rzl, |R; \ Ral)
ac

3. 08, = O (u(M), n(M"))

min
4. Opin = O ((M), p(M"))
Nous avons ainsi quatre distances entre modeles de Kripke.

Proposition 6.2.

Sk, 0%, 3. et 61 . satisfont les propriétés (D1) - (D4).

Démonstration. 1l reste & montrer que 5,10 5,20 83 im €t 5;‘;1”1 satisfont (D2). Par définition de ces
distances, nous pouvons directement conclure que (D2) est satisfait par celles-ci. O
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Il reste néanmoins un probleme assez important. En effet, le fait que, pour utiliser ces dis-
tances, seuls les ensembles de relations d’accessibilité R entre deux modeles peuvent différer est
une contrainte bien trop restrictive pour 'utilisation de ces distances dans le cadre de la révision
de croyances.

De plus, en I’état, aucune de ces quatre distances ne satisfait la propriété (D5), puisque nous
ne prenons pas en compte la profondeur des mondes causant la discordance entre les modeles.
Il en est de méme pour les propriétés (D6) et (D7), puisque nous ne prenons pas en compte la
valuations des mondes dans le calcul de ces distances.

Proposition 6.3.

Sk, 0%, 3. et 6. me satisfont ni (D5), ni (D6) ni (D7).

Démonstration. Le fait que ces distances comparent uniquement les relations d’accessibilité entre
les modeles est suffisant & montrer qu’elles ne satisfont ni (D5), ni (D6) ni (D7). O

Comme nous l’avons présenté plus tot, dans [AUCHER 2008], une notion de degré de similarité
entre les modeéles de Kripke, basée sur la notion de n-bisimulation, est proposée.

En se basant sur ce degré de similarité, nous pouvons définir une distance entre modeles de
Kripke. Nous calculons la distance entre les modéles M et M’ en additionnant les sous-distances,
dépendant de la profondeur, en fonction des éléments du n-uplet s*(u(M), u(M")). La distance
entre ces deux modeles a une profondeur p < k est donnée par la différence entre 1 (le degré
maximum) et le (p + 1)*7¢ élément de s*(u(M), u(M")).

Définition 6.5 (Distance de similarité).
Soient deux modéles de Kripke M = (W, R, V,w) et M' = (W', R V' W), et n = |W|-|W'|+1.

n

dAM, M") = (1= s7(u(M), u(M")))
1=0

ot s (u(M), p(M")) est le (i + 1)°™¢ élément de s™(u(M), u(M')).

Le probléme avec cette distance, est qu’elle ne satisfait aucune des propriétés (D5)-(D7),
que nous avons introduites dans la section précédente.

Proposition 6.4.
dA ne satisfait ni (D5), ni (D6) ni (D7).

Démonstration. Considérons un modele de Kripke M = (W, R, V, w).

Nous commengons par montrer que d.A ne satisfait pas (D5). Prenons I’exemple suivant,
P = {z,y}, W = {w,v}, R = {R1, R2} avec Ry = {(w,v),(v,v)} et Ry = {(w,v), (v,w)},
Vw(z) =0, Viy(y) =1 et V() = 1, V,(y) = 0. Considérons une valuation 9 telle que ¥(z) = 1
et ¥(y) = 0, ainsi que deux modeles de Kripke M; = M (9 — w) et My = M (¥ — v). Soit
k = |W|?> +1 = 5. Ainsi, nous avons s®(u(M), u(M)) = (0,1,1,1,1,1) et s*(u(M), u(Ms)) =
(%,0,0,0,0,0). Par conséquent, nous avons dA(M,M;) = 1 et dA(M,M;) = 5.8. 1l est clair
ici que heightyi(w) < heighty(v) et dA(M, My) < dA(M, Ms). Ceci montre bien que dA ne
satisfait pas (D5).

Nous montrons maintenant que d.A ne satisfait pas (ID6). Considérons deux valuations 9; et
Y9 ainsi que deux modeles de Kripke M; et My tels que My = M (Y1 — v) et My = M (92 — v)
avec U1 # V, # VU2 et heightyi(v) = p. Clairement, nous avons height(M) = height(M;) =
height(Ms). Soit k = |W|? 4 1. Ainsi, nous avons sf(u(M), u(M)) = £ = sf(u(M), p(Mz)). En
¥ nous donne sk (u(M), pu(M1)) = sk (u(M), u(Ms))

suivant la définition 4.11, une itération sur s;
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pour tout i € [0; k]. Ainsi dA(M, M) = dA(M, Ms). Ceci montre bien que d.A ne satisfait pas
(D6).

Le fait que d.A ne satisfasse par (D6) nous permet de conclure, en utilisant la proposition
6.1, que dA ne satisfait pas (DT7). O

6.3 Nouvelles familles de distances

Nous allons maintenant introduire plusieurs familles de distances D,‘fl. Chaque distance d
d’une famille DY, est définie pour un ensemble fini de modeles de Kripke finis contenant au
plus m mondes. Quel que soit ’ensemble fini de modeles finis considéré, 'existence d’un tel m
adapté a celui-ci est assuré par le fait que tous les modeles qu’il contient sont finis. Toutes les
(familles de) distances que nous introduisons sont calculées entre les modeéles minimaux associés
aux modeles de Kripke considérés au départ (notez 'utilisation de la fonction de minimisation
p dans les définitions). Ceci est nécessaire, afin d’assurer que les modeles bisimilaires soient,
comme attendu, a une distance nulle.

6.3.1 Distances via les bisimulations

Nous exploitons dans un premier temps la notion de bisimulation afin de définir de nouvelles
distances entre les modeles de Kripke. Nous allons tout d’abord introduire un résultat utile,
a savoir qu’il existe un certain rang k a partir duquel une k—bisimulation implique une (k +
1)—bisimulation, puisque nous considérons un ensemble de variables propositionnelles finis P.
Nous avons choisi comme valeur pour ce rang k la taille du plus grand ensemble de mondes,
parmi les modeles que nous allons considérer, plus un. Ce résultat renforce un résultat similaire
di & Balbiani et introduit dans [AUCHER 2008].

Proposition 6.5.
Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R, V' w') deux modéles de Kripke contenant au plus m
mondes. Si M <, M', alors M < M’

Démonstration. Nous commencons par introduire et prouver un lemme qui sera utilisé dans
la preuve de cette proposition. Ce lemme stipule que, pour deux modeles de Kripke M =
(W,R,V,w) et M' = (W' R, V' w'), si il existe une n—bisimulation Z (avec n > 1) et que
(w,w") € Z, alors I'existence d’une séquence de n— 1 mondes w; telle que wRwy Rwa R - - - Rwy,—1
implique Pexistence d’une séquence de n — 1 mondes w; telle que w' R'w| R'w4j R’ - - - R'w],_; ainsi
que lexistence d’une 1—bisimulation Z’ telle que (wp—1,w),_;) € Z’; et inversement.

Lemme 6.3.
Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W' R, V' w') deur modéles de Kripke, et Z C
W x W'. Si Z est une n-bisimulation (avec n > 1) telle que (w,w') € Z, alors :

1. s’il existe un monde v € W tel que wRy, ---R,, v, alors il existe un monde
v € W' otel que w'R;, ---R;, v et il existe une 1-bisimulation Z' telle que
(v,0') € Z'.°

2. s’il existe un monde v' € W' tel que w'Ry, --- R, _ v, alors il existe un monde

vE W tel que wRq, -+ R, ,v; et il existe une 1-bisimulation Z' telle que (v,v") €
Z'.

5. Nous utilisons la notation wRq, - -+ R4, ;v comme une abréviation de wRs, w1 Ra, w2 ... wWn—2Ra, ,v.
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Démonstration. Considérons deux modeles de Kripke M = (W, R,V,w) et M' =
(W' R, V' w') et une relation Z C W x W’. Si Z est une 2-bisimulation et (w,w’) € Z,
alors la définition 3.9 nous permet de conclure directement.

Supposons que, pour tout n > 1, si Z est une n-bisimulation et (w,w’) € Z, alors :

(1.1) s’il existe un monde v € W tel que wRy, - - - Ry, v, alors il existe un monde v" € W’

—_———
(n—1)x
tel que w' R, - - -R;jv’ ; de plus il existe une 1-bisimulation Z’ et (v,v') € Z'.
———
(n—1)x

(1.2) s'il existe un monde v' € W' tel que w'R;, --- R v', alors il existe un monde

(n—1)x
v € Wtel que wRy, - - - Rq;v; de plus il existe une 1-bisimulation Z’ et (v,v') € Z'.
(n—1)
n—1)x

Si Z est une (n + 1)-bisimulation et (w,w') € Z, alors, d’apres la définition 3.9, nous
avons :

(2.1) s’il existe un monde v € W tel que (w,v) € R,, alors il existe un monde v' € W’
tel que (w',v") € R, et il existe une n-bisimulation Z’ telle que (v,v’) € Z'.

(2.2) ¢l existe un monde v' € W' tel que (w’,v’) € R, alors il existe un monde v € W
tel que (w,v) € R, et il existe une n-bisimulation Z’ telle que (v,v’) € Z'.

(1.1) et (2.1) nous donnent : si il existe un monde v € W tel que wRw, alors il existe
un monde v € W’ tel que w' R'v' et :

. 8'il existe un monde u € W tel que v Ry, - - - Ry, u, alors il existe un monde v’ € W’
————

(n—1)x
tel que v'R;, -~ Rj u'; et il existe une 1-bisimulation Z' telle que (u,u) € Z'.
————

(n—1)x
. §'il existe un monde v’ € W’ tel que 'Ry, - -- jo o', alors il existe un monde u € W
—_——
(n—1)x
tel que vRy, - -- Roju; et il existe une 1-bisimulation Z' telle que (u,u’) € Z'.
—_————
(n—1)x

(1.2) et (2.2) nous donne un résultat similaire.

Ainsi, nous avons, si Z est une (n + 1)-bisimulation telle que (w,w’) € Z, alors :

. s'il existe un monde v € W tel que wRy, - - - Rq,v, alors il existe un monde v' € W'

—_——
nx
tel que w' Ry, - - - RZLJ_U’; et il existe une 1-bisimulation Z’ telle que (v,v") € Z'.
—_——
nx

. . / / . .
- s'il existe un monde v’ € W’ tel que w'R;,, -+ - Ry v, alors il existe un monde v € W

S
nxX
tel que wRy, - - Rq;v; et il existe une 1-bisimulation Z’ telle que (v,v’) € Z".
S
nx
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O

Nous pouvons maintenant prouver la proposition.

Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W' R, V' w') deux modeles de Kripke contenant au plus
m mondes tels que height(M) = n et height(M') =n — p avec 0 < p < n.
Ainsi, nous avons, m > n + 1. Soient k = n + 2 et une relation Z C W x W’ telle que Z est une
k-bisimulation telle que (w,w").
Nous avons M ¢, M', et d’aprés le lemme 6.3, nous avons également :

1) s’il existe un monde v € W tel que wR,, - - - Ry, v, alors il existe un monde v € W’ tel que
i j

|
(n+1)x
w' Ry, -+ Ry v'; et il existe une 1-bisimulation Z' telle que (v,v') € Z".
————
(n+1)x

(2) sl existe un monde v' € W' tel que w'Ry, - - R, v', alors il existe un monde v € W tel que

—_————
(n+1)x
wRy, - Ry;v; et il existe une 1-bisimulation Z’ telle que (v,v') € Z'.
w—/
(n+1)x

Regardons de plus pres ces deux cas :

(1) siun tel monde v existe, comme height(M) = n, il existe un a < n+1 tel que wRy, - -+ Ry;v

—_——
aX

: : / ! ! / ! R/ / /. :
Rq, -+ Rq v, dans ce cas il existe un monde v', tel que w'R,, --- Ry v' R, , ---Raj/v ;etil

(n—a+1)x X (n—a+1)x
existe une a-bisimulation Z” telle que (v,v’) € Z" avec a > 1.

(2) nous pouvons tirer la méme conclusion pour le second point en utilisant un raisonnement
similaire.

Ainsi, Z est (au moins) une (k+1)-bisimulation telle que (w,w’) € Z. En utilisant une induction
simple, nous montrons que pour tout ¢ > k, M <; M'. Le lemme 3.1 nous permet de conclure
que M < M'. La réciproque est trivialement vraie. O

Nous utilisons maintenant la notion de n—bisimulation afin de définir une famille de distances
DﬁIN B entre modeles de Kripke. Pour ce faire, nous regardons jusqu’a quelle profondeur les deux
modeles sont bisimilaires ; nous soustrayons ensuite cette valeur a la valeur maximale.

Définition 6.6 (Distance et n-bisimulation).
Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W' R, V' w') deux modéles de Kripke contenant au plus m
mondes. Nous désignons par ANB(M, M') la distance entre M et M', définie comme suit :

ANB(M,M") = (m +1) —max{i | p(M) e, u(M"), i € [0;m + 1]}

Nous pouvons illustrer cette distance sur un exemple simple. Considérons les modeles de
Kripke M, M’ et M" de la figure 6.1.

Comme nous pouvons le voir, les modeles M et M’ sont 1—bisimilaires, les modeles M et M”
sont également 1—bisimilaires et les modeles M’ et M" sont 2—bisimilaires. Ainsi, nous avons
les distances suivantes entre ces modeles : INB(M,M') =5—1=4, ANB(M,M")=5-1=4
et ANB(M', M") =5 — 2 = 3. Nous reprendrons cet exemple pour illustrer les distances qui
vont suivre.
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w U)O
1 2 1 2
wy wh
2 1
1 «';* 2
wh
M M/ M/l

FIGURE 6.1 — Trois modeles de Kripke

Comme le montre la proposition suivante, il est facile de vérifier que d/N B satisfait la propriété
(D5). En effet, 'idée sous-jacente a cette distance est de regarder jusqu’a quelle profondeur
les deux modeles sont bisimilaires. Ainsi, lorsque le degré modal de la différence augmente, la
distance entre les modeles diminue. Néanmoins, puisque nous ne prenons pas en considération
les valuations des mondes, dN'B ne satisfait ni (D6) ni (D7).

Proposition 6.6.
1. dN'B satisfait (D1)-(D4).
2. dN'B satisfait (D5).
3. dN'B ne satisfait ni (D6) ni (D7).

Démonstration. Soit M un ensemble de modeles de Kripke contenant au plus m mondes.
Considérons les trois modeles de Kripke M = (W, R, V,w), M' = (W', R, V' w') et M" =
<W”,R”,V”,w”) de M.

Nous montrons que dNB satisfait la propriété (D1). Supposons que dNB(M,M’) = 0.
D’apres la définition de dN'B, nous savons que, dNB(M,M') = 0 si et seulement si max(i |
M <, M and i € [0;m + 1]) = m + 1. Le fait que, pour chaque modele M de M, nous ayons
height(M) < m nous permet, via la proposition 6.5, de conclure que dN'B satisfait (D1).

Nous montrons que dNB satisfait la propriété (D2). Posons n = m + 1, p; = max(i |
M e, M" and i € [0;n]) et pp = max(i | M' <, M and i € [0;n])}. La définition 3.9 nous permet
d’établir que p; = py. Ainsi, INB(M,M') =n —p; =n —py = dNB(M', M).

Nous montrons que dNB satisfait la propriété (D3). Nous commengons par introduire et
prouver un lemme qui nous sera utile dans cette preuve.

Lemme 6.4.
Soient trois modéles de Kripke M = (W,R,V,w), M' = (W' R, V' w') et M" =
(W' R" V" w") contenant au plus m mondes. Si M <, M' et M'=, M", alors

Me, M" avec ng > min(nq,ns).
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Démonstration. Soient trois modeles de Kripke M = (W, R, V,w), M' = (W' R, V' ')
et M" = (W" R", V" w") contenant au plus m mondes tels qu’il existe z,y,z € N tels
que M e, M/, M, M/, Me, M, M, M", M'=, M" et M' %, M”.

Supposons que z < min(y, z). Nous avons deux cas a considérer :

o soit <y < z. Dans ce cas nous avons, M’ =, M". Comme M < M", nous avons
également M e, M ’. Ceci nous conduit a la contradiction z = y.

o soit z < z < y. Dans ce cas nous avons, M < M". Comme M'<_M", nous avons
également M «_ M'. Ceci nous conduit & la contradiction x = z.

Ces deux contradictions nous permettent de conclure que x > min(y, z). O

Nous pouvons reprendre la preuve de (D3). Posons n = m + 1. Supposons qu’il existe x,y,z €
N tels que M e M', M #,q M, MﬁyM”, My M, Mo, M" et M, M"; et n >
maz(z,y, 2)

Nous voulons montrer que n—xz < n—y+mn—z. Cela revient & montrer que n+z > y+z. Le
lemme 6.4 nous conduit directement & x > min(y, z). Le fait que n > max(zx,y, z) nous permet
de conclure.

Par définition, dN B satisfait la propriété (D4).

Nous montrons que dN B satisfait la propriété (D5). Considérons une valuation ¥, un entier
n =m+ 1 et deux modeles de Kripke M} = M (9 — v) et My = M (9 — u) avec heighty(v) <
heightyr(u) et V,, # ¢ # V,,. Nous avons clairement height(M) = height(M;) = height(Ma).
Soient k = maz(i|p(M) <; p(My) et i € [0;n]) et k' = max(i|w(M) <, p(Mz) et i € [0;n]). Nous
avons donc k < k' Ainsi, 1(n—k) > 1(n—&’) Nous pouvons donc conclure que dN'B(M, M;) >
AN B(M, Ms).

Nous montrons que dN'B ne satisfait pas (D6). Considérons un entier n = m + 1 et deux
modeles de Kripke M; = M (91, — v) et My = M(J92 — v) avec V1 # V,, # 2. Nous avons
height(M) = height(M;) = height(Ms). Soient k = max(i|pu(M) <, u(My) et i € [0;n]) et
k' = max(i|p(M) <, n(Ms) et i € [0;n]). Nous avons donc k = £’. En suivant un raisonnement
similaire & celui du point précédent, nous pouvons conclure que dN'B(M, M) = dNB(M, Ms).

Le fait que dN'B ne satisfasse pas (D6) suffit & conclure, via la proposition 6.1, que dN'B ne
satisfait pas (D7). O

Comme dit plus tot, le défaut de la distance dNB est qu’elle ne compare pas les valuations
des mondes et, de ce fait, ne satisfait pas les propriétés (D6) et (D7). Afin de remédier a cela,
nous avons défini un nouvel affaiblissement de la notion de bisimulation.

Il s’agit d’une approximation de la bisimulation dans laquelle les valuations des mondes
peuvent différer. Ainsi deux modeles trés proches I'un de I'autre sont considérés comme étant
de—bisimilaires. Dans ce cas, nous utilisons une distance propositionnelle d entre valuations de
2Pl » 2Pl dans N, satisfaisant les propriétés de distances habituelles (indiscernabilité, symétrie,
sous-additivité et non-négativité) [SUTHERLAND 1975].

Définition 6.7 (de-bisimulation).

Soient d une distance propositionnelle et e € N. Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R/, V' w')
deuz modéles de Kripke. Soit Z C W xW'. Z est une de-bisimulation si et seulement si (w,w’) €
Z et pour tout (v,v') € Z :

1. d(Vy, V) <e, et

2. si Jue W tel que (v,u) € Rq, alors Iu' € W' tel que (Vv',v') € R), et (u,v') € Z, et
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3. si I € W tel que (v',u') € R!

a’

alors Ju € W tel que (v,u) € R, et (u,u’) € Z.

Définition 6.8 (de-bisimilarité).

Soient d une distance propositionnelle et e € N. Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R/, V' w')
deuz modéles de Kripke. M et M’ sont de-bisimilaires, noté M <% M', si et seulement si il existe
une de-bisimulation Z C W x W',

Comme pour la (famille de) distance(s) basée(s) sur la n-bisimulation, nous pouvons utiliser
la de-bisimulation pour définir une nouvelle famille de distances D%, Nous cherchons ici le
plus petit € possible de sorte que les deux modeéles soient de-bisimilaires.

Définition 6.9 (Distance et de-bisimulation).

Soient d une distance propositionnelle et ¢ € N. Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R/, V' w’)
deuzr modéles de Kripke contenant au plus m mondes. Nous notons dEBy(M, M') la distance
entre M et M', définie comme suit :

dEBy(M, M') = min{e | u(M) =% u(M')}.

Nous pouvons illustrer cette distance sur un exemple simple. Considérons les modeles de
Kripke M, M’ et M" de la figure 6.1. Pour cet exemple, nous utilisons A la distance de Hamming
[HAMMING 1950] entre les valuations. Comme nous pouvons le voir, les modeles M et M’ sont
h2—bisimilaires, les modeles M et M” sont h2—bisimilaires et les modeles M’ et M” sont
h2—bisimilaires. Ainsi, nous avons les distances suivantes entre ces modeles : d€By, (M, M') = 2,
dEBR(M,M") =2 et dEBR(M', M") = 2.

Comme le montre la propriété suivante, il est facile de vérifier que d€B, ne satisfait pas la
propriété (D5). En effet, nous cherchons un ¢ quelle que soit la profondeur de la discordance
entre les modeles. A contrario, comme nous considérons, en quelque sorte, la valuation des
mondes provoquant la discordance, si une distance propositionnelle non drastique est utilisée,
d€B, satisfait (D7) et, par conséquent, (D6).

Proposition 6.7.
1. Pour toute distance propositionnelle d, dEBy satisfait (D1)-(D4).
2. Pour toute distance propositionnelle d, d€By ne satisfait pas (D5).
3. Pour toute distance propositionnelle non drastique d, dEB, satisfait (D6) et (D7).

Démonstration. Considérons trois modeles de Kripke M = (W, R, V,w), M' = (W' R, V' w')
ot M = <W”,RH, V”,w”).

Nous montrons que d€By satisfait (D1). D’apres la définition de d€By, nous savons que,
dEBy(M, M') = 0 si et seulement si min(e | M ©% M’) = 0. Ainsi M 249 M. La définition 6.7
nous permet de conclure que M < M.

Nous montrons que d€B, satisfait (D2). Le fait que la de-bisimulation soit symétrique nous
permet de conclure directement.

Nous montrons que d€By satisfait (D3). Nous commengons par introduire et prouver un
lemme qui nous sera utile dans cette preuve.

Lemme 6.5.
Soient M, M’ et M" trois modéles de Kripke et d une distance propositionnelle. Si
M «%e1 M et M «%€2 M glors M %3 M quvec e5 < £1 + 3.
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Démonstration. Soit dy une distance propositionnelle. Soient M, M’ et M" trois
modeles de Kripke tels que M ©% et M/ M’ @22 M7 et M «dves M,

o sie; = dy(Vi, V),) et eg = dy(V.,, V), alors, dy étant transitive, e3 = dy (Vy, Vi) <
€1+ €2.

o sie; =d(Vy,V),) et ea =d(V),,V)), alors e3 = maz(e1, €2).
O

Nous pouvons reprendre la preuve de (D3). Considérons une distance propositionnelle dy . Sup-
posons qu’il existe €1,e9,63 € N tels que M 291 M/ M edve2 M ot M <92 M. Nous
voulons montrer que €3 < €1 + 5. Le lemme 6.5 nous permet de conclure directement.

Par définition, d€B, satisfait (D4).

Nous montrons que d€By ne satisfait pas (D5). Considérons I'exemple suivant, P = {x,y},
W = {w,v}, R = {R1, R2} avec R = {(w,v),(v,v)} et Ry = {(w,v), (v,w)}, Viy(x) = 0,
Vw(y) =1 et Vy(x) =0, V,(y) = 0. Soit une valuation ¥ telle que ¥(z) =1 et ¥(y) = 0.

Considérons les deux modeles de Kripke My = M (9 — w) et My = M (9 — v). Nous avons
clairement V,,, # 9 # V,, et heighty(w) < heighty(v). Considérons une distance propositionnelle
drastique d, nous pouvons voir que d€By(M, M) = d(Vy,9) = 1 = d(V,,,9) = dEB4(M, Ma).
Considérons maintenant la distance de Hamming h, nous avons h(V,,,9) = 2 et h(V,,9) =1
nous pouvons donc conclure que d€By(M, M) > dEBy(M, Ms). Ce qui contredit (D5).

Nous montrons que d€B, satisfait (D7) pour toute distance propositionnelle d non drastique.
Soient d une distance propositionnelle non drastique, deux valuations ¥ et ¥2 et un modele de
Kripke M = (W, R, V,w) tel que v € W. Considérons deux modeles de Kripke M; et M; tels
que My = M (91 — v) et My = M (99 — v) tels que d(v¥1, V,,) < d(¥2,V,). D’apres la définition
de d€By, nous avons d€By(M, M) = d(V1, V) et dEBy(M, Ma) = d(VJ2,V,). Ce qui nous permet
de conclure que d€By(M, M) < dEBy(M, Ms).

Le fait que, pour toute distance propositionnelle non drastique, d€B; satisfasse (D7) nous
permet de conclure, via la proposition 6.1, que d€By satisfait également (D6). O

Nous avons maintenant une (famille de) distance(s) entre modeles de Kripke qui satisfait
bien les propriétés (D6) et (D7). Néanmoins, celle-ci ne satisfait pas la propriété (D5). Afin de
satisfaire les trois propriétés, nous avons considéré conjointement les idées sous-tendants les deux
affaiblissements de la notion de bisimulation, introduits plus tot, définissant ainsi un troisieme
affaiblissement de cette méme notion.

Définition 6.10 (de-n-bisimulation).
Soient d une distance propositionnelle et ¢ € N. Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R, V' w’)
deuz modéles de Kripke. Soit Z C W x W' :

o 7 est une de-0-bisimulation.
o 7 est une de-1-bisimulation si et seulement si (w,w') € Z et d(Vy, V) <e.
o 7 est une de-(n + 1)-bisimulation si et seulement si (w,w') € Z et pour tout (v,v') € Z :

1. d(VU,‘/tU//) S € et

2. sl existe un monde u € W tel que (v,u) € Ry, alors il existe un monde u' € W’
tel que (v',u') € R., et il existe une relation Z' telle que (u,u') € Z' et Z' est une
de-n-bisimulation, et
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3. s’il existe un monde u' € W' tel que (v',u') € R, alors il existe un monde u € W
tel que (v,u) € R, et il existe une relation Z' telle que (u,u’) € Z' et Z' est une
de-n-bisimulation.

Définition 6.11 (ds-n-bisimilarité).

Soient d une distance propositionnelle et e € N. Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R/, V' w')
deuz modéles de Kripke. M et M’ sont de-n-bisimilaires, noté Mﬁ%E M’', si et seulement si il
eziste une de-n-bisimulation Z C W x W'.

Clairement, nous pouvons également tirer avantage de cette notion de de-n-bisimulation afin
de définir une nouvelle famille de distances Dﬁ‘f NB;.

Pour chaque profondeur p, nous cherchons le plus petit £ (pour une certaine distance propo-
sitionnelle d) tel que deux modeles soient de-p-bisimilaires. De plus, afin de s’assurer que plus
la différence entre les deux modeles se trouve & une profondeur élevée moins elle est importante
pour la distance entre les modeles, nous appliquons un facteur d’atténuation « € ]0; 1] & chacune

de ces distances intermédiaires.

Définition 6.12 (Distance et de-n-bisimulation).

Soient d une distance propositionnelle, e € N et v € ]0;1]. Soient M = (W, R,V,w) et M' =
(W/,R', V' W'y deuz modéles de Kripke contenant au plus m mondes. Nous désignons par
dENB)(M, M) la distance entre M et M', définie comme suit :

AENBY(M, M') = 3 (mine | p(M) =5 p(M')) x A1)
=1

Nous pouvons illustrer cette distance sur un exemple simple. Considérons les modeles de
Kripke M, M’ et M" de la figure 6.1. Pour cet exemple, nous utilisons h la distance de
Hamming [HAMMING 1950] entre les valuations et prenons v = 1/2. Comme nous pouvons
le voir, les modeéles M et M’ sont h0 — 1—bisimilaires, h1 — 2—bisimilaires, h2 — 3—bisimilaires,
h2 — 4—bisimilaires ; les modeles M et M"” sont h0 — 1—bisimilaires, hl — 2—bisimilaires, h2 —
3—bisimilaires, h2 — 4—bisimilaires; et les modeéles M’ et M” sont h0 — O—bisimilaires, h0 —
2—bisimilaires, h2 — 3—bisimilaires, h2 —4—bisimilaires ; ainsi, nous avons les distances suivantes
entre ces modeles : dENB] (M, M') = 0.625, dENB; (M, M") = 0.625 et dENB)(M',M") =
0.375.

Comme le montre la propriété suivante, il est possible de trouver un facteur d’atténuation
assez petit afin que la distance dEN B;’ puisse satisfaire (D5). De plus, comme nous I’avons
fait pour la distance d€Bg, nous considérons les valuations des mondes causant la discordance.
Ainsi, une nouvelle fois, si nous utilisons une distance propositionnelle non drastique d, dEN'B)
satisfait (D7) et, par conséquent, (D6).

Proposition 6.8.

1. Pour toute distance propositionnelle d, et pour tout facteur d’atténuation v, dENB) sa-

tisfait (D1)-(D4).

2. Pour toute distance propositionnelle d, il existe A € ]0,1] tel que pour tout v < X, dENB)
satisfait (D5) ;

3. Pour toute distance propositionnelle non drastique d, dEN'B) satisfait (D6) et (D7).
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Démonstration. Considérons trois modeles de Kripke M = (W, R, V,w), M' = (W' R, V' w')
et M" = (W" R", V" w") contenant au plus m mondes.

Nous montrons que dENB) satisfait (D1). D’apres la définition de dEN B, nous savons que,
dENB) (M, M') = 0 si et seulement si Vi € [1;m], min(e | Mﬁf’a M') = 0. Ainsi, M =40 M. La
définition 6.10 nous permet de conclure que M ¢ M’. Ainsi, d’apres la proposition 6.5, nous
avons M < M’.

Nous montrons que dENB) satisfait (D2). Le fait que e-n-bisimulation soit symétrique nous
permet de conclure directement.

Nous montrons que dENB] satisfait (D3). Nous commencons par introduire et prouver deux
lemmes.

Lemme 6.6.

Soient M et M' deuzx modéles de Kripke, dyy une distance propositionnelle et k,e € N.
Si M o{VS M, alors (M | k) «WVe(M' | k).

Démonstration. Les définitions 6.10 et 3.12 nous permettent de conclure directement.
O
Lemme 6.7.

Soient M, M' et M" trois modéles de Kripke. Soient d une distance propositionnelle
etie€N. Si Mﬁf’sl M et M’ ﬁf’” M", alors Mﬁ?’ag M", avec e3 < €1 + €.

Démonstration. Soit dy une distance propositionnelle et k € N. Soient M, M’ et M"
trois modeles de Kripke tels que Mﬁi’al M, M ﬁi’” M" et Mﬁi’a3 M.

D’apres le lemme 6.6, nous avons donc (M [ k)«®€1 (M’ | k), (M’ | k) =b2(M" | k)
et (M | k)=des(M" | k).

Le lemme 6.5 nous permet de conclure directement que €3 < €1 + £9. O

Nous pouvons reprendre la preuve de (D3). Nous voulons montrer que d€N. Bg(]\/[ M) <
dENB) (M, M")+dENB)(M', M"). D’apreés le lemme 6.6, nous avons Y i (min(e; | p(M) ﬁ?’gl
u(M”))dX YD) = YR (miner | p((M ] @)= u((M” 1 1)) x 4U7Y), S (min(e: |
p(M) < u(M)) x 9070) = S (min(ey | (M1 8)) £ (M 1)) x 40) et
S (min(es | (M) e3® p(M”)) x A071) = 52 (min(es | p((M ] i) 24 u((M" ] 7)) x
'y(’_l)). En appliquant le lemme 6.7 pour tout ¢, nous pouvont directement conclure que

dENBJ(M,M") < dENB)(M,M') + dENBJ(M', M").

Par définition, dEN'B) satisfait (D4).

Nous montrons qu’il existe un A € (0;1] tel que, pour touty < A, dENB] satisfait (D5).
Soient dy une distance propositionnelle, M7 et My deux modeles de Kripke et ¢ une valuation
tels que M; = M (Y — v) et My = M (Y — u) avec p; = heighty(v) < heighty(u) = p2 et
Vy # 9 # V,,. Supposons que dENB) (M, M) < dENB) (M, Ms) pour tout v € (0;1]. D’apres la
définition de dENBj, nous savons que dENBj (M, My) = 37 (min(e | p(M) M= (M) x
707D) et dENB (M, M) = 37, (min(e | (M) ﬁ?v’a 1(My)) x 4=1). Par construction de

My et Mp, nous avons dENB (M, M) = YL, (dv(v,9) x A1) et dENB (M, M) =
iy (dv (u, 9) X ~=1). Ainsi, nous avons
> (dy(0,9) x YD) < S (dy (u, 9) x A07Y)
i=p1 1=p2
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dy (v,9) x > (YY) <dy(u,9) x > (D)
1=p1 i=p2

1 — y(m=p1tl) 1 — y(m=p2+l)
11— R
dy (v,9) x (YP17) —4™) < dy(u,9) x (777D —4™) - (x)

dv(’l),ﬁ) X 7(p1_1) : ( ) < dV(ua 19) X ’Y(pQ_l) : (

)

Supposons maintenant que 7y = ;% ot o = min{dy(w,w’) # Olw,w" € W} et 8 =
max{dy (w,w")|w,w’ € W}. Notons que, comme M; et M, sont des « copies » de M, ils
contiennent au plus m mondes. Nous avons m > ps > p1 > 0et 0 < a < 5. De plus, sup-
posons que dy (v,9) = a et dy (u,¥) = .

(%) nous donne

i(l—l)_ a \m « (2_1)_im
O‘X((mﬁ)p (mﬁ) )Sﬁx((mﬁ)p (mﬁ) )
Ozm(mﬁ)(m—m—l-l) _ q(m+1) a(m—l)(m/@))(m—m—i-l) —amB

(mB)™ - (mB)"

apl (m/@>(m—p1+1) _ a(m—H) S Oz(pQ_l)(mﬁ)(m_m"‘l) . Oém,B
Pt (mﬁ)(m—pﬁ-l) +a™mB < a(pz—l)(mﬂ)(m—mﬂ) 1 omtD) ()
o Puisque 8 > a, nous avons o3 > a(™+t1) (1),

o Puisque 8 > a, nous avons
5(102*10171) > ap2—p1—1)

ﬁ(pzfm) > a(prprl)ﬁ
(mﬂ)(PQ*pl) > a(Pz*plfl)/@’
ot (mB)P2—P) > o2-1p

ot (mB) P 5 2= g ) (mpatl) (9)

(1) et (2) nous permettent de déduire que a?! (mB)™ Pt L oM g > 2= (mp)(m=—r2tl)
amt) ce qui contredit (#%). Cette contradiction, combinée au fait que nous avons choisi la
valeur minimale pour dy(v,?) et la maximale pour dy(u,?), nous permet de conclure que
dENB] satisfait (D5).

Nous montrons que dENB] satisfait (D7) pour toute distance non drastique d. Soient d une
distance non drastique, 91 et ¥9 deux valuations, M; et My deux modeéles de Kripke et v € W.
Supposons que M; = M(91 — v) et My = M(92 — v) tels que d(91,V,) < d(V2,V,). Soit
heighty(v) = p. Dans ce cas, nous avons (m —p) x d(91,V,) < (m —p) X d(¥2, V). De plus, nous
avons (m—p) xd(¥y, V) X Ei";pﬂ('y(i_l)) < (m—p)xd(F2, Vy) x 312,11 (v(=1). Par conséquent,
la définition de dENB], nous permet de conclure que dENB) (M, M) < dEN B (M, M>).

Le fait que, pour toute distance non drastique d, dENB) satisfait (D7) nous permet de
conclure, via la proposition 6.1, que dENB] satisfait également (D6).

O

Nous avons maintenant une distance pouvant satisfaire toutes les propriétés attendues. Nous
allons maintenant définir d’autres (familles de) distances en exploitant d’autres notions.
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6.3.2 Distances via les modéles arborescents

Nous définissons, dans un premier temps, une famille de distances D7 ™" entre modeles de
Kripke, basée sur les modeles arborescents correspondant aux modeles de Kripke initiaux. L’idée
est de « déplier » les modeles de Kripke, pour former des arbres, et de regarder a quel point ces
arbres se correspondent.

Définition 6.13 (Modele arborescent).
Soit M = (W, R, V,wy) un modéle de Kripke. Le modele arborescent correspondant a M est le
quadruplet (W' R/, V' wpy) ot :

(i) W' = {wo} U{o = woarwias - -~ an_1wn_1antwn | (wo,w1) € Rays- .., (Wn_1,wn) € R, }
(i) R = {R. |a € A}
(iii) R, = {(0,0aw) | o,0aw € W'}
(iv) Vi, (P) = Vo (D)

(v) Vaaw(p) = Vu(p)

Afin de différencier plus aisément les modeles de Kripke des modeles arborescents, nous
utilisons une fonction arborescente 7 qui associe a tout modele de Kripke minimal M le modele
arborescent qui lui correspond.

Définition 6.14 (Fonction arborescente).
Soit M = (W, R,V,wy) un modéle de Kripke minimal. Nous désignons par 7(M) le modéle
arborescent correspondant a M.

Dans la suite, nous désignons par 7,,(M) le modele arborescent de profondeur n correspondant
a M. Formellement, 7,,(Model) = (7(()M) | n).

Les modeles arborescents A, A’ et A” représentés sur la figure 6.2 correspondent aux modeles
représentés sur la figure 6.1. Ces modeles sont représentés avec une profondeur modale de 2

A A’ A"

FIGURE 6.2 — Trois modeles arborescents, correspondant aux modeles de la figure 6.1

Il est facile de montrer que tout modele arborescent est bisimilaire au modeéle minimal qui
lui correspond.
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Proposition 6.9.
Soit M = (W, R, V,wo) un modéle de Kripke minimal. (M) est bisimilaire a M.

Démonstration. Soient M = (W, R, V, wg) un modele de Kripke minimal et M' = (W', R', V' wy)
le modele arborescent correspondant a M.

Soit Z C W x W' telle que Z = {(wp, wp)} U {(w,caw’) | o' € W’ tel que o = o’a;w}. Par
construction de M’ il est clair que Z est une bisimulation. Ainsi, M < M’. ]

Supposons que nous voulions mesurer la distance entre M et M’. Dans un premier temps,
nous générons les modeles arborescents correspondant A et A’. Nous utilisons la distance de
Hamming h pour comparer les (valuations des) mondes. Pour calculer la distance entre les mo-
deles arborescents, nous commencgons par mesurer la distance entre leurs racines. Nous ajoutons
ensuite cette valeur a la somme des distances entre les sous-arbres de A et A’ comme suit :
pour chaque sous-arbre o de A, nous cherchons récursivement le sous-arbre o’ de A’ tel que
la distance entre a et o/ est la plus petite possible. Une fois toutes les paires («, a’) trouvées,
nous sommons ces distances intermédiaires en appliquant un facteur d’atténuation v € |0;1].
Notons quun « ne peut correspondre qu’a un seul o’. Dans le cas oll un sous-arbre o de M
n’a pas de sous-arbre o/ de M’ avec qui il peut correspondre, nous le faisons correspondre avec
un sous-arbre fictif 7w, qui est & une distance dyq, de o, oU dpq, est la distance de Hamming
maximale entre deux valuations.

Nous utilisons donc cette notion de modele arborescent pour définir une nouvelle famille de
distances DIT™" entre modeles de Kripke contenant au plus m mondes.

Définition 6.15 (Distance et modeles arborescents).
Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W' R, V' w') deux modéles de Kripke contenant au plus m
mondes et v € ]0;1].

AT (M, M’) _ h(w,w/) _,-yheightM(lU) + Z dTmﬂg(Tmu(M),Tmu(M'))

a€cA
ot
, Admaz siw=mouw =
h(w,w") = , )
dp(Vay, Vi) sinon

0 sin=20

(W,R,V,v),\ .
) sinon

i 2 AT <<W’, R,V )

bEBg}’w/ (v,v')€eb
B = {b|b € P((Ra(w) U {r}) x (R.(w')) U{r}) et Ry(w) C dom(b) et R.(w') C img(b)}

Nous pouvons illustrer cette distance sur un exemple simple. Considérons les modeéles ar-
borescents A, A’ et A” de la figure 6.2. Pour cet exemple, nous prenons v = 1/2. Dans ce
cas, nous avons dom?(M,M') =0+ (1+1)- 3+ (2+2+1+1) -1 =25, don"(M,M") =
04+(1+1)- 5+ (14+2+1+1) -2 =225 et dTon?(M', M") = 0+ (0+0) - 5+ (1+0+0+2) -+ = 0.75.

Notons que nous avons donné ici les distances entre des arbres de profondeur 2 afin d’illustrer
le comportement de cette distance. Si nous voulons avoir des résultats plus « intéressants » (pour,
par exemple, comparer cette distance avec d’autres), nous utiliserons des modeéles arborescents,
correspondant a des modeles de Kripke contenant au plus m mondes, de profondeur m.

La propriété suivante montre qu’il est possible de trouver un facteur d’atténuation assez
petit afin que la distance d7 7 puisse satisfaire (D5). De plus, puisque nous comparons les
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valuations des mondes causant la différence entre les modeles, d7n” satisfait (D7) et, par
conséquent, (D6).

Proposition 6.10.
1. Pour tout facteur d’atténuation v, dT w7 satisfait (D1)-(D4).
2. Il existe A € ]0;1] tel que pour tout v < X, dT 7 satisfait (D5).
3. Pour tout facteur d’atténuation vy, dT 7 satisfait (D6) et (D7).

Démonstration. Considérons trois modeles de Kripke M = (W, R,V ,w), M' = (W' R, V' w')
et M" = (W" R", V" w") contenant au plus m mondes.
Nous montrons que d7n7 satisfait (D1). Supposons que d7,,7 (M, M') = 0. D’apres la
définition de dTn7, dT,, w7 (M, M') = 0 si et seulement si
h(w,w') - yreightn(w) = 0 = V,, = V!, puisque y"eightm(w) £ o
AT (T(M), 7(M")) =0, Vi € N& Va € A,
si Fv € R, (w), alors I’ € R, (w') tel que
h(U, U/) . ,yheightM(v) =0
si ' € Rl (w'), alors v € R, (w) tel que
h('l), 'U/) . fyheightM(U) = 0
Nous avons donc d7, 77 (M, M') = 0 si et seulement si M < M'. Ainsi d7 77 satisfait (D1).
Nous montrons que d7 77 satisfait (D2). Notons que, lorsque la distance d7,,7 (M, M)
est calculée, nous pouvons utiliser la relation b de chaque niveau de ’arbre afin de construire
une nouvelle relation § C W x W’ pour le modele entier. Notons également que d7,, 77 (M, M') =
S h(v,v')APeigM ) on 3 est cette nouvelle relation. Soient d7,, Y (M, M') = ¥ h(v,v)-
(vv')ep (v,v")EBL
Aheightn (V) ot g7 7Y (M/ M) = Y h(v,v) - 4Pt @) Via une induction sur la taille
(’U’,U)Eﬂ2
de l'arbre, nous montrons que, de X a Y la relation b est la méme que celle de YV a X.
Ainsi, 51 = f2; de plus, h (la distance de Hamming) est symétrique, ce qui signifie que
dTmW’Y(M, M/) _ Z h(v,v’) . ,.YheightM(v) — Z h(v’,v) . ,YheightM,(y’) _ dTmW7<M/7M)-
(U,’U/)Eﬁl (vlvU)E/BQ
Ainsi dT 7 satisfait (D2).
Nous montrons que d7 " satisfait (D3). Soient d7,, " (M, M') = ¥ h(v,v')-y"eiehtae ()
(”7”’)661
et dT,m (M, M") = ¥ h(v,0") - yheiehtae () tels que B = {(v,v')jv € W U {e} et o' €
(v v'")€EB2
W'U{e}} et By = {(v/,v")|v/ € WU{e} et v € W"U{e}}. Soit B3 = {(v,v")|F € W'Ue tel que
(v,v") € By et (V/,v") € Ba}. Notons que S h(v,v") - yheigbtm(®) > g7 77 (M, M), puisque
('U,’U”)Gﬁg
(B3 n’est pas nécessairement la meilleure relation possible pour minimiser la somme. De plus, nous
avons h(v,v") < h(v,v") + h(v',v"), pour chaque v € W U {e},v' € W' U {e},v" € W' U {e},
puisque h est sous-additive. Ainsi, Y h(v,v”) - yPeightm@) < Sh by o) . yheightu() 4
(U,U//)Eﬂg (Uav/)eﬁl
S RV, 0" - AReiEte () Don dT,, w0 (M, M) < dTm (M, M) + dTpm (M, M")).
(’11/71)”)662
Nous montrons que d7 77 satisfait (D4). h étant non-négative, il est facile de voir qu’il en
est de méme pour > h(v,v). Ainsi dT 77 est non-négative.
(v0')ep
Nous montrons qu’il existe un A € ]0; 1] tel que, pour tout v < A, d7 77 satisfait (D5). Soient
My et Ms deux modeles de Kripke contenant au plus m mondes. Les modeéles arborescent A;
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et Ag correspondant & ces modeles de Kripke contiennent au plus (m”™ + 1) - [A| mondes. En
fixant un A = m, nous nous assurons que, pour tout v < A, une différence a une
profondeur p ne pourra pas étre compensée par des erreurs a une profondeur d’au moins p + 1.
En effet, avec ce facteur d’atténuation, méme si deux modeles M et M’ different d’une variable
propositionnelle de la valuation du monde pointé et si les deux modeles M et M” different
completement, excepté pour le monde pointé, (toutes les variables propositionnelles et toutes
les valuations de tous les mondes, excepté le monde pointé, ont une valeur de vérité différente),
ce v assure que d7, 7 (M, M') > dT,, 7 (M, M"). Ainsi dT =7 satisfait (D5).

Nous montrons que d7 77 satisfait (D7). Soient deux valuations ¥; et ¥2, et deux modeles
de Kripke M et My tels que My = M (Y1 — v) et My = M (99 — v) et d(V1, V) < d(V2, Vy).
Soit heightyi(v) = p.

Nous avons (m —p) x d(91,V,) < (m —p) x d(92,V,). De plus, nous avons (m — p) x d(d1, V) x
ngﬂw(i_l)) < (m—p)xd(¥q, V,)x Zﬁpﬂ('y(i_l)). Par conséquent, la définition de d7 77 ;nous
permet de conclure que d7,, 7" (M, M) < dTmmY (M, Ms).

Le fait que d7 77 satisfasse (D7) nous permet de conclure, via la proposition 6.1, que d7 7
satisfait également (D6). O

Nous avons donc une nouvelle (famille de) distance(s) pouvant satisfaire toutes les pro-
priétés attendues. Nous introduisons une derniére (famille de) distance(s) exploitant la notion
d’ensembles de mondes.

6.3.3 Distances via les ensembles de mondes

P . . . dWs] N .
Nous définissons maintenant une famille de distances D,, “, entre modeles de Kripke conte-

nant au plus m mondes, basées sur une distance dg,, entre ensembles de mondes, qui est elle-méme
basée sur une distance propositionnelle dy entre les valuations associées aux mondes. Ces deux
distances dg, et dy sont supposées satisfaire les propriétés usuelles de distance (I'indiscerna-
bilité, la symétrie, la sous-additivité et la non-négativité). L’idée est de calculer, pour chaque
profondeur p, la distance entre les ensembles (de valuations) de mondes a la profondeur p. Nous
appliquons également un facteur d’atténuation v € ]0; 1] & chacune des distances intermédiaires.

Définition 6.16 (Distance et ensembles de mondes).

Soient M = (W, R, V,w) et M' = (W', R',V' w') deur modéles de Kripke contenant au plus
m mondes, dy une distance propositionnelle, dq,, une distance entre ensembles de mondes et
v €]0;1]. Nous désignons par dWSJdV (M, M) la distance entre M et M', définie comme suit :

AVS;, (M, M) = F(oo(p(M), p(M"))), ..., on(u(M), u(M"))) ot :

UO(Ma M,) = ddv({w}> {w/})
o (M, M") = avg{da, (Ra(w), R, (w")) | a € A}
om(M, M) = avg{day (Ra, ©-- 0 Ra, (w), Ry o---oR, (w))|ai, # ai,, €A}

) ail
m

F(ogy...,on) = Z(O‘i )

1=0

Pour cette (famille de) distance(s), nous avons donc besoin d’une distance entre ensembles
de mondes. Nous avons choisi la distance de Hausdorff [HAUSDORFF 1914] que nous avons
légerement adaptée aux modeles de Kripke.
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Définition 6.17 (Distance de Hausdorff).
Soient W et W' deux ensembles finis non vides de mondes. Nous définissons la distance de
Hausdorff entre W et W' comme suit :

HOV. W) = max <max(min(h(w,w’)|w’ e Whlw e W))

max (min(h(w, w)|w € W)|w' € W)

Dans la suite, nous désignons par dWS;_’[ la distance définie via la définition 6.16 utilisant
cette distance de Hausdorff entre ensembles de mondes, et dWS) la distance définie via cette
méme définition, utilisant la distance drastique D entre ensembles de mondes.

Nous illustrons le comportement de cette distance sur un exemple simple. Considérons une
nouvelle fois les trois modeles M, M’ et M” de la figure 6.1. Pour cet exemple, nous prenons
v = 1/2; dans ce cas, nous avons dWS),(M,M’') = 0+1/2+1/4+1/8 +1/16 = 0.9375,
AWS (M, M") =0+0-1/2+3/2-1/4+3/2-1/8+3/2-1/16 = 0.65625 et AWS], (M, M") =
0+1/2+3/2-1/4+3/2-1/8+3/2-1/16 = 1.15625.

La propriété suivante montre qu’il est possible de trouver un facteur d’atténuation assez
petit tel que deS’gdv satisfasse (D5) pour toute distance entre ensembles de mondes. De plus,
comme nous prenons en considération les valuations des mondes en utilisant une distance entre
ensembles de mondes dg4,, basée sur une distance propositionnelle non drastique dy, dWS;ZdV

satisfait également (D7) et, par conséquent, (D6). Ainsi, si nous utilisons une distance entre
ensembles de mondes dp basée sur une distance propositionnelles drastique D, dWS], ne satisfait
ni (D7) ni (D6). En effet, dans ce cas, les différences entre les valuations ne sont pas prises en
compte.

Proposition 6.11.

1. Pour toute distance propositionnelle dy et tout facteur d’atténuation -y, dWS;ZdV satisfait
(D1)-(D4).

2. Pour toute distance propositionnelle dy, il existe un X\ € |0;1] tel que, pour tout v < A,
dWSgdv satisfait (D5).

3. Pour toute distance propositionnelle non drastique dy, dWSng satisfait (D6) et (D7).

Démonstration. Considérons trois modeles de Kripke M = (W, R, V,w), M' = (W' R, V' w')
M" = (W" R" V" w") contenant au plus m mondes.
Nous montrons que dWSgd satisfait (D1). Par définition, nous avons M < M’ si et seulement
\4

si, il existe une relation Z C W x W’ telle que (w,w’) € Z et pour tout (v,v') € Z :
1. VL} == ‘/;}//, et

2. ¢l existe un monde u € W tel que (v,u) € R,, alors il existe un monde v’ € W' tel que
(v, u') € R, et (u,u) € Z; et

3. ¢l existe un monde u' € W’ tel que (v',u’) € R), alors il existe un monde u € W tel que
(v,u) € Ry et (u,u’) € Z.

Notons que nous supposons que dy et dq, satisfont la propriété d’indiscernabilité. Ainsi, nous
pouvons déduire des trois points ci-dessus que d({w}, {w'}) = 0 et pour tout agent a, d(Rq(w), R, (w"))
= 0. De la méme maniére, pour tous agents aj, # 41, d(Rgy0- - -0 Rq, (w), R o---oR}, (w') =0.
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Ce qui nous donne, F(oo(M,M'),...,on(M,M')) =0 = dWSgd (M, M’) et nous permet de
%4
conclure.
Nous montrons que dWS:l/d satisfait (ID2). Le fait que dg,, soit symétrique nous indique que,
\%

pour tous ensembles de mondes Q et ', dg,, (2, Q) = dg,, (', Q). Ainsi, pour tous ensembles de
mondes Q et ', Y dg, (2, Q) = Y dg, (¥, Q). Par conséquent, F(oo(M,M'),o1(M, M), ...,
Uﬂ(Ma M/)) = f(JO(MlvM)aal(M/aM)a s 70n(M/7M))‘
D'ot WS, (M,M’) = dWS], (M’,M).
% \%4
Nous montrons que dWSgd satisfait (ID3). Le fait que dg, soit sous-additive nous in-
Vv
dique que, 3" day (Ra(w), RA(w") < 3 [day (Ra(w), Ry(w')) + day (Ri(w), RA(w"))]. Dans co
€A €A

cas oo(M, ]\aJ”)) < oo(M, M')—i—ao(M’,aM”). De la méme maniere, Vi, o;(M, M") < o;(M, M') +
oi(M', M"). Ainsi, nous avons clairement dWS:ZdV(M,M”) < dWS;ZdV(M,M’)+dWS;leV(M’,M”).
Le fait que dg,, soit non-négative, nous permet de conclure directement que dWSng satisfait
(D4).
Nous montrons qu’il existe un A € (0;1] tel que, pour tout 7 < A, dWS:ZdV satisfait (D5).

Considérons deux modeles de Kripke M et M’ contenant au plus m mondes. Soient d;ﬁf” =
min(dg, (2, Q) > 0[Q C W et Q' CW’) et d** = max(d(Q,Q)[Q C W et Q' C W’). En fixant
A= (m+df+%m’ nous nous assurons que, pour tout v < A, une différence a une profondeur p ne
pourra pas é‘%re compensée par des erreurs a une profondeur d’au moins p + 1. En effet, avec ce
facteur d’atténuation, méme si deux modeles M et M’ different d’une variable propositionnelle
de la valuation du monde pointé et si les deux modeles M et M” different completement,
excepté pour le monde pointé, (toutes les variables propositionnelles et toutes les valuations de
tous les mondes, excepté le monde pointé, ont une valeur de vérité différente), ce v assure que
dWSng (M, M) > dWSgdv (M, M"). Ainsi dWSng satisfait (D5).

Nous montrons que dWSgdv satisfait (D7). Considérons deux valuations ¥; et o, deux
modeles de Kripke M7 et Ms contenant au plus m mondes et une distance entre ensembles de
mondes dg4,, basée sur une distance propositionnelle non drastique dy. Supposons que M; =
MY — v) et My = M (Y2 — v) tels que dy (Vy, V1) < dy(Vy,92). Soit heighty(v) = p.

Dans ce cas, nous avons o;(M,M;) = 0 = o;(M, M), pour tout i # p. De plus, nous
avons, pour tout j > p, o;(M, My) = avg{da, (2, 21)|[Q2 = Ry, 0---0 Raij (w), 2 = Ry, 00
Ra,, (w) et a;, # ai,,, € A} et op(M, M) = avg{da, (2, 22)|Q = Ry, 00 R, (w), Q2 =
Ry, 00 Ry, (w) et a;, # ag,,, € A}. Siv ¢ Q, alors dg,, (2,Q1) = 0 = dg,, (2,Q2). Si v € Q,
alors, dg,, étant basée sur dy, nous pouvons supposer qu'il existe un k € R tel que dg,, (Q, Q1) =
k-dy(Vy,01) < k-dy(Vy,92) = dg, (2,€2). Dans ce cas, nous avons o;(M, M) < o;(M, Ma)
ce qui nous permet de conclure que dWSJdV (M, M) < dWSgdv (M, My).

Le fait que dWS(}d satisfasse (D7) nous permet de conclure que, via la proposition 6.1, que
%4
dWS,  satisfait également (D6). O
v

Ainsi, nous avons une troisieme (famille de) distance(s) pouvant satisfaire toutes les proprié-
tés attendues. Nous allons maintenant comparer toutes ces distances.

6.4 Comparaison des distances

Nos (familles de) distances capturent différentes intuitions sur la fagon dont deux modeles
de Kripke sont proches. Une question clé est de déterminer & quel point ces distances sont fines.
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Formellement, nous définissons la notion de raffinement suivante :

Définition 6.18 (Raffinement).

Sotent dy et dy deuz distances. d; est au moins aussi fine que dy (noté dy > dy) si et seulement
st, pour tout a,b,c, si di(a,b) < dy(a,c), alors da(a,b) < da(a,c) et sidi(a,b) = di(a,c), alors
da(a,b) = da(a,c).

En d’autres termes, une distance d; affine une autre distance do si elle permet d’obtenir
une distinction plus fine entre les modeles. Donc, si une distance peut étre affinée par une
autre, cela peut étre considéré comme un défaut de la premiere, qui ne fait pas completement
la discrimination attendue.

Nous pouvons montrer qu’il n’existe pas de telle relation de raffinement entre les distances
que nous avons introduites.

Proposition 6.12.
dN'B, dEBy, dENBZ, dTn7, dWS) et dWS;L sont deuz a deux incomparables par rapport a > .

Afin de prouver cette proposition, considérons ’exemple suivant :

Exemple 6.1 (Preuve de la proposition 6.12).
Considérons les quatre modéles de la figure 6.3.

] 2 1 2

N N Q (]
! !
| l ) l < 7 \l )

o wy

FIGURE 6.3 — Quatre modeles de Kripke

Les différences entre les modéles My et My sont dans les mondes w} et wh (height = 1).
Dans le premier modéle, l’agent 1 croit pqrs et 'agent 2 croit pqrs, et dans le deuxieme modéle,

l'agent 1 croit pqrs et l'agent 2 croit pq7s. La différence entre les modéles My et Mg est dans le

monde wy (height = 2). Les différences entre les modéles My et My sont dans les mondes w4,

wy et wl' (height = 2). Le tableau 6.1 présente les distances entre ces modéles.
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’7:1/2 Ml,MQ Ml,Mg Ml,M4 MQ,Mg MQ,M4 M3,M4
dNB | 0,800 | 0,600 | 0,600 | 0,800 | 0,800 | 0,600
d€B, | 1,000 | 4,000 | 1,000 | 4,000 | 1,000 | 3,000

dS./\/'BZ 0,938 1,750 0,438 2,250 0,938 1,312
dT= | 2,500 | 1,000 | 0,500 | 3,500 | 3,000 | 1,000

dWSETT 0,500 | 0,125 | 0,469 | 0,625 | 0,969 | 0,469

dWS), 0,500 0,500 0,469 1,000 0,969 0,719

TABLE 6.1 — Distances entre les modeles de la figure 6.3

Nous pouvons vérifier que dN'B, d€By, dENB), dTnY, dWS), et AWS], n'ordonnent pas
ces quatre modéles de la méme maniére. Notons également que le facteur d’atténuation v = 1/2
n’est pas assez petit pour assurer que la propriété (D5) soit satisfaite.

Nous pouvons également comparer les (familles de) distances qui nous introduisons en nous
concentrant sur les propriétés supplémentaires qu’elles satisfont. Le tableau 6.2 résume les ré-
sultats obtenus pour chaque distance. Pour chaque propriété, les symboles ont la signification
suivante :

\/ satisfait par la distance
/7 satisfait pour un facteur d’atténuation assez petit
\/# satisfait si une distance propositionnelle non drastique est utilisée

X non satisfait

NB [ d€B; [ dENBY [ dT | dWS],
(D5) | V x A A A
@) [ x | VF | VF | v |
(D7) Nii Nii v Nid

TABLE 6.2 — Distances et propriétés qu’elles satisfont

Ces cinq (familles de) distances étant incomparables pour le raffinement, trois d’entre elles
(AENBy, dT7 et dWS; ) semblent néanmoins meilleures si nous regardons les propriétés
%

qu’elles satisfont.

6.5 Utilisation des distances introduites dans le cadre de la ré-
vision de croyances

Nous montrons maintenant comment les familles de distances introduites jusqu’ici peuvent
étre exploitées pour réviser des modeles de Kripke, ou, plus généralement, des ensembles finis
de modeles de Kripke.

Soient une formule « de £ telle que deg(a) = p et M’ un ensemble fini de modeles de Kripke
(finis, pointés, KD45,, contenant au plus m’ mondes). Chaque distance d d'une famille D¢, est
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définie sur M, un ensemble fini de modeles finis de Kripke contenant au plus m mondes tel
que m = maz(m’, |A|P - |[P|P*1). Dans ce cas, nous nous assurons de pouvoir comparer tout les
modeles de M aux modeles de a.

Nous désignons par Mod(«) 'ensemble des modeles de Kripke M qui satisfont «. La révision
de M par « est un ensemble de modeles de Kripke, noté Moa. Nous attendons de 'opérateur de
révision o qu’il satisfasse un ensemble de postulats de rationalité, adaptation de ceux proposés
par Katsuno et Mendelzon dans le cas de la logique propositionnelle classique [KATSUNO &
MENDELZON 1992] :

(Ra1) Moa C Mod(a)

(Rum2) si M N Mod() # 0, alors M oa = M N Mod(«)

(Rm3) si Mod(ar) # 0, alors Moo # ()

(Ra4) si Mod(o) = Mod(B), alors Moo = Mo 3

(Ru5) (Moa)n Mod(8) C Mo (anfB)

(RA6) si (Mo a)n Mod(8) # 0, alors Mo (A B) C (Mo a)N Mod(f)

Dans le cas de la logique propositionnelle finie, Katsuno et Mendelzon définissent un théo-
reme de représentation pour caractériser tout opérateur de révision satisfaisant les propriétés
attendues. Ce théoreme est basé sur le concept d’assignement fidele. Il est intéressant d’adapter
ce concept a notre cadre, afin d’obtenir des conditions suffisantes pour assurer la rationalité d’un
opérateur de révision :

Définition 6.19 (Assignement fidele).
Un assignement fidele est une application qui associe a tout ensemble fini de modéles de Kripke
M un pré-ordre total <pq sur l’ensemble de modéles de Kripke, tel que :

o st M1 € M et My e M, alors My =~ My ;
o si My € M et My & M, alors M1 <pq Mo ;
o st My = Ma, alors <y, =<,

Nous pouvons maintenant définir un théoreme de représentation pour les opérateurs de
révision dans notre cadre :

Proposition 6.13.

Soit o un opérateur de révision qui associe a tout ensemble fini de modéles de Kripke M et
toute formule o de L, un ensemble de modéles de Kripke. S’il existe un assignement fidéle qui
associe @ chaque ensemble fini de modéles de Kripke M un pré-ordre total neethérien <y tel
que Mo a = min(Mod(a),<aq), alors o satisfait les postulats (Ryp1) — (R 6).

Démonstration. Cette preuve est identique a la preuve du théoreme de représentation de Kat-
suno et Mendelzon [KATSUNO & MENDELZON 1992] mise & part le fait que les interprétations
sont remplacées par des ensembles finis de modeles de Kripke (finis, pointés, KD45,) et les
formules propositionnelles sont remplacées par des formules de L.

Supposons qu’il existe un assignement fidele qui associe M & un pré-ordre total noethérien
<m. Nous définissons un opérateur de révision o par M o a = Min(Mod(a),<aq). Nous mon-
trons que o satisfait les postulats (Raq1)-(Ra6). Il est clair que le postulat (Raq1) est satisfait
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d’apres la définition de l'opérateur o. Il est également clair que les postulats (Ra3) et (Ra4)
sont satisfaits d’apres la définition de I'assignement fidele.

Nous montrons que (Ra2) est satisfait. Il suffit de montrer que si M N Mod(a) n’est pas
vide, alors M N Mod(a)) = Min(Mod(a)), <aq). Les conditions de ’assignement fidéle nous
donnent M N Mod(a) C Min(Mod(a),<,). Pour prouver 'autre inclusion, nous supposons que
M € Min(Mod(a),<,) et M & M N Mod(c). Puisque M N Mod(c) n’est pas vide, il existe un
modele de Kripke M’ tel que M’ € M N Mod(«). Ainsi, les conditions de lassignement fidele
nous donnent M £ ¢ M’. De plus, M’ <4 M. D’ou, M n’est pas minimal dans Mod(«) pour
le pré-ordre <. Nous avons donc une contradiction.

Nous montrons que les postulats (R(5) et (R(6) sont satisfaits. Il est clair que si (Moa)N
Mod(f) est vide, alors (R(6) est satisfait. Ainsi, il suffit de montrer que si Min(Mod(a), <
) N Mod(f) n’est pas vide, alors Min(Mod(a),<a) N Mod(B) = Min(Mod(a A ), <pm).

Supposons que M € Min(Mod(a), <a) N Mod(3) et M ¢ Min(Mod(a A B), <pq). Puisque
M € Mod(aApB), il existe un modele de Kripke M’ tel que M’ € Mod(aAB) et M’ < M. Ceci
contredit le fait que M € Min(Mod(«), <pq). Par conséquent, nous obtenons Min(Mod(«a), <
)N Mod(B) C Min(Mod(a A ), <m).

Pour prouver l'autre inclusion, nous montrons que M € Min(Mod(a A ),<m) et M &
Min(Mod(a), <am) N Mod(f3). Puisque M € Mod(/3), nous avons M ¢ Min(Mod(a),<am).
Comme nous supposons que Min(Mod(a), <) n’est pas vide, supposons que M’ soit un modele
de Kripke de Min(Mod(a), <) N Mod(B). Ainsi, nous avons M’ € Mod(a A ). Puisque nous
supposons que M € Min(Mod(a A 8), <m) et que <pq est total, nous avons M <pq M’. Ainsi,
d’apres M’ € Min(Mod(c), <aq), nous avons M € Min(Mod(a),<a. Nous avons donc une
contradiction. O

Etant donnée une distance d entre modéle de Kripke et un ensemble fini de modeles de Kripke

M., nous notons, pour tout modeéle de Kripke M, d(M, M) = Mmi%(d(M, M")) et height(M) =
e
maz (height(M)). Puisque M est fini, nous pouvons assurer que d(M, M) et height(M) sont
€

définis.

Sur cette base, nous pouvons facilement associer a d et M, un pré-ordre-total <, en posant
My <pq Mjy si et seulement si d(M;, M) < d(My, M).

Afin de garantir le fait que <j4 soit noethérien, nous considérons deux conditions supplé-
mentaires sur d :

Définition 6.20 (Condition du modeéle minimal).
Une distance d entre modéles de Kripke satisfait la condition du modéle minimal si et seulement
si, pour tous modéles My et My, d(My, M) = d(pu(My), u(Ms)).

Définition 6.21 (Distance bornée).
Une distance d est dite bornée si et seulement si pour tout ensemble fini de modeéles de Kripke
M, pour toute formule o de L telle que deg(a) = k, pour tout modéle de Kripke My tel que

o My satisfait o ;

e height(M3) > max(k + 1, height(M)),
il existe un modele de Kripke My tel que

o M satisfait o ;

e height(M;) < max(k + 1, height(M)) ;
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o d(My, M) < d(Ma, M).

Quand d est bornée, pour tout modele My € Mod(«), nous savons qu’il existe un modele
M, € Mod(a) tel que height(My) < mazx(deg(a) + 1, height(M)) et d(My, M) < d(Ma, M).
Or, il n’existe qu'un nombre fini de modele M; de Mod(«) (a la bisimulation prés) vérifiant
height(M;) < maz(deg(c) + 1, height(M)), ceci assure que <4 est ncethérien.

Définition 6.22 (Opérateur de révision).
Soient d une distance bornée vérifiant la condition du modéle minimal, M un ensemble fini de
modéles de Kripke et o une formule de L. Nous assignons a M un pré-ordre total neethérien
Sjl\,l sur les modéles de Kripke défini comme suit : My §§l\4 My si et seulement si d(Myp, M) <
d(May, M).
L’opérateur de révision og associé a ce pré-ordre §§lv1 est défini sémantiquement de la maniére
suivante : Moy a=min(Mod(a), <%,).

Ainsi, M est plus proche de M que M’ quand sa distance avec les modeles de M est plus

petite que la distance entre M’ et les modeéles de M.

Proposition 6.14.
Soit d une distance bornée vérifiant la condition du modéle minimal. L’opérateur og satisfait les

postulats (Rag1)-(Rpam6).

Démonstration. D’apres la proposition 6.13, il suffit de montrer que 'assignement défini a la
définition 6.22 est un assignement fidele. Clairement, Sjlw est un pré-ordre total, puisque < est
un pré-ordre total. Nous allons montrer que celui-ci est fidele.
e Si M € Met M' € M, alors d(M, M) = d(M', M) = 0 d’aprés la définition de <%,.
Ainsi, nous ne pouvons avoir M <jl\/l M.
e SiM e Met M' ¢ M, alors d(M, M) =0 et d(M', M) =k avec k > 0. Ainsi d(M, M) <
d(M'; M), ie. M §dM M.
e Finalement, si M = M/, alors, clairement, <¢,=<%,..

O]

Nous pouvons maintenant déterminer si certaines des distances introduites vérifient les condi-
tions posées. La proposition suivante nous assure que c’est le cas :

Proposition 6.15. dN'B, d€By, dENB], , dT" et dWS], sont bornées et vérifient la condition
du modéle minimal.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour d€NB; (les preuves pour les autres distances sont
similaires & celle-ci).

Soient ¢ une formule de £ telle que deg(y) = k, deux modeles de Kripke M = (W, R, V, wy)
et My = (Wo, Ro, Vo, w3) tels que height(M) = k', My satisfait ¢ et height(Mz) > max(k+1, k).

e Si M [ ¢, il suffit de prendre M; = M.
e Sinon, soient £ = max(k + 1,k') et M; la restriction de M & k (noté (M | k)) définie
comme d’habitude [BLACKBURN et al. 2001]. Ainsi My = (W, Ry, Vi, w() tel que Wy =

{’U) € Wg\height(w) < /i}, Ri = RoN (Wl X Wl), Vi = {Vw € VQ”U] € Wl} et ’U)(l) = w%.
Dans ce cas, M est une copie de Ms jusqu’a une profondeur modale de k.

Nous montrons que dEN B} est bornée. Pour ce faire, nous montrons que dEN B} (M, M;) <
dENB) (M, My). Nous avons deux cas & considérer :
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1. Si toutes les différences entre M et My sont a une profondeur supérieure a «, alors,
clairement, M = ¢ nous avons donc une contradiction.

2. Si certaines des différences entre M et M, sont & une profondeur inférieure a , alors,
d’aprés la définition de dENB), le fait que height(M;) < height(M>) implique que
dENB] (M, M) < dENB] (M, My).

D’apres la définition de ces distances, il est clair qu’elles satisfont la condition du modele
minimal. ]

Par conséquent, nous pouvons définir des opérateurs de révision sur les ensembles de modeles
de Kripke basés sur les cinq distances dN'B, d€Bq, dENB), dTx7 et dWS],. Comme mentionné
plus tot, les distances dENB)!, dT7 et dWS], apparaissent comme étant les plus intéressantes,
puisqu’elles satisfont toutes les propriétés attendues (D1)-(D7).

Nous allons maintenant illustrer les cing opérateurs de révision correspondant a ces distances.

Exemple 6.2.

Considérons le modéle de Kripke de la figure 6.4. Dans cette situation, l'agent 1 croit ~x Ny,
l’agent 2 croit x N\ —y et l'agent 3 croit x ANy. L’agent 1 croit que les agents 2 et 3 croient x Ay,
l'agent 2 croit que l'agent 1 croit x ANy et que l'agent 3 croit ~x Ay, l'agent 3 croit que les agents
1 et 2 croient ~x N y.

FIGURE 6.4 — Modéle de Kripke avant la révision

Penchons-nous sur le résultat de la révision de ce modéle par la formule oo = x A By1(—y) A
Bo(—z) AB3(—z A—y) pour nos cing opérateurs de révision ogarB, OdeB, OdENB] s OdT et oSy -
Nous révisons donc ce modéle en changeant le monde réel et les croyances au sujet du monde
réel des trois agents.

La figure 6.5 montre deux modeéles de Kripke My et Ms. Bien que les deux modeéles My et Mo
soient sélectionnés comme modéles du résultat de la révision (ainsi que plusieurs autres modéles
que nous n’allons pas énumérer ici) par les opérateurs ogng, c4eB, et CdENB] My est le seul
modéle issu de la révision de My par o par les opérateurs de révision oaws;, et og7 -

Considérons ognp. Puisque la valuation du monde pointé doit changer pour satisfaire o,
tous les modeles de o seront a égale distance de My. Considérons maintenant oqep, et CdENTB]-
Puisque la valuation du monde accessible par l'agent 3 doit changer complétement (de xy a Ty)
pour satisfaire a, cette fois encore, tous les modéles de o seront a égale distance de My. Finale-
ment, pour ogrT.v et ognsy , comme les distances associées considerent les valuations de chaque
monde a chaque hauteur du modéle, le modéle le plus proche est celui ou les seuls changements
sont les valuations correspondantes. Ainsi, dT w7 et dWS;L apparaissent comme les distances les
plus adéquates pour définir les opérateurs de révision a base de distance.
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FIGURE 6.5 — Modeles de Kripke apres la révision

Dans [AUCHER 2008] la révision modélisée est une révision subjective, ce qui signifie que
la nouvelle information est reque par I'un des agents du systéme (ainsi, apres la révision, les
modeles subjectifs de cet agent seront modifiés). La révision que nous avons définie dans ce
chapitre est celle de I'observateur du systeme multi-agents, qui a une description du monde réel
et des croyances des agents.

6.6 Conclusion

Nous avons introduit et étudié des distances entre modeles de Kripke KD45,, finis pointés.
L’objectif était de caractériser les opérateurs de révision basés sur ces distances. Nous avons
identifié des propriétés que toutes les distances étudiées satisfont, et avons montré que ces
distances sont incomparables par rapport au raffinement. Nous avons montré que le théoréeme
de représentation en termes d’assignements fideles définis par Katsuno et Mendelzon [KATSUNO
& MENDELZON 1992] peut étre adapté pour définir la révision d’un ensemble fini de modeéles
de Kripke KD45,, par une formule. Enfin, nous avons montré que toutes les distances que nous
avons définies peuvent étre utilisées pour définir des opérateurs de révision. Néanmoins, deux
d’entre elles apparaissent comme meilleures que les autres.

Clairement, les distances définies ici ont un sens pour les autres classes de modeéles de Kripke
que les modeles KD45,,. Cependant, I’ensemble de propriétés attendues ne doit pas nécessaire-
ment rester le méme. Identifier les conditions raisonnables que les distances doivent satisfaire
pour réviser des préférences, des programmes, etc. est une perspective pour des recherches fu-
tures.

Une autre perspective serait de vérifier si toutes ces distances peuvent également servir a
caractériser des opérateurs de révision privée. Pour ce faire il pourrait étre nécessaire d’introduire
d’autres conditions qu’elles devraient vérifier.
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Bon, je crois que le moment est venu de dire quelque chose d’inoubliable...... heu....y’a

rien qui me vient d [’esprit. (Jack O’Neill — Stargate SG-1)

Durant cette theése, les travaux réalisés apportent plusieurs contributions a la dynamique de
croyances, dans le cadre de la logique propositionnelle finie d’une part et dans le cadre multi-
agents d’autre part.

Dans la premiere partie de cette these, apres avoir présenté le cadre AGM de la dynamique
de croyances, ainsi que le cadre KM de la révision de croyances, nous avons introduit la premiere
contribution de cette thése. Nous nous sommes dans un premier temps intéressés a la contrac-
tion dans le cadre de la logique propositionnelle finie. Le but était, a 'instar de Katsuno et
Mendelzon pour la révision, de définir le bon comportement des opérateurs de contraction dans
ce cadre. Ainsi, nous avons défini des postulats pour les opérateurs de contraction dans le cadre
de la logique propositionnelle classique finie correspondant aux postulats de contraction dans
le cadre AGM. Apres avoir vérifié que les opérateurs de contraction définis par nos postulats
correspondaient aux opérateurs de révision définis par les postulats KM, nous avons proposé un
théoreme de représentation en termes d’assignements fideles.

Les perspectives de recherches pour ce travail sont nombreuses. Tout d’abord, concernant
la contraction dans le cadre de la logique propositionnelle finie, maintenant que nous avons
démontré un théoreme de représentation, nous avons un bon point de départ pour débuter
I’étude des opérateurs de contraction itérée, contrepartie des opérateurs de révision itérée. En
effet, cette problématique de la contraction itérée n’a été abordée, a notre connaissance, que dans
[HILD & SPOHN 2008], contrairement a la révision itérée qui a engendré une large littérature
[DARWICHE & PEARL 1997, BOOTH & MEYER 2006, JIN & THIELSCHER 2007, KONIECZNY &
PINO PEREZ 2008].

Enfin, une perspective serait également de définir des opérateurs de contraction dans un
cadre multi-agents. En effet, la traduction des postulats de révision AGM dans le cadre proposi-
tionnel est également & la base des travaux de Aucher [AUCHER 2008] pour les modéles internes;
mais elle est également a la base des opérateurs de révision a base de distances que nous avons
définis dans la seconde partie de cette these.

Dans la seconde partie de cette these, apres avoir introduit les différents éléments nécessaires
a la compréhension de cette partie, nous nous sommes intéressés a une connexion entre les
logiques épistémiques et la théorie du changement de croyances plus proche de ’approche AGM.
Nous avons étudié les opérateurs qui modifient les croyances des agents dans les modeles KD45,,
standard. Cette tache était plus compliquée que dans le cadre AGM standard, car, dans un
contexte multi-agents, les nouvelles informations peuvent prendre différentes formes.

Dans un premier temps, nous avons étudié les opérateurs de changement de croyances privés.
Un changement privé est un changement produit par une information qui est disponible pour
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un agent. Cela signifie que les croyances de cet agent doivent changer, alors que les croyances
des autres agents restent inchangées. Dans ce cas, nous ne pouvons pas appliquer directement
les définitions AGM. Afin de remédier a cela, nous avons proposé des définitions précises pour
les opérateurs d’expansion et de révisions privées par des informations objectives (i.e. des infor-
mations au sujet de ’environnement).

Une extension de ce travail est I’étude du changement de croyances public et de groupe.

e Un changement public est un changement qui est produit par une information qui est dispo-
nible pour chaque agent. Dans ce cas, nous sommes dans le cadre AGM standard, et nous
pouvons utiliser le mécanisme AGM standard (postulats, théorémes de représentations,
etc) afin de définir des opérateurs adéquats de changement de croyances.

e Un changement de groupe est un changement qui est produit par une information qui est
disponible pour un groupe d’agent. L’idée est que la nouvelle information n’est pas donnée
en privée & un agent, mais a un groupe d’agents. Ce cas comprend les changements publics
et privés comme des cas particuliers. L’interaction entre les agents ajoute des problemes
supplémentaires intéressants, puisque chaque agent du groupe devra réviser ses croyances
a propos des croyances des autres agents du groupe qui regoivent la méme information.

Une autre extension de ce travail est I’étude des changements de croyances par des informa-
tions subjectives (i.e. des informations sur les croyances des autres agents). Le cas de la révision
par des informations subjectives est a la fois plus complexe est plus riche que la révision par des
formules objectives, en raison de I'exigence de la minimalité du changement. Dans certains cas,
les opérateurs de changement de croyances sont basés sur des distances. De ce fait, certaines
mesures intéressantes peuvent étre définies et utilisées pour définir un changement minimal pour
la révision.

L’étude de telles distances entre modeles de Kripke KD45,, fait justement ’objet de la der-
niere contribution de cette these. Nous nous sommes intéressé a la définition de propriétés sur ces
distances. Mais également a la définition de nouvelles distances, capturant différentes intuitions
sur la fagon dont deux modeles de Kripke sont proches. Apres avoir identifié les propriétés satis-
faites par ces distances, nous avons montré qu’aucune d’elles n’est raffinée par une autre. Nous
avons ensuite défini un théoréme de représentation dans le cadre de la révision d’un ensemble de
modeles de Kripke par une formule modale. Enfin, nous avons montré que toutes les distances
introduites peuvent servir a caractériser un opérateur de révision.

Les perspectives de recherches pour ce travail sont multiples. Nous pouvons identifier les
conditions que les distances doivent satisfaire pour d’autres types de révision. D’un autre coté,
ces distances peuvent avoir du sens pour les autres classes de modeles de Kripke que les modeles
KD45,,. Ainsi, certaines conditions sur ces distances peuvent se révéler « inutiles » pour certaines
classes de modeles. Au contraire, certaines classes de modeéles pourrait étre plus exigeantes et
nécessiter I’élaboration de nouvelles conditions.
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Résumé

Le changement de croyances vise a trouver des moyens adéquats pour faire évoluer les
croyances d'un agent lorsqu’il est confronté a de nouvelles informations. Dans la plupart des tra-
vaux sur la révision de croyances, ’ensemble de croyances d’un agent est composé de croyances
au sujet de l'environnement (le monde) et est représenté par un ensemble de formules de la
logique classique. Dans de nombreuses applications, un agent n’est pas seul dans ’environne-
ment, mais le partage avec d’autres agents, qui ont aussi des croyances. Ainsi les croyances sur
les croyances des autres agents constituent un élément d’information important pour 'agent,
afin d’étre en mesure de prendre les meilleures décisions et d’effectuer les meilleures actions.
L’utilisation de croyances sur les croyances des autres agents est par exemple cruciale dans la
théorie des jeux.

Dans cette these, nous étudions dans un premier temps les opérateurs de contraction propo-
sitionnelle correspondant aux opérateurs de révision de Katsuno et Mendelzon. Nous étudions
ensuite une connexion entre les logiques épistémiques et la théorie du changement de croyances,
proche de I'approche AGM. Nous nous sommes intéressés a ’utilisation des opérateurs qui modi-
fient les croyances des agents dans les modeles KD45n standard. Cette tache est plus compliquée
que dans le cadre AGM standard, car, dans un contexte multi-agents, les nouvelles informations
peuvent prendre différentes formes. Par exemple, chaque nouvelle information peut étre obser-
vée/transmise/disponible & tous les agents ou seulement & certains d’entre eux.

Mots-clés: Changement de croyances, logique propositionnelle, représentation des connais-
sances, systeme multi-agents, modeles epistemiques, logique épistémique, calcul de distance.

Abstract

Belief change is about finding appropriate ways to evolve an agent’s beliefs when con-
fronted with new pieces of information. In most works on belief revision, the set of beliefs of
an agent is composed of beliefs about the environment (the world) and is represented by a set
of formulas of classical logic. In many applications, an agent is not alone in the environment,
but sharing with other agents, which also have beliefs. Thus beliefs about the beliefs of other
agents are an important piece of information for the agent in order to be able to make the best
decisions and perform the best actions. The use of beliefs about the beliefs of other agents is,
for exampel, crucial in game theory.

In this thesis, we first study the operators of propositional contraction corresponding to the
revision operators proposed by Katsuno and Mendelzon. Then, we study a connection between
epistemic logics and belief change theory, close to the AGM approach. We are interested in the use
of operators that modify agent beliefs in standard KD45n models. This task is more complicated
than in the standard AGM framework because, in a multi-agent context, new information can
take different forms. For example, each new information can be observed/transmitted/available
to all agents or only some of them.

Keywords: Belief Change, Propositional logic, Knowledge Representation, Multi-Agent Sys-
tems, Epistemic Models, Distance Computation.
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