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* Peut-on calculer :

m le produit éde deux matrices carrées nx n en moins de O(n®)?

m le produit de deux grands nombres, chacun de taille n, en moins de
o(n?)?

m le produit de deux polynd6mes, chacun de degré n, en moins de
o(n?)?

Toute réduction de complexité a un impact sur de nombreuses
applications comme le calcul scientifique ou encore la cryptographie.
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Commencons par

les nombres complexes
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Les nombres complexes

Un nombre complexe, de la forme x + i.y, contient deux parties :

+ Une partie réelle x
* Une partie imaginaire y
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Les nombres complexes

Un nombre complexe, de la forme x + i.y, contient deux parties :
* Une partie réelle x
* Une partie imaginaire y

Le terme i est au fait une valeur imaginaire et représente une solution
a 'équation /2 = -1
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Nombre complexe : Déclaration

typedef struct
¢ {
float reelle;
. float complexe;
i } nbrecomplexe;
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Nombres complexes

Soit z et w deux nombres complexes. Ecrire une fonction qui :

 calcule la somme de z et w,
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Nombres complexes

Soit z et w deux nombres complexes. Ecrire une fonction qui :

 calcule la somme de z et w,
+ calcule le produit de z et w, et
« calcule la soustraction de z et w.
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Fonction : addition de deux nombres complexes

nbrecomplexe addition (nbrecomplexe z, nbrecomplexe w)
{
nbrecomplexe somme;
somme.reelle = z.reelle + w.reelle;
somme.complexe=z.complexe + w.complexe;
return somme;
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Fonction : soustraction de deux nombres complexes

nbrecomplexe soustraction (nbrecomplexe z,

{

nbrecomplexe moins;

moins.reelle = z.reelle - w.reelle;
moins.complexe=z.complexe - w.complexe;
return moins;

nbrecomplexe w)
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Fonction : produit de deux nombres complexes

nbrecomplexe produit (nbrecomplexe z, nbrecomplexe w)

{

nbrecomplexe mult;

mult.reelle = (z.reelle % w.reelle) - (z.complexe * w.complexe),
mult.complexe=z.reelle x w.complexe + w.reelle x z.complexe;
return mult;
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Complexité du produit de deux nombres complexes

+ Le produit de deux grands nombres complexes nécessite :
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Complexité du produit de deux nombres complexes

+ Si ces quatre opérations s’appliquent sur des types simples
(comme ici, de type standard "réel”) alors il est clair que la
complexité temporelle du produit de deux nombres complexes
seraen O(1).
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Complexité du produit de deux nombres complexes

+ Si ces quatre opérations s’appliquent sur des types simples
(comme ici, de type standard "réel”) alors il est clair que la
complexité temporelle du produit de deux nombres complexes
seraen O(1).

+ Cette complexité ne sera plus en O(1) si les opérations
arithmétiques (*, +, -) s’appliquent sur des tableaux par exemples.
En effet, dans ce cas, les opérations de multiplications sont plus
colteuses que celles des additions (ou des soustractions).
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Complexité du produit de deux nombres complexes

+ Dans I'hypothese ou le produit est plus colteux que I'addition (ou
la soustraction), peut-on améliorer le calcul de produits de
nombres complexes?
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Complexité du produit de deux nombres complexes

+ Dans I'hypothese ou le produit est plus colteux que I'addition (ou
la soustraction), peut-on améliorer le calcul de produits de
nombres complexes?

+ Lidée est d’essayer d’obtenir le méme résultat avec moins
d’opérations de multiplication (quitte a avoir plus d’'opérations
d’addition et de soustraction).
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Complexité du produit de deux grands nombres complexes

Soit z=2Zz, +i % z; et w = w, + i * w, deux nombres complexes.
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Complexité du produit de deux grands nombres complexes

Soit z=2Zz, +i % z; et w = w, + i * w, deux nombres complexes.
Soit :

P = Zr * Wr
P2 = Ze * We
ps = (Zr+2c)* (W +we)

Reformuler :

ZH W= (Zr* Wr—Zo* We) +i % (Zp % We + Z¢ * Wr)

en fonction de py, po, Ps3.

13/35



Complexité du produit de deux nombres complexes

Soit zx w= (2, *Wy—Zg* We)+ 1% (2 * We+Zg* W) et:

= Zr * Wy
Zo* We
(zr + z¢) * (W + We)

P
P2
Ps3
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Complexité du produit de deux nombres complexes

Soitzxw= (2, *Wy—Zg* We) + 1% (2 We+ Zg * Wr) et :

= Zr * Wy
Zo* We
(zr + z¢) * (W + We)

P
P2
Ps3

zZxw=(p1-p2)+i*(p3—pP2-p1)
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Complexité du produit de deux nombres complexes

p1 = Zr * Wr
p2 = Ze * We
p3 = (Zr+zC) * (Wr+ Wc)

Z*x W

(P1 = p2) +1i.(p3~pP2-p1)
Nous effectuons :
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Complexité du produit de deux nombres complexes

p1 = Zr * Wr
p2 = Ze * We
p3 = (Zr+zC) * (Wr+ Wc)

Z* W

(p1—p2) +i.(ps —p2 - p1)
Nous effectuons :

+ 3 multiplications

+ 3 additions, et

+ 3 soustractions.
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Complexité du produit de deux nombres complexes

l)1 = AZ} * VV}
p2 = Ze * We
ps = (zr + z¢) * (W + We)

Zxw (p1 = p2) +i.(p3 — P2 - p1)

Nous effectuons :

+ 3 multiplications
+ 3 additions, et
* 3 soustractions.
Donc un gain en terme de complexité calculatoire si 'opération de

multiplication est plus colteuse que les opérations d’addition et de
soustraction.
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Produit de deux grands nombres

Peut-on exploiter cette idée pour réduire la complexité du calcul du
produit de deux grands nombres?
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Produit de deux grands nombres

+ Soit A un grand nombre de taille N. Supposons N = 2" une
puissance de 2 (il ne s’agit pas d’une restriction, il suffit si besoin
de compléter par des zéros)
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Produit de deux grands nombres

+ Soit A un grand nombre de taille N. Supposons N = 2" une
puissance de 2 (il ne s’agit pas d’une restriction, il suffit si besoin
de compléter par des zéros)

* Notons :

m A; contient les %’ premiers chiffres du poids les plus forts
m A; contient les g derniers chiffres du poids les plus faibles

+ Un nombre A peut-étre alors décomposé comme suit :

A=As+10% + A;
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Produit de deux grands nombres

+ Soit A =18730092. N=8
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Produit de deux grands nombres

« Soit A =18730092. N =8
* Notons :

m A;=1873
m A =0092

* Le nombre A = 18730092 peut-étre alors décomposé comme suit :

A=1873 » 10* + 0092
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Produit de deux grands nombres

+ Soit A= (As * 102 + Aj) et B=(Bs * 102 + B;) deux grands
nombres de taille N.
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Produit de deux grands nombres

- Soit A= (As+ 102 + A;) et B=(Bs + 107 + B;)
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Produit de deux grands nombres

- Soit A= (As+ 102 + A;) et B=(Bs + 107 + B;)
 Définissons :

B P = As* Bs
u p2=A,'>(-B,‘
B p3=(As+A)*(Bs+Bj)
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Produit de deux grands nombres

- Soit A= (As 102 + A;) et B= (Bs + 10% + B;) et :
B Py =As* Bs
| ,O2=A,'>(-B,'
B ps=(As+A)*(Bs+Bj)
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Produit de deux grands nombres

- Soit A= (As 102 + A;) et B= (Bs + 10% + B;) et :
B Py =As* Bs
| ,02=A,'>(-B,‘
B ps=(As+A)*(Bs+Bj)

Il est alors facile de vérifier que :

AxB=(p +10") + o+ (p3 - p1 - p2) + 102
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Produit de deux grands nombres

* p1=As * Bs, p2 = A + B
* p3=(As+Aj) * (Bs + Bj)

© AxB=(pi +10Y) + po+ (p3 - p1 - p2) * 102.

22/35



Produit de deux grands nombres

* p1=Asx*Bs, po=Ai + B
* p3=(As+A)*(Bs+Bj)

= AxB=(py+10N) + po + (3 - py — p2) * 102,

Lexpression : Y = 10™

* consiste tout simplement a insérer m zéros a droite du grand
nombre Y.
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Produit de deux grands nombres

* p1=As*Bs, po=Ai* B
* p3=(As+Aj)*(Bs+B)

= AxB=(py+10N) + po + (3 - py — p2) * 102,

Lexpression : Y = 10™
* consiste tout simplement a insérer m zéros a droite du grand
nombre Y.

+ cette opération se fait en O( Taille) ou Taille est la taille des grands
nombres manipulés.

v
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Produit de deux grands nombres

* p1=Asx*Bs, po = A * B
* p3=(As+Aj)*(Bs+B)

* A% B=(py*10V) + py + (p3 — p1 — p2) * 102
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Produit de deux grands nombres

* p1=Asx*Bs, po=Ai + B
* p3=(As+A)*(Bs+B;)

 AxB=(p1+10N) + po + (p3 - p1 — p2) * 102,

Les trois multiplications p1, p2, p3 nécessaires pour le calcul de Ax B
peuvent se faire a leur tour de maniére récursive. C’est-a-dire que le
calcul du produit de deux grands nombres de taille N revient a faire :
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Produit de deux grands nombres

* p1=Asx*Bs, po=Ai + B
* p3=(As+A)*(Bs+B;)

 AxB=(p1+10N) + po + (p3 - p1 — p2) * 102,

Les trois multiplications p1, p2, p3 nécessaires pour le calcul de Ax B
peuvent se faire a leur tour de maniére récursive. C’est-a-dire que le
calcul du produit de deux grands nombres de taille N revient a faire :

* Trois calculs du produit de deux grands nombres mais de taille %’

+ Un certain nombre d’opérations (addition, soustraction, décalage)
de complexité O(N).
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Produit de deux grands nombres

Notons :

+ grand_nombre Produit (grand_nombre A, B)

m Une fonction qui prend en entrée deux grands nombres A et B de
taille N et retourne un grand nombre (de taille N*2) qui représente
le produit de A*B
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Produit de deux grands nombres

Notons :

+ grand_nombre Produit (grand_nombre A, B)

m Une fonction qui prend en entrée deux grands nombres A et B de

taille N et retourne un grand nombre (de taille N*2) qui représente
le produit de A*B

+ grand_nombre addition (grand_nombre A, B)

m Une fonction qui prend en entrée deux grands nombres A et B de

taille N et retourne un grand nombre (de taille N) qui représente le
produit de A+B
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Produit de deux grands nombres

Notons :

+ grand_nombre Produit (grand_nombre A, B)

m Une fonction qui prend en entrée deux grands nombres A et B de

taille N et retourne un grand nombre (de taille N*2) qui représente
le produit de A*B

+ grand_nombre addition (grand_nombre A, B)

m Une fonction qui prend en entrée deux grands nombres A et B de

taille N et retourne un grand nombre (de taille N) qui représente le
produit de A+B

+ grand_nombre soustraction (grand_nombre A, B)

m Une fonction qui prend en entrée deux grands nombres A et B de

taille N et retourne un grand nombre (de taille N) qui représente le
produit de A-B

+ grand_nombre insérer_zéro (int M, grand_nombre A)

m Une fonction qui prend en entrée un grand nombre A de taille N et
retourne un grand nombre (de taille N+M) en insérant m zéros
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Grandes lignes de l'algorithme

grand_nombre Produit (int N, grand_nombre A, B)
{

grand_nombre p1,p2,p3,e,f;
p1=Produit(As, Bs);

p2 =Produit(A;, B));

e=Addition(As, A));

f=Addition(Bs, B;);

p3 = Produit(e,f);

insérer_zéro(N,p1);

f=Addition(p1,p2);

e=Soustraction (Soustraction (p3, p1), p2);
insérer_zéro(N/2,e);

retourner (Addition(e,f);

}
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Complexité

/* Traitement des cas de base */ grand_nombre Produit (int N,
grand_nombre A, B)

{

grand_nombre p1,p2,p3,e,f;
p1=Produit(N/2, As, Bs);

p2 =Produit(N/2, A;, B));

e=Addition(As, A);

f=Addition(Bs, B));

p3 = Produit(N/2, e,f);

insérer_zéro(N,p1);

f=Addition(p1,p2);

e=Soustraction (Soustraction (p3, p1), p2);
insérer_zéro(N/2,e);

retourner (Addition(e,f);

}
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Complexité

/* Traitement des cas de base */ grand_nombre Produit (int N,
grand_nombre A, B)

{

grand_nombre p1,p2,p3,e,f;
p1=Produit(N/2, As, Bs);

p2 =Produit(N/2, A;, B));

e=Addition(As, A);

f=Addition(Bs, B));

p3 = Produit(N/2, e,f);

insérer_zéro(N,p1);

f=Addition(p1,p2);

e=Soustraction (Soustraction (p3, p1), p2);
insérer_zéro(N/2,e);

retourner (Addition(e,f);

}

Nous avons:
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Complexité

T(n) = 3xT(n/2)+8x%n
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Complexité

Lexpression :
2 m-1
(1+g+(g) ++(g) )

est une suite géométrique, qui est égale a :

qui est aussi égale a:
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Complexité

T(n) = 3« T(&)+(1+3+(3)°+.+(3)"")«8xn
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Complexité

T(n)

I
w
3
¥
\'
—
N
S e
N—
+
—
—
+
NIw
+
—~
Njw
N—"
nN
+
—~
NIwW
N—"
3
N
N—
¥
(o]
X
>

|
W
3
¥
-i
—~
|=
~
+
—~
[\
X
—~
NI
~—
3
|
[\
~—
X
(00]
X%
=]

29/35



Complexité

T(n)

37+ T () + (1 +g+(g)2+...+(g)m-1)*s*n

Sm*T(Zim)+(2*(g)m—2)*8*n

Que vaut m? J
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Complexité

mesttel que : T (45) = T(1), cestadire :

n

ZEE; = 1.

C'est-a-dire : n=2".
Appliquons le log base (2), ce qui donne:
m = log>(n).

On sait aussi que :

logs(n)

m=1002(1 = Jog, 2)
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Complexité

T(n) = 3"« T(g)+(2%(3)"-2)+8xn
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T(n) = 3"« T(g)+(2%(3)"-2)+8xn

374 T () + (2 (

NI

)m_z)*S*n

logz (n) loga (m)
- 305® 4[24 (2)1093(2) -2|*8x%n
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Complexité

Rappel :

logs (n) 1
303 = (3/093(f7)) Tog3 (2)
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Complexité

log () logz (n)
T(n) = 3%%® + (2% (g)"’%(z) -2|*8%n
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Complexité

logs (m) logg(n)
3093 + |2« (g)log3(2) —2|%8%n

T(n)

logg (n)
- n'584 o, (g)logg(z) -21%*8%n
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Complexité

Rappel :

logz (n)

logz (n)

)Ps@ |3 1093 (2)
zlogz(n)

(

W

logz (n)
3 Iog3 (2)
n
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logg (n)

logz (n)

) Bgs@® _ | 393
zlogz(n)

(

W

logz (n)
3 Iog3 (2)
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Complexité

logz (n)

logz () 09321
T(n) = 30g® 4 (2 % (g)/ogg(z) _2) *8%*n
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Complexité

logz (n)

Iogs(n)
T(n) 3hg3(2) 4 (2 % (%) Tog3(2) _ 2) «8xn

= n1'584+(2>+(L§84)—2)>e8*n
_ 1584 ,0,.8.n158 _2.8x4n

c O(n1 .584)
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