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Abstract
De nombreuses taches et problemes
combinatoires exhibent des symeétries. La

résolution de tels probléemes conduit a répéter
inlassablement I'étude de situations ou de sous-
probléemes équivalents. Depuis plusieurs années,
I'exploitation des symétries a permis une réduction
significative de I'espace de recherche et la résolution
de problemes ouverts jusqu’alors. Ce paradigme
important a été étudié de maniere extensive dans
de nombreux domaines, comme les problemes de
satisfaction de contraintes (CSP) ou la satisfiabilité
de formules booléennes (SAT). Lapproche consistant
a rajouter des contraintes (symmetry breaking
predicates en anglais) est I'une des techniques les
plus utilisées pour casser les symétries. Apres
avoir montré pourquoi il est difficile d’étendre cette
approche aux formules booléennes quantifiées, nous
montrons comment générer une nouvelle formule
équivalente a la formule de départ, mais ne contenant
pas de symétries. L'évaluation expérimentale menée
sur un des meilleurs solveurs QBF actuels montre
des résultats trés convaincants sur une grande variété
d’instances QBF structurées.

Introduction

de plus en plus grandes et difficiles. C'est ainsi que
dernierement, de nombreux solveurs pour résoudre des
instances QBF ont été proposés (e.g. [10, 14, 11]). La
plupart d’entre eux, étendent les derniers résultats akten
sur la résolution du probleme SAT. Ceci n'a rien de
surprenant puisque les formules QBF sont une extension
naturelle du probléeme SAT (probleme de satisfaction
d’'une formule booléenne) ou les variables sont quantifiées
existentiellement ou universellement.

Certaines classes d’instances QBF encodent des
problémes dit « du monde réel » et contiennent de
nombreuses symétries. On peut espérer une réduction de
I'espace de recherche en éliminant ces symétries. En effet,
I'exploitation des symétries a déja montré son importance
pour résoudre des problemes combinatoires intraitables
jusqualors. Ceci a par exemple été le cas pour les
problemes de satisfaction de contraintes (e.g. [13, 8] et
pour le probleme SAT (e.g. [2, 7, 5]).

Dans cet article nous introduisons un pré-traitement
pour casser les symétries dans les formules booléennes
qguantifiées. Les symétries sont d’abord détectées en
utilisant I'algorithme proposé dans Audemard-etal dans
[4]. Pour casser les symétries des clauses sont ajoutées a
la formule originale a I'aide de variables supplémentaires
La formule obtenue, équivalente en terme de validité a la
formule originale, peut étre résolue a partir de n’importe

la résolution des formulegiel solveur QBF. Ce qui n’est pas le cas avec I'approche

booléennes quantifiées (QBF) est un domaine de recherdmgbride QBF/SAT proposée dans [4] ou les prédicats

en pleine ébullition.

Cet intérét peut étre expliqué pacassant les symétries étaient séparés de la formule QBF

plusieurs facteurs. D’une part, de nombreux probléemexriginale.

en intelligence artificielle (planification, raisonnemant
monotone, vérification formelle,

a

des formules booléennes quantifiées.

Le reste de l'article est organisé de la maniére suivante.

...) peuvent se réduirdprés des définitions préliminaires sur les formules
De l'autre, ldmoléennes quantifiées, nous introduisons le cadre des

progres incessants réalisés sur la résolution du probléragmétries. Par la suite, nous décrivons notre approche pour
SAT permettent maintenant de s'attaquer a des formulesisser les symétries dans les QBF. Aprés une validation



expérimentale montrant de bons résultats, nous concluonsNotons que chaque symétrie d'une QBF & est
et proposons divers axes de recherche futurs. également une symétrie de de la formule booléehnka
réciproque n'est pas vraie. L'ensemble des symétrieB de
est donc un sous-ensemble des symétrieg.de
Il a été prouvé dans [6, 7] que la détection des symétries
d'une formule booléenne est équivalente au probléme
d’'isomorphisme de graphe (probléme consistant a trouver
Soit P un ensemble de variables propositionnellesun «mapping> entre deux grapheset H). La complexité
Lp désigne alors le langage des formules booléennes probléme d’isomorphisme est un probléme ouvert (il
quantifiées construites a partir dé en utilisant les est communément admis qu'il est a la frontiére entre les
formules booléennes classiques (incluant les constantesclassesP et NP [6]). Dans notre contexte, nous avons
et L) ainsi que les quantifications et V s’appliquant sur  besoin de détecter des automorphismes de graphes (trouver
les variables. un « mapping» entreG et G). Beaucoup de programmes
On considere les formules booléennes quantifiées misgat été proposés pour résoudre ce probléme. Mentionnons
sous forme prénexe @ = Q1Xi1,...,QmnX,»¥ (OU tout particulierement NUTY [12] qui est I'un des plus
encoreQ X W, QX est le préfixe de et W sa matrice) tel efficace en pratique.
queQ; € {3,V}, X1,..., X,, sontdes ensembles disjoints  Afin de détecter les symétries dans une formule CNF,
de variables etV une formule booléenne. Les variablesAloul et al. [1, 2] ont proposé une technique intéressante
conseécutives ayant le méme quantificateur sont groupéesnsformant la formule en un graplig, contenant des
Une QBF @ est dite sous forme normale i est sous sommets colorés. Bien entendu, ces couleurs sont prises en
forme prénexe et sl est sous forme normale conjonctive compte lors de la recherche d’automorphisme de graphes
(CNF). Nous définissond/ar(®) = U,cqi,. . Xi  (i.e. des sommets ne peuvent pas étre permutés avec des
I'ensemble des variables de Un littéral est une variable sommets d’une couleur différente). La formule CNF est
propositionnelle sous forme positive) pu négative {l).  transformée en graphe de la maniére suivante :

Lit(®) = U,eqa,....my Lit(X;) estlensemble complet des ) ] ]
littéraux ded ol‘sz‘t(X—) — {as,—wi|es € Xi}. Pour e Chaque variable est représentée par deux sommets, un

pour le littéral positif, le second pour le littéral négatif
Une couleur gris foncé est donnée a ces sommets.

2 Préliminaires

2.1 Formules Booléennes Quantifiées

une variabler € Var(®) telle quex € X,;, on définit
rank(x) = i. Lordre lexicographique<;., est définit

comme sult vy <jeq 2 <iex " <lew Ti-- - e Une aréte relie deux littéraux opposés.

2.2 Symétries dans les formules booléennes e Toute clause non binaire est représentée par un
quantifiées sommet de couleur gris clair elle est reliée a tous les

litéraux qui la compose.

Soient & = Qi1 Xy,...,Q,X,,¥ une formule o

booléenne quantifiée et : Lit(®) — Lit(®) une e Toute clause binairé, V [, est représentée par une

permutation sur les littéraux dé. La permutation double aréte entre les sommegset /,. Ceci afin de

o appliquée a ® est donc définie comme suit réduire le nombre de sommets nécessaires.

o(®) = Qr0(X1),...,Qmo (X))o (V). Par exemple, si

Dans [4], les auteurs ont proposé une simple extension
U est sous forme clausale alaré¥) = {o(c)/c € ¥} et (4] prop :

oM des travaux de Aloul et al [1] pour détecter les symétries
o(c) ={o()/l € c}. dans une formule booléenne quantifiée. Pour réaliser cette

Définition 1 Soitd® — Q, X, Oum X, une formule extension, il est nécessaire de prendre en compte le préfixe
- sy emAm

booléenne quantifiée. Soit une permutation sur les de la QBF (V(?ir_la conditi_on 2 de la définition 1). I_En
littéraux de®. o est une symétrie de si et seulement effet, les symétries ne doivent pas permuter des variable
si: n'appartenant pas au méme groupe de quantificateurs. Pour

distinguer de telles variables, une couleur par groupe de
o V€ Lit(®), o(—x) = —o(x) quantificateur est introduite dans la transformation de la

) formule en graphe.

e g(®) = Die o(¥) = TetVi € {1,...,m}

O'(Xl) = Xz Z.. . . Lot
3 Elimination des symétries dans les

Une symétrier peut étre vue comme une liste de cycles  QBFs
(c1...¢,) OU chaque cycle; est une liste de litéraux
(i - ..ll-ni) tel quevl < k < ngci(lsy,) = 1, et Lexploitation des symétries a été largement étudié dans
ci(li,;) = l;,. Dans cet article nous ne considérons quée contexte de la satisfaction de contrainte et le probléeme
des symétries contenant des cycles binaires. de satisfiabilité. Différentes approches ont été proposées



que l'on peut classifier en deux catégories, les unes
dynamiques, et les autres statiques. Lélimination
dynamique consiste a chercher et a éliminer les symétri
durant la recherche [5, 8]. Les schémas d’élimination
statiques font référence aux techniques de détection @ti = v1) ... (Tic1 = Vi—1) ... (Tn—1 = Yn—1) =
de suppression des symétries en tant qu’'étape de pré; < yn
traitement. Les symétries sont généralement éliminées en
ajoutant des contraintes appelées SBP (symmetry breakiPgns le cas SAT, le SBP décrit précédemment est
predicates) [6, 1]. Un tel SBP élimine tous les modélegransformé sous forme CNF et ajouté a la formule
de chaque classe d’équivalence d'interprétations (modulwoléenne d’origine. Comme cela a été expliqué dans
une symétrie) excepté un. Cependant, dans le cas géndiexemple 1, quand les formules QBF sont considérées,
'ensemble des symétries, et donc des prédicats généréertaines clauses du SBP peuvent étre universellement
peut étre de taille exponentiel. Récemment, Aletilal  quantifiées. Ajouter de telles clauses a la formule QBF
[1, 3] ont étendu 'approche de Crawford [6] en utilisantoriginale conduit & une invalidité alors que celle-ci nest’e
la théorie de groupe et le concept de non redondance deas obligatoirement. Dans ce qui suit, on décrit comment
générateurs, réduisant considérablement la taille des SBPutrepasser un tel probléme.

Dans cette section, nous commencons par expliciter la
difficulté a étendre la notion d’élimination des symétriedPour générer des SBP, il faut choisir un ordre des variables
du cas SAT au cas QBF. Nous montrons ensuite commeaiin d’ordonner les cycles. En conséquence, le SBP
traiter cette difficulté et comment générer une nouvellgorrespondant dépend de I'ordre imposé. Dans le cas QBF
formule sans symétrie et équivalente pour la validité &celicomme dans le cas SAT, un tel ordre peut avoir un grand
de départ. impact sur la taille de I'espace de recherche. Nauthy généere
le SBP en suivant I'ordre lexicographique. Dans le cas
QBF, on doit ordonner les cycles des symétries suivant
celui du préfixe.
L'exemple suivant, montre la difficulté a étendre la nOtiorbéfinition > Soitd —
d’élimination des symétries du cas SAT au cas QBF. N

Z@ =y1)... @ic1=vyi—1) =2 <y

3.1 Motivation

Qle e QiXi Ce Qme ¥ une
QBF eto une symétrie d&@. On définitc T X; comme
Exemple 1 Soit® = Va 2232324 ¥ une QBF telle que & sous-séquence de la symétrierestreinte aux cycles
U = (1 V w3V a2g) A (22 V oy V —mg) A (may Vag) A dont les variables appartiennent &;. une symeétrier
(maa V 24). peut donc s’écrire sous forme = {o1...0;...0pn} tel
La permutations = { (21, 22)(2s,24)} est une symétrie quéo 1 Xi = oy Sipourtouti € {1...m}, o; est
de®. pour éliminer cette symétrieen utilisant I'approche ~ 1€xicographiquement ordonnee alorest dite c-ordonnee.
tra_d|t|onnelle du cas SAT, on ajoute a la formule le SBPExempIe 2 Soit® = Jus, weVar, xows, w4 (~a1 V s V
sulvant : {(ﬁl‘l \Y mg),(ﬁ.%'l V —x3 V .%'4),( xro V —x3 V

. .%'3)/\($1 \/ﬁxg\/u)(:vl V$2V1'3)/\(ﬁ£63\/ﬁ.%'4)/\($1\/
x4)}. Comme la clausé—z; V z2) est universellement ) (21 V 26) A (—21 V s V s V )

s . . 5
%uarltlf|e|% La nouvelle QBF obtenue estinvalide alors U8 admet une symétrie. La génération de cette symétrie &
estvaide. partir de Nauty donnerar = {(x1, z2) (3, x4)(x5, z6) }-

Nous montrons maintenant comment étendre la notidgerdonnée en respectant le préfixe @ecela donne
de SBP aux formules booléennes quantifiées. Aprés ufle = 1{01,02,03} avecor = o 1 Xy = (5,26),
présentation formelle de notre approche pour le cas d'ufe — ¢ T Xo = (21,22), g4 = 0 _T Xz = (3537554)-,
seule symétrie, une généralisation est décrite pour pOMMerL, 02 €tos sont lexicographiquement ordonnées,
ensemble quelconque de symétries. la forme c-ordonnée der esto = {o01,02,03} =

{(2s,6) (w1, w2) (w3, 74)}

3.2 Elimination d’'une seule symétrie Dans le reste de ce papier, les symétries seront considérées

. . L _ . c-ordonnées.
Avant de décrire le traitement d’élimination des symétries

dans les formules QBF, nous commencons par donner ub&finition 3 Soit® une QBF,o une symétrie dé® etc =
bréve description du SBP. (z,y) un cycle des. on appellex (resp. y) un in-litéral
Soit ¥ une formule CNF et = {(x1,v1) ... (zn,yn)} Uune  (resp. out-litéral). Un cycle = (z,y) est dit universel si
symétrie del. Le SBP associé & est définit comme suit « ety sont universels sinon il est dit existentiel.

: Une symétrier est dite universelle si elle contient au moins
1 < un cycle universel. Dans le cas contraire elle est dite
(1 =y1) = 22 < 9o existentielle.



Pour les symétries existentielles, le SBP classiqubéfinition5 Soit® = Q1 X;...Q;X;...QnX,, ¥ une
généré est ajouté a la formule originale en préservant €BF, o = o1...0;...0,, tel queVi € {1...m} une
validité. Cependant, pour les symétries universelles daymétrie universelle c-ordonnnée. Spiel que@); =V et
prédicats supplémentaires sont nécessaires. ogj=01(X;)=(z1,91) ... (@n,yn) Y ={y) ...y}

Dans le cas d'une symétrie universelle, les outFensemble des variables ajoutées. On définit un nouveau
litéraux peuvent voir leur valeur imposée par le SBPrang deVar(c;)UY' comme suit ¥(zx, yi) € 0,

Pour contourner ce probleme, les out-litéraux vont étre ,
requantifiées existentiellement avec un rang supérieur a° rank(zx) < rank(yy) < rank(yr)19.1 <k < net
celui du in-litéral associé dans le cycle. Afin de préserver o ;ank(y,) < rank(y,.,,) tel quel < k < n.

la validité de la formule originale, nous introduisons

une variable auxiliaire permettant de simuler 'univeitéal Cette relation qui vient d'étre introduite peut étre

originale du out-litéral. La définition suivante formaliseexprimee sous forme d’un graphe dirigé appelé graphe de
ceci. précédence.

Définition 6 Soit® = Q1 X1...Q;X;...QnX,, ¥ une
QBF, 0 = {01...0;...0,} Uune symétrie universelle et
c-ordonnée tel que € {1...m} et soito; = o 1
X; = A{(z1,y1), ... (xn,yn)} tel queQ; = V. On définit
Yo, (V,A) le graphe de précédence associésa avec
Q; = Y comme suit :

Définition 4 Soite = {(z1,y1) - (Tk, Yk) - - - (T, Yn)}
avecl < k < n une symétrie universelle c-ordonnée.
On définitQSBP(o) = U{gsbp(o(yx)),1 < k < n,
yr universe} comme le@QSBP associé ac. Le
QSBP(o) est construit en utilisant les deux étape

suivantes :
o V= U1§k§n{xka Yk, Yt
1. Aj(_)ut de variables auxiliaires : Pour chaque cycle o A = {Ur<kcn{@r,91)s (Whowi)}} U
universel (a:i_,yi) € o, on associe une nouvelle {Ur<rent @iy 13
variable universelley, au out-litéral y;. Le
quantificateur universel de; est substitué par un  L'étape suivante consiste a transformer le quantificateur
quantificateur existentiel. Q;X; afin de respecter la définition du SBP. Ce dernier
doit respecter les conditions sur I'ordre que I' on vient
2. Geénération de nouvelles contraintes : d’introduire liant les anciennes variables du groipeaux

variables auxiliaires. La méthode du tri topologique est

e Si (x1,y1) est un cycle universel alors ytjlisée a cette fin.
gsb(o(y1)) = {~z1 = (y1 & y1)} Dans le cas d’'une symétrie singuliére, un tel graphe
e Pour tout k > 1, Si (zj,yx) est un st acycligue. La figure 1, représente le graphe de

cycle universel alors;sbp(a(y;)) contient les Précédence de; = o 1 (X;) tel que@; =V eto; =
contraintes suivantes - {(z1,y1) ... (zn,yn)}. Un ordre possible des variables est

o le suivant :[z1 ...z, ¥ Y1 - -« Yo Un)
=~k = (Y & Yp) Siak # Yk

- ((mz5 Nyj) = (yw © u)), V5 tel quel < @ @ @ @ . H@

j<k

Exemple 3 En considérant la QBF de I'exemple 2, @ @
on est en présence dune symétrie universelle c-
ordonnée contenant un seul cycle univergel,xs).
D’aprés la définition du QSBPy, va étre requantifiée
existentiellement. Elle sera associée a une nouvelle
variable, appelons lar;, et QSBP{)= asbp(z2))=  pefinition 7 Soit® = Q1 X, ... QiX; ... QX ¥ une
{(m2s Awg = (22 & 25)) A (D21 = (22 & 23))} QBF, 0 = {01...0;...0.,} Une symétrie universelle c-
ordonnée. Pourj € {l...m} o; = o 1 X; =

Soito = {e1...ci...cu} tel quee; = (z;,4;). Pour {(z1,41),...(zn,yn)}. Chagque groupe de quantificateur
connaitre siy; a sa valeur imposée, il faut connaitre les X, de® est réécrit comme suit :

valeurs affectées aux variables des cydles...c;_1} et
aussi la valeur der;. Ces conditions nous permettent e SiQ; =Veto ] X; # 0

de construire un graphe définit ci-dessous permettant de alors QfXJP = V(X;\Var(oj))zi...zp
trouver un ordre entre les variables d'origine et des  Vyi3Jy;...Vy,Jy, (voir figure 1) tel que
variables auxiliaires. X =X;U{yl...u,}

Figure 1: graphe de précédencexje



e sinonQF X = Q;X; avecX = X;

® est donc réécrit comme
oS =QYXF...QfxF...QFL XF W ASBP AQSBP

Illustrons cette construction en considérant la forndtbe
I'exemple 1. La nouvelle QBF est définie par :
®% = Vo ahIrewzr, ¥ avec :

TS = {(.%'1 V —x3 V ,T4) A\ (.%'2 Va3V ﬁ$4)

/\(ﬁl‘l V .%'3) A\ (ﬁl‘g V .%'4) A\ (ﬁl‘l V .%'2)

/\("SCl V —xg V $4) A (.CCQ V —xg V I4)

Axy V—xg Vah) A(zy Vg V—zh)}
On impose entre les variables, z» et 24 la relation
de précédence suivante rank(zi) < rank(zh) <

rank(z2). Lafigure 2 représente I'arbre de recherche de la

nouvelle QBF®~.

Figure 2: Arbre de recherchie® de 'exemple 1

Lorsquer; est affecté a vrai, a partir de la clause:( \VVxs)

on déduit quer, est vrai aussi. St est affecté a faux,
le quantificateur original de, est déduit par substitution.

Ceci est garantit grace a 'ajout de la contrainte, =

(x2 < 24) qui peut s’écrire sous la forme de conjonction

des deux clausegzy V —xa V 25) A (z1 V 22 V —xh)
exprimant le fait que lorsque; est affecté a fauxg, et

Pour les symétries existentielles le résultat est immédiat
Considérons donc que notre symétrie est universelle et c-
ordonnée.

Soit o = {o1...0i...0n,} telle que
{o1...0j_1} existentielles eto; universelle.  avec
{0’1...0'3',1} = {(.Il,yl)...(zkfl,ykfl)} et
o;j = A{(xr,yk)...(xn,yn)}.  On distingue deux
cas:

eV(l<i<(k—1)ona:z; =vy;.
Dans ce cas notre symétrie nous permet encore
d’effectuer des coupures dans l'arbre de recherche.
Aprées avoir affecté I'ensembleX; \Var(ox), on
affecte 'ensembldxy, ...z, }. Supposons que;, =
e Tkis_1 = true etwxpis = false. D'aprés la
définition du SBPy, = ...yr1s_1 = true. Puisque
Tris = false, d'apres la définition du QSBP,
Yits & Ykts €L ON peut remplacer les ocurrences de
Yits PRI, .

- siy,, = true le SBP devient vrai (ne permet
plus de couper des branches) et en utilisant la
définition duQSBP Vj > (k + s) | y; < y;.
Dans ce ca®! X = Q; X;.

- Siy,, = false on passe aux valeurs affectés a
Lk4s4+1:--Tn

hd El(leayjl) | (k - 1) <n< net(Ijl 7£ yjl)'

— sizj, = false ety;, = true. Le SBP devient
Vrai et d'apres le QSBRy; <« y;, pour tout
i>(j—1). Dansceca®’ X = Q;X;.

—sixz; = true ety;, = false, dans ce cas il
existejo < j; tel quex;, = false ety;, =
true. Dans ce cas d'apres le QSBP pour tout
k<i<n, y; = Yi ethXf = Q7X7 0

La plupart des solveurs QBF suivent I'ordre imposé
par le préfixe et utilisent uniquement les heuristiques

x4, deviennent équivalents. Comme le rangidequantifié
universellement est inférieur au rang:dequantifié quant pour choisir une variable parmi celles d’'un méme groupe
a lui existentiellement, on peut tout simplement remplacede quantificateur. Comme notre algorithme est un pre-
les occurrences de, par ), et dterz, du préfixe. Ce traitement qui modifie la formule de départ pour éliminer
qui permet de retrouver te, (représenté par,) d’origine. ~ S€s symétries, nous devons obliger la variablea étre

Cette combinaison entre SBP et QSBP permet de présen@us externe que la variabig. Pour ce faire, une nouvelle

la validité de la formule d’origine. variable existentieller est introduite telle queank(z;) <
rank(a) et rank(a) < rank(z,). Dans ce cas, notre
Propriété 1 Soit® une QBF etr une symétrie, alor® est nouvelle QBF devientVz; JaVr)Izoxszy U

valide si et seulement &i° est valide.

. 3.3 Elimination d’un ensemble de symétries
Preuve : La QBF ®° est obtenue en ajoutant le y

SBP pour les symétries existentielles, et$3P et le Dans la section 3.2, la transformation d’'une formule ne
QSBP pour les symétries universelles a la formule QBFcontenant qu’une seule symétrie est explicitée. Quand une
originale et en réécrivant son préfixe. Pour montrer qurmule QBF contient plusieurs symétries, le traitement se
les deux QBFs sont équivalentes il suffit de montrer que leomplique du fait que ces symétries ne peuvent étre cassées
nouvelle formule respecte exactement la définition du SBRes unes indépendamment des autres en utilisant 'approche



décrite dans la section précédente. Les interactions enfPeopriété 2 Soit S = {o'...0"} I'ensemble des
ces différentes symétries nous imposent d’effectuer deymétries d'une QB® = @ V. La nouvelle matrice de
modifications qui les prennent en compte. TS est définie comme suit :

lllustrons ces interactions entre les symétries en
considérant I'exemple d’une formule QBF ayant deux ,
symétrieso et o’ telles ques | X, = {(z1,24)} et A\ SBP@)A( N\ QSBP(S[y)
o' 1 X1 = {(v3,24)} avec@; = V. Le QSBP généré a 1<i<n y€Var(S)
partir de la premiére (resp. deuxiéme) symétrie-ast =
(x4 & x})) (resp. ~x3 = (x4 & 2))). On peut voir,
que les deux symétries partagent le méme out-litésal
Comme expliqué précédemment, pour un cycle univers
donné, leQSBP exprime les conditions sous lesquelles
le out-litéral et son litéral auxiliaire correspondant tson
équivalents. En considérant les deux symétsiest o',
on peut constater aisément quég est équivalent ary
seulement si aucune des deux symetries ne peutimpliquerp o ve - Soit 0 — {(z1,51) ... (xn,yn)}. Dans le
z4. Pour l'ensemble des deux symétries, le QSBP est doRge casvi ¢ {1...n) (Iia?;i) est un cycle universel.
donn(? par la formule (-4 /\,ﬁw-g) = (z4 & 7)) QUi pans ce ca®)SBP(0) = Uy, {asbp(a(y:))}. Soit
peut/et_re vue comme uredrrélation entre les deux IQSBP(0)] = S.yeien lasbp(o(y:))|. Diaprés la
symetries. _ définition dugsbp(o(y;)) sa taille est égale(i—1)+2 =

Dans le cas général, en présence de plusieurs symetrigs oir définition 4). donc|QSBP(o)| = Sy cien 2i CE
un litéral est équivalent a son correspondant seulement gij est égah(n + 1) =
ce litéral ne peut étre impliqué par aucune des symetries.  Notons que dans 'implantation de notre algorithme, on

exploite avec quelques modifications le SBP généré par

Notons que pour une symétrie d'une formule QBF,
La taille duSBP(o) généré est linéaire en la taille de
]. La propriété ci-dessous donne 'ordre de grandeur de
a complexité de QSBRY.

Propriété 3 Soito une symétrie d’'une QBF. Dans le pire
cas, la complexité spatiale d@SBP (o) est enO(|o|?).

Définition 8 Soit® une QBF, et Shatter qui introduit des variables auxiliaires pour olsten
, . , . une taille linéaire. En exploitant ces mémes variables
oo = {o1...0i...0m} eto’ = {o]...07...00,} supplémentaires, la taille du QSBP qu’on génére devient

deux symétries d@. Soitk € {1...m} tel que
Qr =V, (zr,yx) € 0 T Xy et(zy,y;) € 0’ T Xy et
Yk = Yi = Yk, €t

linéaire.

3.3.1 Transformation du préfixe

. qup(G(y/(ko)) ={a1 = (yre © Y,))---an = Dans la section 3.2, nous avons vu comment réécrire le
(ko < Yk, )} € préfixe d’'une formule QBF contenant une seule symétrie.
Dans le cas de plusieurs symétries, le processus consiste
o qsbp(o’(yry)) = {B1 = (ko & Yp))---Bu = 3 ’ s A
ko 0 ko a construire le graphe de précédence correspondant a
(Yko < ko) }- 'ensemble des symétries et a appliquer le tri topologique
pour déterminer un ordre possible sur les variables. Ceci

On définit Il'opérateur binaire exprimant la ) .
P " P est illustré dans I'exemple 4.

corrélation entre o et o’ par rapport ay;,, comme
Yko

suit : Exemple 4 Soit ® = Q1X;...Q.X,, ¥ une QBF,

(0 (Yko)s ' (Yko)) :/{(alAﬁl)i(fc@ml)"'(alA o et ¢/ deux symétries deb avec s | X; =
Pu) = (kg < wi)o(on AP = (U S (0 m0) (s, ) (25, 76) ), 0 T X1 = { (21, 73) (w2, 25)}

Yro) -+ (an A Bur) = (Yro & Ygo) - etQ; = V. Le graphe de précédence associé ato’ est
o _ représenté dans la figure 3. Le quantificat€df X! est

Definition 9 Soit S = {o'...0"} I'ensemble des (ggcrit sous forme de'a JaVa, o} JrowsVal Jug

symétries d'une QBF. Pour une variabjec X, telle que

Qr =V On définit, Comme pour leQSBP, les connections entre les

différentes symétries nous contraignent a réécrire le
préfixe de la QBF lorsqu’on considére un ensemble de
symétries. Dans ce cas, le graphe de précédence associé

a I'ensemble des symétries peut étre cyclique comme le
— /1 12
. Qlfsf[?’JHP)(S[y)]) = n(n.-.n(asbp(0™). o). montre rexemple 5
(o : e )

o Sly] = {07,3r € X tel que(r,y) € 07 T X3} =
{o't. .. o/ISWII},

. Exemple 5 Soit® = Q1 X:...Q:X;...QnX,nV une
e Var(S)=UWVar(X;), 1<i<metQ; =V) QBF, ¢ et o/ deux symétries dé tel ques | X; =



Définition 10 Soit® = Q1 X1 ...Q; X, ... QX V¥ une
QBF, 0 = o1 ...0, une symétrie universelle c-ordonnée
tel queos; = o T X; = {(z1,11),.- . (@n,yn)} , 1 <

j < n. On définit pour toutj € {1...m} tel que

‘ ‘ Q; = Y larestriction des; commeR, (o) = {(z1,y1)} U
- {(@r, yr)| Yr—1 <tex Yk, 1 <k <n}.

- Pour toutj € {1...m} tel queQ; = 3, Ry(0;) = 0.
La restriction deos est définie comme étant Ry (o)
mazi<p<n{Ui<j<p{B1(0;) [ Ri(oy) = 05,1 < j
(k—1), Ri(ox) C o.}}

Figure 3: graphe de précédencede] X; etos T X3
(exemple 4)

IN I

Pour l'exemple 5, on obtientRi(c) = o =
{(Zl,IQ)($37I4)} et Rl(O'/) = {(I1,$4)}. Le SPB
et@QSBP sont générés donc a partir & (o) et Ry (o”).

{(z1,22)(x3, 74) } €L0" T X = {(21,74) (22, 73) }, Qi =
V. SoitG, - = (V, . A) Le graphe de précédence associé &
o eto’ tel que:

o A={xy...xq} U{ah,ak, z}} Le second probleme rencontré concerne les out-litéraux
apparaissant positivement dans certaines symétries et
o V= icaf(@i,2)) }U{(z1,2%), (22, 2%), (¥3,73), négativement dans d’autres. L'exemple 6 illustre cette
(Ilv Iil)a (IQ, Ié)a (I4v Ié)} difficulté.

On remarque aisément qgg ,» contient le cycle suivant: Exemple 6 Soit & = Q1 X;...Q;X;...QnX,,¥ une
[x%, x3, 2, x4, x5]. OF, le tri topologique ne peut pas étreQBF, o et ¢’ deux symétries deb tel que o 1
appliqué sur un graphe cyclique. Pour notre exemple,onn€; = {(z1,z4)} et o’ T X1 = {(x2,—24)},Q1 =
peut pas choisir arbitrairement un ordre ents@tx,. Une V. En appliquant le processus de transformation
des solutions est de modifier 'ordre lexicographique edécrit dans ce papier, la nouvelle formufe® s'écrira
un ordre permettant d’obtenir un graphe acyclique. C'est Vai,x93aVa) 3y ... Qi X, ... QmXn ¥ A SBP A

le cas en considérant I'ordre suivdnt, zo, x4, v3). Des  gsbp(o(x4),0'(z4)). En affectantz; et zo a vrai on
investigations sont en cours pour trouver une méthodepliquez, et—z4 et la QBF®~ est invalide.

énérale afin de rendre le graphe acyclique. :
¢ grap yelq Une des solutions est d’adopter un autre ordre de telle

o 2 o o W s 4 o sorte qu'aucun out-litéral n'apparaisse positivement et
A 7 ®° négativement. Pour notre exemple on pourra remplacer
I'ordre lexicographique pdt4, 21, x2]. Une autre solution
avec l'ordre 1, 2y, 7, 2.4] avec lordre [y, z, 24, 2] consiste a voir qu'a partir du SBR=x; V 24) A (ma2 V
o = {(a1,72) (23, @0)} o = {(e1,@)(z4,23)} —x4) on obtient par Q-résolution la clause universelle
o' = {(wn, @) (w2, w5)} o' = {(@1, 24) (22, 73)} (—z1 V —x2). Dans ce cas il va falloir considéres
. i ] ) o comme un out-litéral et la nouvelle formule devient :
Figure 4: Représentation axiale des symétriesos’ Vo13aVe3es Ve, 3zs . .. QiXi ... QuXm¥ A SBP A

_ o ] ~gsbp(o(xa),0'(x4)) A (m21 = (22 & 25)), préservant
La figure 4 est constituée de deux représentationgnsj réquivalence. Une solution générale & ce probléme
axiales des symétries de I'exemple 5 en considérant 'ordggst en cours d'investigation.
lexicographiquelfey, 22, x5, z4]) etl'ordre [z, x2, x4, 3]. Pour nos expériences on a choisi deffectuer une
On peut remarquer que pour 'ordre lexicographique ORestriction qui consiste, en présence d'un out-litéral
est en présence d'un cycle de symeftig, z3) contenu  gpparaissant positivement et négativement, a garder
a lintérieur du cycle de symétrier;,z4) ce qui n'est gans les symétries ou ce litéral apparait négativement

pas le cas avec le deuxieme ordre. On peut montrghiquement les cycles le précédant. Ceci est formalisé dans
que si une représentation axiale est telle que pour toutg 4éfinition suivante.

symétriec aucun de ces cycles n’est contenu a l'intérieur

d’'un autre cycle de la méme symétrie, alors notre grapHeéfinition 11 Soit® = Q1 X ... Q; X, ... QX une
de précédence est acyclique. Comme on ne dispo&BF,S = {s!...0"} I'ensemble des symétries dey c
pas pour l'instant d’algorithme permettant de trouver unX; tel Q; = V ety apparait comme out-litéral positivement
ordre de telle sorte que notre représentation axiale re¢ négativement dan§. Soitc = {o'...0’} C S
contient pas cette propriété, nous opérons une restrictidensemble des symétries contenant comme out-liéral.
sur les symétries afin de rendre le graphe de précédereeur toutj € {1...p}, on définit la restriction der’ =
acyclique. Cette restriction est exprimée formellemenf(z1,y1) ... (2, y,)} tel queyr = —y commeRs(07) =
dans la définition suivante. {(z1,91) -+ (Xg—1,Yyr—1)}



Les SPB et QSBP sont générés pour I'ensershi partir
de{Rz(cl)... Ry(oP), 0Pt ..o},

SEMPROP(par exemple les instances issues klegpbly
k _grz ). Dans la grande majorité des cas, cela est di a la
taille du QSBP qui peut étre importante.
Afin de palier a ce probleme, en plus des restrictiBas
et R, introduites plus haut, la taille de symétries cassées

Dans [4], les auteurs montraient que de nombreus&St Pornée par rapport au nombre de variables, mais sans

instances QBF contiennent des symétries, et que 1&Mals enlever de symetries universelles.

recherche des symétries est, dans une grande majorité de5 figure 6 montre une comparaison 8EMPROPSUT

cas, peu colteuse en temps. les msta}nce_s originales et sur les instances augmentées du
Nous basons notre étude expérimentale sur un larga>BP reduit.

panel d’instances (504) disponibles sur [9]. Ces instances

4 Expérimentations

sont partagées en diverses familles contoilet  , k_*, 1000 ' ' ' ' x
FPGA gshifter . Nous comparons le solveBEMPROP =
[11], l'un des plus efficaces dans la pratique, sur les 1o} * 1
instances originalesk) et sur les instances augmentées du ~ x
QSBP (b°). Les résultats sont obtenus sur un Pentium IVz % ’ P

10 |

a4
L

2.8 Ghz avec 1 Go de RAM. Le temps CPU est limité &
1000 secondes.

La figure 5 compare le solveusEMPROP sur les
instances originales®) et sur les instances augmenté
du QSBP ¢°) introduit dans cet article (le temps pour ot w
calculer les symétries est pris en compte). Chaque point ;.5 x 7 v
représente une instance. Un point en dessus (resp. en t ~x°r v
dessous) de la diagonale indique que l'instance originale oo o1 T 10 100 1000
® a été résolue plus rapidement (resp. plus lentement) que ronatome
I'instance®® parSEMPROP Les deux axes ont une échelle
logarithmique.

restricted QSBP fol

Figure 6: instances partiellement asymétriques

Comme on peut le voir, les prédicats cassant les

1000

full QSBP formula
=
1)

[N

0.1

symétries donnent de trés bons résultats avec cette simple
restriction. A part quelques instances, la recherche est
accélérée de plusieurs ordres de grandeur. En restreignant
quelques peu les symétries cassées le QSBP se retrouve
réduit, donnant de bons résultats en pratique.

Pour terminer, la table 1 reporte, sur quelques instances,
le nombre de variables (V), le nhombre de clauses (C),
le nombre de symétries (nb sym), le temps pour calculer
les symétries, le temps pour résoudre l'instance origjnale
le temps pour résoudre l'instance totalement asymétrique
et le temps pour résoudre linstance partiellement

L L]
q

asymeétrique.
Mis a part pour les instancegshifter (et z4),
les symétries sont calculées extrémement rapidement par
Nauty et n'influent pas sur le temps de résolution total.
Pour terminer, on peut reporter ggeMPROPrésout 368
Sur diverses familles, commeoilet , k path |, surI§3504instancesoriginaleser] moinsde 1000§econdes,
gshifter , I'ajout des prédicats cassant les symétrie§72,'n5tances totalgment asy'metrlques_et 375 instances
accélére la recherche de un a deux ordres de grande,r&zfl_ru_ellement as_yr_netrlque’s (c’est un strict sur-ensemble
Sur certaines instances les résultats sont trés comparabfi€S instances originales résolues pampROH).
C'est le cas par exemple sur la familteilet a
ol les symétries concernent uniquement le groupe d& conclusion
quantificateur le plus interne. Il semble que ces symétries
ne sont pas intéressantes pour accélérer a la recherche. Dans cet article, une nouvelle approche pour casser
De plus, il existe beaucoup d’instances ou les prédicates symétries dans les instances QBF a été présentée.
cassant les symétries empirent les performances dotre pré-traitement calcule les symétries de la formule

0.01 L L L L L
0.01 0.1 1 10 100 1000

original formula

Figure 5: instances totalement asymétriques



instances run time |
instance V C | validity | nb sym| sym time orig | fullsym | restricted sym
lutd_AND_fXOR 75 675 N 10 0.04 - 69.00 5.15
toilet_c_08_05.10 663 4953 Y 18 0.27 0.02 64.00 0.02
toilet_c_10_01.1§ 580 2709 N 12 0.07 || 685.00 0.80 0.39
toilet_c_10_01.19 612 2858 N 12 0.07 - 0.60 0.24
k_path_p-12 805 2238 N 7 0.07 404 36.00 23.00
k_path_p-13 877 2444 N 8 0.11 719 83.00 73.00
k_path_p-14 943 2626 N 8 0.15 45| 265.00 24.00
k_path_p-20 1357 3790 N 11 0.25 - - 558.00
TOILET7.1.iv.13 | 399 1491 N 9 0.04 78.0 17.4 15.27
TOILET7.1.iv.14 | 430 1608 Y 9 0.04 7.8 13.8 11.67
gshifter_7 263 | 32768 Y 2 500 8.40 4.30 4.30
gshifter_8 520 | 131072 Y 2 500 || 82.00 41.00 41.00

Table 1: Comparaison du temps de résolution

originale, et génére une nouvelle formule équivalente pouf3]
la validité et ne contenant pas de symétries. Les résultats
expérimentaux ont montré une amélioration significative
de semPrOP[11], un des meilleurs solveurs actuels, sur
des classes d’instances QBF. Ces résultats intéressdnts on
été obtenus au moyen de quelques restrictions opérées
sur la taille des symétries détectées. Ces restrictions
permettent de réduire la taille des SBP et QSBP généré
qui peuvent étre trés conséquents dans certains cas. Ce
travail est une premiére étape d’'une intégration totale
des prédicats cassant les symétries dans les QBF. Le
but du prochain travail consiste, dans un premier temps,
a étendre I'élimination aux cas des symétries dont le
cycles ne sont pas binaires. Dans un second temps, nous
souhaitons élaborer un algorithme capable de trouver un
ordre tel que le graphe de précédence ne soit pas cyclique
(on notera toutefois que les graphes de précédence des
instances testées jusqu’a maintenant sont acycliques) €6]
tel que les out-litéraux n'apparaissent pas positivement e
négativement dans I'ensemble des symétries. Enfin, des
expérimentations sont en cours sur des solveurs QBF qui
ne sont pas basés sur DPLL. 7]
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