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Préface
Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JFPC) sont maintenant depuis

longtemps le rendez-vous annuel francophone où les chercheurs travaillant autour de la programmation
par contraintes se retrouvent. Cette édition 2017 va de nouveau permettre d’échanger sur les dernières
avancées du domaine.

Cette année le nombre d’articles soumis a été de 41. Nombre d’entre eux sont des traductions ou
des résumés d’articles déjà acceptés dans des conférences très sélectives. Le taux d’acceptation élevé
des JFPC (97% cette année) n’est donc pas représentatif de la qualité des articles car la sélection a
été faite en amont dans les conférences d’origines des articles.

Il est a noter que cette année moins d’articles traitent du problème SAT alors que beaucoup plus
d’articles s’intéressent à la modélisation. Nous observons aussi une augmentation du nombre d’articles
cherchant à appliquer des résultats théoriques à des applications concrètes.

Lors de cette édition deux invités ont accepté de venir présenter certains de leur travaux. Élise
Vareille abordera la manière dont elle utilise les contraintes au sein d’un configurateur interactif. De
son côté, François Pachet nous parlera de la modélisation et de la génération de musique dans différents
styles à l’aide d’algorithmes d’apprentissage.

Pour la seconde année consécutive un prix du meilleur article étudiant a été mis en place. L’objectif
est de mettre en avant certains résultats de grande qualité obtenus par des doctorants lors de l’année
écoulée.

Le comité de programme était composé de 32 membres. Ils ont été amené à faire des rapports sur
tous les articles afin de permettre aux auteurs d’enrichir leur travail. Je sais que ce travail de relecture
est long et peu valorisable mais pourtant ils ont tous fait un travail d’une très grande qualité. Je les
en remercie très chaleureusement.

Pour terminer je tiens à remercier l’Association Française de Programmation par Contraintes
(AFPC) qui par le biais d’un bureau très actif permet de dynamiser la communauté de Programmation
par Contraintes. Enfin, cette édition 2017 n’aurait pas été possible sans l’énorme travail d’organisation
de Christophe Lecoutre, Sébastien Tabary et de tout le comité d’organisation.

Frédéric Lardeux
Président du comité de programme des JFPC 2017
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Actes JFPC 2017

Ré-ordonnancement dynamique du trafic
ferroviaire en cas de perturbations dans le réseau

Quentin Cappart Pierre Schaus

Université catholique de Louvain, Louvain-la-Neuve, Belgium
{quentin.cappart,pierre.schaus}@uclouvain.be

Résumé

Cet article résume le travail réalisé sur le ré-
ordonnancement d’un trafic ferroviaire sujet à des per-
turbations pouvant survenir en temps réel dans le réseau
(CPAIOR 2017 [3]). La contribution est une nouvelle fa-5

çon de modéliser ce problème en utilisant la programma-
tion par contraintes ainsi que les variables conditionnelles
d’intervalles de temps (Conditional Time-Interval Va-
riables). Les résultats montrent que l’utilisation de cette
approche permet d’améliorer les décisions des opérateurs10

ferroviaires par rapport aux stratégies classiques de ré-
ordonnancement, et cela, dans des conditions réalistes
de fonctionnement.

1 Introduction

Depuis l’aube du 19e siècle, le développement de15

l’industrie ferroviaire a pris une importance considé-
rable dans la plupart des pays. D’années en années, le
nombre de trains et la complexité des réseaux ne cesse
d’augmenter. Dans ce contexte, le besoin d’un horaire
efficace est crucial. En effet, un mauvais horaire peut20

engendrer des conflits entre les trains ainsi que des
retards, ce qui se solde par des pertes financières et
une diminution de la satisfaction des passagers.

En pratique, un horaire doit aussi être capable de25

faire face à des perturbations pouvant survenir en
temps réel dans le réseau. Que ce soit des défaillances
techniques, des accidents ou tout simplement les
conséquences d’un horaire théorique trop optimiste,
ce genre de perturbations peut engendrer des re-30

tards qui peuvent se propager dans le réseau. La
conséquence directe est que l’horaire initial peut
devenir infaisable et ainsi dégrader la situation. C’est
pourquoi un ré-ordonnancement dynamique du trafic
peut être nécessaire. Une série de travaux s’intéresse à35

cette problématique. De manière générale, la plupart

des méthodes sont basées sur une programmation
mixte en nombre entiers. Cependant, cette famille de
méthodes pour résoudre les problèmes d’ordonnance-
ment est connue pour être dépendante du choix de la40

granularité du temps.

Par ailleurs, l’enquête de Bartak et al. [1] montre
que la programmation par contraintes est une bonne
alternative pour résoudre les problèmes réalistes d’or-45

donnancement. Suivant cette tendance, Rodriguez [5]
a développé un modèle pour résoudre le problème de
ré-ordonnancement dynamique du trafic. Cependant,
malgré les bonnes performances qu’il obtient, son mo-
dèle peut être amélioré par l’utilisation de contraintes50

globales. C’est ce que nous proposons de faire grâce à
l’utilisation des variables conditionnelles d’intervalles
de temps introduites par Laborie et al. [4]. Nos contri-
butions sont les suivantes :
• Un modèle basé sur la programmation par55

contraintes et les variables conditionnelles d’in-
tervalles de temps pour ré-ordonnancer le trafic
ferroviaire face aux perturbations pouvant sur-
venir dans le réseau. Les expériences effectuées
montrent que l’approche proposée peut être uti-60

lisée pour résoudre les conflits dans des stations
de grande envergure (Courtrai, en Belgique).

• La formulation d’une fonction objectif visant à
la fois à minimiser le retard cumulé des trains et
à maximiser la satisfaction des passagers tout en65

tenant compte de l’hétérogénéité du trafic.

2 Modélisation

L’objectif est de programmer adéquatement le dé-
placement des trains sur le réseau afin qu’ils atteignent
leur destination. Cela implique à la fois de définir le70

chemin qu’ils devront prendre dans le réseau ainsi que
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leur heure de départ. Ce problème peut être vu comme
une variante d’un problème d’ordonnancement d’ate-
liers à cheminements multiples (Job-Shop Scheduling)
où les ressources correspondent aux différentes por-75

tions du réseau ferroviaire et les activités aux déplace-
ments des trains sur une portion du réseau. Les diffé-
rences sont les suivantes :
• Certaines activités sont optionnelles. Elles

peuvent ou non être exécutées dans l’horaire fi-80

nal. Cela vient du fait qu’un train peut choisir
entre plusieurs chemins pour atteindre sa desti-
nation.

• La fin de certaines activités doit être synchroni-
sée avec le début d’une autre. Cela modélise le85

fait que les trains ne disparaissent pas du réseau.
• Les activités peuvent utiliser plus d’une res-

source. Cela modélise les réservations de plu-
sieurs portions pouvant composer un chemin.

Variables de décision Notre modèle comporte des90

activités spécifiques, indiquant qu’un train suit un cer-
tain chemin. On en a une pour chaque correspondance
entre un train et les chemins qu’il peut suivre. La dé-
cision se porte sur ces activités. Pour chacune d’entre
elles on définit leur heure de départ et si elle est exé-95

cutée ou non. Une activité non exécutée indique que
le train ne suivra pas ce chemin.

Contraintes Plusieurs contraintes sont présentes :

Précédence Lorsqu’un train suit un chemin, l’en-
semble des activités composant le déplacement100

du train sur ce chemin doit être exécuté suivant
un certain ordre.

Alternative Un train ne doit suivre qu’un et un
seul un chemin.

Décomposition de chemins Une activité corres-105

pondant à un chemin peut être décomposée en
sous-activités. Cette contrainte assure la cohé-
rence de cette décomposition.

Ressource unaire Chaque portion du réseau ne
peut être utilisée que par un seul train à la fois.110

Consistance de l’ordre Les trains ne peuvent
pas se dépasser dans le réseau.

Phase de recherche L’exploration de l’espace
de recherche combine une recherche orientée-échec
(Failure-Directed Search) avec une exploration large115

du voisinage (Large Neighborhood Search).

Fonction objectif Deux fonctions objectif sont consi-
dérées, une adaptée à un trafic homogène, et une autre,
plus générale. Dans le premier cas, l’objectif est de

minimiser la somme cumulée des retards des trains120

par rapport à l’horaire prévu. Dans le second, l’ob-
jectif est de minimiser la somme cumulée des retards
des trains pondérée par le nombre de passagers dans
chaque train. Par ailleurs, les trains appartiennent tous
à une certaine catégorie de priorité. Il y a quatre caté-125

gories dans notre modèle. La fonction objectif est de
type lexicographique où les optimisations successives
se font suivant la catégorie des trains.

3 Résultats

Notre modèle a été comparé aux trois stratégies130

classiques de ré-ordonnancement : donner la priorité
au premier train qui arrive, à celui ayant son heure
d’arrivée prévue la plus proche, et finalement à ce-
lui ayant la plus haute priorité. Un temps de déci-
sion de trois minutes est fixé. Les résultats obtenus135

montrent que dans la quasi totalité des situations
(> 99%), notre approche améliore la meilleure solu-
tion obtenue avec les approches classiques. Dans le cas
homogène, la réduction du retard moyen est de plus
de 20% pour chacune des situations testées. Les ré-140

sultats obtenus montrent que la programmation par
contraintes avec les variables conditionnelles d’inter-
valles de temps peut être utilisée pour résoudre le pro-
blème de ré-ordonnancement dynamique du trafic.

Références145
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Filtrage Efficace pour la contrainte
Ressource-Coût Tous-Différents

Sascha Van Cauwelaert ∗ Pierre Schaus

Pôle d’ingénierie informatique, Université Catholique de Louvain, Belgique
{sascha.vancauwelaert,pierre.schaus}@uclouvain.be

Résumé

Cet article résume le travail réalisé sur la contrainte
Ressource-Coût Tous-Différents [1]. Elle permet de mo-
déliser une série de problèmes pour lesquels un ensemble
d’objets, chacun nécessitant une quantité d’énergie éven-5

tuellement différente, doivent être produits à des points
de temps différents. L’objectif est de les planifier de
telle sorte que la facture énergétique globale soit mi-
nimisée. La contrainte de calcul de coût peut être mo-
délisée en Programmation Par Contraintes (PPC) soit en10

la décomposant en contraintes élément, soit en utilisant
une contrainte globale AffectationMinimum. Malheureu-
sement, la première approche obtient un faible filtrage et
la seconde ne passe pas bien à l’échelle. Nous proposons
donc un nouveau filtrage et l’évaluons sur un problème15

industriel réel. Nous montrons expérimentalement qu’il
surpasse généralement les deux approches précédentes.

1 Introduction

Une conséquence de l’adoption des énergies renou-
velables est une plus grande fluctuation des prix de20

l’énergie. Dans ce travail, nous considérons une famille
de problèmes où les articles doivent être produits à
des points de temps différents. Le coût énergétique est
supposé être connu à chaque créneau temporel futur
(fourni par un module de prévision du prix de l’électri-25

cité). L’objectif est alors de planifier chaque élément
sur les créneaux horaires de sorte que la facture éner-
gétique globale soit minimale. Pour chaque article, sa
contribution au coût est l’énergie nécessaire pour la
produire multipliée par la prévision de coût énergé-30

tique au moment où elle est produite.

Pour un ensemble donné d’éléments I, nous pouvons
formellement définir le coût total comme suit :

∗Papier doctorant : Sascha Van Cauwelaert est auteur prin-
cipal.

T =

|I|∑

i=1

C(Ii) ∗ P (s(Ii)) (1)

où s(Ii) est le créneau attribué à l’élément Ii, C(Ii)
est sa consommation, et P (t) est le coût de la ressource35

(i.e., l’énergie) à l’instant t.

En PPC, on peut modéliser ce coût de deux façons :

1. avec une somme de contraintes élément.

2. avec une contrainte d’AffectationMinimum
[?] qui a un filtrage basé sur des coûts réduits.40

Dans ce cas, le coût d’une arrête liant une va-
riable (c’est-à-dire un objet) à une valeur (c’est-
à-dire un créneau) est le produit de la consom-
mation de l’objet avec le prix d’énergie au cré-
neau.45

Malheureusement, les deux approches ont des li-
mites. La modélisation avec une somme de contraintes
élément ne prend pas en compte le fait que les élé-
ments doivent tous être affectés à des créneaux dif-
férents. AffectationMinimum intègre la contrainte50

tous-différents, mais l’algorithme a une complexité as-
sez élevée de O(n3), où n est le nombre d’éléments.

Cet article propose une troisième approche en in-
troduisant la contrainte Ressource-Coût Tous-
Différents et un algorithme de filtrage qui passe55

à l’échelle. Son but est de calculer le coût total en
traitant le fait que toutes les affectations doivent être
différentes, tout en passant à l’échelle.

2 Borne Inférieure et Filtrage

Il y a un problème d’appariement inhérent au fil-60

trage de Tous-Différents. Pour calculer efficace-
ment notre borne inférieure, nous relâchons donc le
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domaine des variables en supposant que toutes les va-
riables peuvent être affectées à n’importe quelle va-
leur de n’importe quel domaine courant. Cependant,65

nous ne relâchons pas la contrainte tous-différents. Le
problème d’appariement peut alors être résolu linéaire-
ment de manière gourmande sur le problème relaxé : il
suffit de se baser sur les consommations et les coûts de
ressource qui auront été triés préalablement avant la70

recherche. Le filtrage des domaines est également basé
sur un pré-calcul exécuté à chaque appel du propaga-
teur. L’implémentation repose sur plusieurs structures
de données incrémentales et réversibles. Ceci nous per-
met d’obtenir une complexité temporelle pour vérifier75

toutes les paires de la variable-valeur en O(n.m), où
n est le nombre de variables non-assignées et m est la
taille du plus grand domaine de ces variables.

3 Evaluation

Pour évaluer notre approche en pratique, nous consi-80

dérons un problème d’ordonnancement industriel réel,
la Production Continue d’Acier avec Minimisation
de la Facture d’Electricité (PCAMFE) (voir [1] pour
sa définition exacte). Afin de présenter des résultats
justes ne mesurant que les avantages dus à notre85

contrainte, nous avons suivi la méthodologie introduite
dans [4, 3] et disponible dans le solveur OscaR [2].
Nous avons d’abord considéré des instances de petites
tailles (96 créneaux). La Figure 1 fournit la comparai-
son du temps de résolution entre AffectationMini-90

mum et Ressource-Coût Tous-Différents sur ces
instances. Comme on peut le voir, la haute complexité
temporelle ne permet pas à AffectationMinimum
de résoudre ces instances efficacement. Pour des ins-
tances de grandes tailles (afin de tester le passage à95

l’échelle de notre algorithme), nous avons dès lors uni-
quement comparé notre approche avec la somme de
contraintes élément. La Figure 2 illustre le profil de
performance (produit avec l’outil 1 introduit dans [5]),
que nous avons obtenu pour des instances de grandes100

tailles (480 créneaux). Comme on peut le voir, notre
algorithme permet d’accélérer la résolution pour la
plupart des instances (facteur 10 pour ∼ 20% d’entre
elles).
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Résumé

Cet article résume le travail réalisé sur la contrainte
disjonctive avec temps de transition regroupés par Fa-
mille [4]. Utilisée dans le cadre de problèmes d’ordon-
nancement, elle impose que des activités s’exécutant5

sur une même ressource ne se chevauchent pas, mais
aussi qu’une durée minimale de transition soit présente
entre elles. En particulier, les activités sont ici regrou-
pées en familles : deux activités de la même famille ont
une transition nulle l’une vers l’autre. Toutes les activi-10

tés d’une famille donnée ont le même temps de transi-
tion vers toutes les activités d’une autre famille donnée.
Cette particularité affaiblit le raisonnement réalisé par
la contrainte disjonctive avec temps de transition [2, 5].
Ce travail propose une solution à ce problème en géné-15

ralisant la contrainte. Les résultats montrent que notre
approche permet le passage à l’échelle tout en conser-
vant un élagage important.

1 Introduction

Les ressources disjonctives avec temps de transition20

pour des activités non-préemptives sont très fréquentes
dans les problèmes d’ordonnancement de la vie réelle.
Bien que des propagateurs efficaces aient été conçus
pour la Contrainte Disjonctive (CD) standard [9], les
contraintes de temps de transition entre les activi-25

tés rendent généralement le problème plus difficile à
résoudre parce que les propagateurs existants ne les
prennent pas en compte. Nous avons récemment in-
troduit dans [2, 5] un propagateur pour la Contrainte
Disjonctive avec Temps de Transition (CDTT) comme30

extension des algorithmes de Viĺım, afin de renforcer

∗Papier doctorant : Sascha Van Cauwelaert est auteur prin-
cipal.

le filtrage en présence de temps de transition. Malheu-
reusement, le filtrage supplémentaire diminue rapide-
ment dans le cas d’une matrice de temps de transition
creuse, ce qui se produit généralement lorsque les ac-35

tivités sont regroupées en familles, avec des temps de
transition nuls au sein d’une famille.

La principale contribution de cet article est d’intro-
duire des règles de filtrage et des structures de données
adaptées pour tenir compte des familles. Le filtrage est40

testé expérimentalement sur des instances du problème
d’Ateliers à Cheminements Multiples avec Temps de
Transitions (ACMTT), bien qu’il puisse être utilisé
pour tout type de problème. Les résultats montrent
que notre propagateur améliore le temps de résolution45

par rapport aux approches existantes et passe bien à
l’échelle.

2 Filtrage avec des Familles d’Activités

Dans la programmation par contraintes, un pro-
blème d’ordonnancement est modélisé en associant
trois variables à chaque activité Ai : si, ci, et pi re-
présentant respectivement le temps de début, de fin et
de traitement de Ai. Ces variables sont reliées entre
elles par la relation si + pi = ci. Dans le contexte qui
nous intéresse, un temps de transition tt i,j est une du-
rée minimale qui doit se produire entre deux activités
Ai et Aj si Ai précède Aj . Nous supposons que les
temps de transition respectent l’inégalité triangulaire.
La contrainte disjonctive avec contrainte de temps de
transition impose la relation suivante (T est ici l’en-
semble des activités s’exécutant sur la ressource) :

∀Ai, Aj ∈ T :
Ai 6= Aj =⇒ (ci + tt i,j ≤ sj) ∨ (cj + ttj,i ≤ si)
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Formellement, on note F (Ai) la famille de Ai et par
F l’ensemble de toutes les familles. Dans ce contexte,
les temps de transition sont décrits comme une matrice
carrée T T F de taille |F|. Le temps de transition entre
deux activités Ai et Aj est le temps de transition entre
leurs familles respectives F (Ai) et F (Aj), et zéro si
F (Ai) = F (Aj) :

∀Ai, Aj ∈ T : tt i,j = ttFF (Ai),F (Aj)

∧
(
F (Ai) = F (Aj) =⇒ ttFF (Ai),F (Aj) = 0

)

Les algorithmes de propagation reposent tous sur
un calcul efficace du Plus Tôt Temps d’Achèvement50

(PTTA) d’un ensemble d’activités Ω (écrit pttaΩ) à
l’aide de structures de données appelées arbre-Θ et
arbre-Θ-Λ [9]. Un des objectifs de notre travail était de
conserver une faible complexité pour nos algorithmes,
tout en prenant en compte la présence de familles afin55

de permettre un filtrage plus important que celui de
[2, 5]. Le nouveau propagateur repose également sur
un problème de plus court chemin mais sur un graphe
sous-jacent différent. Le principal atout de notre ap-
proche est son passage à l’échelle : on obtient une quan-60

tité importante de filtrage tout en conservant une com-
plexité en temps faible de O(n. log(n). log(f)), pour n
activités et f familles.

3 Évaluation

Afin de présenter des résultats justes ne mesurant65

que les avantages dus à notre contrainte, nous avons
suivi la méthodologie introduite dans [7, 6] et dispo-
nible dans le solveur OscaR [3]. Nous nous sommes no-
tamment comparés aux propagateurs d’Artigues et al.
[1]. La Figure 1 fournit nos résultats sur les instances70

t2ps de l’ACMTT, avec un profil de performance (pro-
duit avec l’outil 1 introduit dans [8]). Comme on peut
le voir, notre approche (courbe rouge) permet géné-
ralement de réduire le temps de résolution de façon
importante.75
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cophones de Programmation par Contraintes, 2015.

[7] Sascha Van Cauwelaert, Michele Lombardi, and
Pierre Schaus. Understanding the potential of pro-
pagators. In Proceedings of the Twelfth Interna-105

tional Conference on Integration of Artificial In-
telligence and Operations Research techniques in
Constraint Programming, 2015.

[8] Sascha Van Cauwelaert, Michele Lombardi, and
Pierre Schaus. A visual web tool to perform what-110

if analysis of optimization approaches. Technical
report, UCLouvain, 2016.
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Résumé

Nous résumons ici l’article “Sharpening
Constraint Programming approaches for Bit-
Vector Theory”, accepté à CPAIOR 2017, dans
lequel nous exposons une nouvelle approche,5

CP(BV), basée sur la programmation par
contraintes (CP) et appliquée à des problèmes
dans la théorie des vecteurs de bits (BV). En
prenant comme point de départ des avancées
récentes et notre propre travail antérieur, nous10

explorons plus en profondeur et exploitons plus
finement le cadre de communication naturel of-
fert par CP. Nous montrons à travers des expé-
rimentations poussées que notre approche peut
rivaliser avec celle qui est plus couramment utili-15

sée pour ce genre de problèmes : la satisfiabilité
modulo théories (SMT).

1 Introduction

Il n’y a pas si longtemps, la vérification de
programme était un but si ambitieux que même20

des esprits brillants la décrêtèrent “vouée à
l’échec” [4] et arguèrent longuement sa stéri-
lité. Ils conclurent en regrettant que, si malgré
leurs arguments, “la vérification semble encore
mériter qu’on l’explore, qu’il en soit ainsi”. Et25

il en fut ainsi. Aujourd’hui la vérification est
un domaine de recherche bien établi et son ap-
plication en industrie n’est plus à démontrer.

∗Travail accompli en partie sous les projets ANR-
14-CE28-0020 et ANR-12-INSE-0002. Le solveur CP
COLIBRI est généreusement sponsporisé par l’IRSN

Depuis le début des années 2000, la technique
la plus usuelle consiste en la réduction de pro-30

blèmes de vérification en des problèmes de SMT.
Cette technique transforme le problème initial
(BV) en un problème Booléen dépourvu de la
structure originelle, qui aurait pu donner lieu
à certains raccourcis et simplifications. Ainsi,35

bien que cette technique a, pour ainsi dire, fait
ses preuves, elle demeure alourdie de quelques
faiblesses que la CP peut pallier grâce à un trai-
tement haut niveau, une propagation puissante
et une communication fluide entre domaines.40

Le papier accepté à CPAIOR 2017 [2], com-
plémenté par un rapport technique disponnible
en ligne, articule nos contributions autour des
axes suivants : (1) la mise en place de la tech-
nique CP(BV), s’appuyant à la fois sur des45

résultats antérieurs et sur des idées nouvelles,
notamment en matière de propagation inter-
domaines, de simplification et factorisation de
contraintes et de labelling ; (2) l’implémenta-
tion de cette technique dans une extension du50

solveur COLIBRI (en ECLiPSe Prolog) ; (3)
l’évaluation systématique des différents aspects
de notre technique ainsi que la comparaison
avec les 5 meilleurs solveurs du domaine, selon
le classement de la SMT-COMP : une compéti-55

tion annuelle où des solveurs s’attaquent à des
tests classifiés par théories, dont QF BV pour
les BV non-quantifiés, et QF BVFP pour celle
qui y mêle les flottants – et que notre solveur
aurait remporté s’il y avait participé.60
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2 Motivation et intuition

Considérons les formules suivantes :

(A) : x× y = (x&y)× (x|y) + (x&y)× (x&y)

(B) : x0 < x1 < · · · < xn < x0

(C) :
n∧

i=0

(xi < x(i+1)%(n+1) & x(i+2)%(n+1))

où · (resp. · & ·, · | ·) est la négation (resp.
conjonction, disjonction) bit-à-bit, ∧ est le “et”
logique, < est l’operateur de comparaison non-
signé et n a été fixé à 7.65

La Table 1 montre le temps de résolution
en secondes, selon la taille du vecteur choisie,
de la preuve de la satisfiability de (A) et de
l’insatisfiabilité de (B) et (C). TO indique que
le solveur a été stoppé après 60-secondes70

Table 1 – Comparaison (temps en sec.)
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A
512 TO 1.60 6.04 17.28 20.55 0.24
1024 TO 7.25 26.72 TO TO 0.23
2048 TO 31.83 TO TO TO 0.23

B
512 0.53 0.82 1.37 0 2.75 0.26
1024 1.75 4.89 4.23 0 7.39 0.22
2048 5.73 16.15 22.76 0 16.81 0.21

C
512 0.15 0.85 1.55 0.76 3.15 0.25
1024 0.33 1.25 4.53 3.49 3.81 0.22
2048 0.70 5.55 19.57 8.82 14.73 0.25

Le papier explique plus en détail la raison
de la supériorité de l’approche CP(BV) sur les
solveurs usuels en ce qui concerne ces exemples.
Brièvement, cela tient de la collaboration et la
communication (inter-réduction) de plusieurs75

représentations de domaines, assorties de leurs
propagations, qui accomodent les différents
types de contraintes. En l’occurrence, chaque
variable est attachée à plusieurs représentations
de domaines qui se complètent : des unions d’in-80

tervales et des congruences, efficaces sur l’arith-
métique, des contraintes de différences globales,
utiles pour les comparaisons, et enfin une abs-
traction du domaine bit-vecteur, inspirée par
des traveaux précédents [1, 3], ainsi que des85

propagations associées.

3 Experimentations

Pour étayer nos contributions, nous évaluons
notre méthode sur les dizaines de milliers de
tests à la fois de nos partenaires industriels et90

de la SMT-COMP. Notre solveur résout envi-
ron 3/4 des benchmarks, ce qui est déjà supé-
rieur aux autres approches CP similaires. De
plus, nos expérimentations mettent en évidence
plusieurs tests que notre solveur est le seul à95

passer, soulignant la complémentarité de l’ap-
proche CP(BV) avec les solveurs SMT. Nous
nous sommes particulièrement inréressés à des
sous-catéhories de tests non triviaux : ceux que
les solveurs mettent plus de 5 secondes à ré-100

soudres, ceux qui contiennent de la combinaison
de théories – notamment avec des flottants – et
des problèmes avec des tailles de bit-vecteurs
à 3, 4 ou 5 chiffres (pour souligner la mise à
l’échelle – aspect qui pose problème en SMT).105

Nous évaluons également les différents choix de
notre implémentation (simplifications, propa-
gations, factorisations, communications) pour
justifier l’utilité de ceux qui furent retenus.

4 Conclusion110

Notre travail constitue une base solide sur la-
quelle des efforts furturs peuvent prendre appui
pour remettre en question la croyance répan-
due selon laquelle la meilleure façon de traiter
les BV est de les déléguer à un solveur SMT.115

En effet, il apparait clair que, malgré la non-
optimalité (l’implémentation est codée en Pro-
log, il n’y a pas l’apprentissage dirigé par conflit
qui fait la force des solveurs SMT), l’approche
CP(BV) peut apporter un sérieux avantage en120

général et un boost particulier pour certaines
classes de problèmes.
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Sharpening Constraint Programming approaches for

Bit-Vector Theory∗

Zakaria Chihani, Bruno Marre, François Bobot, Sébastien Bardin
CEA, LIST, Software Security Lab, Gif-sur-Yvette, France

(first.last@cea.fr)

Abstract

We address the challenge of developing efficient Constraint Programming-based
approaches for solving formulas over the quantifier-free fragment of the theory of
bitvectors (BV), which is of paramount importance in software verification. We
propose CP(BV), a highly efficient BV resolution technique built on carefully cho-
sen anterior results sharpened with key original features such as thorough domain
combination or dedicated labeling. Extensive experimental evaluations demonstrate
that CP(BV) is much more efficient than previous similar attempts from the CP
community, that it is indeed able to solve the majority of the standard verification
benchmarks for bitvectors, and that it already complements the standard SMT
approaches on several crucial (and industry-relevant) aspects, notably in terms of
scalability w.r.t. bit-width, theory combination or intricate mix of non-linear arith-
metic and bitwise operators. This work paves the way toward building competitive
CP-based verification-oriented solvers.

1 Introduction

Context. Not so long ago, program verification was such an ambitious goal that even
brilliant minds decided it was “bound to fail” [37]. At the time, the authors concluded
their controversial paper saying that if, despite all their reasons, “ verification still seems
an avenue worth exploring, so be it”. And so it was. Today, software verification is a
well established field of research, and industrial adoption has been achieved is some key
areas, such as safety-critical systems.

Since the early 2000’s, there is a significant trend in the research community toward
reducing verification problems to satisfiability problems of first-order logical formulas
over well-chosen theories (e.g. bitvectors, arrays or floating-point arithmetic), leverag-
ing the advances of modern powerful SAT and SMT solvers [30, 43, 38, 6]. Besides
weakest-precondition calculi dating back to the 1970’s [19], most major recent verification
approaches follow this idea [15, 25, 29, 35].

∗Work partially funded by ANR under grants ANR-14-CE28-0020 and ANR-12-INSE-0002. The CP
solver COLIBRI is generously sponsored by IRSN, the French nuclear safety agency.
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The problem. While SMT and SAT are the de facto standard in verification, a few
teams explore how Constraint Programming (CP) techniques can be used in that setting
[33, 16, 26, 42, 27]. Indeed, CP could in principle improve over some of the well-known
weaknesses of SMT approaches, such as non-native handling of finite domains theories
(encoded in the Boolean part of the formula, losing the high-level structure) or very
restricted theory combinations [39].

Yet, currently, there is no good CP-based resolution technique for (the quantifier-free
fragment of) the theory of bitvectors [30], i.e. fixed-size arrays of bits equipped with
standard low-level machine instructions, which is of paramount importance in verification
since it allows to encode most of the basic datatypes found in any programming language.

Goal and challenge. We address the challenge of developing efficient Constraint
Programming-based approaches for solving formulas over the quantifier-free fragment of
the theory of bitvectors (BV). Our goal is to be able to solve many practical problems
arising from verification (with the SMTCOMP challenge 1 as a benchmark) and to be
at least complementary to current best SMT approaches. The very few anterior results
were still quite far from these objectives [44], even if preliminary work by some of the
present authors was promising on conjunctive-only formulas [1].

Proposal and contributions. We propose CP(BV), a highly efficient BV resolution
technique built on carefully chosen anterior results [1, 36] sharpened with key original
features such as thorough domain combination or dedicated labeling. Extensive experi-
mental evaluations demonstrate that CP(BV) is much more efficient than previous similar
attempts from the CP community, that it is indeed able to solve the majority of the
standard verification benchmarks for bitvectors, and that it already complements the
standard SMT approaches on several crucial (and industry-relevant) aspects, notably in
terms of scalability w.r.t. bit-width, theory combination or intricate mix of non-linear
arithmetic and bitwise operators. Our main contributions are the following:

� We present CP(BV), an original framework for CP-based resolution of BV problems,
which built on anterior results and extend them with several key new features
in terms of thorough domain combination or dedicated labeling. This results
in a competitive CP-based solver, excelling in key aspects such as scalability
w.r.t. bitwidth and combination of theories. A comparison of CP(BV) with previous
work is presented in Table 1.

� We perform a systematic and extensive evaluation of the effect of our different
CP improvements on the efficiency of our implementation. This compares the
options at our disposal and justifies those we retained, establishing a firm ground
onto which future improvements can be made. It also shows the advantage of our
approach relative to the other CP approaches applied to BV, and that our approach
is able to solve a very substantial part of problems from the SMTCOMP challenge.

� Finally, we perform an extensive comparison against the best SMT solvers for BV
problems, namely: Z3 [8], Yices [20], MathSAT [14], CVC4 [4] and Boolector [11].

1smtcomp.sourceforge.net
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This comparison exhibits the strenghts of CP over SMT approaches on particular
instances. Specifically, our implementation surpasses several (and sometimes all)
solvers on some examples involving large bit-vectors and/or combination with
floating-point arithmetic.

Table 1: Overview of our method

Bardin et al [1] Michel et al [36] CP(BV)
bitvector domain + ++ ++ [36]

arithmetic domain ++ + ++ [1]
domain combination + + ++

simplifications + x ++
BV-aware labeling x x ++

implemented yes no yes
benchmark conjunctive formulas arbitrary formulas

≈ 200 formulas ≈ 30,000 formula

Discussion. Considering that our current CP(BV) approach is far from optimal com-
pared to existing SMT solvers (implemented in Prolog, no learning), we consider this work
as an important landmark toward building competitive CP-based verification-oriented
solvers. Moreover, our approach clearly challenges the well-accepted belief that bitvector
solving is better done through bitblasting, opening the way for a new generation of
word-level solvers.

2 Motivation

The standard (SMT) approach for solving bit-vector problem, called bit-blasting [7],
relies on a boolean encoding of the initial bitvector problem, one boolean variable
being associated to each bit of a bitvector. This low-level encoding allows for a direct
reuse of the very mature and ever-evolving tools of the SAT community, especially
DPLL-style SAT solvers [38, 43]. Yet, crucial high-level structural information may be
lost during bitblasting, leading to potentially poor reasoning abilities on certain kinds
of problems, typically those involving many arithmetic operations [12] and large-size
bitvectors. Following anterior work [1, 36], we propose a high-level encoding of bitvector
problems, seen as Constraint Satisfaction Problems (CSP) over finite (but potentially
huge) domains. Each bitvector variable of the original BV problem is now considered as
a (CSP) bounded-arithmetic variable, with dedicated domains and propagators.

Now illustrating with concrete examples, we show the kind of problems where our
approach can surpass existing SMT solvers. Consider the three following formulas:

x× y = (x & y)× (x | y) + (x & y)× (x & y) (A)

x1 < x2 < · · · < xn < x1 (B)

(
n−2∧

i=1

xi < xi+1 & xi+2) ∧ (xn−1 < xn & x1) ∧ (xn < x1 & x2) (C)
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where · (resp. · & ·, · | ·) is the bit-wise negation (resp. conjunction, disjunction), ∧ is
the logical conjunction, < is an unsigned comparison operator, n was chosen to be 7. As
an example, the SMT-LIB language [5] encoding of formula A is:

(assert (= (bvmul X Y) (bvadd (bvmul (bvand X Y) (bvor X Y))

(bvmul (bvand X (bvnot Y)) (bvand (bvnot X) Y)))))

Table 2 shows the time in seconds according to bit-vector size, both for the satisfiability
proof of the valid formula A and the unsatisfiablity of B and C. CP(BV) is the name of
our technique, and TO means that the solver was halted after a 60-second timeout.

Table 2: Comparison of performance (time in sec.) for different solvers

Formula size(bits) Z3 Yices MathSAT CVC4 Boolector CP(BV)

A
512 TO 1.60 6.04 17.28 20.55 0.24
1024 TO 7.25 26.72 TO TO 0.23
2048 TO 31.83 TO TO TO 0.23

B
512 0.53 0.82 1.37 0 2.75 0.26
1024 1.75 4.89 4.23 0 7.39 0.22
2048 5.73 16.15 22.76 0 16.81 0.21

C
512 0.15 0.85 1.55 0.76 3.15 0.25
1024 0.33 1.25 4.53 3.49 3.81 0.22
2048 0.70 5.55 19.57 8.82 14.73 0.25

On these examples, CP(BV) clearly surpasses SMT solvers, reporting no TO and
a very low (size-independent) solving time. In light of this, we wish to emphasize the
following advantages of our CP(BV) high-level encoding for bitvector solving:

� Each variable is attached to several and complementary domain representations, in
our case: intervals plus congruence, bitlist [1] (i.e. constraints on the possible values
of specific bits of the bitvector) and global difference constraint (delta). Each domain
representation comes with its own constraint propagation algorithms and deals with
different aspects of the formula to solve. We will call integer domains or arithmetic
domains those domains dealing mainly with high-level arithmetic properties (here:
intervals, congruence, deltas), and BV domains or bitvector domains those domains
dealing with low-level aspects (here: bitlist).

� These domains can freely communicate between each other, each one refining the
other through a reduced product (or channeling) mechanism [41]. For example, in
formula B, adding the difference constraint to the delta domain does allow CP(BV)
to conclude unsat directly at propagation. Having multiple domains also allows
to search for a solution in the smallest of them (in terms of the cardinality of the
concretization of the domain abstraction).

� In the case of formula C, a reduced product is not enough to conclude at propagation.
Here, a BV constraint itself refines an arithmetic domain: indeed, with the simple
observation that, if a & b = c then c 6 a and c 6 b, the bit-vector part of CP(BV)
not only acts on the bit-vector representation of the variables, but also “informs”
the global difference constraints of a link it could not have found on its own.
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3 Background

This section lays down the ground on which our research was carried out, both the
theoretical foundations, anterior works and the COLIBRI CP solver [33].

3.1 BV theory

We recall that BV is the quantifier-free theory of bitvectors [30], i.e. a theory where
variables are interpreted over fixed-size arrays (or vectors) of bits along with their
basic operations: logical operators (conjunction “ & ”, disjunction “|” and xor “⊕”,
etc.), modular arithmetic (addition +, multiplication ×, etc.) and other structural
manipulations (concatenation :: , extraction b.ei.j , etc.).

3.2 CP for Finite-Domain Arithmetic

A Constraint Satisfaction Problem [18] (CSP) consists in a finite set of variables ranging
over some domains, together with a set of constraints over these variables – each constraint
defining its own set of solutions (valuations of the variables that satisfy the constraint).
Solving a CSP consists in finding a solution meeting all the constraints of the CSP, or
proving that no such solution exists. We are interested here only in the case where
domains are finite. Constraint Programming [18] (CP) consists in solving a CSP through
a combination of propagation and search. Propagation consists mainly in reducing the
potential domains of the CSP variables by deducing that some values cannot be part
of any solution. Once no more propagation is possible, search consists in assigning a
value to a variable (taken from its reduced domain) and continue the exploration, with
backtrack if required.

The CP discipline gets its strenght from global constraints and capabilities for dense
interreductions between domain representations, along with constraint solving machinery.
We present in this section standard domains and constraints for bounded arithmetic.

Union of intervals. A simple interval [a; d], where a, d ∈ N represents the fact that a
given variable can take values only between a and d. A natural extension of this notion is
the union of intervals (Is). As a shortened notation, if x ∈ {a} ] [b; c] ] {d}, one writes
[x] = [a, b··c, d].

Congruence [31]. If the division remainder of a variable x by a divisor d is r (i.e.,x
satisfies the equation x%d = r), then 〈x〉 = r[d] is a congruence and represents all values
that variable x can take, e.g., 〈x〉 = 5[8] means x ∈ {5, 13, 21, . . .}.
Global difference constraint (Delta) [23]. A global difference constraint is a set
of linear constraints of the form x− y � k where � ∈ {=, 6=, <,>,6,>}. Tracking such
sets of constraints allows for better domain propagation and early infeasibility detection,
thanks to a global view of the problem compared with the previous (local) domains.
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3.3 The COLIBRI Solver for FD Arithmetic

The COLIBRI CP solver [33] was initially developped to assist CEA verification tools [9,
47, 2, 17]. COLIBRI supports bounded integers (both standard and modular arithmetic
[28]), floating-points [34] and reals. Considering arithmetic, COLIBRI already provides
all the domains described in Section 3.2, together with standard propagation techniques
and strong interreductions between domains. Search relies mostly on a standard fail-
first heuristics. COLIBRI is implemented in ECLiPSe Prolog, yielding a significant
performance penalty (compared with compiled imperative languages such as C or C++)
but allowing to quickly prototype new ideas.

3.4 Former CP(BV) approaches

Two papers must be credited with supplying the inspiration for this work, written by
Bardin et al [1] and by Michel and Van Hentenryck [36]. Put together, these two papers
had good ideas, which we adopted, unsatisfactory ideas which were disgarded, and finally
ideas that were not advanced enough which we extended.

The first paper [1] introduces the bitlist domain, i.e. lists of four-valued items ranging
over {0, 1, ?,⊥} – indicating that the ith bit of a bitvector must be 0, 1, any of these two
values (?), or that a contradiction has been found (⊥) – together with its propagators
for BV operators. Moreover, the authors also explain how arithmetic domains (union
of intervals and congruence) can be used for BV, and describe first interreduction
mechanisms between bitlists and arithmetic domains.

The second paper [36] introduces a very optimized implementation of bitlists, using
two BVs 〈1x, 0x〉 to represent the bitlist of x, where 1x (resp. 0x) represents bits known to
be set (resp. cleared) in x. The efficiency comes from the use of machine-level operations
for performing domain operations, yielding constant time propagation algorithms for
reasonable bitvector sizes.

Basically, we improve the technique described in [1] by: borrowing the optimized bit-
vector domain representation from [36] (with a few very slight improvements), significantly
improving inter-domain reduction, and designing a BV-dedicated search labeling strategy.

As improving inter-domain reduction is one of our key contributions, we present
hereafter the reductions between BV domains and arithmetic domains described in [1]:

With congruence: the BV domain interacts according to the longest sequence of
known least significant bits. For example, a BV domain J10?00?101K of a variable
b indicates that b satisfies the equation b[8] = 5, which therefore constrains the
congruence domain using 5[8]. Conversely a known congruence of some power of 2
fixes the least significant bits.

With Is: for a variable x, the union of intervals can refine the most significant bits of
the BV domain by clearing bits according to the power of two that is immediately
greater than the maximum extremum of the Is. And the BV domain influences
Is by (only) refining the extrema through the maximum and minimum bit-vectors
allowed, and by removing singletons that do not conform to the BV domain.
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Figure 1: Enlarging the gaps in the Is according to the BV domain

4 Boosting CP(BV) for Efficient Handling of Bit-Vectors

In this section, we delve into the specificities of our approach, leaving complex details to
a technical report2. We first start by presenting a significantly improved inter-domain
reduction, followed by new reductions from BV constraints to other domains, then we
show some simplifications and factorisations at the constraint level, and we finish by
presenting our BV-dedicated labeling strategy.

4.1 Better interreduction between BV- and arithmetic- domains

We present here several significant improvements to the inter-domain reduction techniques
proposed in [1] between bitlists and unions of intervals. Our implementation also borrows
the inter-reduction between bitlists and congruence from [1].

Is to BVs. Let m and M be respectively the minimal and the maximal value of a union
of intervals. Then, the longest sequence of most-significant bits on which they “agree” can
also be fixed in the bit-vector domain. For example, m = 48 and M = 52 (00110000 and
00110100 in binary) share their five most-significant bits, denoted J00110???K. Therefore,
a bit-vector bl = J0??1???0K can be refined into J00110??0K. For comparison, the technique
in [1] only reduces bl to J00?1???0K.
BV to Is. Consider a variable b with a Is domain [b] = [153, 155, 158··206, 209], and
a bit-vector domain LbM = J1??1??01K = {· · · , 153, 157, 177, 181, 185, 189, 209, · · · }, as
illustrated in Figure 1. The inter-domain reduction from [1] can refine the extremum
of the Is (here: nothing to do, since 153 and 209 both conforms to LbM) and removes
the singletons that are not in LbM (here: 155), yielding [b] = [153, 158··206, 209]. We
propose to go a step further by refining each bound inside a Is , such that after reduction
each bound of [b] conforms to LbM. Here, 158 (resp. 206) is not allowed and should be
replaced by its closest upper (resp. lower) value in LbM, i.e. 177 (resp. 189), yielding
[b] = [153, 177··189, 209].

We have designed such a correct and optimal reduction algorithm from bitlist
to Is. Since we work on the 〈1x, 0x〉 representation of bitlists, the algorithm re-
lies on machine-level operations and is linear in the size of the bitvector (cf. techni-
cal report). We describe the procedure for increasing a lower bound in Alg. 1; de-

2sites.google.com/site/zakchihani/cpaior
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creasing the upper bound (symmetrically) follows the same principle (cf. technical
report). In order to calculate a new bound r accepted by the bit-vector domain LbM,
we start by imposing on the lower bound l what we already know, i.e.,set what is
set in 1b and clear what is cleared in 0b (line 1 of Alg 1). Then flag the bits that
were changed by this operation, going from cleared to set and from set to cleared.

Algorithm 1 Increasing the lower bound l
according to LbM
1: r := 1b | l & 0b
2: set2cl := l & r
3: cl2set := l & r
4: if cl2set > set2cl then
5: size:=log2(cl2set)
6: mask0 := −1� size
7: can-cl := mask0 | 1b
8: r := r & can-cl
9: else

10: size:=log2(set2cl)
11: cl-can-set := r & 0b
12: next-to-set := left-cl-can-set-of(size, cl-can-set)
13: r :=set(r,next-to-set)
14: mask0 := −1�next-to-set
15: can-cl := mask0 | 1b
16: r := r & can-cl
17: end if

To refine the lower bound, we must raise
it as much as necessary but not one bit
higher, i.e.,we should look for the small-
est amount to add to the lower bound
in order to make it part of the concreti-
sation of LbM. This entails two things: a
cleared bit can only become set if all bits
of lower significance get cleared. For ex-
ample, to increase the binary represented
integer 010 exactly until the left-most bit
gets set, we will pass by 011 and stop at
100 : going to 101 would increase more
than strictly necessary. Similarly, the
smallest increase that clears a set bit i is
one where the first cleared bit on the left
of i can be set (line 12 of Alg 1, function
left-cl-can-set-of). For example, to
clear the third most significant bit (in
bold) in 011011, one needs to increase
to 011100, 011101, 011110, 011111 then
reach 100000. Doing so clears not only the target bit i but all the bits of lower significance.

Drilling the Is according to BV. If the Is contains only one interval, then our
technique does not improve over [1], and is only slighly superior to the channeling
method of [36]. For this reason, we force the bit-vector domain to create at least one
gap in the union of intervals. Consider for example a domain bl = J0?10?1?K. When
observing the concretisation {18, 19, 22, 23, 50, 51, 54, 55}, the largest gap is between 23
and 50, i.e.,0010111 and 0110010, obtained by fixing the most significant unknown bit
(msub). More generally, for a variable x the largest gap is created by intersecting [x] with
[1x··a, b··0x], where a is obtained by clearing the msub and setting all other unknown
bits, and b is obtained by setting the msub and clearing all other unknown bits. One can
of course enforce more gaps, but there is a tradeoff between their propagation cost (as
Is) and their benefits. In this work, using one gap was satisfactory.

4.2 BV constraints reducing arithmetic domains

Our CP(BV) approach strives to keep each of its domains as aware as possible of the other
domains. We now show how non-BV domains can be reduced through BV constraints.
In the following, we recall that [x] denotes the union of intervals attached to variable x.
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4.2.1 BV constraints on Is

It turns out that most BV constraints can influence unions of intervals.

Bitwise binary operands: a disjunction x | y = z can refine [z] in more than one
way, but experimentation showed a notable effect only when [x] and [y] contain only
singletons, at which case [z] can be refined by the pairwise disjunction of those singletons.
Similar refinements can occure through the bitwise conjunction and exclusive disjunction.
For the latter, one can also refine in the same manner the Is of the operands, since
x⊕ y = z implies the same constraint for all permutation of x, y, z.

Negation: from a negation constraint x = y, one can refine the Is of one variable from
that of the other. By mapping each singleton {c} ∈ [x] and interval a··b ∈ [x] to {c} and
b··a, we build a Is to populate [y]. The symmetric construction populates [x].

Shifts: from a right shift x � y = z, which is equivalent to a natural division
(i.e.,x/2y = z), one can refine [z] simply by right-shifting all elements of [x] (single-
tons and bounds of internal intervals) by y. The left-shift constraint is treated mostly in
the same way but requires extra care as it is a modular multiplication and it can overflow.

Sign-extension: when extending the sign of x by i positions to obtain z, the method
consists in splitting the [x] by the integers that are interpreted as negative, most significant
bit is 1, and the one interpreted as positive, most significant bit is 0 and to apply the
sign extention separately, disjunction with 2i − 1� i for the firsts and identity for the
seconds.

Extractions: when extracting from the left-most to any position, it’s the same as a
right logical shift. The more general case is tricky. Take bxei.j = y to mean the extraction
from bit i to j of x to obtain y (with ‖x‖ > i > j > 0), then a singleton in for an interval
xa··xb,

� If (xb � j)− (xa � j) > 2i−j , then the interval necessarily went through all integer
coded on i bits, so the integer domain cannot be refined.

� else, if (xb⊕ xa) & 2i = 0, then no power of 2 was traversed, the bounds can simply
be truncated and stay in that order: (bxaei.j)··(bxbei.j)

� else, 2i was traversed, then the Is is [0··(bxbei.j), (bxaei.j)··(2(i−j) − 1)]

For example, using the binary representation for the integer bounds of a union of intervals,
an extraction of the 3 rightmost bits of a variable whose union of intervals contains
01110··10011 would not produce the invalid interval 110··011 because its lower bound is
greater than its upper bound. This falls in the third case above, and would generate the
two intervals 000··011 and 110··111.
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Concatenation: for a concatenation x :: y = z, the inner structure of [z] can be
refined from [x] and [y]. Let v�x be v | (x � ‖y‖) and (a··b)�x be a�x

··b�x. For
example, if [x] = [xa··xb] and [y] = [y1, y2··y3, y4··y5], then [z] can be refined by
[(y1)�xa , (y2··y3)�xa , (y�xa

4 )··(y
�xb
1 ), (y2··y3)�xb , (y4··y5)�xb ]. The algorithm is described

in the technical report. One can also refine [x] and [y] from [z].

4.2.2 BV constraints on deltas

As seen in the motivation section, keeping the deltas informed of the relationship between
different variables can be an important factor for efficient reasoning.

Bitwise operations: a constraint x | y = c implies that that (c−y 6 x 6 c)∧ (c−x 6
y 6 c). Symmetric information can be derived for conjunction. Exclusive disjunction,
however, does not derive knowledge regarding deltas. The bitwise negation has limited
effect and can only impose that its argument and its result be different.

Extraction: regardless of the indices, the result of an extraction is always less than or
equal to its result. As a matter of fact, an extraction bxei.j = (x%2i)/2j and can enjoy
the same propagations on the non-BV domains.

More generally: many BV constraints can be mapped to an integer counterpart and
propagate on non-BV domains. For example, a concatenation x :: y can have the same
effect as the (overflowless) integer constraint z = x× 2‖y‖ + y would.

4.3 Factorizations and simplifications

In the course of solving, a constraint can be simplified or become duplicate or a subsump-
tion of another constraint. These shortcuts can be separated in two categories.

Simplifications. Neutral and absorbing elements provide many rewriting rules which
replace constraints by simpler ones. In addition to these usual simplifications one can
detect more sophisticated ones, such as if z � y = z and y > 0 then z = 0 (without
restricting the value of y), and when z is x rotated i times, if the size of x is 1 or if
i%‖x‖ = 0, then z = x. Furthermore, if i and ‖x‖ are coprimes, and x = z, then x = 0
or x = 2‖x‖ − 1.

Factorizations. The more constraints are merged or reduced to simpler constraints,
the closer we get to a proof. Functional factorization allows to detect instances based on
equality of arguments, but some other instances can be factored as well, for example:

� from x⊕ y = z and x⊕ t = y, we deduce that t = z, unifying the two variables and
removing one of the constraints, now considered duplicates

� when x � y1 = z1 and x � y2 = z2 and y1 < y2, and z1 is a constant, then one
can infer the value of z2. A similar operation can be carried out for �.
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� two constraints x & y = 0 and x | y = 2‖x‖ − 1 can be replaced by x = y

� a constraint x & y = z (resp. x | y = z) is superfluous with the constraint x = y
once z is deducted to be equal to 0 (resp. 2‖x‖ − 1).

� the constraints x = y and x & z = y (resp. x | z = y) can both be removed once
deducted that x = 2‖x‖ − 1, y = z = 0 (resp. x = 0, y = z = 2‖x‖ − 1).

4.4 BV-dedicated labeling strategies

A labeling strategy (a.k.a. search strategy) consists mainly of two heuristics: variable
selection and value selection. For variable selection, we rely on the fail-first approach
implemented in COLIBRI [33]. Basically, the variable to be selected is the one with
the smallest domain (in terms of concretization). Adding the BV domain allows here to
refine the notion of smallest. For value selection, in the event that BV is the smallest
domain, our strategy is the following:

� First, we consider certain values that can simplify arithmetic constraints. In
particular, we start by trying 0 (for +,−,×, /, & , |,⊕), 1 (for ×, /) and 2s − 1
where s is the bitvector size (for & , |);

� Second, we fix the value of several most significant and least significant unknown
bits (msub, lsub) at once, allowing to strongly refine all domains thanks to inter-
reduction, and to fix early the sign of the labeled variable (useful for signed BV
operations). Currently, we fix at each labeling step one msub and two lsub, yielding
8 possible choices. We choose whether to set first or clear first in an arbitrary (but
deterministic) way, using a fixed seed.

5 Experimentation

We describe in this section our implementation and experimental evaluation of CP(BV).

Implementation. We have implemented a BV support inside the COLIBRI CP solver
[33] (cf. Section 3.3). Modular arithmetic domains and propagators are treated as
blackbox, and we add the optimized bitlist domain and its associated propagators from
[36], as well as all improvements discussed in Section 4. Building on top of COLBRI did
allow us to prototype our approach very quickly, compared with starting from scratch.

Because it is written in a Prolog dialect, the software must be interpreted at each
run, inducing a systematic 0.2 second starting time. This obstacle is not troubling for us
because any real-world application would execute our software once and feed its queries
in a chained manner through a server mode. Yet, the SMTCOMP rules impose that the
software be called on command line with exactly one .smt2 file, which excludes a “server
mode”.
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Experimental setup and caveats. We experiment CP(BV) on the 32k BV-formulas
from the SMTCOMP benchmark, the leading competition of the SMT community. These
formulas are mostly taken from verification-oriented industrial case-studies, and can be
very large (up to several hundreds of MB). The first set of experiments (Section 5.1) has
been run on the StarExec server3 provided by SMTCOMP, they are made public 4. The
second set of experiments (Section 5.2) is run on a Intelr CoreTM i7-4712HQ CPU @
2.30GHz with 16GB memory. Two points must be kept in mind.

� We fix a low time-out (60s) compared with the SMTCOMP rules (40 min), yet
we argue that our results are still representative: first, such low time-outs are
indeed very common in applications such as bug finding [25] or proof [19]; second,
it is a common knowledge in first-order decision procedures that “solvers either
terminate instantly, or timeout” – adding more time does not dramatically increase
the number of solved formulas;

� SMT solvers such as Z3 and CVC4 are written in efficient compiled languages
such as C/C++, with near-zero starting time. Hence, we have a constant-time
disadvantage here – even if such a burden may not be so important in verification:
since we are anyway attacking NP-hard problems, we are looking for exponential
algorithmic improvements ; constant-time gains can only help marginally.

5.1 Evaluation against state-of-the-art benchmark

Absolute performance. Our implementation solved 24k formula out of 32k (75%).
While it would not have permitted us to win the SMTCOMP, it is still a significantly
more thorough comparison with the SMT community than any previous CP effort on
bitvectors, demonstrating that CP can indeed be used for verification and bitvectors.

Comparing different choices of implementation. Improvements offered by our
different optimizations are very dependent on the type of formulas, and these details
would be diluted if regrouping all of the benchmarks. The reader is invited to consult our
detailed results on the StarExec platform. Yet, as a rule of thumb, our extensions yield a
significant improvement on some families of examples, and do not incur any overhead on
the other, proving their overall utility. For example :

� On the family of formulas named stp samples(' 400 formulas), when deactivating
the reductions from BV constraints to other domains (Section 4.2), the solver is
unable to solve a quarter less formulas that it did with the full implementation.
Removing the interreduction with the Is (Section 4.1), the loss rises to half ;

� Solving the spear family suffers little from deactivating BV/Is inter-reductions,
but half (200) formulas are lost without the BV constraints reducing other domains
(Section 4.2);

3www.starexec.org
4 www.starexec.org/starexec/secure/explore/spaces.jsp?id=186070
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� On some other families, such as pspace and dwp formulas, there is no tangible
effect (neither positive nor negative) to the deactivation of improvements.

5.2 Comparison to state-of-the-art SMT solvers

We demonstrate in the following that CP(BV) is actually complementary to SMT
approaches, especially on problems with large bitvectors or involving multi-theories. As
competitors, we select the five best SMT solvers for BV theory: Z3, Yices, MathSAT,
CVC4 and Boolector.

SMTCOMP: large formulas. To study the effect of our method on scalability, we
show here the results on three categories of formulas, regrouped according to the (number
of digits of the) size of the their largest bit-vectors: 3-digit (from 100 to 999), 4-digit
and 5-digit, respectively having 629, 298 and 132 formulas. Results in Table 3 show on
the one hand the scalability of CP(BV) – the larger BV sizes, the greater impact the CP
approach has) – and on the other hand its complementarity with SMT. In particular,
it shows the result of duels between CP(BV) and each of the SMT solvers : a formula
is considered a win for a solver if it succeeds (TO = 60 seconds) while the other solver
does not. We report results on a format Win/Lose (Solve), where Win and Lose are
from CP(BV) point of view, and Solve indicates the number of formulas solved by the
SMT solver. For example, MathSAT could solve 17 of the 132 5-digit formulas – all of
which being solved by CP(BV), while CP(BV) could solve 63 formulas – 46 of which were
unsolved by MathSAT. Here, CP(BV) solves the higher number of 5-digit size formulas
(equality with CVC4), and no solver but Boolector solves formulas that CP(BV) does not.
On other sizes, CP(BV) solves less formulas, but it can still solve formulas that SMT
solvers do not.

Table 3: Comparing CP(BV) with five state-of-the-art solvers on large formulas

sz #f CP(BV) Z3 Yices MathSAT CVC4 Boolector
#solved w/l (s) w/l (s) w/l (s) w/l (s) w/l (s)

5 132 63 63/0 (0) 53/0 (10) 46/0 (17) 0/0 (63) 32/10 (41)
4 298 44 34/153 (163) 40/87 (91) 43/68 (69) 42/150 (152) 43/204 (205)
3 629 35 24/496 (507) 23/262 (274) 23/419 (431) 23/511 (523) 25/507 (517)

sz: size (#digits) - #f: # of formulas
w/l (s): #win/#lose for CP(BV), s: #formulas solved by SMT solver

SMTCOMP: hard formulas. We define hard formulas by separating 5 classes of
difficulty, with class i regrouping the formulas on which i SMT solvers out of 5 spend
more than 5 seconds. We compare CP(BV) to SMT solvers on these hard problems.
Results are presented in Table 4, where we report for each class i the number of formulas
from this class that CP(BV) solves quickly. Especially, the 5th column (All-fail) shows
that 61 formulas are solved only by CP(BV) in less than 5 seconds.

Mixing bitvectors and floats. Considering multi-theory formulas combining BV and
FP arithmetics, COLIBRI has been tested on 7525 industrially-provided formulas (not
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Table 4: Overall comparison on hard examples

Category 1-fail 2-fail 3-fail 4-fail All-fail

#benchs 1083 382 338 1075 873

CP(BV) under 5s 139 108 10 68 61

publically available). It was able to solve 73% of them, standing half-way between Z3
/ MathSAT and CVC4 (Table 5). Considering now the last SMTCOMP QF BVFP
category (Table 6), even with the 0.2 seconds starting time, CP(BV) would have won the
competition – admittedly, there are only few formulas in this category.

Table 5: Industrial formula with bitvectors and floats

CP(BV) Z3 MathSAT CVC4

#solved 5512 7225 7248 2245
ratio 73% 96% 96% 29%

Total: 7525 formulas

Table 6: SMTCOMP, QF BVFP category

Z3 MathSAT CP(BV)

int to float complex 2.smt2 1.04 0.13 0.25

int to float simple 2.smt2 2.17 0.22 0.21

int to float complex 1.smt2 0.95 0.08 0.25

int to float simple 1.smt2 0.02 0.02 0.25

nan 1.smt2 0 0 0.26

incr by const.smt2 8.20 30.50 0.26

int to float complex 3.smt2 1.89 0.44 0.25

quake3 1.smt2 TO TO TO

6 Related work

CP-based methods for BV. This work strongly stands upon the prior results of Bardin
et al. [1] and Michel et al. [36]. Our respective contribution is already discussed at length
in Sections 2 and 3. Basically, while we reuse the same general ideas, we sharpen them
through a careful selection of the best aspects of each of these works and the design of
new mechanisms, especially in terms of domain combination and labeling strategies. As
a result, experiments in Section 5 demonstrate that our own CP(BV) approach performs
much better than previous attempts. Moreover, we perform an extensive comparison
with SMT solvers on the whole SMTCOMP benchmark, while these previous efforts
were either limited to conjunctive formulas or remain only theoretical. The results by
Michel et al. have been applied to a certain extent [46] as an extension of MiniSat [21],
yet with no reduced product, to a limited set of BV operations and on BV sizes no
larger than 64 bits. Older word-level approaches consider straightforward translations of
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bit-vector problems into disjunctive or non-linear arithmetic problems [10, 22, 40, 45,
48, 49] (including bitblasting-like transformation for logical bitwise operators), and then
rely on standard methods from linear integer programming or CP. Experimental results
reported in [44, 1] demonstrate that such straightforward word-level encoding yield only
very poor results on formulas coming from software verification problems.

SMT-based methods for BV. While state-of-the-art methods heavily rely on bit-
blasting and modern DPLL-style SAT solvers [38, 43], the community is sensing the
need for levels of abstraction “where structural information is not blasted to bits”[12].
Part of that need comes from the knowledge that certain areas, arithmetic for example,
are not efficiently handled by bit-level reasoning tools. As a mitigation, SMT solvers
typically complement optimized bitblasting [12, 13, 32] with word-level preprocessing
[3, 24]. Compared to these approaches, we lack the highly-efficient learning mechanisms
from DPLL. Yet, our domains and propagations yield more advanced simplifications,
deeply nested with the search mechanism.

7 Conclusion

This work addresses the challenge of developing efficient Constraint Programming-based
approaches for solving formulas over (the quantifier-free fragment of) the theory of
bitvectors, which is of paramount importance in software verification. While the Formal
Verification community relies essentially on the paradigm of SMT solving and reduction
to Boolean satisfiability, we explore an alternative, high-level resolution technique through
dedicated CP principles. We build on a few such anterior results and sharpen them in
order to propose a highly efficient CP(BV) resolution method. We show that CP(BV) is
much more efficient than the previous attempts from the CP community and that it is
indeed able to solve the majority of the standard verification benchmarks for bitvectors.
Moreover CP(BV) already complements the standard SMT approach on several crucial
(and industry-relevant) aspects, such as scalability w.r.t. bit-width, formulas combining
bitvectors with bounded integers or floating-point arithmetic, and formulas deeply
combining non-linear arithmetic and bitwise operators.

Considering that our current CP(BV) approach is far from optimal compared with
existing SMT solvers, we believe this work to be an important landmark toward building
competitive CP-based verification-oriented solvers. Moreover, our approach clearly
challenges the well-accepted belief that bitvector solving is better done through bitblasting,
opening the way for a new generation of word-level solvers.
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Résumé
Dans cet article, nous montrons comment une combi-

naison de stratégies de branchement et de redémarrages
pour la recherche en profondeur d’abord (DFS) per-
met de reproduire le fonctionnement de la recherche par
grand voisinage (LNS) pour la résolution de problèmes
d’optimisation à contraintes, ce qui permet de rappro-
cher considérablement les deux techniques. En particu-
lier, nous pouvons implémenter une stratégie DFS qui
bénéficie des propriétés de passage à l’échelle de LNS
tout en étant capable de prouver l’optimalité des solu-
tions.

Abstract
In this paper, we argue that a combination of well-

known and new search strategies enables Depth First
tree Search (DFS) to mimic the behavior of Large Neigh-
borhood Search (LNS), which reduces considerably the
gap between the two techniques. In particular, we are
able to implement a DFS strategy that shares the scala-
bility properties of LNS, but the optimality of solutions
can eventually be proven.

1 Introduction

Les stratégies de recherche utilisées pour résoudre
les problèmes d’optimisation à contraintes (COP pour
Constraint Optimization Problem) peuvent être com-
plètes ou incomplètes. Les méthodes complètes sont
généralement basées sur la recherche arborescente en
profondeur d’abord (DFS pour Depth-First Search),
guidée par une heuristique de branchement comme
dom/wdeg [2], couplée avec des techniques de filtrage
comme la consistance d’arc ou encore la consistance
aux bornes.

La recherche par grand voisinage (LNS pour Large
Neighborhood Search) est une stratégie de recherche

hybride [16] qui réalise des « déplacements » itératifs
de manière similaire à une recherche locale, mais uti-
lise une DFS et la propagation de contraintes pour
améliorer la meilleure solution connue [17]. L’idée de
LNS est de relâcher la meilleure solution connue en
restaurant le domaine d’une partie de ses variables.
Le « fragment » obtenu est alors réoptimisé par une
DFS. Comme la plupart des stratégies incomplètes,
LNS passe bien mieux à l’échelle qu’une DFS classique,
mais elle ne peut pas prouver l’optimalité d’une so-
lution (ou l’inconsistance d’un problème). De plus le
choix des fragments à réoptimiser est une tâche difficile
et dépendante du problème à traiter. Seuls quelques
rares travaux ont été réalisés par le passé pour conce-
voir des heuristiques générales de sélection de voisi-
nage (e. g., [8, 10, 13]), et peu d’expérimentations ont
été menées sur de grandes variétés de problèmes.

Dans cet article, nous présentons une combinaison
de stratégies de recherche : certaines, bien connues,
sont décrites dans la section 2. D’autres, nouvelles,
sont décrites dans la section 4. Ces stratégies per-
mettent à DFS de se comporter de manière très si-
milaire à LNS, comme nous l’expliquons en section 3.
L’objectif est à la fois d’améliorer le passage à l’échelle
de DFS sur des problèmes d’optimisation de grande
taille, et d’éviter les principaux inconvénients de LNS
que nous venons de décrire. Des expérimentations sur
le problème de Steel Mill Slab ainsi que sur les ins-
tances du challenge MiniZinc 2016 sont présentées en
section 5.

2 Éléments sur DFS

Un modèle d’optimisation discrète à contraintes est
défini par un ensemble de n variables, chacune pou-
vant être instanciée à l’une des d valeurs d’un ensemble
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non-vide donné, ainsi qu’un ensemble de contraintes.
Chacune d’elles définit les instanciations autorisées
d’un sous-ensemble des variables du problème. Le pro-
blème d’optimisation discrète à contraintes (COP pour
Constraint Optimization Problem) consiste à trouver
une solution, c’est-à-dire une instantiation de toutes
les variables du problème, qui maximise ou minimise
la valeur d’une variable particulière, dite « de coût ».
Ce problème est NP-difficile en général.

Une DFS combinée à la propagation des contraintes
et une bonne heuristique d’affectation des variables
est la stratégie la plus populaire pour résoudre les pro-
blèmes de satisfaction et d’optimisation de contraintes.
La propagation est considérée comme le principal
atout de la programmation par contraintes. Cette tech-
nique est particulièrement efficace en environnement
« boite noire », c’est-à-dire n’autorisant pas une adap-
tation des algorithmes à un problème spécifique.

Pour résoudre une instance de COP, on se ramène
généralement à une série de problèmes de décision. On
commence par rechercher une solution au modèle, puis
on réduit le domaine de la variable de coût pour enga-
ger la recherche d’une meilleure solution. On s’arrête
quand on peut prouver qu’il n’existe plus de meilleure
solution. La dernière solution est optimale.

On peut implémenter une DFS basée sur un arbre
binaire. Lorsque la phase de propagation est terminée,
l’espace de recherche restant est divisé en deux par-
ties en appliquant soit une hypothèse logique, soit sa
négation [6]. Cette hypothèse est choisie par une heu-
ristique notée HDFS. Le plus souvent, elle consiste à
affecter une valeur à une variable. Si aucune solution
n’est trouvée, on supprime la valeur du domaine de la
variable. Le choix de la variable à instancier est extrê-
mement important, et a un impact énorme sur la taille
de l’arbre de recherche. Une des heuristiques les plus
efficaces est dom/wdeg [2], bien que des stratégies inspi-
rées par les solveurs SAT CDCL [11] semblent dominer
les challenges MiniZinc depuis quelques années [12, 20].
Le choix de la valeur à affecter, cependant, a toujours
été considéré comme de bien moindre impact. Il y a
peu de littérature sur le sujet et les quelques tenta-
tives semblent avoir eu des succès mitigés [7].

La principale faiblesse de DFS est son manque de
flexibilité. L’arbre de recherche a une taille potentielle-
ment exponentielle, et les hypothèses de branchement
réalisées en haut de l’arbre ont peu de chances d’être
reconsidérées. Une DFS binaire permet de changer de
variable à affecter après un backtrack. Ceci permet
restreindre les mauvais choix heuristiques en début de
recherche. Cependant, la technique de diversification
la plus populaire consiste à redémarrer la recherche de
manière périodique, à condition que les heuristiques
ne sélectionnent pas systématiquement les variables et
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Figure 1 – DFS vs LNS

valeurs dans le même ordre [5]. dom/wdeg fait partie
des heuristiques dites adaptatives, qui « apprennent »
la structure du problème au cours de la recherche en
fonction des conflits rencontrés. Les redémarrages per-
mettent d’exploiter au plus vite l’information apprise.
Ajouter une part d’aléatoire dans les heuristiques peut
également permettre une diversification.

Les redémarrages peuvent être déclenchés selon des
critères très différents. Le plus simple est de fixer une
limite du nombre de backtracks à b. On augmente
graduellement cette limite après chaque redémarrage,
par exemple suivant une progression géométrique [22].
Ainsi, la limite peut devenir supérieure au nombre de
backtracks nécessaires pour résoudre le problème, ce
qui rend la recherche complète. Cependant, une pro-
gression géométrique tend à augmenter b très rapide-
ment, ce qui limite le nombre global de redémarrages à
un nombre logarithmique en fonction du nombre total
de backtracks. Une stratégie plus aggressive se base
sur la série Luby [9] de type 1, 1, 2, 1, 1, 2, 4, 1, 1, 2,
1, 1, 2, 4, 8. . . Cette stratégie est également complète,
et le nombre de redémarrages est linéaire par rapport
au nombre total de backtracks. La communauté SAT
a récemment développé une littérature autour de stra-
tégies dynamiques, plus sophistiquées, influencées par
les techniques d’apprentissage de clauses qui sont en-
core mal établies en CP [1].

3 Rapprocher DFS et LNS

Avant de décrire notre contribution, nous faisons
une observation décrite par la fig. 1 : la forme d’un
arbre de recherche obtenu en utilisant DFS avec re-
démarrages (i. e., avec une limite du nombre de back-
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tracks b) est très similaire à une itération de LNS. No-
tons Xi (resp. vi) la ième variable (resp. valeur) choi-
sie par l’heuristique de choix de variable (resp. valeur).
Nous définissons m comme le dernier niveau de l’arbre
de recherche où aucun backtrack n’a eu lieu, i. e., l’hy-
pothèse Xm = vm a été testée mais sa consistance n’a
pu être décidée en raison de la limite du nombre de
backtracks. Si et seulement si m = 0, l’ensemble de
l’espace de recherche a été exploré.

Pour DFS (fig. 1a), les m premières instanciations
sont choisies suivant l’heuristique HDFS, puis un arbre
de recherche d’au plus b backtracks est exploré. La
recherche est interrompue si une solution est trouvée
ou si la limite de backtracks est atteinte. Il y a un lien
très clair entre m et b, de l’ordre de b ∈ O(dn−m) :
plus b est grand, plus m sera faible et vice-versa.

Pour LNS (fig. 1b), les variables X1 à Xl constituent
le « fragment » à explorer et les valeurs correspondant
à la meilleure solution connue leurs sont affectées. La
taille et les variables du fragment sont choisies par une
heuristique HLNS. Puis une DFS est exécutée sur le
reste de l’espace de recherche, en utilisant HDFS. On
fixe également une limite b pour éviter de bloquer sur
un sous-problème trop difficile et pour permettre de
diversifier la recherche même si l est trop faible. La
recherche est interrompue si une solution est trouvée,
si le nombre maximal de backtracks fixé est atteint ou
si le sous-problème est prouvé inconsistant. Par défini-
tion de l’algorithme LNS, on a m ≥ l. On aura m = l
si et seulement si le sous-problème est prouvé inconsis-
tant, ce qui nécessite b ∈ O(dn−l). On peut dégénérer
LNS en un DFS si l = 0 ; dans le cas contraire on aura
m > 0 : LNS est un algorithme incomplet.

La principale différence entre les deux stratégies est
qu’avec LNS, les l premières hypothèses consistent à
instancier le fragment choisi par HLNS avec les valeurs
de la meilleure solution connue, alors que pour DFS la
stratégie de branchement est a priori homogène 1. No-
tons également qu’il est possible que le fragment choisi
par LNS soit immédiatement détecté comme inconsis-
tant par propagation. Une variante nommée PGLNS
pour Propagation-Guided LNS instancie et propage
chaque variable du fragment de manière itérative pour
restreindre ce cas de figure, et exploiter l’impact de la
propagation pour construire les fragments [13]. Cette
dernière stratégie rapproche plus encore LNS de DFS.
Concernant les stratégies de redémarrage pour LNS, il
est habituel de la faire évaluer en fonction de la faci-
lité à trouver une meilleure solution (i. e., b est réduit
quand une solution est trouvée, augmenté sinon). Le

1. Il reste possible de construire HDFS de sorte que les va-
riables soient choisies selon une politique différente pour les pre-
mières variables à affecter, qui pourraient correspondre aux l va-
riables du fragment LNS.

résultat est alors proche de ce qui est fait en DFS (cf
section 2).

Dans la section suivante, nous proposons de
construire une stratégie de DFS en exploitant la prin-
cipale caractéristique de LNS : affecter les valeurs de
la meilleure solution connue aux variables. On peut
fusionner les heuristiques HDFS et HLNS, et en aban-
donner la notion de fragment de taille l : on obtient
alors une stratégie très proche de LNS à travers une
simple heuristique de choix de valeur.

4 L’heuristique de choix de valeur Best-
Solution

Nous proposons une heuristique de choix de valeur,
que nous nommons Best-Solution (BS). Combinée à
une heuristique de choix de variable quelconque notée
Hvar, elle définit une heuristique de branchement pour
DFS. BS requiert également une heuristique de choix
de valeurs « de repli » quelconque notée Hval.

Soit S la meilleure solution connue du COP, s’il y
en a une. Si S est disponible, on note Si la valeur
correspondant à la variable Xi. Si Xi est la variable
choisie par Hvar, alors BS s’opère en deux étapes :

1. Si S est disponible et Si appartient au domaine
courant de Xi, alors choisir Si.

2. Sinon, choisir une valeur du domaine de Xi selon
l’heuristique Hval.

Cette stratégie est très simple et très adaptable : on
peut utiliser une heuristique connue pour Hvar, Hval,
ou concevoir de nouvelles heuristiques adaptées au pro-
blème à résoudre. On peut également manipuler Hvar
pour exploiter les heuristiques de choix de fragment
couramment utilisées par LNS. La stratégie utilisée
pour les restarts est tout aussi libre. Cependant, pour
obtenir un comportement plus proche d’une recherche
locale, notamment au niveau des caractéristiques de
passage à l’échelle, nous pensons qu’il est préférable
d’utiliser une politique de redémarrage aggressive, et
de biaiser les heuristiques Hvar et Hval pour augmenter
la diversification de la recherche.

Pour Hvar, nous suggérons d’utiliser une heuris-
tique connue et efficace, si possible adaptative, permet-
tant la diversification. Nous avons opté pour dom/wdeg
dans nos expérimentations, mais il est envisageable de
concevoir des heuristiques inspirées par LNS comme
Propagation-Guided [13] ou Cost-Impact [10]. Pour
améliorer la diversification, nous suggérons d’utiliser
au minimum un départage aléatoire en cas d’égalité.
On peut augmenter encore la diversification : nous
fixons une probabilité p avec laquelle la variable à affec-
ter sera choisie aléatoirement, au lieu de faire confiance
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à l’heuristique. Nous appelons cette stratégie « diversi-
fication aléatoire ». Si p = 0, l’heuristique obtenue est
strictement équivalente à Hvar ; si p = 1, le comporte-
ment est complètement aléatoire.

En ce qui concerne Hval, il y a peu de littérature
sur le sujet, et, comme dans la plupart des cas, il est
relativement efficace de choisir la borne inférieure du
domaine de la variable, c’est-à-dire affecter les valeurs
par ordre lexicographique. Cette heuristique est sou-
vent plus efficace qu’une stratégie purement aléatoire
car elle correspond à des propriétés des problèmes et
des algorithmes de propagation. Une technique popu-
laire issue de SAT, qui pourrait d’ailleurs sembler simi-
laire à notre proposition, est le Phase Saving [14]. Elle
consiste à choisir en priorité la même valeur que la
dernière affectée pour les variables. Cette stratégie ne
peut avoir d’impact qu’après un redémarrage, un back-
jump, ou encore un changement de variable à affecter
dans un branchement binaire : après un retour-arrière
simple, la dernière valeur affectée n’est généralement
plus disponible. L’objectif est de réutiliser ainsi les so-
lutions des sous-problèmes difficiles situés en haut de
l’arbre de recherche. Ce n’est pas nécessaire pour SAT,
mais une implémentation pour des variables non boo-
léennes nécessite également une heuristique de repli
au cas où la dernière valeur affectée ne serait plus dis-
ponible. Nos expérimentations en section 5 montrent
que BS est plus robuste que le Phase Saving sur les
benchmarks évalués.

5 Expérimentations

Nous avons utilisé notre solveur Concrete 3.3 [21] sur
un ensemble de machines équipées de CPU Intel Core
i5-6500 @ 3,2 GHz. Notre solveur est implémenté à
l’aide du langage et de l’API Scala 2.12.1 et fonctionne
sur une JRE Java 8 update 121 Server avec 4 Gio de
mémoire de tas autorisée.

5.1 Environnement « boite noire » : le challenge
MiniZinc

Évaluer les performances d’algorithmes d’optimisa-
tion n’est pas trivial. Trouver la solution optimale est
dans la plupart des cas hors de la portée des solveurs :
l’objectif est plutôt de trouver la meilleure solution
possible dans le temps imparti. Cependant, la qualité
des solutions n’est pas comparable d’une instance à
l’autre. Nous avons choisi d’utiliser ici le même sys-
tème d’évaluation que celui conçu pour le challenge
MiniZinc, basé sur le système de vote de Borda [18] :
« Chaque instance est considérée comme un votant qui
trie les solveurs en fonction de la qualité du résultat
obtenu. Pour chaque instance, chaque solveur s gagne

des points en comparant son résultat par rapport à
chaque autre solveur s′ sur cette même instance :

— Si s obtient une meilleure solution que s′, i. e., la
variable de coût est plus proche de l’optimal, ou
s prouve l’optimalité alors que s′ échoue à le faire
dans une limite de 1 000 secondes, il obtient 1
point.

— Si s et s′ (avec des temps d’exécution respectifs t
et t′) donnent un résultat identique, le score ob-
tenu se base sur une comparaison des temps d’exé-
cution t′

t+t′ , à une exception près :
— Si s donne une solution moins bonne que s′, ou

encore ne trouve aucune solution sans prouver l’in-
consistance de l’instance, il obtient 0 point, même
si s′ échoue également. »

Le solveur ayant le meilleur score cumulé remporte
le challenge. Nous comparons l’efficacité de notre sol-
veur paramétré avec chaque combinaison des stratégies
suivantes :

Choix de variable : dom/wdeg avec diversification
aléatoire, p = 0 et 20%.

Choix de valeur : Lexicographique (Lex), Phase Sa-
ving (PS) ou Best-Solution (BS). PS et BS uti-
lisent Lex comme heuristique de repli si la valeur
sélectionnée n’est plus disponible.

Strategy de redémarrage : Geometrique (base
100, croissance 20 %) ou Luby (base 100).

Bien sûr, nous voudrions expérimenter plus de stra-
tégies et de combinaisons, certains choix pouvant pa-
raitre arbitraires. Cependant, le nombre de combinai-
sons croît exponentiellement, les interactions entre les
paramètres sont complexes et il est difficile de les ana-
lyser séparément. Notons que le système de Borda n’a
pas la propriété d’indépendance des alternatives non-
pertinentes, c’est-à-dire qu’ajouter ou supprimer un
paramétrage peut changer le classement des autres sol-
veurs. Nous avons été contraints de réduire le nombre
de paramètres pour conserver une certaine lisibilité.
Nous pensons que la liste ci-dessus est représentative.
De manière un peu surprenante, des résultats prélimi-
naires ont montré que la valeur du paramètre p n’avait
que peu d’influence sur les performances, tant qu’il
reste compris entre 10 et 50 %.

Nous avons utilisé les 100 benchmarks (5 instances
pour chacun des 20 problèmes proposés) du challenge
MiniZinc 2016. La principale motivation de ce tra-
vail était clairement d’améliorer les résultats du sol-
veur Concrete dans les conditions du challenge Mini-
Zinc. Concrete 3.2 s’était classé 19e des 22 solveurs
en compétition en 2016, en utilisant un paramétrage
classique, i. e., dom/wdeg, p = 0, Lex et redémarrages
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Table 1 – Résultats sur les instances du MiniZinc Challenge 2016 (MZNC) et le problème Steel Mill Slab. Pour
chaque catégorie, nous avons mis en valeur les trois meilleurs scores (si un score est inférieur de moins de 5 %
au 3e meilleur score, il est également mis en valeur).

Hvar dom/wdeg, p = 0 dom/wdeg, p = 20%
Redémarrages Geometric Luby Geometric Luby

Hval Lex PS BS Lex PS BS Lex PS BS Lex PS BS

carpet-cutting 9 6 9 7 7 7 37 38 41 48 44 47
celar 3 29 35 12 27 31 9 29 52 21 37 45

cryptanalysis* 8 0 8 16 0 16 9 0 9 16 0 16
depot-placement 17 42 32 8 39 29 19 42 34 13 38 17

diameterc-mst 0 0 0 0 0 0 7 27 10 26 29 33
elitserien 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

filters 23 23 19 23 30 19 27 28 28 39 38 34
gbac 7 29 25 5 25 22 6 47 33 6 49 31

gfd-schedule 20 24 26 37 16 26 33 17 39 29 13 39
java-auto-gen 24 22 26 31 16 19 26 11 36 32 34 32

mapping 29 32 30 33 24 28 31 11 30 31 26 24
maximum-dag 30 26 30 26 17 22 35 23 40 24 21 36

mrcpsp 18 12 14 13 7 6 31 33 30 33 30 38
nfc 25 25 20 26 26 19 31 31 31 32 32 32

oocsp-racks* 6 13 5 5 5 5 15 16 15 23 25 22
prize-collecting 28 6 31 32 13 50 26 3 38 35 8 53

rcpsp-wet 16 20 28 15 18 24 16 43 41 21 45 44
solbat* 31 31 32 22 14 22 28 20 27 12 10 12

tpp 28 32 42 13 16 32 32 38 19 29 39 10
zephyrus 26 36 38 25 28 38 21 29 31 15 19 23

overall MZNC 350 411 451 346 324 413 439 486 586 484 537 587
steel-mill-slab 1907 528 2500 2227 582 2540 1890 615 2720 2254 671 2884

* : Problème de décision

géométriques. Concrete 3.3 avec la meilleure combi-
naison testée (p = 20 %, BS et redémarrages Luby)
se serait classé 15e. Les résultats sont présentés sur la
table 1. Pour les problèmes de décision indiqués, BS
est équivalent à Lex.

Avec BS et p = 20 %, les stratégies de redémar-
rage choisies font finalement peu de différence, mais
avec des redémarrages Luby le solveur est plus souvent
parmi les 3 meilleurs d’une instance donnée : ceux-ci
seraient donc plus robustes.

5.2 Problème du Steel Mill Slab

Le problème du Steel Mill Slab Design Problem (CS-
PLib #38 [4]) est une variante de problème de Bin Pa-
cking : les objets sont colorés et au plus deux couleurs
peuvent être placées dans une même boite (appelée ici
slab) ; la taille de chaque slab peut être choisie parmi
un ensemble donné, et l’objectif du problème est de
minimiser la capacité inutilisée des slabs. Bien que le
problème présente d’importantes symétries (les slabs
sont interchangeables), celles-ci ne sont pas traitées
efficacement avec les traditionnelles contraintes d’in-

égalité. Les premiers travaux publiés résolvant le Steel
Mill Slab se basaient sur LNS avec une heuristique de
choix de fragment aléatoire, et une taille de fragment
fixe [3]. Nous avons ajouté deux contraintes au mo-
dèle pour supprimer certaines symétries : si un slab
b est vide, alors le slab b + 1 doit être vide ; et deux
objets identiques (taille et couleur) i1 < i2 doivent
être placés dans des slabs b1 ≤ b2. Nous avons égale-
ment désactivé le départage aléatoire des égalités de
dom/wdeg afin de départager en fonction du poids des
objets. Des travaux plus récents ont montré qu’une
résolution dynamique des symétries était bien plus ef-
ficace [19], mais il est impossible de modéliser de telles
techniques avec le langage MiniZinc : il faut réaliser
une implémentation spécifique au solveur.

Nous avons réalisé des expérimentation sur les 381
instances de Schaus et al. [15]. La table 1 montre que
notre meilleur paramétrage, utilisant l’heuristique BS,
les redémarrages Luby et la diversification aléatoire
permet de résoudre les Steel Mill Slab bien plus effi-
cacement qu’une DFS classique. Le Phase Saving est
complètement inefficace sur ce problème.
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6 Conclusion & perspectives

Dans cet article, nous avons montré qu’une DFS as-
sociée à une heuristique de choix de valeurs choisissant
prioritairement les valeurs issues de la meilleure solu-
tion connue, une heuristique de choix de variables agré-
mentée d’une diversification aléatoire, et d’une stra-
tégie de redémarrages améliore clairement le compor-
tement d’une DFS classique dans un environnement
« boite noire » en conservant, notamment, la complé-
tude. Nous avons comparé le comportement de cette
stratégie avec une LNS, ce qui a permis de rapprocher
les deux méthodes de recherche.

Dans des travaux futurs, nous souhaitons dévelop-
per la partie expérimentale afin de mieux analyser la
proximité entre LNS et DFS+BS. Nous souhaitons éga-
lement nous inspirer des travaux sur les heuristiques
de choix de fragment en LNS pour dériver de nouvelles
heuristiques de choix de variable pour DFS+BS. Ainsi,
peut-être que cette nouvelle stratégie se révèlera aussi
plus performante pour la résolution de problèmes in-
dustriels de très grande taille pour lesquels une ap-
proche purement complète reste inefficace.
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Résumé

L’étude des triangles cassés devient de plus en plus
ambitieuse, par la résolution des problèmes de satisfac-
tion de contraintes (CSP) en temps polynomial d’un
coté, et par la réduction de l’espace de recherche à tra-
vers l’élimination de variables et la fusion de valeurs de
l’autre. Pour cela, plusieurs extensions de ce concept ont
été étudiées dans le passé récent, tel que les triangles
cassés duaux et les triangles légèrement cassés. Ces ex-
tensions ont été introduites dans le but de maximiser soit
le nombre de valeurs fusionnées et/ou le nombre d’ins-
tances traitables capturées. Mais, aucune d’entre elles
n’a préservé toutes les caractéristiques de BTP.

Ici, nous introduisons une nouvelle version légère de
BTP, que nous appelons m-fBTP (pour flexible broken-
triangle property). m-fBTP permet la fusion de valeurs,
l’élimination de variables et définit une plus grande classe
polynomiale pour laquelle la cohérence d’arc est une pro-
cédure de décision.

Une version plus détaillée en langue anglaise a été
publiée à AAAI’17 [4].

1 Définitions

Le problème de satisfaction de contraintes constitue
un formalisme important pour la modélisation et la
résolution des plusieurs problèmes du monde réel en
Intelligence Artificielle. Ici, nous nous intéressons uni-
quement aux instances binaires. Une instance de CSP
binaire est un couple I = (X,C). X = {x1, ..., xn}
est un ensemble n variables. Chaque variable xi
a un ensemble fini de valeurs, appelé domaine et
noté D(xi). C est un ensemble de e contraintes bi-
naires. Chaque contrainte binaire Cij est un couple
(Scp(Cij), Rel(Cij)), où Scp(Cij) est un ensemble de
deux variables {xi, xj} et Rel(Cij) définit la compati-
bilité entre les valeurs dans D(xi) et D(xj).

Vérifier s’il existe une solution pour une instance
de CSP binaire donnée est un problème NP-complet.
Mais, en imposant quelques restrictions sur le domaine

des variables ou sur les contraintes, une telle instance
peut être résolue en temps polynomial. Par exemple,
il est connu que les instances de CSP binaires qui sa-
tisfont BTP (pour Broken-Triangle Property [2]) sont
résolues en temps polynomial par le niveau de cohé-
rence le plus basique et le moins couteux en terme de
complexité, à savoir la cohérence d’arc. BTP interdit
l’existence d’un triangle cassé sur la variable courante
vis-à-vis de variables précédentes dans l’ordre. Ici nous
proposons une extension de BTP, appelée m-fBTP, qui
préserve toutes ses caractéristiques.

Définition 1 Un couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk)

satisfait m-fBTP, si pour chaque triangle cassé
(v′k, vi, vj , v

′′
k ) avec vi ∈ D(xi) et vj ∈ D(xj), il existe

un ensemble de r ≤ m variables soutiens E ⊆
X \ {xi, xj , xk} tel que pour toute solution partielle
A de E, il existe v` ∈ A tel que si (v`, vi) ∈ Rel(C`i),
alors (v`, vj) /∈ Rel(C`j). Dans ce cas, nous disons que
(v′k, vi, vj , v

′′
k ) est un triangle cassé flexible. Une va-

riable xk ∈ X satisfait m-fBTP si pour chaque couple
de valeurs dans D(xk) satisfait m-fBTP.

S’il n’existe aucun ensemble de variables pour soute-
nir un triangle cassé, alors ce dernier sera dit triangle
purement cassé.

v`

v′`
v′′k

v′k

vj

vi

x`

xk

xj

xi

Figure 1 – La variable xk satisfait m-fBTP.

La figure 1 montre un couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈
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D(xk) qui satisfait 1-fBTP car l’unique triangle cassé
(v′k, vi, vj , v

′′
k ) est flexible (soutenu par x`).

Intuitivement, nous pouvons constater que si un
couple de valeurs satisfait m-fBTP, alors il satisfait
aussi (m+ 1)-fBTP.

2 Fusion de valeurs

Le résultat sur la fusion s’appuie sur la proposition
suivante qui établit le lien avec m-wBTP [1].

Proposition 1 Dans une instance de CSP binaire
I = (X,C), ∀m, 0 ≤ m ≤ n − 4, si un couple de
valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) satisfait m-fBTP, alors il sa-

tisfait aussi m-wBTP.

Puisque la fusion d’un couple de valeurs satisfai-
sant m-wBTP ne modifie pas la satisfiabilité d’une ins-
tance, alors nous pouvons aussi déduire que fusionner
un couple de valeurs qui satisfait m-fBTP n’affecte pas
la satisfiabilité d’une instance.

3 Élimination de variables

La fusion de valeurs d’une variable xk qui satisfait
m-wBTP ne peut se dérouler d’une façon itérative jus-
qu’à obtention d’une valeur singleton. En effet, après
avoir fusionné un couple de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk), il

est possible que la variable xk ne soit plus m-wBTP
(voir section 5 de [1]). Ceci n’est pas le cas pour m-
fBTP.

Lemme 1 Étant donnée une variable xk qui satisfait
m-fBTP, après fusion d’un couple de valeurs v′′k , v

′′′
k ∈

D(xk) en une nouvelle valeur v′k, aucun triangle pure-
ment cassé ne peut s’introduire sur xk.

Le théorème suivant est une conséquence directe des
résultats précédents.

Théorème 1 Étant donnée une instance de CSP bi-
naire arc cohérente I = (X,C), si une variable xk ∈ X
satisfait m-fBTP, alors elle peut être éliminée de I
tout en préservant la satisfiabilité.

m-fBTP définit aussi une condition maximale d’éli-
mination de variables, c’est-à-dire l’élimination de
toute autre variable d’une instance I, sur laquelle il
existe un triangle purement cassé, conduit nécessaire-
ment à la modification de la satisfiabilité I.

4 Classe polynomiale résolue par la cohé-
rence d’arc

Nous étendons la définition de m-fBTP aux ins-
tances de CSP binaire.

Définition 2 Une instance de CSP binaire I menée
d’un ordre < sur les variables satisfait m-fBTP par
rapport à < si pour toute variable xk, chaque couple
de valeurs dans D(xk) satisfait m-fBTP dans la sous-
instance de I contenant les variables xi ≤ xk.

Comme BTP, m-fBTP est conservative, c’est-à-dire
la propriété sera préservée même après application de
tout algorithme de filtrage supprimant seulement des
valeurs, comme la cohérence d’arc. Ce résultat est né-
cessaire pour prouver le théorème suivant.

Théorème 2 La cohérence d’arc est une procédure
de décision pour toute instance de CSP binaire I =
(X,C) qui satisfait m-fBTP (1 ≤ m ≤ n− 3).

m-fBTP constitue ainsi la plus large classe poly-
nomiale résolue itérativement par l’élimination de va-
riables.

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit m-fBTP, une
version légère de BTP, qui couvre les imperfections des
versions précédentes et qui préserve toutes ses carac-
téristiques, fusion de valeurs, élimination de variables,
conservation et résolution par la cohérence d’arc. Nous
avons aussi prouver que m-fBTP es différente de k-
BTP [3] et WBTP [5]. Il serait intéressant de vali-
der expérimentalement ces résultats théoriques et les
étendre aux instances CSP d’arité quelconque.
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2 Université catholique de Louvain (UCL), Belgique

ratheil.houndji@uac.bj

Résumé

Une arborescence recouvrante de poids minimum
(ARPM) enracinée en un noeud r d’un graphe dirigé
est un arbre couvrant dirigé de racine r et de poids
minimum. L’article [4] introduit la contrainte globale
MinArborescence pour les problèmes d’arborescence
contraints (PAC) qui consistent à trouver une ARPM
qui respecte d’autres contraintes supplémentaires. Le fil-
trage de cette contrainte peut se faire avec les coûts ré-
duits de la programmation linéaire (PL) en O(n2) avec n
le nombre de noeuds du graphe. Ce papier est un résumé
de [4] dans lequel est également proposé un algorithme
pour améliorer les coûts réduits de la PL. L’efficacité
du filtrage basé sur les coûts réduits a été montrée sur
une variante du PAC, l’ARPM avec des contraintes de
ressource sur chaque noeud (ARPM-R).

1 Introduction

Une arborescence enracinée en r d’un graphe dirigé
G = (V,E) est un sous graphe sans cycle de G tel qu’il
existe un chemin de r vers chacun des autres noeuds du
graphe. Le poids d’une arborescence est la somme des
poids de ses arcs. Le problème de l’arborescence recou-
vrante de poids minimum (ARPM) peut être formulé

∗Papier doctorant : V. R. Houndji1,2 est auteur principal.

comme suit [3, 1] :

w(A(G)?) = min
∑

(i,j)∈E
w(i, j) · xi,j

(1)

(ARPM)
∑

(i,j)∈δinj

xi,j = 1,∀j ∈ V \ {r} (2)

∑

(i,j)∈δinS

xi,j ≥ 1,∀S ⊆ V \ {r} : |S| ≥ 2

(3)

xi,j ∈ {0, 1},∀(i, j) ∈ E (4)

dans lequel xi,j = 1 si l’arc (i, j) est dans l’ARPM
A(G)? et xi,j = 0 sinon ; δinS est l’ensemble des arcs en-
trant dans S : δinS = {(i, j) ∈ E : (i ∈ V \S)∧(j ∈ S)} ;
w(i, j) est le poids de l’arc (i, j). Le premier groupe de
contraintes impose qu’il y ait exactement un arc qui
entre dans chaque noeud j ∈ V \ {r} et les contraintes
(3) imposent l’existence d’un chemin à partir de la ra-
cine r vers chacun des autres noeuds. Sans perte de
généralité [2], nous supposons que w(i, i) =∞,∀i ∈ V
et w(i, j) > 0,∀(i, j) ∈ E.

En considérant le graphe de la figure 1, le sous-
graphe avec les arcs en tirets représente une ARPM
de G1 avec comme racine 0.

Nous nous interessons ici aux problèmes d’arbores-
cence contraints (PAC) dont l’objectif est de trouver
une ARPM sous des contraintes additionnelles. Nous
présentons une contrainte globale dénommée MinAr-

borescence pour modéliser ce type de problème. No-
tons que les coûts réduits de la programmation linéaire
(PL) donne une borne inférieure de l’évolution du coût
optimal si on force un arc qui n’était pas dans la so-
lution optimale à y être. Le filtrage de la contrainte
MinArborescence peut donc se faire avec ces derniers.
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Figure 1 – Graphe G1

Nous proposons une procédure pour améliorer la qua-
lité des coûts réduits dans certains cas.

2 La contrainte globale MinArborescence

Nous modélisons l’arborescence avec une variable Xi

pour chaque noeud i du graphe G représentant son
prédécesseur. Le domaine initial de la variable Xi est
donc l’ensemble des voisins (prédécesseurs) de i dans
G : j ∈ D(Xi) ≡ (j, i) ∈ E. La contrainte MinAr-

borescence(X, w, r, K) impose que l’ensemble des
arcs {(Xi, i) : i 6= r} est une arborescence valide enra-
cinée en r avec

∑
i 6=r w(Xi, i) ≤ K.

La cohérence de la contrainte MinArborescence(X,

w, r, K) peut être vérifiée en calculant une ARPM
A(G)? enracinée en r et en vérifiant que w(A(G)?) ≤
K. La valeur w(A(G)?) est la borne inférieure exacte
de la variable K : K ≥ w(A(G)?). Le filtrage des arcs
peut être réalisé en se basant sur les coûts réduits de la
PL rc(i, j),∀(i, j) ∈ E. Pour un arc (i, j) 6∈ A(G)?, si
w(A(G)?) + rc(i, j) > K, alors Xi ← j est incohérent.

Dans la section suivante, nous donnons une pro-
priété pour améliorer les coûts réduits de la PL rc(i, j).

3 Amélioration des coûts réduits de la
programmation linéaire

Utilisons les notations suivantes :
— parent[S] est le plus petit cycle (voir [4]) qui

contient le sous-ensemble S ⊆ V \ {r} ;
— bestTwoDiff [k] est la différence entre les deux

plus petits poids des arcs qui entrent dans le
noeud k ;

— uS est la variable duale associée au sous-
ensemble S ⊆ V \ {r}.

Supposons qu’il existe un chemin P = (j, . . . , i) du
noeud j vers le noeud i dans l’ARPM A(G)? tel que
∀k ∈ P : parent[parent[k]] = ∅. Alors w(A(G)?i→j) ≥

w(A(G)?) + rc(i, j) + mink∈P\{j}{bestTwoDiff [k] −
u?parent[k]}. Nous nous référons à l’article [4] pour les
preuves, les exemples et l’algorithme associé.

4 Résultats

Toutes les expériences ont été réalisées avec le sol-
ver open source OscaR [6]. Le code source ainsi que
les instances utilisées sont disponibles en ligne [5].
Comme on peut s’y attendre, la décomposition ba-
sique avec le nombre exponentiel de contraintes n’est
pas du tout compétitif. Pour avoir un meilleur modèle
de base pour les expériences, nous avons proposé une
contrainte légère nommée Arborescence (voir l’article
[4]). Les tests ont été effectués sur une variante du
PAC, l’ARPM-R [3]. Sur 100 instances avec n = 50,
la taille de l’arbre de recherche est divisé, en moyenne,
par ≈ 460 avec le filtrage basé sur les coûts réduits
(par rapport au modèle de base). D’un autre côté, le
filtrage basé sur les coûts réduits améliorés est intéres-
sant sur certaines instances, en particulier les instances
avec peu de cycles imbriqués.

5 Conclusion

Nous avons défini la contrainte MinArborescence

avec un filtrage basé sur les coûts réduits pour les
problèmes d’arborescence recouvrante de poids mini-
mum. Nous avons également proposé une procédure
pour améliorer les coûts réduits de la programmation
linéaire dans certains cas.
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Université d’Artois, F-62307 Lens, France

lecoutre@cril.fr

Résumé

Nous proposons MCSP3, une API de modélisation
pour les problèmes combinatoires sous contraintes, ac-
tuellement “limitée” aux problèmes de satisfaction de
contraintes (CSP) et problèmes d’optimisation sous
contraintes (COP). MCSP3 est accompagné d’un com-
pilateur qui permet de générer des instances définies au
format intermédiaire XCSP3. La prise en main de cette
API est rendue simple et naturelle, car elle est construite
sur Java, sans doute aujourd’hui le langage le plus popu-
laire en informatique. Grâce aux nouveaux concepts de
la version 8 de Java, et notamment les lambda fonctions,
l’écriture des modèles est compacte, particulièrement li-
sible, et pour l’aspect formel relativement proche des
meilleurs langages dédiés. L’API propose de nombreuses
méthodes, évitant dans une large mesure toute expres-
sion idiomatique (technique) propre au langage telle que
l’utilisation de new pour la création d’objets, de tableaux,
etc. Sur la base d’une expérience correspondant au déve-
loppement de près d’une centaine de modèles à ce jour,
nous pensons sincèrement que cette API est accessible
au plus grand nombre. MCSP3 est une API de modéli-
sation pour tous, disponible sur github.

1 Introduction

Le monde de la programmation par contraintes
(PPC) pâtit du manque de standards, que ce soit pour
la représentation des modèles ou pour celle des ins-
tances de problèmes combinatoires sous contraintes.
Un modèle est une représentation paramétrée de la
structure d’un ensemble d’instances pour un problème
donné. Par exemple, il est possible de développer un
modèle pour le problème des n-reines, où n repré-
sente une valeur entière jouant le rôle de paramètre,
et de s’intéresser à la résolution d’une instance précise
de ce problème, comme par exemple l’instance des 8-

reines. Depuis trois ans, au sein du CRIL 1, nous dé-
veloppons une châıne d’outils qui se revendique in fine
être une approche globale, naturelle et cohérente per-
mettant la modélisation et la résolution de problèmes
sous contraintes. Dans cet article, nous présentons une
brique importante de cette châıne : MCSP3, une API
de modélisation à la portée de tous.

Intéressons nous tout d’abord aux langages et ou-
tils de modélisation introduits dans la littérature au
fil du temps. Parmi les langages marquants, certains
sont dédiés à la programmation mathématique, comme
AMPL (http://www.ampl.com) et GAMS (http://
www.gams.com), et d’autres 2 à la programmation par
contraintes, comme OPL [15], EaCL [14], NCL [16],

ESRA [6], Zinc [4] et ESSENCE [7]. À ce jour, la situa-
tion reste malheureusement assez confuse pour l’utili-
sateur qui souhaite adopter une solution de modélisa-
tion PPC satisfaisante et pérenne.

Tout avait pourtant bien commencé. En effet, au dé-
but des années 70 [3], un langage étonnant voir le jour :
Prolog. L’originalité de ce langage, basé sur le calcul
des prédicats du premier ordre, son élégance et son as-
pect déclaratif engendre une grande effervescence, et
ceci pendant de nombreuses années. La version 3 du
langage [2] adopte un cadre de programmation logique
par contraintes, et obtient un large succès, y compris
auprès du grand public 3. Au fil du temps, l’aspect
“contraintes” se substitue à l’aspect “logique”, et de
nouveaux produits sont développés, les plus embléma-
tiques étant certainement CHIP [5] et ILOG Solver.
En terme de modélisation, OPL (Optimization Pro-
gramming Language) [15] apparâıt sans doute à ce

1. Avec le concours appréciable de collègues rattachés à des
laboratoires de France et de Navarre (et aussi de Belgique ;-)).

2. Le langage Z (http://vl.users.org) permet également le
développement de modèles plutôt élégants [11].

3. Il était fréquent que Prolog soit enseigné dans les forma-
tions universitaires en informatique.
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moment-là comme étant le langage plus abouti, mais
son caractère propriétaire le prive d’une appropriation
par l’ensemble de la communauté.

Après les belles aventures Prolog et OPL, la commu-
nauté se tourne progressivement vers le développement
de solveurs ouverts, le plus souvent intégrant une in-
terface de modélisation dédiée, tels que par exemple
Gecode [13] et Choco [10]. Cependant, le besoin d’uni-
formisation se faisant sentir de plus en plus fortement,
de nouveaux langages de modélisation sont proposés,
notamment au cours de la dernière décennie avec Es-
sence et MiniZinc. Si Essence est assurément de belle
facture, la suite qui l’accompagne reste, nous semble-t-
il, assez difficile d’accès. En ce qui concerne Minizinc,
nous n’avons jamais été convaincus par les choix effec-
tués par les développeurs de cette suite (nous dévelop-
perons nos arguments dans un article à venir).

Pour la représentation d’instances de problèmes, il
est possible de se tourner vers des formats à plat tels
que XCSP 2.1 [12] ou FlatZinc, ou le format inter-
médiaire XCSP3 [1] que nous avons introduit récem-
ment. XCSP3 a l’avantage d’être très complet, lisible
et structuré. La figure 1 offre une vision synthétique
de la situation actuelle concernant langages et formats
de modélisation.

Modeling
Languages

Intermediate
Format

Flat
Formats

+

−

OPL, ESRA, MiniZinc,
Essence, MCSP3, ...

XCSP3

XCSP 2.1, FlatZinc, wcsp

A
b
straction

Figure 1 – Langages de modélisation et formats

Ce constat posé, nous avons cherché à développer
de façon posée et cohérente une châıne de production
complète et intégrée pour le domaine de la PPC. Les
deux principaux ingrédients sont :

— MCSP3 : une interface (API) basée sur Java
permettant de modéliser les problèmes sous
contraintes de façon déclarative et naturelle ;

— XCSP3 : un format intermédiaire utilisé pour re-
présenter les instances de problèmes, tout en pré-
servant leurs structures.

Comme cela est visible sur la figure 2, confronté à un
problème à résoudre, l’utilisateur doit procéder comme
suit :

1. écrire un modèle en utilisant l’interface MCSP3

MCSP3 Model Data

Compiler

XCSP3 Instance

AbsCon Choco OscaR Sat4J ...

Figure 2 – Châıne de production complète MCSP3-
XCSP3.

construite sur Java 8 ;

2. fournir les données, au format JSON, correspon-
dant aux instances précises à résoudre ;

3. compiler modèle et données afin de générer des
fichiers au format intégré XCSP3 ;

4. résoudre les instances XCSP3 en utilisant des
solveurs tels que Choco ou OscaR [9].

La châıne de production complète, MCSP3-XCSP3,
a de nombreux avantages :

— Java, JSON et XML sont des technologies éprou-
vées de premier plan ;

— utiliser Java 8 pour la modélisation 4 évite à l’uti-
lisateur d’apprendre encore (et toujours) un nou-
veau langage ;

— utiliser JSON pour les données offre une nota-
tion simple, unifiée et facile à lire aussi bien pour
l’humain que pour la machine :

— utiliser XML pour les instances (mais avec une
granularité raisonnable) permet une représenta-
tion simple et lisible, de nouveau que ce soit pour
l’humain ou la machine.

Il peut sembler étonnant que JSON et XML soient
tous les deux sollicités le long de la châıne. En fait,
nous sommes convaincus que JSON est le format le
plus approprié pour les données tandis que XML est

4. L’introduction des lambda fonctions en Java 8 a été l’élé-
ment déclencheur qui nous a permis de développer une interface
sobre et naturelle.
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mieux adapté pour la représentation des instances (uti-
liser JSON est envisageable, mais possède quelques in-
convénients comme cela est indiqué dans l’une des ap-
pendices des spécifications XCSP3 [1]).

La version courante de MCSP3 est une “re-
lease candidate”, mais elle est néanmoins déjà ro-
buste car testée sur une centaine de modèles.
L’API (avec son compilateur) est disponible sur gi-
thub : https://github.com/xcsp3team/XCSP3-Java-
Tools, dans le package modeler. Une documentation
plus fournie se trouve dans [8].

2 Illustration

Nous proposons d’illustrer l’interface MCSP3 avec
un cas d’étude, le problème d’allocation d’entrepôt dé-
fini sur CSPLib–Problem 034 comme suit :
“In the Warehouse Location problem (WLP), a com-

pany considers opening warehouses at some candidate
locations in order to supply its existing stores. Each
possible warehouse has the same maintenance cost,
and a capacity designating the maximum number of
stores that it can supply. Each store must be supplied
by exactly one open warehouse. The supply cost to a
store depends on the warehouse. The objective is to de-
termine which warehouses to open, and which of these
warehouses should supply the various stores, such that
the sum of the maintenance and supply costs is mini-
mized.”

Figure 3 – Un entrepôt.

Du point de vue de l’utilisateur, modéliser un pro-
blème nécessite trois étapes :

1. Définir la structure (type) des paramètres du
problème. Une instance du problème est-elle ca-
ractérisée par un simple entier, une séquence
d’entiers, un ou plusieurs tableaux de valeurs nu-
mériques, voire symboliques ? etc.

2. Définir la structure du modèle en utilisant un
langage approprié. Ici, il s’agit de MCSP3.

3. Définir un jeu d’instances en produisant un jeu
de données respectant la structure préalablement
définie.

Après réflexion, nous découvrons que notre pro-
blème nécessite trois paramètres. Le premier fixed-

Cost représente le coût fixe entier associé à l’ouver-
ture d’un entrepôt. Le second, warehouseCapacities
représente le nombre de magasins que chaque entre-
pôt peut alimenter. Le troisième, storeSupplyCosts
représente le coût pour alimenter chaque magasin avec
chaque entrepôt. La structure des paramètres est donc
donnée ici par un entier, un tableau d’entiers et un
tableau à deux dimensions d’entiers. Un exemple de
données pour une instance spécifique est donné par le
fichier suivant “warehouse.json” contenant :

{

"fixedCost": 30,

"warehouseCapacities": [1,4,2,1,3],

"storeSupplyCosts": [

[100,24,11,25,30],[28,27,82,83,74],

[74,97,71,96,70],[2,55,73,69,61],

[46,96,59,83,4],[42,22,29,67,59],

[1,5,73,59,56],[10,73,13,43,96],

[93,35,63,85,46],[47,65,55,71,95]

]

}

Un modèle possible en MCSP3 est :

class Warehouse implements ProblemAPI {
int fixedCost;
int[] warehouseCapacities;
int[][] storeSupplyCosts;

public void model() {
int nWarehouses = warehouseCapacities.length;
int nStores = storeSupplyCosts.length;

Var[] s = array(”s”, size(nStores),
dom(range(nWarehouses)),
”s[i] is the warehouse supplier of store i”);

Var[] c = array(”c”, size(nStores),
i −> dom(storeSupplyCosts[i]),
”c[i] is the cost of supplying store i”);

Var[] o = array(”o”, size(nWarehouses),
dom(0, 1), ”o[i] is 1 if the warehouse i is open”);

forall(range(nWarehouses),
i −> atMost(s, i, warehouseCapacities[i]));

forall(range(nStores),
i −> element(o, s[i], 1));

forall(range(nStores),
i −> element(storeSupplyCosts[i], s[i], c[i]));

int[] coeffs = vals(repeat(1,nStores),
repeat(fixedCost,nWarehouses));

minimize(SUM, vars(c,o), coeffs)
.note(”minimizing the overall cost”);

}
}
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Comme vous pouvez l’observer, définir un modèle
nécessite donc d’écrire une classe implémentant l’in-
terface ProblemAPI. Cette classe doit intégrer des
champs correspondant aux données du fichier JSON
(le chargement se fait automatiquement au moment de
la compilation). Il est ensuite nécessaire d’implanter
la méthode model(), en intégrant la déclaration des
variables, contraintes et objectifs du problème. Pour
notre problème, nous déclarons trois tableaux de va-
riables : la taille des tableaux est définie par appel à la
méthode size(), et le domaine de chaque variable est
défini par appel à la méthode dom(). Il est intéressant
de constater qu’il est possible de définir un domaine
spécifique pour chaque variable d’un tableau en uti-
lisant une lambda fonction. Pour poster des groupes
de contraintes, on utilise la méthode forall. Le pre-
mier groupe signifie que pour tout entrepôt d’indice
i, on souhaite qu’au plus warehouseCapacities[i]

variables de s prennent la valeur i. Les deux autres
groupes permettent de poster des contrainte element.
Pour finir, l’objectif à minimiser est une somme de va-
riables coefficientées. La méthode vars() permet de
définir un tableau de variables en collectant celles qui
sont passées en paramètres (y compris lorsqu’elles sont
déjà définies dans des tableaux).

De façon générale, il existe dans l’API de nom-
breuses surcharges de méthodes pour définir les ta-
bleaux de variables (jusqu’à une dimension 5), les
domaines, les groupes (jusque 5 boucles imbriquées
en utilisant la combinaison de méthodes range()).
Actuellement, dans la version courante (release can-
didate), la vingtaine de contraintes appartenant à
XCSP3-core est utilisable. Cela offre déjà un grand
pouvoir d’expression, et nous a d’ailleurs permis de
modéliser une centaine de problèmes.

3 Conclusion

MCSP3 est une API de modélisation qui per-
met de représenter les problèmes combinatoires sous
contraintes. Basée sur Java 8, elle permet à l’utilisa-
teur de construire aisément les modèles et de les compi-
ler en instances XCSP3. Les versions futures intégre-
ront d’autres cadres (WCSP, par exemple), d’autres
contraintes, les variables réelles et ensemblistes, la réi-
fication, les annotations, etc. Comparé à la “release
candidate” courante de MCSP3, qui a nécessité un ef-
fort de développement particulièrement important, ces
futures extensions ne présentent pas de difficultés tech-
niques majeures.
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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons à l’enregistre-
ment de nogoods, instanciations partielles globalement in-
cohérentes, pouvant être extraits systématiquement lors du
redémarrage d’un algorithme complet (avec retour-arrière)5

de résolution CSP (problème de satisfaction de contraintes).
Plus précisément, dans ce contexte, nous proposons plu-
sieurs techniques de simplification et de combinaison de
nogoods, dans le but d’accroître leur capacité de filtrage.
La base de notre approche est une généralisation des10

nld-nogoods correspondant au concept introduit récem-
ment d’increasing-nogoods. Nous proposons plusieurs algo-
rithmes portant sur des combinaisons de sous-ensembles
de nogoods identifiés de manière dynamique. Les simila-
rités entre les différents increasing-nogoods permettent un15

meilleur élagage de l’arbre de recherche, notamment grâce
à l’exploitation d’équivalences entre décisions. Nous propo-
sons aussi quelques pistes d’amélioration, notamment un
système de sentinelles et la génération de nld-nogoods à la
volée. Nos résultats préliminaires montrent l’intérêt de notre20

approche pour certains problèmes.

Abstract

In this paper, we exploit nogoods, partial unsatisfiable ins-
tantiations, extracted from a restart-based search engine at
the end of each run when the current cutoff value is reached.25

More precisely, in that context, we propose several simplifica-
tion and combination techniques related to nogoods, in order
to increase the filtering efficiency. The root of our approach is
a generalization of nld-nogoods corresponding to the concept
newly introduce of increasing-nogoods. We propose various30

algorithms relating to dynamically identified nogoods subsets
combinations. Therefore, the search tree benefits from a bet-
ter pruning thanks to similarities existing between increasing-
nogoods, especially the equivalence between decisions. We
also suggest some improvements tracks, in particular a sen-35

tinel system and on the fly nld-nogoods production. Our preli-
minary results show that our approach works well for several
problems.

∗Papier doctorant : Gaël Glorian est auteur principal.

1 Introduction

L’apprentissage de nogoods est un thème qui a été40

introduit dans les années 90 [2, 15, 4] pour la résolution
de problèmes de satisfaction de contraintes. Les nogoods
classiques, dits standards, sont des instanciations partielles
ne pouvant mener à aucune solution. Ils ont été assez
rapidement utilisés pour gérer l’explication [5, 7] de45

valeurs supprimées au cours de la recherche et de la pro-
pagation de contraintes. Ils ont ensuite été généralisés [8]
en permettant la combinaison d’assignations de variables
(décisions positives) et de réfutations de valeurs (décisions
négatives). L’intérêt pratique des nogoods (généralisés)50

a été revisité par les travaux portant sur la génération
paresseuse de clauses [3].

Les nogoods peuvent également être utiles dans un
contexte de redémarrage régulier d’un algorithme de55

recherche arborescent. Il est en effet possible d’identifier
[10] sur la dernière branche (celle qui est la plus à droite)
un ensemble de nogoods représentant la partie de l’espace
de recherche qui vient d’être explorée. Par le fait de
simplement enregistrer ces nogoods, appelés nld-nogoods60

(réduits), on a la garantie de ne jamais explorer de nou-
veau les mêmes sous-arbres. Certaines extensions de ces
travaux ont porté sur l’élimination de symétries [11, 13] et
l’exploitation du caractère croissant des nld-nogoods [12],
appelés de ce fait increasing-nogoods.65

Dans cet article, nous proposons plusieurs techniques
de simplification et de combinaison d’increasing-nogoods,
nous permettant d’accroître leur capacité de filtrage. En
analysant dynamiquement certaines combinaisons de70

sous-ensembles de nogoods, et en exploitant des formes
d’équivalence entre décisions, nous montrons que l’arbre
de recherche peut être mieux élagué. Nous identifions
également quelques pistes prometteuses permettant de
renforcer l’efficacité du processus de détection.75
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Cet article est structuré comme suit. Dans un pre-
mier temps, nous présentons les nld-nogoods ainsi que
les increasing-nogoods. Puis, nous introduisons quelques
techniques de combinaisons (avec leurs algorithmes) :80

combinaisons de décisions négatives, combinaisons par
équivalence d’alpha, et combinaisons par équivalence de
décisions négatives. Après avoir présenté quelques résul-
tats expérimentaux, nous concluons et évoquons quelques
pistes prometteuses.85

2 Préliminaires

Un réseau fini de contraintes P est un couple (X ,C ),
où X est un ensemble de variables et C un ensemble
de contraintes. À chaque variable x ∈ X est associé un
domaine, noté dom(x) qui contient un ensemble fini de90

valeurs. Chaque contrainte c ∈ C porte sur un nombre fini
de variables appelé la portée de c, noté scp(c) et est définie
formellement par une relation notée rel(c) qui contient les
tuples autorisés pour les variables de la portée, c’est-à-dire
les combinaisons qui satisfont c. L’arité d’une contrainte95

c correspond au nombre de variables sur lesquelles la
contrainte porte (|scp(c)|). Une solution de P est une
instanciation de toutes les variables de P satisfaisant toutes
les contraintes de P. Le problème CSP est un problème
de décision qui consiste à déterminer si un réseau de100

contraintes donné admet une solution.

Un nogood est une instanciation partielle qui ne peut
être prolongée vers une solution. L’intérêt des nogoods est
d’éviter le phénomène de thrashing, c’est-à-dire d’explo-105

rer de manière répétée les mêmes sous-arbres incohérents.
Deux approches classiques existent pour les identifier et les
enregistrer : au cours de la recherche, ou au redémarrage.
Dans cet article, nous allons nous placer dans le contexte
d’un algorithme complet de résolution avec retour-arrière110

à branchement binaire et enregistrement de nogoods au re-
démarrage.

2.1 Nogood recording from restart

Les nld-nogoods [9] (negative last decision nogoods)
sont extraits au redémarrage à partir de la dernière branche115

Σ de l’arbre de recherche. Σ = 〈δ1, ...,δm〉 avec δi une
décision positive, c’est-à-dire une assignation (x = a), ou
négative, une réfutation (x 6= a). Ils représentent tous les
conflits obtenus au cours du run précédent (i.e., depuis le
dernier redémarrage). Une nld-sous-séquence est une sé-120

quence de décisions 〈δ1, ...,δ j〉 où δ j est une décision né-
gative. Pour toute nld-sous-séquence Σ′ = 〈δ1, ...,δ j〉 de Σ,
l’ensemble {δ1, ...,¬δ j} est un nld-nogood et l’ensemble
pos(Σ′)∪{¬δ j}, où pos(Σ′) correspond aux décisions po-
sitives de Σ′, est un nld-nogood réduit. Il est connu que125

tous les nld-nogoods réduits extraits de la dernière branche
de l’arbre de recherche subsument tous les nld-nogoods ré-
duits qui pourraient être extraits des branches précédem-
ment explorées.

Exemple. Considérons que l’algorithme soit sur le point130

d’effectuer un redémarrage, et que nous ayons l’arbre de
recherche illustré par la figure 1.

δ1

δ2 ¬δ2

δ6 ¬δ6

δ9 ¬δ9

δ8

δ11 ¬δ11

FIGURE 1 – Arbre de recherche avant redémarrage

La dernière branche de l’arbre de recherche est Σ =
{δ1,¬δ2,¬δ6,δ8,¬δ9,¬δ11}. Nous pouvons en extraire les
nld-nogoods suivants (à gauche ci-dessous) ainsi que les135

nld-nogoods réduits associés (à droite ci-dessous) :

∆1 = {δ1,δ2}
∆2 = {δ1,¬δ2,δ6}
∆3 = {δ1,¬δ2,¬δ6,δ8,δ9}
∆4 = {δ1,¬δ2,¬δ6,δ8,¬δ9,δ11}

∆1r = {δ1,δ2}
∆2r = {δ1,δ6}
∆3r = {δ1,δ8,δ9}
∆4r = {δ1,δ8,δ11}

Nous pouvons remarquer qu’il existe des similitudes
entre les différents nld-nogoods extraits lors d’un même re-
démarrage, ils sont dits croissants. Les increasing-nogoods140

[12, 13] présentés dans la section suivante exploitent ce
caractère croissant et permettent de représenter les nld-
nogoods réduits extraits à la fin d’un run sous la forme
d’une (seule) contrainte globale.

2.2 Increasing nogoods145

Les increasing-nogoods (IncNG) [12, 13] sont une
extension des nld-nogoods réduits. À chaque redémar-
rage une seule contrainte globale IncNG est ajoutée au
réseau. Celle-ci représente tous les nld-nogoods réduits
qui auraient pu être extraits lors de la recherche. L’idée150

est de mettre à disposition une structure compacte ainsi
qu’un filtrage supérieur aux nld-nogoods réduits traités
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indépendamment.

Pour passer d’un ensemble de nld-nogoods réduits à une155

contrainte IncNG, il faut commencer par les transformer
en nld-nogoods réduits dirigés. Soit un nld-nogood réduit
{δi,δ j}, le nld-nogood réduit dirigé correspondant s’écrit
δi⇒¬δ j.

Exemple. Revisitons l’arbre de recherche de l’exemple
précédent en précisant les décisions (assignations et réfu-
tations). Sur la branche Σ = 〈 x2 = 1, x3 6= 0, x4 6= 1, x5 =
2, x1 6= 1, x6 6= 2 〉 avec dom(xi) = {0,1,2}, nous pouvons
extraire l’ensemble suivant de nld-nogoods réduits :

ng0 ≡ ¬( x2 = 1∧ x3 = 0)
ng1 ≡ ¬( x2 = 1∧ x4 = 1)
ng2 ≡ ¬( x2 = 1∧ x5 = 2∧ x1 = 1)
ng3 ≡ ¬( x2 = 1∧ x5 = 2∧ x6 = 2)

qui sous forme dirigée s’écrivent :

ng0 ≡ x2 = 1⇒ x3 6= 0
ng1 ≡ x2 = 1⇒ x4 6= 1
ng2 ≡ x2 = 1∧ x5 = 2⇒ x1 6= 1
ng3 ≡ x2 = 1∧ x5 = 2⇒ x6 6= 2

Dans [12], les auteurs ont montré que l’ensemble
des nld-nogoods réduits dirigés extraits d’une branche
sont croissants (increasing), c’est-à-dire que LHS(ngi) ⊆
LHS(ngi+1) où LHS (left hand side) désigne la partie
gauche de l’implication (similairement RHS désigne la par-
tie droite).

ng0 ≡ x2 = 1⇒ x3 6= 0
ng1 ≡ LHS(ng0)⇒ x4 6= 1
ng2 ≡ LHS(ng1)∧ x5 = 2⇒ x1 6= 1
ng3 ≡ LHS(ng2)⇒ x6 6= 2

Les nld-nogoods réduits dirigés ainsi obtenus peuvent
s’écrire sous forme de séquence de décisions en éliminant
les parties gauches redondantes :

Σ = 〈 x2 = 1, x3 6= 0, x4 6= 1, x5 = 2, x1 6= 1, x6 6= 2 〉

Nous remarquons que cela correspond à la séquence de160

décision initiale, celle extraite de l’arbre de recherche.
Pour construire un IncNG il suffit donc de retenir la
dernière branche avant le redémarrage.

Soit Λ = 〈ng0, . . . ,ngt〉 une séquence composée de nld-165

nogoods croissants. Si LHS(ngi) contient deux décisions
positives pouvant encore être falsifiées alors les nogoods
ng j tel que j ≥ i sont nécessairement arc-cohérents (ou
GAC pour Generalized Arc Consistency) car les parties

gauches des nogoods plus grands subsument celles des170

plus petits.

Pour filtrer la contrainte IncNG, deux indices α et β
sont utilisés. Ils correspondent aux deux décisions positives
non assignées les plus à gauche dans la séquence (pouvant175

encore être falsifiées). Celles-ci sont surveillées ainsi que
toutes les décisions négatives se situant entre α et β.

Σ = 〈
Watched︷ ︸︸ ︷

δ1︸︷︷︸
α

,¬δ2, δ3︸︷︷︸
β

, δ4,¬δ5,¬δ6〉

Il existe trois situations principales d’appel à l’algorithme
de filtrage (algorithme 1) :

1. une décision négative contenue entre α et β est falsi-180

fiée, cela force δα à être faux, par conséquent tous les
nogoods contenus dans la contrainte sont falsifiés ;

2. la décision positive désignée par α est satisfaite :
nous forçons toutes les parties droites qui ne
contiennent que δα dans leur partie gauche à être185

vraies c’est-à-dire toutes les décisions négatives
contenues entre α et β et nous recherchons la pro-
chaine décision positive non assignée ;

3. la décision positive désignée par β est satisfaite : ceci
est semblable au cas précédent, nous recherchons la190

prochaine décision positive non assignée.

Algorithme 1 : FilterIncNG(Σ)
Data : m = |Σ| where Σ is an IncNG

1 UpdateAlpha();
2 if m 6= 0∧β 6= m then UpdateBeta();
3 if m = 0 then delete constraint;

Les algorithmes 2 et 3 qui ont été proposés par [12]
ont un fonctionnement relativement similaire. Si δα est
satisfait, un nouvel α est trouvé, l’algorithme est appelé de195

nouveau pour voir si δα est satisfaite jusqu’à arriver à un
point fixe ou que la contrainte soit entièrement traitée (de
la même manière pour β). La fonction watchFollowDec
permet de trouver la prochaine décision positive à partir
de β si elle existe et de surveiller toutes les décisions200

négatives rencontrées. Si une décision négative falsifiée
est rencontrée, m, qui représente la taille de l’IncNG traité,
est mis à zéro, ce qui correspond à la désactivation de cet
IncNG.

205

3 Combinaison d’increasing-nogoods

Les techniques existantes de traitement de nogoods, que
ce soient les nld-nogoods ou les increasing-nogoods, se
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Algorithme 2 : UpdateAlpha()

1 if δα is satisfied then
2 unsubscribe δα;
3 for i ∈ [α+1,β) do
4 if Neg(δi) then // true if δi is negative
5 satisfy δi;
6 unsubscribe δi;
7 end
8 end
9 if β = m then m← 0 ; return ;

10 α← β;
11 watchFollowDec();
12 if m 6= 0 then UpdateAlpha();
13 else
14 for i ∈ [α+1,β) do
15 if Neg(δi)∧δi is falsified then
16 falsify δα;
17 m← 0;
18 return ;
19 end
20 end
21 end

Algorithme 3 : UpdateBeta()

1 if δβ is satisfied then
2 unsubscribe δβ;
3 watchFollowDec();
4 if m 6= 0 then UpdateBeta();
5 end

limitent à elles-mêmes. Ces méthodes ne tirent pas partie
des autres informations disponibles, à savoir l’état des210

variables (c’est-à-dire, leur domaine) ainsi que les autres
nogoods. Nous proposons donc dans cette section trois
méthodes utilisant à bon escient ces informations. La pre-
mière permet de continuer à traiter les increasing-nogoods
indépendamment mais les fait toutefois interagir sur la215

base des domaines des variables qui les composent. Les
deux autres regroupent les increasing-nogoods par sous-
ensembles, soit en fonction de leurs décisions positives
(δα), soit en fonction de leurs décisions négatives (celles
qui sont comprises entre alpha et beta).220

3.1 Combinaison de décisions négatives

Le but de la combinaison de décisions négatives est de
sécuriser le fait qu’une assignation ou une suppression
ne cause pas de conflit direct avec la base de nogoods,225

c’est-à-dire avant que l’IncNG relatif à la combinaison
entre en conflit. Cela permet de déceler les conflits en

amont et par conséquent d’augmenter le pouvoir de filtrage
des increasing-nogoods.

230

Exemple. Soit le IncNG suivant :

ngi = 〈 x2 = 1,x3 6= 2,x3 6= 4, x5 = 3〉

Supposons qu’il soit dans son état initial, c’est-à-dire
α← x2 = 1 et β← x5 = 3 et que les variables aient toutes
le même domaine dom(xi) = {1,2,3,4}. Si x2 est assigné
à 1, alors il est possible de supprimer les valeurs 2 et 4 du
domaine de x3 (voir la situation 2 de l’algorithme 1). Si le235

domaine de x3 ne contenait plus que ces deux valeurs alors
il y a conflit. Ce conflit aurait pu être détecté avant, voire
évité, si la valeur 1 avait été supprimée du domaine de x2
lorsque le domaine de x3 a été réduit à {2,4}.

240

Par souci de simplicité, nous considérons que pour
ng, un IncNG donné, les valeurs de alpha et beta sont
accessibles par α(ng) et β(ng). Nous pouvons alors définir
diffValues(ng,x), la fonction qui retourne les valeurs
impliquées dans une décision négative de ng impliquant x245

et située entre α(ng) et β(ng). De même, diffVars(ng)
est la fonction qui retourne l’ensemble des variables
impliquées dans une décision négative de ng située
entre α(ng) et β(ng). Par exemple, si nous considérons
l’IncNG ngex = 〈 x2 = 1,x3 6= 2,x3 6= 4, x5 = 3〉 avec250

α(ngex)= x2 et β(ngex)= x5, alors diffVars(ngex)= {x3}
et diffValues(ngex,x3) = {2,4}.

Algorithme 4 : checkNegativeDecisions(ng)
Data : Let ng be an IncNG

1 foreach x ∈ diffVars(ng) do
2 if diffValues(ng,x) ⊇ dom(x) then
3 falsify α(ng);
4 end
5 end

L’algorithme 4 réalise ce filtrage qui consiste donc à
effectuer une inférence (réfuter la valeur impliquée dans255

α(ng)) chaque fois qu’un conflit est susceptible de se
produire. Notre approche, bien que se limitant à l’analyse
des increasing-nogoods de manière indépendante, offre
une capacité de filtrage renforcée. Dans la section suivante,
nous proposons une nouvelle variation de ce principe par260

analyse de la base complète d’increasing-nogoods. L’al-
gorithme 4 a une complexité dans le pire cas en O(sn) où
s est la taille du plus grand IncNG (majoré par dn où d est
la taille du plus grand domaine) et n le nombre de variables.

265
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3.2 Combinaison par équivalence d’alpha

Dans cette partie, nous étendons le principe présenté
précédemment à des ensembles d’increasing-nogoods.
Pour cela, nous partitionnons l’ensemble des increasing-
nogoods en fonction des valeurs des δα : les increasing-270

nogoods de même valeur se situent dans le même groupe.
Il faut donc maintenir ces groupes de manière dynamique,
c’est-à-dire les mettre à jour à chaque modification d’un
alpha, lors d’un filtrage ou d’un retour-arrière. En rai-
sonnant avec ces groupes, nous obtenons une capacité de275

filtrage renforcée (englobant le cas précédent).

Exemple. Soit dom(xi) = {0,1,2,3},

IncNG0 ≡ ... , x6 6= 2, x2 = 1︸ ︷︷ ︸
α

, x1 6= 3, x3 6= 1, ...

IncNG1 ≡ ... ,x2 6= 0, x1 6= 2, x2 = 1︸ ︷︷ ︸
α

, x3 6= 0, ...

IncNG2 ≡ ... ,x2 = 1︸ ︷︷ ︸
α

, x3 6= 2, x6 6= 1, x8 6= 3, ...

Sur l’exemple, nous pouvons constater que x2 = 1 est
le δα commun à un groupe de trois increasing-nogoods.
En regardant les décisions négatives qui suivent ces trois280

occurrences de δα (la valeur de beta n’est pas importante
pour notre illustration), nous remarquons que trois valeurs
différentes pour x3 apparaissent dans les décisions néga-
tives surveillées (avant le beta qui n’est pas représenté).
Cela signifie que si x2 venait à être assigné à 1 la seule285

valeur restante dans le domaine de x3 serait 3. De ce fait,
si la valeur 3 a déjà été retirée du domaine de x3, il faut
alors absolument empêcher x2 de pouvoir être assignée
à 1. Pour empêcher cela, tous les increasing-nogoods du
groupe vont être désactivés (car forcées à être toujours290

vérifiés après avoir supprimé la valeur 1 du domaine de
x2). L’algorithme 5 réalise ce filtrage.

Algorithme 5 : checkNegativeDecGroup(ngGroup)
Data : Let ngGroup be a set of increasing-nogoods

with a common δα
1 X =

⋃ {xi ∈ diffVars(ng j) | ng j ∈ ngGroup};
2 foreach x ∈ X do
3 V=

⋃{vi∈diffValues(ng j,x)|ng j∈ngGroup};
4 if V ⊇ dom(x) then
5 falsify α(ngGroup);
6 end
7 end

L’algorithme 5 crée en premier lieu l’ensemble X qui
contient toutes les variables apparaissant entre alpha et295

beta du groupe passé en paramètre de l’algorithme. De
plus, il constitue pour chaque variable contenue dans X

un ensemble de valeurs V. L’ensemble de valeurs V ainsi
constitué est comparé au domaine de la variable relative,
si ceux-ci sont équivalents, la décision pointée par alpha300

du groupe ngGroup est falsifié en vue d’éviter un conflit
possible dans la suite de la recherche. L’algorithme 5 a une
complexité dans le pire cas en O(nsg) où n le nombre de
variables total, s est la taille du plus grand IncNG et g le
nombre d’increasing-nogoods dans la base.305

Nous allons voir qu’il est possible de traiter les
increasing-nogoods ayant la même variable pointée par
alpha mais avec des valeurs différentes et ainsi extraire des
sous-groupes ayant des décisions négatives communes de310

ces ensembles.

3.3 Combinaison par équivalence de décisions néga-
tives

De la même manière que précédemment, les increasing-315

nogoods sont ici aussi traités par ensemble. La différence
réside dans le fait que nous regroupons ceux qui ont un al-
pha de variable commune et surveillent une même décision
négative (que nous appelons pivot) située entre les alphas
et betas courants. Si toutes les valeurs restantes dans le do-320

maine de la variable commune des alphas sont présentes
dans le groupe, alors la décision négative pivot doit être
vérifiée.

Exemple. Soit ∀i ∈ N, dom(xi) = {0,1,2,3},

IncNG0 ≡ ... , x6 6= 2, x2 = 1︸ ︷︷ ︸
α

, x1 6= 3, x3 6= 1, ...

IncNG1 ≡ ... ,x7 6= 0, x1 6= 2, x2 = 0︸ ︷︷ ︸
α

, x3 6= 1, ...

IncNG2 ≡ ... ,x2 = 2︸ ︷︷ ︸
α

, x3 6= 1, x6 6= 1, x8 6= 3, ...

IncNG3 ≡ ... , x4 6= 3,x2 = 3︸ ︷︷ ︸
α

, x3 6= 1, x1 6= 1, ...

Sur l’exemple nous pouvons voir que x3 6= 1 est une
décision négative surveillée commune à l’ensemble325

d’increasing-nogoods. En regardant les alphas nous
remarquons que les quatre valeurs possibles pour x2
apparaissent. C’est-à-dire que peu importe la valeur que
prend x2 alors x3 est toujours différent de 1 à ce stade de la
recherche.330

En considérons cela, nous pouvons minimiser indi-
rectement les increasing-nogoods selon les scénarios de
recherche, voire directement si toutes les valeurs de l’alpha
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d’un groupe apparaissent.335

Algorithme 6 : checkAlphaAndNegDec()

1 foreach x ∈ alphaSet do
2 if diffValuesAlpha(x)⊇ dom(x) then
3 ∆ =

⋂{δi ∈ ng j| j ∈ alphaToNG(x)};
4 foreach δ ∈ ∆ do
5 satisfy δ;
6 end
7 end
8 end

Soit alphaSet, un ensemble dynamique des différentes
variables pointées par alpha dans chaque IncNG, l’algo-
rithme 6 permet de rechercher les décisions négatives com-
munes dans les groupes qui portent sur la même variable340

pointée par alpha (la valeur peut être différente). Dans ce
but, nous utilisons deux fonctions :

— diffValuesAlpha(x) qui permet de retourner l’en-
semble de valeurs différentes prises pour une même
décision x pointée par alpha dans la base globale345

d’increasing-nogoods,
— alphaToNG qui utilise un ensemble de corres-

pondances entre la variable de l’alpha et les
increasing-nogoods où elle apparaît.

350

Ces fonctions permettent de construire l’ensemble ∆ qui
contient les décisions négatives communes à un groupe
où toutes les valeurs d’une même variable pointée par
alpha apparaissent. L’algorithme 6 a une complexité dans
le pire cas en O(ndg2) où n est le nombre de variables355

total, d la taille du plus grand domaine et g le nombre
d’increasing-nogoods dans la base.

4 Expérimentations

Les expériences présentées ci-après sont réalisées sur360

des machines équipées d’un processeur Intel Xeon X5550
cadencé à 2,67 GHz ainsi que de 8 Go de mémoire, avec
un timeout réglé à 15 minutes. Nous avons sélectionné
un panel représentatif de 3744 problèmes provenant des
compétitions CP de 2006 et de 2008. Les résultats sont365

présentés sous forme de tableaux où les familles sont
regroupées.

Pour ces expérimentations, nous avons utilisé une
version simplifiée du solveur rclCSP présenté dans [6]370

utilisant l’heuristique dom/wdeg [1]. Étant donnée la
complexité de l’algorithme 6 et le fait que l’algorithme 4
soit subsumé par l’algorithme 5, nous avons choisi de ne
reporter que ce dernier. Dans la suite, il est référencé par le

symbole α⇔ dans les tableaux.375

Afin de montrer la corrélation entre le nombre et la taille
des nogoods, nous utilisons différentes stratégies de redé-
marrage basées sur le nombre de conflits. Celles-ci sont,
soit basées sur la suite de Luby [14] (1,1,2,1,1,2,4,. . . ), soit380

sur une suite géométrique. Pour ces expérimentations, nous
avons utilisé les politiques suivantes :

— P50 - suite géométrique de premier terme 50 et de
raison 1.5 ;

— P10 - suite géométrique de premier terme 10 et de385

raison 1.1 ;
— L100 - suite de luby dont les termes sont multipliés

par 100.

Le tableau 1 reporte une comparaison entre les390

increasing-nogoods avec et sans α⇔ sur la famille de pro-
blème QCP-20. Dans ce tableau, nous reportons le nombre
total de nld-nogoods apparaissant dans les increasing-
nogoods (#nld), le nombre total de suppressions induites
par les increasing-nogoods (#del), en parenthèse apparaît395

le nombre de suppressions dues à α⇔ (ce nombre est inclus
dans le total). Ce tableau reporte aussi le nombre de conflits
imputés par la révision des increasing-nogoods (#fail),
ainsi que le temps de résolution, exprimé en secondes
(cpu). Sur ce tableau, nous pouvons remarquer que sur400

cette famille d’instances l’ajout d’α⇔ permet de résoudre
une instance de plus. Nous pouvons aussi remarquer que
de nombreuses suppressions de valeurs sont induites par
l’ajout de notre méthode. Finalement, nous observons que
pour la majorité des problèmes de cette famille, le nombre405

de conflits obtenus dans les increasing-nogoods est plus
faible. Cela peut être s’expliquer par le fait que les conflits
sont détectés plus tôt et donc que l’arbre de recherche est
plus petit.

410

Le tableau 2 permet d’évaluer l’impact de la straté-
gie de redémarrage sur les performances des méthodes
considérées. Pour cela nous avons comparé trois mé-
thodes, increasing-nogoods avec et sans α⇔ ainsi que
les nld-nogoods. Cette table reporte, pour l’ensemble des415

problèmes considérés dans cette expérience, le nom de
la famille considérée (Family name) ainsi que le nombre
de problèmes dans celle-ci (#prob). Pour chacune des
méthodes, nous reportons la stratégie de redémarrage
considérée ainsi que le nombre d’instances résolues (#sol)420

et le temps moyen de résolution (cpu). Comme nous
pouvons voir sur ce tableau, une stratégie de redémarrage
moins agressive est souhaitable lorsque nous considérons
les nld-nogoods ou les increasing-nogoods seuls. Dans
le cas de notre méthode α⇔, une stratégie plus agressive425

permet d’utiliser pleinement la puissance des increasing-
nogoods. Cela peut en partie s’expliquer par le fait d’une
base plus importante de nogoods permet d’induire un
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nombre plus important de suppressions.
430

Lors de nos expérimentations nous avons remarqué que
plus nous utilisons une politique de redémarrage agressive
plus les combinaisons sont efficaces d’un point de vue sup-
pressions mais la complexité 1, dépendant de la taille de
la base, augmente. Nous avons donc lancé quelques simu-435

lations pour mesurer l’impact en temps de calcul sur une
politique relativement agressive, à savoir luby × 10. Nous
avons empêché les algorithmes relatifs aux increasing-
nogoods ainsi qu’à α⇔ de faire le moindre changement sur
le réseau mais ils continuent à être appelés normalement.440

Le résultat est le suivant sur l’instance scen11-f5 le temps
de résolution est de 120 secondes dont 85 de calcul d’équi-
valence d’alpha et 2,5 secondes de gestion des increasing-
nogoods. Cette même instance est résolue en 17,45 se-
condes (dont 3,9 secondes de combinaisons) si nous ac-445

tivons les suppressions. De ces résultats, nous envisageons
quelques pistes d’amélioration dans la section suivante.

5 Travaux futurs

À la vue des résultats encourageants nous avons décidé
d’améliorer les algorithmes présentés précédemment450

grâce à diverses méthodes. Dans cette section nous allons
présenter une première méthode, à savoir un système de
sentinelles.

Les sentinelles peuvent s’apparenter à un système de455

1-watch appliqué à des domaines relatifs à des increasing-
nogoods. Nous allons pouvoir les utiliser dans deux des
trois méthodes de combinaison présentées, la combinaison
de décisions négatives (présentée section 3.1) ainsi que
la combinaison par équivalence de décisions négatives460

(présentée section 3.3).

Dans le cas de la combinaison de décisions négatives,
la théorie est la suivante : dans les décisions négatives
contenues entre alpha et beta par un IncNG, c’est-à-dire465

là où nous espérons avoir des valeurs supprimées, nous
pouvons ajouter un certain nombre de sentinelles. Une
sentinelle marque une valeur que nous ne regardons pas
normalement dans le domaine de la variable associée. Tant
que celle-ci existe nos suppressions ne créeront pas de470

conflits. De plus, grâce à ce système de sûreté de domaine
nous n’avons plus à nous soucier des valeurs négatives lors
du filtrage d’un IncNG dans le cas où δα n’est pas assigné,
nous pouvons, par conséquent, supprimer les lignes 13 à
21 de l’algorithme 2.475

Nous proposons de mettre en place un système de senti-
nelles qui, associé à chaque IncNG, regarde si une valeur

1. O(nsg) où n est le nombre de variables, s la taille du plus grand
IncNG et g la taille de la base d’IncNG.

différente de celle apparaissant dans le IncNG existe. Tant
qu’il reste un élément autre que ceux apparaissant dans480

le IncNG, les suppressions pourront se faire sans conflit
si δα venait à être satisfaite. Si la sentinelle venait à être
supprimée sans possibilité d’en trouver une nouvelle, il
faudrait alors supprimer la valeur pointée par α. Cela
peut se faire en utilisant soit des 1-watch, soit de manière485

paresseuse en vérifiant la taille des domaines concernés
par rapport aux nombres de valeurs qui apparaissent
négativement dans le IncNG, cette dernière étant beaucoup
moins précise.

490

NGi = 〈 x2 = 1︸ ︷︷ ︸
α

,x3 6= 2,x3 6= 4, x5 = 3〉
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FIGURE 2 – Exemple de fonctionnement des sentinelles

Nous pouvons voir, dans la figure 2, qu’il est possible
de choisir deux sentinelles, les valeurs 1 et 3 du domaine
de x3. Tant qu’au moins une de ces valeurs est dans le
domaine, nous n’avons pas besoin de falsifier la décision
pointée par alpha.495

Dans le cas de la combinaison par équivalence de
décisions négatives, nous pouvons utiliser une sentinelle
pour détecter lorsque la taille du domaine de l’alpha
commun (même variable, valeur différente) arrive à la500

taille du sous-groupe.

Toujours dans le but d’étendre les interactions entre
nogoods nous proposons une méthode alternative, voire
complémentaire, aux combinaisons proposées dans cet505

article. Nous considérons toujours des groupes avec
décisions négatives équivalentes mais avec des alphas
quelconques. Grâce à ceux-ci, nous générons des nld-
nogoods réduits composés des prémices, c’est-à-dire les
décisions positives avant l’alpha courant, ainsi que des510

alphas. Cette méthode peut se généraliser aux combinai-
sons par équivalence de décisions négatives ainsi qu’aux
combinaisons par équivalence d’alpha.
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P10 IncNG + α⇔ IncNG
cpu #nld #del (dont α⇔) #fail cpu #nld #del #fail

qcp-20-187-0 222,61 671 38 1 208,05 671 38 1
qcp-20-187-1 176,41 806 11033(708) 289 31,75 569 2287 107
qcp-20-187-2 timeout 1019 57232(2088) 6665 timeout 1007 54728 6980
qcp-20-187-3 timeout 770 33255(2027) 1881 timeout 844 53057 5043
qcp-20-187-4 timeout 818 39867(2548) 1905 timeout 862 47013 3692
qcp-20-187-5 0,7 121 15 0 0,7 121 15 0
qcp-20-187-6 634,87 835 5177(1) 573 597,85 835 5177 573
qcp-20-187-7 258,52 679 1267(17) 40 timeout 847 1582 90
qcp-20-187-8 32,94 462 807(116) 6 205,33 667 5286 350
qcp-20-187-9 15,54 396 72 2 15,62 396 72 2

qcp-20-187-10 timeout 921 21082(667) 1362 timeout 892 43964 3780
qcp-20-187-11 0,27 63 44(22) 3 0,3 62 38 8
qcp-20-187-12 timeout 880 21178(540) 1524 timeout 926 34894 6362
qcp-20-187-13 timeout 863 102101(2906) 8127 timeout 946 191009 33687
qcp-20-187-14 timeout 983 137251(13389) 6261 timeout 930 30693 1819

TABLE 1 – Résultats expérimentaux détaillés sur quelques problèmes.

6 Conclusion515

Cet article a mis en évidence qu’il était possible de
combiner les informations entre les increasing-nogoods
et la structure du problème afin d’augmenter significa-
tivement le pouvoir de filtrage. Plus précisément, nous
avons d’abord proposé une approche qui, étant donné un520

nogood, prend en considération les informations relatives
aux domaines des variables afin d’identifier de nouvelles
valeurs à supprimer. Ensuite, nous avons montré qu’il
est possible d’étendre ce processus à la base entière
d’increasing-nogoods de deux manières, soit en fonction525

de leurs décisions positives, soit en fonction de leurs
décisions négatives.

Nous avons montré sur un large panel d’instances que
ces algorithmes de filtrage permettent de supprimer de530

nombreuses valeurs lors du processus de propagation. Ce-
pendant, l’utilisation de ces algorithmes a deux inconvé-
nients. Le premier est que le fait de détecter les conflits
en amont à un impact sur l’heuristique de choix de va-
riables. En effet, puisque l’heuristique utilisée est ajustée535

en fonction des conflits, les éviter ne permet pas d’aug-
menter la pondération des contraintes, et donc de choisir la
meilleure variable. L’autre inconvénient est la complexité
des algorithmes présentés, qui dépend de la taille de la
base d’increasing-nogoods. Comme énoncé dans la section540

5 cette situation peut être améliorée en considérant des mé-
canismes de mise à jour basés sur l’utilisation d’un système
de sentinelles ou d’ensembles persistant backtrack-ready.
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NLD IncNG IncNG + α⇔
L100 P50 P10 L100 P50 P10 L100 P50 P10

Family name #prob #sol cpu #sol cpu #sol cpu #sol cpu #sol cpu #sol cpu #sol cpu #sol cpu #sol cpu
allIntervalSeries 25 10 15,77 12 45,12 11 15,48 10 13,45 11 7,31 11 19,39 10 13,93 11 7,34 11 35,81

bddLarge 35 35 60,3 35 52,26 35 128,88 35 30,49 35 30,54 35 33,15 35 30,56 35 30,74 35 33,16
bddSmall 35 35 109,52 35 43,35 35 113,69 35 25,4 35 25,2 35 25,65 35 25,3 35 24,99 35 25,48
bibd10-11 6 3 3,88 3 232,16 1 0,21 2 0,85 4 175,44 2 2,43 2 1,27 4 178,82 2 2,31
bibd12-13 7 5 10,09 3 1,78 4 1,97 4 4,87 4 10,63 3 5,29 4 4,39 4 11,36 3 5,12

bibd8 7 3 166,18 3 95,17 3 58,05 3 88,95 3 61,82 3 41,97 3 180,02 3 63,5 3 44,52
bibd9 10 10 1,46 10 2,47 10 4,53 10 1,41 10 2,41 8 4,3 10 1,37 10 2,2 8 4,31

bibdVariousK 29 23 7,22 23 60,36 22 28,68 25 31,27 21 4,44 23 6,47 24 12,78 22 42,04 23 7,53
bmc 24 24 8,19 24 14,32 24 30,47 24 7,99 24 15,11 24 22,57 24 7,94 24 16,06 24 20,82

chessboardColoration 20 15 6,76 15 7,82 15 21,81 15 3,66 15 5,67 15 6,4 15 3,65 15 5,67 15 5,76
coloring 22 21 0,58 22 4,37 22 8,51 22 9,44 22 3,48 22 3,89 22 16,64 22 4,28 22 4,85

compet08 16 9 85,22 9 107,12 9 132,69 8 70,17 10 151,98 9 81,72 9 157,09 10 157,34 9 87,2
costasArray 11 7 52,19 9 78,21 9 133,82 8 104,29 8 71,13 9 62,42 8 96,51 8 68,77 9 64,41

dag-half 25 1 898,31 6 631,48 0 NaN 17 412,64 16 370,99 17 385,25 18 408,44 16 406,4 17 373,83
dag-rand 25 24 448,24 25 163,81 25 282,27 25 136,01 25 132,93 25 131,57 25 134,59 25 132,27 25 129,97
dubois 13 0 NaN 6 275,72 4 261,5 4 246,52 6 155,64 6 174,93 3 319,69 6 166,99 6 214,52

fapp11-15 55 41 80,75 41 41,49 42 46,44 43 62,34 42 52,14 42 128,43 43 61,48 42 53,05 42 37,93
frb30-15 10 10 0,91 10 0,68 10 1,02 10 0,87 10 0,78 10 0,84 10 0,84 10 0,83 10 0,87
frb35-17 10 10 5,22 10 2,75 10 3,13 10 1,95 10 1,81 10 1,97 10 2,24 10 1,91 10 2,05
frb40-19 10 10 210,05 10 31,11 10 39,64 10 33,4 10 29,61 10 29,57 10 33,87 10 27,25 10 29,02
frb45-21 10 1 398,13 10 248,76 9 265,95 9 222,56 9 229,33 10 233,17 9 243,82 9 251,02 10 283,14
frb50-23 10 0 NaN 2 457,53 1 456,36 0 NaN 1 844,67 1 794,87 1 454,4 1 850,63 1 858,43

golombRulerArity3 14 9 57,76 11 131,92 10 61,76 10 50,99 10 51,37 10 51,36 10 56,17 11 123,79 10 49,83
golombRulerArity4 14 8 78,86 10 55,28 10 79,38 10 62,02 10 58,74 10 59,17 10 62,57 10 58,96 10 59,15

graphColoring 458 185 19,15 196 25,86 196 30,84 196 27,81 198 32,11 197 27,81 195 30,54 197 28,66 197 28,68
lexHerald 47 39 33,22 41 39,32 41 41,51 44 55,01 41 66,24 43 59,36 44 69,71 40 33,47 43 63,28

lexVg 63 62 50,3 63 32,6 63 44,45 63 30,74 63 27,55 63 30,74 63 29,04 63 28,38 63 30,58
magicSquare 18 5 3,01 7 114,26 6 6,51 6 103,33 6 59,44 7 89,88 6 105,37 6 59,93 7 89,02

marc 10 10 8,1 10 8,11 10 8,15 10 8,5 10 8,23 10 8,35 10 8,41 10 8,32 10 8,22
mknap 6 4 78,03 4 39,8 4 91,26 4 23,06 4 22,67 4 23,2 4 22,72 4 22,74 4 22,91
nengfa 10 9 123,78 8 59,26 9 79,37 9 85,85 9 89,78 9 61,02 9 89,71 9 79,23 9 83,71

ogdHerald 50 50 2,4 50 2,85 50 4,61 50 2,56 50 2,58 50 3,07 50 2,48 50 2,6 50 3,08
ogdPuzzle 22 22 0,76 22 0,76 22 0,78 22 0,84 22 0,83 22 0,71 22 0,79 22 0,7 22 0,75

ogdVg 65 34 73,9 39 93,04 35 81,07 40 74,33 39 55,27 39 63,24 40 77,1 40 81,11 40 81,09
ortholatin 9 3 31,98 3 15,46 4 102,44 3 54,38 3 13,77 3 34,57 3 54,27 3 13,7 3 33,37

os-taillard-10 30 20 33,42 17 42,09 20 31,87 20 32,34 18 65,09 20 30,4 20 32,69 18 64,08 20 30,68
os-taillard-15 30 21 7,49 20 7,22 21 9,39 21 6,94 20 6,68 21 8,84 21 7,01 20 6,86 21 8,86
os-taillard-20 30 22 24,23 21 26,03 22 29,06 22 22,18 21 24,66 22 28,69 22 20,47 21 24 22 28,65
os-taillard-4 30 30 0,78 30 0,67 30 0,79 30 0,59 30 0,69 30 4,07 30 0,69 30 0,58 30 0,7
os-taillard-5 30 28 49,5 29 39,24 29 47,16 29 37,04 28 28,33 30 27,97 30 57,02 29 57,61 30 28,44
os-taillard-7 30 16 72,55 17 72,95 19 85,25 16 65,69 17 54,9 18 133,96 17 73,57 17 55,04 18 134,68
pseudoGLB 384 132 310,84 187 135,54 152 296,18 198 73,22 190 66,81 186 67,01 189 72,04 189 64,38 186 77,17

pseudo 486 257 36,88 268 29,1 258 35,12 281 36,13 272 30,34 274 26,8 278 32,09 272 31,46 274 30,61
QCP-15 15 15 9,2 15 2,85 15 4,79 15 2,04 15 2,57 15 1,77 15 2,35 15 2,61 15 2,31
QCP-20 15 5 137,33 7 49,31 6 93,76 8 208,02 7 133,62 7 151,93 6 55,57 7 164,33 8 168,18

QG3 7 5 2,12 5 1,71 5 2,45 5 1,46 5 1,15 5 1,7 5 1,6 5 1,33 5 1,67
QG4 7 5 2,78 5 2 5 2,88 5 1,95 5 1,53 5 2,36 5 1,58 5 1,54 5 2,31
QG5 7 6 75,46 6 15,97 6 22,21 6 13,24 6 12,6 6 12,52 6 13,96 6 12,69 6 12,62
QG6 7 6 6,97 6 3,28 6 6,04 6 2,06 6 2,12 6 1,12 6 2,09 6 1,97 6 1,1
QG7 7 4 15,62 5 7,37 5 11,91 5 4,7 5 53,16 5 11,92 5 4,76 5 54,03 5 12,2

queenAttacking 10 5 25,4 5 4,11 5 2,42 5 2,63 5 50,82 5 3,99 5 2,37 5 50,75 5 3,74
queensKnights 18 16 70,54 17 99,89 17 91,62 16 57,53 18 105,63 18 116,45 16 58,46 18 105,68 18 130,59

QWH-20 10 9 50,02 10 101,23 10 80,04 10 88,01 10 40,99 10 48,26 9 22,38 10 68,25 10 49,01
QWH-25 10 0 NaN 1 590,09 1 875,89 1 794,82 3 310,66 0 NaN 1 838,62 2 265,2 2 458,58

rand-10-20-10 20 20 2,78 20 2,81 20 2,97 20 2,64 20 2,84 20 2,94 20 2,66 20 2,82 20 2,89
rand-2-23 10 10 103,09 10 33,17 10 38,01 10 29,65 10 26,72 10 32,53 10 36,07 10 29,35 10 28,17
rand-2-24 10 10 405,85 10 82,45 10 79,37 10 81,45 10 69,53 10 67,9 10 98,83 10 71,09 10 71,03
rand-2-25 10 3 515,25 10 155,91 10 173,81 10 180,25 10 141,47 10 149,84 10 280,6 10 125,12 10 138,37
rand-2-26 10 1 55,54 10 372,33 10 397,49 10 401,18 10 339,67 10 346,05 5 161,03 10 320,91 10 392,58
rand-2-27 10 0 NaN 3 357,2 4 275,15 4 435,21 4 295,76 4 236,98 3 295,63 4 459,59 4 341,94

rand-2-30-15-fcd 50 50 0,83 50 0,72 50 0,88 50 0,74 50 0,7 50 0,77 50 0,75 50 0,79 50 0,8
rand-2-30-15 50 50 1,13 50 1 50 1,06 50 0,94 50 0,98 50 1 50 1,04 50 0,99 50 1

rand-2-40-19-fcd 50 48 194,81 50 26,88 50 41,12 50 29,1 50 25,52 50 29,75 50 32,4 50 31,95 50 29,92
rand-2-40-19 50 40 296,87 50 66,82 50 81,37 50 63,86 50 61,55 50 61,36 50 71,01 50 64,06 50 62,17

rand-2-50-23-fcd 50 0 NaN 14 505,07 5 462,74 12 524,45 15 457,11 12 470,7 9 381,09 15 522,33 15 456,83
rand-2-50-23 50 0 NaN 12 514,2 4 685,69 12 473,67 12 597,81 9 539,14 8 519,13 13 568,28 9 460,74

rand-3-20-20-fcd 50 50 56,15 50 28,07 50 34,29 50 28,55 50 22,67 50 26,77 50 30,42 50 23,41 50 24,69
rand-3-20-20 50 50 104,04 50 51,46 50 56,07 50 47,14 50 45,94 50 47,82 50 48,9 50 44,71 50 47,33

rand-3-24-24-fcd 50 10 413,14 26 272,73 23 326,17 28 314,43 26 297,64 27 314,23 29 272,14 26 271,52 28 301,76
rand-3-24-24 50 6 536,52 16 467,63 14 415,31 15 425,36 14 367,36 16 401,12 16 405,91 15 478,29 18 390,44
rlfapScens11 12 10 84,9 11 103,52 11 112,19 11 98,85 11 101,48 11 103,31 10 39,88 11 98,48 11 112,5
schurrLemma 10 8 65,17 8 76,64 8 92,92 9 71,41 9 158,85 8 77,14 9 71,1 8 78,43 9 120,94
super-jobShop 46 33 12,35 35 31,83 34 15,24 36 36,12 35 24,63 33 6,68 36 26,86 34 20,62 35 45,39

tdsp 42 5 30,47 5 38,76 5 171,76 5 2,12 5 73,06 5 5,43 5 1,71 6 103,54 6 27,42
tightness0,1 100 100 11,33 100 4,6 100 6,13 100 4,42 100 4,07 100 4,28 100 4,54 100 4,17 100 4,62
tightness0,2 100 100 17,92 100 6,49 100 8,67 100 6,07 100 5,7 100 6,17 100 6,57 100 6,01 100 6,18

tightness0,35 100 100 13,27 100 6,18 100 7,18 100 5,53 100 5,33 100 5,59 100 5,88 100 5,44 100 5,68
tightness0,5 100 100 16,68 100 7,29 100 8,21 100 6,87 100 7,19 100 7,1 100 7,24 100 6,86 100 7

tightness0,65 100 100 7,23 100 5,05 100 5,41 100 4,55 100 4,74 100 4,63 100 4,86 100 4,82 100 4,66
tightness0,8 100 100 6,27 100 4,67 100 5,35 100 5,01 100 4,64 100 4,75 100 4,68 100 4,69 100 4,78
tightness0,9 100 100 7,83 100 6,86 100 7,08 100 7,12 100 7,4 100 7,35 100 7,11 100 7,47 100 6,66

TOTAL 3744 2443 2648 2571 2687 2668 2665 2662 2669 2679

TABLE 2 – Résultats expérimentaux par familles des trois méthodes : NLD, IncNG et IncNG + α⇔ sur différentes poli-
tiques de redémarrage.
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Résumé

Ces dernières années, plusieurs algorithmes pour
la contrainte table ont été proposés pour assurer
la propriété de cohérence d’arc généralisée (GAC).
Compact-Table (CT) [1] est un algorithme récent de
l’état-de-l’art, que nous avons étendu dans notre article
[4], intitulé ”Extending Compact-Table to Negative and
Short Tables” et publié à AAAI-17, aux tables concises
(contenant des supports courts) et aux tables négatives
(contenant des conflits).

1 Introduction

La contrainte table, ou contrainte en extension,
exprime explicitement pour les variables impliquées,
soit les combinaisons de valeurs acceptées (supports),
soit les combinaisons de valeurs rejetées (conflits).
En théorie, toute contrainte peut se reformuler sous
forme de contrainte table, c’est l’une des raisons pour
lesquelles ce type de contrainte est très important en
programmation par contraintes.

Beaucoup d’efforts ont été consentis au
développement d’algorithmes de filtrage pour les
contraintes tables, le plus efficace ayant été demontré
être Compact-Table [1], proposé en 2016. L’un des
inconvénients avec les tables est que leur taille, et donc
l’utilisation mémoire requise, peut potentiellement
augmenter de manière exponentielle par rapport à
l’arité. Pour pallier ce problème, plusieurs méthodes
de compressions ont été proposées : les tries, les
Diagrammes de Décision Multi-valeurs (MDDs) et
les Automates Finis Déterministes (DFAs), qui sont
des représentations pouvant faciliter le processus de
filtrage.

∗Papier doctorant : Hélène Verhaeghe1 est auteur principal.

D’autre approches, basées sur le concept de produit
cartésien, ont également été envisagées : tuples
compressés (compressed tuples), supports courts (short
support), tables découpées (sliced tables), tables
intelligentes (smart tables),. . .

Dans cet article, nous étendons l’algorithme
Compact-Table, initialement introduit pour les tables
positives sans aucune compression [1], afin de pouvoir
gérer :

— les tables négatives (i.e. les tables de conflits) ;
— et/ou les tables concises, i.e. les tables avec

supports courts qui sont des tuples contenant
la valeur universelle * représentant n’importe
quelle valeur pour une variable.

2 Gérer les tables concises : CT∗

De manière intéressante, nous avons pu observer que
CT peut être facilement adapté pour gérer les tables
positives avec supports courts et cela sans dégradation
de la complexité : elle reste en O(rd tw ), où r est l’arité,
d la taille du domaine le plus grand, t le nombre de
tuples dans la table concise (contenant les *) et w la
taille d’un mot processeur (e.g. w = 64).

La modification se caractérise par une nouvelle
version de la règle de mise à jour de la table des
tuples encore acceptables : pour une variable donnée
x, le tuple τ est retiré de l’ensemble des tuples encore
acceptables si τ(x) 6= ∗ et τ(x) 6∈ Dx, où Dx est le
domaine de la variable x.

Les résultats obtenus, sur 600 instances variées
et aléatoirement générées, avec CT∗, ShortSTR2
(extension de STR2 gérant des supports courts [2]),
CT et STR2 (pour ces deux derniers, les tables en
entrée sont les tables équivalentes décompressées), sont
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visibles sur la figure 1, sous forme de profiles de
performance.

Figure 1 – Résultats sur tables positives concises

Figure 2 – Résultats sur tables négatives (instances
avec solutions multiples)

Figure 3 – Résultats sur tables négatives (instances
sans solutions)

3 Gérer les tables négatives : CTneg

Le changement se situe ici lors du processus de
filtrage. Pour déterminer si un litéral (x,v) doit être
conservé, il faut vérifier qu’il existe au moins un tuple
valide, considérant l’état courant des domaines, qui ne
corresponde pas à un conflit. Cette vérification peut
être réalisée en comptant le nombre de conflits toujours
valides contenant ce litéral. On compare cette valeur
au produit des tailles courantes des domaines de toutes
les variables, excepté celle du litéral. Une égalité entre
ces deux nombres implique qu’il n’y a aucun tuple
réalisable avec le litéral qui ne soit pas un conflit.

La complexité devient O(rd twk), k étant la
complexité pour compter le nombre de 1 présents dans
un mot processeur. Dans notre implémentation, avec
l’utilisation de Long.bitCount, k = log(w), mais sur
certaines architecture, nous avons même k = 1.

Les résultats obtenus sur des instances variées et
aléatoirement générées sont donnés par les figures
2 et 3. On peut y constater que nous gagnons
vraiment en efficacité par rapport à STRNe [3] lorsque
nous traitons des instances incohérentes (i.e. sans
solutions).

4 Gérer les tables négatives et concises :
CT∗

neg

Les modifications faites pour gérer les conflits avec
des supports courts se basent sur l’agrégation des
deux idées à la base de CT∗ et CTneg moyennant
l’hypothèse de ne pas avoir de tuples se superposant.
Cette hypothèse est nécessaire pour garder un
comptage trivial des tuples.

5 Conclusion

Nous avons proposé une extension de Compact-
Table qui exploite l’efficacité des opérations bit à
bit. Cela permet d’opérer, de manière compétitive,
sur les tables concises (CT∗), les tables négatives
(CTneg) et les tables négatives concises (CT∗

neg). Nous
pensons qu’elle sera implantée dans les solvers car
les tables consises et/ou négatives vont devenir de
plus en plus populaires, apportant à l’utilisateur une
certaine facilité de modélisation. Pour plus de détails
concernant l’implémentation et les résultats, n’hésitez
pas à lire l’article originel.
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Résumé

Nous présentons une approche basée sur SAT pour
résoudre le problème de satisfiabilité en logique modale
S5. Ce problème étant NP-complet, la traduction en SAT
n’est pas une surprise. Notre contribution est de réduire5

considérablement le nombre de variables proposition-
nelles ainsi que de clauses nécessaires pour coder le pro-
blème. Nous présentons dans un premier temps une pro-
priété syntaxique appelée diamond degree. Nous mon-
trons que la taille d’un modèle S5 satisfaisant une formule10

φ peut être bornée par ce diamond degree. Une telle me-
sure peut ainsi être utilisée comme borne supérieure pour
générer un codage SAT pour la satisfiabilité S5 de cette
formule. Nous proposons ensuite un système de caching
qui nous permet de réduire la taille de la formule pro-15

positionnelle. Nous avons implémenté une approche gé-
nérique basée sur SAT dans le solveur S52SAT. Celle-ci
nous permet de comparer expérimentalement notre nou-
velle borne supérieure à celle connue antérieurement,
c’est-à-dire le nombre de modalités de φ, ainsi que d’éva-20

luer l’effet de notre technique de caching. Nous compa-
rons également notre solveur avec des solveurs existants
en logique modale S5. L’approche proposée surpasse les
précédentes sur les benchmarks utilisés. Ces résultats
prometteurs ouvrent des perspectives de recherche in-25

téressantes pour la résolution pratique d’autres logiques
modales (par exemple K, KT, S4).

Abstract

We present a SAT-based approach for solving the mo-
dal logic S5-satisfiability problem. That problem being NP-30

complete, the translation into SAT is not a surprise. Our
contribution is to greatly reduce the number of propositio-
nal variables and clauses required to encode the problem.
We first present a syntactic property called diamond de-
gree. We show that the size of an S5-model satisfying a35

formula φ can be bounded by its diamond degree. Such

∗Papier doctorant : Valentin Montmirail est auteur principal

a measure can thus be used as an upper bound for ge-
nerating a SAT encoding for the S5-satisfiability of that
formula. We also propose a lightweight caching system
which allows us to further reduce the size of the proposi-40

tional formula. We implemented a generic SAT-based ap-
proach within the modal logic S5 solver S52SAT. It allo-
wed us to compare experimentally our new upper-bound
against the previously known one, i.e. the number of mo-
dalities of φ and to evaluate the effect of our caching tech-45

nique. We also compared our solver against existing mo-
dal logic S5 solvers. The proposed approach outperforms
previous ones on the benchmarks used. These promising
results open interesting research directions for practical
reasoning in other modal logics (e.g. K, KT, S4).50

Introduction

Au cours des vingt dernières années, les logiques mo-
dales ont été utilisées dans divers domaines de l’intelli-
gence artificielle comme la vérification formelle [10], la
théorie des jeux [25], la théorie des bases de données [11]55

et l’informatique distribuée [38]. Plus récemment, la lo-
gique modale S5 a été utilisée pour la planification contin-
gente [29] et la compilation de connaissances [5]. Pour
cette raison, le raisonnement automatisé en logiques mo-
dales a été largement étudié (par exemple [28, 34, 35]).60

Ladner [9, 24] a montré que le problème de satisfiabilité
pour plusieurs logiques modales comprenant K, KT et S4
est PSPACE-complet alors qu’il est NP-Complet pour la
logique S5 (voir [21] pour plus de détails). Puisque les sol-
veurs SAT sont devenus des oracles NP assez efficaces pour65

de nombreux problèmes, nous nous intéressons à étudier
l’encodage SAT pour le problème S5-SAT d’un point de
vue pratique. Utiliser un oracle SAT dans le cadre de la lo-
gique modale n’est pas nouveau : un aperçu complet des
travaux antérieurs peut être trouvé dans [33]. Cependant,70
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la plupart d’entre eux s’attaquent à la satisfiabilité de la lo-
gique modale K. *SAT [13, 14, 15, 17] utilise un oracle
SAT pour décider de la satisfaction de 8 logiques modales
différentes, y compris K, mais pas S5. Dans le même es-
prit que notre travail, une traduction de la logique modale75

K vers SAT a été proposée dans Km2SAT [18, 34]. Plus
récemment, le solveur InKreSAT [23] a proposé un sys-
tème innovant basé sur SAT où le solveur SAT conduit le
développement d’une méthode des tableaux. Sur un plan
théorique, une approche basée sur SMT (Satisfiability Mo-80

dulo Theory) [2] a également été proposée. Aucune de ces
méthodes n’est applicable à la logique modale S5.

Le nombre de variables nécessaires pour réduire S5-
SAT à SAT dépend d’une borne supérieure du nombre de
mondes possibles à considérer dans le modèle S5. Mini-85

miser cette borne supérieure est donc crucial pour obte-
nir des formules CNF de taille raisonnable. Nous propo-
sons une nouvelle borne supérieure basée sur une propriété
syntaxique de la formule que nous appelons diamond de-
gree. Nous fournissons quelques preuves expérimentales90

que notre approche améliore significativement les solveurs
S5 de la littérature.

Le reste de l’article est organisé comme suit : nous pré-
sentons dans un premier temps la logique modale S5 ainsi
que les différentes borne sur la taille d’un modèle S5 ; nous95

détaillons ensuite la réduction de S5-SAT à SAT, paramé-
trée par le nombre de mondes à considérer. Nous présen-
tons dans un deuxième temps deux améliorations pour ré-
duire la taille de l’encodage SAT : une meilleure borne su-
périeure sur le nombre de mondes à considérer ainsi qu’un100

caching structurel. Enfin, nous comparons expérimentale-
ment l’efficacité de notre approche aux solveurs S5 exis-
tants.

Préliminaires

Soit P un ensemble fini non vide de variables proposi-
tionnelles. Le langage L de la logique modale S5 est l’en-
semble des formules φ définies par la grammaire suivante :

φ ::= > | p | ¬φ | φ ∧ φ | φ ∨ φ | �φ | ^φ
où p est une variable de P. Une formule de la forme �φ (box
phi) signifie que φ est nécessairement vrai. Une formule de
la forme ^φ (diamond phi) signifie que φ est possiblement
vrai. Toute formule φ ∈ L peut être convertie en une for-
mule équivalente en forme normale négative (NNF), c’est-
à-dire que les négations apparaissent seulement devant les
variables propositionnelles (voir la définition dans [32]),
notée nnf(φ). Cela peut se faire en temps polynomial. Les
formules deL sont interprétées en utilisant des modèles S5
pointés. Une modèle S5 est une paire (W,V), où W est un
ensemble non vide de mondes possibles et V est une fonc-
tion de valuation de W dans (P → {0, 1}). Un modèle S5
pointé est un triplet (W,V,w), où (W,V) est un modèle S5

et w ∈ W. La relation de satisfaction |= entre des formules
du langage L et des modèles S5 pointés est définie récursi-
vement comme suit :

(W,V,w) |= >
(W,V,w) |= p ssi V(w)(p) = 1
(W,V,w) |= ¬φ ssi (W,V,w) 6|= φ

(W,V,w) |= φ1 ∧ φ2 ssi (W,V,w) |= φ1 et (W,V,w) |= φ2

(W,V,w) |= φ1 ∨ φ2 ssi (W,V,w) |= φ1 ou (W,V,w) |= φ2

(W,V,w) |= �φ ssi pour tout w′ ∈ W, nous avons (W,V,w′) |= φ

(W,V,w) |= ^φ ssi il existe un w′ ∈ W tel que (W,V,w′) |= φ

La validité et la satisfiabilité sont définies comme d’habi-105

tude. Une formule φ ∈ L est valide, noté |= φ, si et seule-
ment si, pour tout modèle S5 pointé (W,V,w), nous avons
(W,V,w) |= φ. De plus, φ est satisfiable si et seulement si
6|= ¬φ.

Exemple 1 Voici un exemple d’une formule en logique
modale S5 φ = (^(p1 ∧ �p2) ∧ ^p3) ainsi qu’un exemple
de modèle (W,V,w) de tel sorte que (W,V,w) |= φ

W = {w, v, u}
V(w) = {(p1, 1), (p2, 1), (p3, 0)}
V(u) = {(p1, 0), (p2, 1), (p3, 0)}
V(v) = {(p1, 0), (p2, 1), (p3, 1)}

De S5-SAT à SAT110

Il a été montré dans [24] que si une formule S5 φ conte-
nant n connecteurs modaux est satisfiable, alors il existe un
modèle S5 satisfaisant φ contenant au plus n + 1 mondes.
Nous savons aussi qu’il existe un algorithme s’exécutant
en temps polynomial capable de transformer un problème115

S5-SAT en un problème SAT (vu que S5-SAT est NP-
complet [24]). Cependant, à notre connaissance, personne
n’a évalué cette approche dans la pratique. Celle-ci n’a pas
été comparée aux solveurs de la littérature jusqu’à présent.
Pourtant, les approches basées sur SAT sont connues pour120

être très efficaces en pratique.

Un codage SAT est ici représenté par une fonction de
traduction tr, qui prend en entrée une formule S5 φ ainsi
qu’un nombre de mondes n dans un modèle S5 et qui pro-
duit une formule propositionnelle. Ceci est inspiré par la

Actes JFPC’2017

68



traduction standard vers la logique du premier ordre [31]. 1

tr(φ, n) = tr′(nnf(φ), 1, n)
tr′(>, i, n) = >
tr′(¬>, i, n) = ¬>
tr′(p, i, n) = pi

tr′(¬p, i, n) = ¬pi

tr′((φ ∧ · · · ∧ δ), i, n) = tr′(φ, i, n) ∧ · · · ∧ tr′(δ, i, n)
tr′((φ ∨ · · · ∨ δ), i, n) = tr′(φ, i, n) ∨ · · · ∨ tr′(δ, i, n)

tr′(�φ, i, n) =

n∧

j=1

(tr′(φ, j, n))

tr′(^φ, i, n) =

n∨

j=1

(tr′(φ, j, n))

La traduction ajoute de nouvelles variables booléennes pi à
la formule, désignant la valeur de vérité de p dans le monde
wi. Dans cette fonction, le paramètre i représente l’indice
du monde. La fonction est définie sur une formule en forme125

normale négative (NNF) par souci de simplicité.

Exemple 2 Soit la formule φ = ^(a ∧ �b), la Figure 1
montre la traduction de la formule φ avec n = 2.

^

∧

a �

b

∨

∧

a1 ∧

b1 b2

∧

a2 ∧

b1 b2

Figure 1 – De S5 φ (gauche) vers la logique proposition-
nelle avec n=2 (droite)

Si la valeur de n est une borne supérieure du nombre de
mondes dans le modèle, alors la traduction et la formule130

S5 d’origine sont équi-satisfiables. C’est en particulier le
cas pour la borne supérieure montrée dans [24] :

Définition 1 Soit φ ∈ L, nm(φ) désigne le nombre de
connecteurs modaux contenus dans le formule φ.

Théorème 1 Une formule φ deL est satisfiable si et seule-135

ment si tr(φ, nm(φ) + 1) est satisfiable.

Démonstration 1 Le théorème 1 est prouvé de la même
façon que la traduction standard vers la logique du premier
ordre, plus le Lemme 6.1 de [24].

1. Notons que la relation d’accessibilité n’a pas besoin d’être repré-
sentée dans un modèle S5, puisque celle-ci est une relation d’équivalence.

Notons que le résultat de la traduction n’est pas en CNF.140

Ainsi, la traduction classique en CNF utilisant l’algorithme
de Tseitin [37] est nécessaire pour utiliser un oracle SAT.

Amélioration de la borne supérieure

La taille du codage dépend de nm(φ). En pratique, une
telle borne supérieure produit des formules déraisonnable-145

ment grandes. Une première étape consiste donc à amélio-
rer cette borne supérieure. Nous proposons d’utiliser une
nouvelle mesure appelée diamond degree comme nouvelle
borne supérieure.

Définition 2 (Diamond degree) Le diamond degree d’une
formule φ deL, noté dd(φ), est défini récursivement comme
suit :

dd(φ) = dd′(nnf(φ))
dd′(>) = 0
dd′(¬>) = 0
dd′(p) = 0
dd′(¬p) = 0

dd′(φ ∧ ψ) = dd′(φ) + dd′(ψ)
dd′(φ ∨ ψ) = max(dd′(φ), dd′(ψ))
dd′(�φ) = dd′(φ)
dd′(^φ) = 1 + dd′(φ)

Le calcul du diamond degree nécessite la conversion de150

φ en NNF. Comme mentionné dans la section précédente,
cette opération peut être effectuée en temps et espace po-
lynomial. Ainsi, le diamond degree de toute formule peut
être calculé en temps polynomial. Sans perte de généralité,
nous supposerons que φ est en NNF et considérerons dd′155

au lieu de dd.
De façon informelle, le diamond degree représente une

borne supérieure sur le nombre de diamants à prendre
en compte pour satisfaire la formule. Pour montrer que
le diamond degree est une borne supérieure valide pour160

notre codage SAT, nous utiliserons une méthode des ta-
bleaux. Nous avons donc besoin de définitions addition-
nelles. Soient φ une formule en NNF et sub(φ) l’ensemble
des sous-formules de φ. Un tableau pour φ est un ensemble
non vide T = {s0, s1, . . . , sn} tel que si ∈ T est un sous-165

ensemble de sub(φ) et φ ∈ s0. De plus, tout ensemble s ∈ T
satisfait les conditions suivantes :

1. ¬> < s.

2. si p ∈ s alors ¬p < s.

3. si ¬p ∈ s alors p < s.170

4. si ψ1 ∧ ψ2 ∈ s alors ψ1 ∈ s et ψ2 ∈ s.

5. si ψ1 ∨ ψ2 ∈ s alors ψ1 ∈ s ou ψ2 ∈ s.

6. si �ψ1 ∈ s alors ∀s′ ∈ T nous avons ψ1 ∈ s′.
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7. si ^ψ1 ∈ s alors ∃s′ ∈ T tel que ψ1 ∈ s′.

Lemme 1 Soit φ une formule en NNF. φ est satisfiable si175

et seulement si il existe un tableau pour φ.

Démonstration 2 Nous pouvons démontrer ce résultat de
manière standard. De la gauche vers la droite, nous mon-
trons que chaque règle du tableau préserve sa satisfiabi-
lité. De la droite vers la gauche, nous montrons par induc-180

tion sur la structure de φ que si le tableau pour φ existe,
alors nous pouvons construire un modèle pour φ en utili-
sant chaque s comme monde possible de ce modèle.

Lemme 2 Soit φ une formule en NNF. Le nombre d’élé-
ments de l’ensemble T créés en construisant le tableau de185

φ est borné par dd′(φ) + 1.

Démonstration 3 Soit une formule ψ ∈ sub(φ). Soit g(ψ)
le nombre d’ensembles s ajouté à T par la présence de
ψ. Autrement dit, g(ψ) est le nombre de fois où la condi-
tion impliquant l’opérateur ^ est déclenchée pour une190

sous-formule de ψ. Nous montrons que, pour toute formule
ψ ∈ sub(φ), nous avons g(ψ) ≤ dd′(ψ).

Pour ce faire, nous utilisons une induction sur la struc-
ture de ψ.

Base d’induction. Nous considérons quatre cas : (1) ψ =195

>, (2) ψ = ¬>, (3) ψ = p et (4) ψ = ¬p. Dans chaque cas,
le condition impliquant^ ne sera jamais déclenché par des
formules de sub(ψ). Ainsi, g(ψ) = 0 ≤ dd′(ψ).

Étape d’induction. Nous considérons quatre cas :

1. ψ = ψ1 ∧ ψ2. Supposons que ψ ∈ s, pour un certain200

s ∈ T. Dans ce cas, l’algorithme ajoute ψ1 et ψ2 à
s. Par conséquent, g(ψ) est borné par g(ψ1) + g(ψ2).
Ainsi, g(ψ) est borné par dd′(ψ1) + dd′(ψ2) (d’après
l’hypothèse d’induction). D’où g(ψ) ≤ dd′(ψ).

2. ψ = ψ1 ∨ ψ2. Supposons que ψ ∈ s, pour un205

certain s ∈ T. Dans ce cas, l’algorithme ajoute
soit ψ1 soit ψ2 à s. Par conséquent, g(φ) est borné
par max(g(ψ1), g(ψ2)). Ce dernier est borné par
max(dd′(ψ1), dd′(ψ2)) (d’après l’hypothèse d’induc-
tion). Ainsi g(ψ) ≤ dd′(ψ).210

3. ψ = �ψ1. Supposons que ψ ∈ s, pour un certain
s ∈ T. Dans ce cas, l’algorithme ajoute ψ1 à tout
s′ ∈ T. g(ψ) est donc borné par g(ψ1), qui est borné
par dd′(ψ1) (d’après l’hypothèse d’induction). Ainsi
g(ψ) ≤ dd′(ψ).215

4. ψ = ^ψ1. Supposons que ψ ∈ s, pour un certain
s ∈ T. Dans ce cas, s’il n’existe aucun s′ conte-
nant ψ1, alors l’algorithme ajoute un nouvel en-
semble s′′, contenant ψ1, à T . Par conséquent, g(ψ)
est borné par 1 + g(ψ1). Ce dernier est borné par220

1 + dd′(ψ1) (d’après l’hypothèse d’induction). Ainsi
g(ψ) ≤ dd′(ψ).

Nous avons donc |T | = 1 + g(φ) ≤ 1 + dd′(φ).

Ainsi, pour toute formule φ ∈ L, chaque ensemble si du
tableau T correspond à un monde wi ∈ W dans le modèle225

S5. |T | ≤ dd(φ) + 1 signifie que le nombre de mondes dans
le modèle S5 est borné par dd(φ) + 1.

Théorème 2 Une formule φ ∈ L est satisfiable si et seule-
ment si tr(φ, dd(φ) + 1) est satisfiable.

Caching structurel230

Le caching est un moyen classique d’éviter du travail
redondant. *SAT effectue le caching en utilisant une �ma-
trice de bits � [16]. L’implémentation efficace des biblio-
thèques de BDD [6] repose également sur le caching, pour
construire un graphe explicite. Ces deux exemples néces-235

sitent plus de temps et d’espace pour la recherche et la
mise en cache de travaux exécutés ultérieurement. Ici, notre
technique est un compromis � simple mais efficace �. Il ne
mémorise pas le travail, de sorte qu’il ne peut pas mettre
en cache toutes les formules possibles, mais il ne néces-240

site qu’un indicateur pour détecter le travail redondant. En
d’autres termes, nous ne générons pas la formule redon-
dante, mais grâce à un indicateur, nous sommes capable de
détecter les sous-formules redondantes.

Dans l’exemple représenté sur figure 2.b, la sous-245

formule (b1 ∧ b2) apparaît deux fois. La traduction du
premier diamant crée deux sous-formules (a1 ∧ ^b) et
(a2 ∧ ^b), où chaque ^b doit être traduit.

Puisque nous sommes en S5 (tous les mondes sont
connectés), les traductions de ^b sur des mondes différents250

sont équivalentes, nous pouvons donc réutiliser la même
sous-formule. Cela signifie qu’au lieu d’utiliser un arbre
nous pouvons travailler avec un DAG, ce qui permet une
traduction en CNF plus efficace.

Lemme 3 tr′(◦φ, i, n) = tr′(◦φ, j, n) ∀i, j et ◦ ∈ {^,�}255

Démonstration 4 nous avons deux cas à considérer :
— Si (◦ = �), alors tr′(�φ, i, n) =

∧n
k=1(tr′(φ, k, n))

— Si (◦ = ^), alors tr′(^φ, i, n) =
∨n

k=1(tr′(φ, k, n))
Dans chaque cas, le résultat est indépendant de i, ainsi

choisir j comme indice donne le même résultat.260

De façon informelle, le Lemme 3 montre le fait que,
quelle que soit la façon dont est incorporée la sous-formule
modale, sa traduction donnera toujours le même résultat
(indépendamment de l’indice i). Par conséquent, nous pou-
vons commencer par traduire la formule la plus profonde,265

marquer le nœud correspondant puis revenir en arrière. La
formule résultante peut contenir plusieurs nœuds ayant le
même marquage. Cela signifie que ces sous-formules sont
syntaxiquement identiques (voir Figure 2.c). Ensuite, nous
ne conservons qu’une occurence de la sous-formule, tran-270

formant l’arbre en un DAG (voir Figure 2.d). Le caching
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(b) tr(φ, dd(φ))

∨2

∧

a1 ∨1

b1 b2

∧

a2 ∨1

b1 b2

(c) tr+(φ, dd(φ))

∨2

∧

a1 ∨1

b1 b2

∧

∨1

b1 b2

a2

(d) tr+(φ, dd(φ)) avec simplification

Figure 2 – Traduction de ^(a ∧ ^b) (a), traduction initiale (b), formule marquée (c), traduction finale (d)

structurel est donc effectuée à la volée avant de traduire en
CNF. La fonction de traduction utilisant cette technique est
notée tr+.

Expérimentations275

Nous avons considéré LCKS5TabProver [1] et SPASS
3.7 [39] qui sont, à notre connaissance, à la pointe de
la résolution du problème de satisfiabilité en logique mo-
dale S5. Nous les avons comparés à quatre configura-
tions différentes de S52SAT : nm, nm+ (avec caching), dd,280

dd+ (avec caching) (http://www.cril.univ-artois.
fr/~montmirail/s52SAT). Afin d’évaluer rigoureuse-
ment les solveurs, nous avons utilisé la même entrée pour
chacun d’eux, au format InToHyLo [22]. Pour ce faire,
nous avons modifié le code de LCKS5TabProver pour le285

rendre capable de lire ce format. Les modifications sont as-
sez simples pour garantir que les performances du solveur
ne sont pas affectées.

Nous avons utilisé SPASS 3.7 au lieu de la dernière ver-
sion (3.9) car le premier lit le format dfg, qui peut être290

produit à partir de benchmarks InToHyLo en utilisant l’ou-
til ftt (Fast Transformation Tool) intégré dans Spartacus
[19]. La différence entre 3.7 et 3.9 est minimale selon le
site web du solveur. Le temps de traduction est négligeable
dans nos expérimentations. Nous avons également consi-295

déré MetTel2 [36] et LoTREC [12] pour les solveurs de
l’état de l’art en logique modale S5, mais ils ne sont mal-
heureusement pas conçus pour résoudre efficacement les
problèmes de logique S5. Nous utilisons Glucose 4.0 [3]
comme solveur SAT back-end.300

Nous avons évalué ces solveurs sur des benchmarks bien
établis de la logique modale : 3CNFK [30], MQBFK [26],
TANCS2000K [27] et LWBK,KT,S 4 [4].

Notons qu’ils sont conçus pour les logiques modales K,
KT et S4. Par conséquent, certains d’entre eux sont tri-305

viaux dans le cadre S5. Toutefois, nous pensons que les ré-
sultats obtenus sur ces benchmarks demeurent importants.
S5-SAT implique K, KT et S4-SAT, ainsi nous pourrions
envisager de résoudre la satisfiabilité en S5 comme étape

de prétraitement pour ces logiques modales.310

Nous avons fixé la limite de mémoire à 8Go et la limite
d’exécution à 900 secondes. Nous avons rarement atteint
ce délai (804 fois sur 12444 essais). La plupart des bench-
marks non résolus sont dus au manque de mémoire.

Dans les tables suivantes, nous fournissons le nombre de315

benchmarks résolus, en gras les meilleurs résultats d’une
rangée/colonne donnée (selon l’orientation du tableau) ; et
entre parenthèses, nous fournissons le nombre de bench-
marks qui ne peuvent être résolus à cause du manque de
mémoire.320

3CNF_K : le caching n’aide pas

Solveur d=2 d=4 d=6 Total
LckS5TabProver 0 (17) 0 (29) 0 (40) 0

S52SAT nm 21 (24) 0 (45) 0 (45) 21
S52SAT nm+ 21 (24) 0 (45) 0 (45) 21
S52SAT dd 45 (0) 8 (27) 0 (45) 53

S52SAT dd+ 45 (0) 8 (27) 0 (45) 53
SPASS 3.7 45 (0) 5 (40) 0 (45) 50

Table 1 – Nombre d’instances résolues en 3CNFK

Les résultats sont affichés dans la table 1. dd, dd+ et
SPASS sont assez proches les uns des autres. Les for-
mules se composent de grandes conjonctions où chaque
conjoint a une profondeur modale d’au plus 2, 4 ou 6. Elles325

sont construites de telle manière que notre algorithme de
caching ne trouve pas de redondances sur ces formules.
C’est pourquoi le caching ne fournit aucun avantage sur
ces benchmarks.

modKSSS et modKLadn : le caching aide330

n représente le nombre de variables et a représente le
nombre d’alternances dans le préfixe QBF d’origine, voir
[26] pour plus de détails, et # correspond au nombre de
benchmarks disponible pour une paire (n,a) donnée.
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n,a # LckS5... nm nm+ dd dd+ SPASS 3.7
4,4 40 0 (12) 32 40 40 40 40
4,6 40 0 (23) 32 40 40 40 32 (8)
8,4 40 0 (16) 32 40 39 (1) 40 16 (24)
8,6 40 0 (17) 24 40 40 40 10 (30)
16,4 40 0 (10) 22 40 40 40 8 (32)
16,6 40 0 (16) 19 40 39 (1) 40 2 (38)
total 240 0 161 240 238 240 108
4,4 40 40 0 (40) 40 0 (40) 40 0 (40)
4,6 40 14 (0) 0 (40) 32 (8) 0 (40) 40 0 (40)
8,4 40 2 (0) 0 (40) 8 (32) 0 (40) 40 0 (40)
8,6 40 0 (0) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 8 (32) 0 (40)
16,4 40 0 (0) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40)
16,6 40 0 (0) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40) 0 (40)
total 240 56 0 80 0 128 0

Table 2 – Au-dessus : modKSSS | En-dessous : modKLadn

Dans cette catégorie, nous pouvons voir que dd et dd+335

sont beaucoup plus efficaces que SPASS. Les formules de
ces benchmarks contiennent beaucoup de redondances :
nous pouvons voir que l’utilisation du caching nous permet
de résoudre tous les benchmarks modKSSS par exemple.

TANCS-2000 : Coûteux en mémoire340

n,a # LckS5... nm nm+ dd dd+ SPASS 3.7
4,4 40 0 (38) 40 40 40 40 40
4,6 40 0 (33) 40 40 40 40 40
8,4 40 0 (38) 40 40 40 40 40
8,6 40 0 (39) 40 40 40 40 40

16,4 40 0 (40) 40 40 40 40 40
16,6 40 0 (40) 40 40 40 40 35 (5)
total 240 0 240 240 240 240 235
4,4 40 23 (0) 3 (37) 40 40 40 40
4,6 40 3 (0) 0 (40) 40 40 40 31 (9)

total 80 26 3 80 80 80 71

Table 3 – TANCS-2000. Au-dessus : qbfMS | En-dessous :
qbfML

Ici, nous pouvons voir que ces problèmes peuvent être
résolus par presque tous les solveurs. Les instances non ré-
solues par SPASS 3.7 le sont à cause du manque de mé-
moire. Comme indiqué dans la section suivante, en aug-
mentant la limite mémoire à 32Go, ces instances sont réso-345

lues par SPASS.

LWB K, KT, S4 : dd et le caching aident

Les benchmarks sont à l’origine séparés sur les formules
SAT/UNSAT pour les logiques K, KT et S4. Évidemment,
la satisfaction dans S5 peut différer, nous avons donc sup-350

primé la séparation SAT/UNSAT. Les résultats sont affi-
chés dans la table 4. Là encore, dd+ est légèrement meilleur
que SPASS. Les benchmarks qui ne peuvent être résolus
sont un encodage spécifique en logique modale du principe
de pigeon hole [20] dans la logique correspondante.355

Solveur Logique K Logique KT Logique S4 Total
LckS5TabProver 227 (73) 206 (102) 194 (111) 627
S52SAT nm 307 (66) 344 (33) 292 (86) 943
S52SAT nm+ 351 (21) 363 (12) 349 (28) 1063
S52SAT dd 333 (40) 355 (23) 337 (40) 1025
S52SAT dd+ 357 (12) 364 (12) 363 (12) 1084
SPASS 3.7 343 (16) 363 (15) 360 (17) 1066

Table 4 – Nombre d’instances résolues dans LWBK,KT,S 4

Résultats globaux sur tous les benchmarks

Figure 3 – Distribution des temps d’exécution

Solveur # résolus # SAT MO TO
LckS5TabProver 709 143 710 655

S52SAT nm 1377 411 667 30
S52SAT nm+ 1733 452 292 49
S52SAT dd 1645 433 412 17

S52SAT dd+ 1834 460 203 37
SPASS 3.7 1530 451 528 16

Table 5 – Résultats globaux sur tous les benchmarks

SPASS est moins rapide, en partie en raison de ses mau-
vais résultats sur les benchmarks modKSSS et modKLadn.
Bien que l’encodage SAT par défaut épuise souvent la mé-
moire disponible, chacune des deux améliorations propo-360

sées réduit considérablement le nombre de memory-out, les
meilleurs résultats étant obtenus lorsque les deux sont acti-
vés.

Il semble assez clair que le caching est essentiel dans
notre approche pour résoudre efficacement ces bench-365

marks. Ceci est attesté par le diagramme de dispersion de
la figure 4. L’axe des abscisses correspond au temps utilisé
par dd et l’axe des ordonnées correspond au temps utilisé
par dd+ pour résoudre le problème.

La principale raison de l’amélioration est la réduction de370

la taille du codage CNF, comme le montre la table 6. Nous
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Figure 4 – Temps d’exécution de dd avec et sans caching
Figure 5 – Comparaison (32 Go) SPASS 3.7 vs dd+

Solveur moy médiane max
nm 6 881 821 1 100 054 58 653 264
nm+ 1 619 923 118 040 29 492 779
dd 2 385 515 169 324 55 813 557
dd+ 269 891 27 090 22 914 442

Table 6 – Nombre de clauses dans les formules CNF géné-
rées

avions une valeur médiane de 1 100 054 clauses pour nm,
et cette valeur tombe à 27 090 pour dd+ sur exactement les
mêmes problèmes.

Importance de la mémoire375

Nous avons répété les expérimentations avec 32Go de
RAM. Notons que pour l’approche SAT, le manque de mé-
moire se produit pendant la phase de traduction, tandis que
pour les autres, la mémoire est épuisée dans la phase de
résolution.380

Nous nous demandions ce que serait la performance
avec plus de mémoire. La table 7 résume le nombre de
problèmes résolus avec 8Go et 32Go par chaque solveur.
Fournir 32Go à SPASS ne change pas les résultats de ma-

Solveur 8Go 32Go MO avec 32Go
LckS5TabProver 709 710 0
SPASS 3.7 1530 1560 498
S52SAT nm 1377 1475 382
S52SAT nm+ 1733 1800 166
S52SAT dd 1645 1672 317
S52SAT dd+ 1834 1888 96

Table 7 – Nombre d’instances résolues avec 8Go et 32Go

nière significative : il a résolu 30 instances supplémen-385

taires. Notre approche SAT tire avantage de cette quan-
tité de mémoire accrue, jusqu’à 98 benchmarks supplémen-
taires peuvent être résolus par nm sans caching. 32Go sont
suffisants pour LckS5TabProver (sans memory-out), mais
seulement une instance supplémentaire peut être résolue.390

Figure 6 – Temps d’exécution de SPASS 3.7 vs. dd+

La figure 5 compare la consommation de mémoire de
SPASS 3.7 et S52SAT dd+ en Go. SPASS nécessite géné-
ralement plus de mémoire que dd+. Le temps d’exécution
et la consommation de mémoire sont légèrement en corré-
lation (le coefficient de corrélation de Pearson pour dd+ est395

égal à 0.58 et celui de SPASS est de 0.57). Dans la caté-
gorie modKLadn, SPASS manque de mémoire, même avec
32Go.

Une perspective intéressante ici serait d’établir une heu-
ristique qui détermine, avant même de réaliser la traduc-400

tion, que la génération de la CNF va dépasser la limite
de mémoire autorisée. Une telle heuristique pourrait être
‘(len(φ) × dd(φ)) > BIGNUMBER’. On pourrait ensuite
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faire le choix par exemple, de ne prendre que dd(φ)
2 +1

comme borne supérieure, si nous trouvons une solution,405

c’est une solution de la formule complète, sinon il faudrait
augmenter au fur et à mesure le nombre de monde autorisée
jusqu’à arriver soit à une solution, soit au MO qui aurait du
se produire sans l’heuristique. Une telle approche se rap-
procherait très fortement des approches CounterExample410

Guided Abstration Refinement (CEGAR) [8].

Comparaison avec la littérature

La figure 6 montre une comparaison détaillée du temps
d’exécution entre dd+ et SPASS sur tous les benchmarks.
Dans la plupart des cas, notre approche surpasse SPASS.415

Les deux cas où elle est moins efficace sont des problèmes
pigeon hole UNSAT combinatoires durs et des benchmarks
dits � 3CNF � pour lesquels ni le diamond degree ni le ca-
ching ne sont utiles.

Conclusion420

Nous avons présenté un nouvel encodage SAT pour ré-
soudre le problème S5-SAT en utilisant un solveur SAT.
Il est basé sur une réduction de S5-SAT à SAT avec
deux améliorations : une meilleure borne supérieure sur le
nombre de mondes requis et un caching structurel. Nous425

avons comparé notre approche aux solveurs représentant, à
notre connaissance, l’état de l’art pour la résolution pra-
tique de S5-SAT, sur un large éventail de benchmarks.
L’approche basée sur SAT avec toutes les améliorations a
permis de surclasser tous ces solveurs.430

Même si les benchmarks peuvent ne pas être représen-
tatifs de l’utilisation de S5 en pratiques puisqu’ils pro-
viennent d’autres logiques modales (K, KT, S4), ces résul-
tats ouvrent des perspectives intéressantes. En effet, prou-
ver la satisfiabilité d’une formule de la logique modale S5435

implique que la formule est également satisfiable dans des
systèmes moins restrictifs (c’est-à-dire dans K, KT, S4).
Puisque notre solveur S5 fournit un modèle S5 en quelques
secondes (temps médian de 2,06s), nous pourrions parfai-
tement l’utiliser comme une étape de prétraitement pour440

résoudre les benchmarks dans d’autres logiques modales.
Les résultats préliminaires dans cette direction sont as-

sez encourageants : sur 276 benchmarks satisfiables en lo-
gique S5 (donc en K), S52SAT surpasse Spartacus [19]
sur 158 d’entre eux. Une autre perspective serait d’adapter445

S52SAT afin de résoudre les problèmes KD45-SAT étant
donné que KD45 est également NP-complet [9].
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Résumé

La programmation par contraintes (CP) a séduit la
communauté de fouille de données grâce à son approche
hautement déclarative et sa flexibilité. Cependant, ces
avantages n’offrent pas une garantie d’efficacité. En té-5

moigne la littérature où les méthodes basées sur la CP
n’ont toujours pas réussi à être aussi performante que les
méthodes spécialisées. Dans ce papier publié au ECML-
PKDD’16 [1], nous montrons comment en combinant les
techniques des deux mondes on peut arriver à une mé-10

thode très robuste et efficace en plus d’être modulaire
et flexible pour résoudre les problèmes de fouille de sé-
quences fréquentes. Notre approche, intitulée PPIC, est
une contrainte globale, conçue sur les méthodes de pro-
jection de base de données. Cette contrainte utilise une15

structure de données auto-backtraquante (trailing) pour
stocker et restaurer efficacement les bases de données
projetées. Le calcul des supports et le filtrage reposent
sur des améliorations algorithmiques utilisant des don-
nées pré-calculées. Des expériences détaillées montrent20

comment cette approche, pour la première fois, surpasse
à la fois les méthodes basées sur la CP et celles spéciali-
sées. Ainsi, le moindre qu’on puisse dire est que le tan-
dem fouille de données et CP a encore de beaux jours
devant lui.25

Problème. Etant donnée I = {1, . . . , N} un
ensemble de N symboles, une séquence est une
liste ordonnée d’éléments de I. Une séquence α =
〈α1α2 . . . αm〉 est une sous-sequence d’une autre sé-
quence s = 〈s1s2 . . . sn〉 (ou inversement s est une30

super-séquence de α), noté α � s, ssi (i) m ≤ n et
(ii) il existe une liste d’entiers (j1, . . . , jm), telle que
1 ≤ j1 . . . ≤ jm ≤ n avec sji = αi. Une base de
données de séquences est un ensemble de séquences :
SDB = {(sidi, s)∀i ∈ [1, |SDB|]} où sidi est l’identi-35

∗Papier doctorant : John O.R. Aoga1,2 est auteur principal.

fiant de la ieme séquence s. La Table 1a est un exemple
de SDB. Le nombre de séquences de SDB qui sont
super-séquences de la séquence α est appelé support.
Le problème de la fouille de séquence fréquente (SPM)
est la recherche de toutes les séquences α qui ont un40

support supérieur à un seuil θ donné.

Ce problème est très étudié et est à l’origine de beau-
coup de méthodes spécialisées dont les plus efficaces
sont PrefixSpan [5] et cSPADE [6]. La méthode Pre-
fixSpan doit son efficacité aux bases de données pro-45

jetées (BDP). En effet, une BDP, notée SDB|α, est
une partition de la SDB originale par rapport à α.
C’est l’ensemble des suffixes des séquences dans les-
quelles on a pu trouver une première correspondance
de α. Considérons par exemple α = 〈A〉. Cette sous-50

séquence se retrouve dans les séquences 1,2 et 3 avec les
suffixes respectifs tels que présentés dans la Table 1b-
suffixes. Cette BDP peut être stockée efficacement en
ne conservant qu’un pointeur sur les positions dans
chaque séquence (Table 1b-pos). Remarquez que le55

support de α est égale à la taille de sa BDP. Quand l’on
étend α avec le symbole B, la nouvelle BDP se définit
incrémentalement : SDB|〈AB〉 = (SDB|〈A〉)|〈B〉. Ainsi,
en faisant grandir progressivement une sous-séquence,
en commençant par la séquence vide, on construit les60

BDP on en déduit les supports et on peut vérifier les-
quelles sont fréquentes.

a) SDB b) SDB|〈A〉 c) SDB|〈AB〉 d) SDB|〈ABC〉
sid sequence pos suffixes pos suffixes pos suffixes

sid1 〈ABCBC〉 2 〈 BCBC〉 3 〈 CBC〉 1 〈 BC〉
sid2 〈BABC〉 3 〈 BC〉 4 〈 C〉 1 〈 〉
sid3 〈AB〉 2 〈 B〉 3 〈 〉
sid4 〈BCD〉

Table 1 – Exemples de SDB et de BDP. (« » pour
un symbole supprimé ; pos : les positions stockées).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

sidS 1 2 3 1 2 3 1 2 . .

posS 2 3 2 3 4 3 4 5 . .

SDB|〈A〉

(φ = 1, ψ = 3)

SDB|〈AB〉

(φ = 4, ψ = 3)

SDB|〈ABC〉

(φ = 7, ψ = 2)

Figure 1 – Exemple de structure de données auto-
backtraquante utilisant les BDP de la Table 1(-pos) .

En pratique, les solutions fréquentes générées sont
souvent en grand nombre et ne sont pas forcément
pertinentes. Afin d’affiner ou de superviser la fouille,65

d’autres contraintes sont souvent introduites. C’est là
que les méthodes spécialisées (même les plus perfor-
mantes) atteignent leur limite car manquant de flexi-
bilité et de modularité. C’est ainsi, que les approches
en CP ont été introduites [3, 2].70

Objectif et contribution. Cependant, aucune de
ces approches CP n’est aussi performante que les mé-
thodes spécialisées. Ainsi, l’objectif de ce travail est
de concevoir de nouvelles contraintes améliorant la
littérature. La principale contribution de ce travail75

est la conception d’une structure de données auto-
backtraquante.

Structure de données auto-backtraquante Le
cœur de la méthode PrefixSpan, comme nous l’avons
précédemment décrit, est la construction des BDP à80

chaque nœud de la recherche en profondeur. En ef-
fet, il faut remarquer que la BDP de α est utile pour
construire l’extension de α à un symbole a donnée et en
bactrackant la même BDP de α servira pour une nou-
velle extension. Etant donnée qu’il est totalement inef-85

ficace de reconstruire les BDP à chaque backtrack, nous
avons proposer de stocker et de restaurer les BDP en
utilisant les techniques de trailing comme illustré à la
Figure 1 (pour les valeurs voir la Table 1-pos) . On uti-
lise deux vecteurs : sidS et posS, pour maintenir res-90

pectivement les identifiants de séquences et la position
dans chacune d’elles. Ces vecteurs sont des vecteurs
« réversibles » : quand on étend une séquence, la BDP
courante est lue. Une nouvelle est ensuite construite et
stockée à sa suite en maintenant deux variables réver-95

sibles φ et ψ représentant la position courante dans les
vecteurs et la taille de la BDP. Lors du backtracking les
valeurs précédentes de φ et ψ sont restaurées et toutes
celles après φ+ ψ sont éventuellement écrasées. Cette
structure permet non seulement d’optimiser l’utilisa-100

tion de la mémoire mais rend plus rapide l’ensemble
du processus de fouille. Plus encore, cette structure
de données peut être utilisée dans n’importe quel pro-
blème utilisant la recherche en profondeur.

En utilisant cette structure de données et en la105

combinant avec des améliorations algorithmiques nous
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Figure 2 – Temps processeur pour PPIC avec Gap-Seq
et cSPADE pour plusieurs θ (minsup).

avons proposés trois nouvelles contraintes globales
dont la plus performante est PPIC (Prefix Projec-
tion Incremental Counting). De plus, ces contraintes
peuvent être associées avec plusieurs contraintes ad-110

ditionnelles comme les contraintes sur la longueur des
séquences, l’inclusion ou l’exclusion de certains sym-
boles et les contraintes d’expression régulière.

Expériences et Résultats Comme illustré à la Fi-
gure 2, en utilisant deux bases de données (nombre115

de séquences/nombre de symboles) : l’une très éparse
Kosarak-70k (69999/21144) et l’autre très dense Pro-
tein (103120/25), nous sommes clairement plus per-
formant que GapSeq [2] sur tous les tableaux. Nous
sommes aussi très compétitifs ou meilleurs que cS-120

PADE [6]. C’est la toute première fois que les perfor-
mances d’une approche CP dépassent à la fois celles
des autres approches CP et spécialisées.

Nos approches sont implémentées en Scala dans le
solveur OscaR [4]. Pour plus détail, le lecteur peut se125

référer au papier original [1] et/ou à notre site 1 où
sont disponibles les données, le code et l’application.
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Résumé

Le clustering conceptuel permet de partitionner un
ensemble d’objets en clusters d’objets similaires, cor-
respondant à des concepts formels. Nous présentons
une nouvelle approche basée sur la programmation par5

contraintes, où l’ensemble des concepts formels est ex-
trait dans une étape de pré-traitement en utilisant des
techniques spécialisées de fouille de données. Nous com-
parons l’efficacité de notre approche avec celle de plu-
sieurs approches récentes utilisant la programmation par10

contraintes ou la programmation linéaire en nombres
entiers sur des instances classiques d’apprentissage au-
tomatique. Nous introduisons également un nouvel en-
semble d’instances provenant d’une application réelle,
visant à extraire des concepts de paramétrage à partir15

de séquences de paramétrage d’un progiciel de gestion,
et nous évaluons la pertinence des concepts extraits en
fonction des critères utilisés dans la définition de la fonc-
tion objectif.

Abstract20

Conceptual clustering allows to partition a set of ob-
jects into clusters of similar objects, corresponding to
formal concepts. We present a new approach based on
constraint programming where formal concepts are ex-
tracted in a pre-processing step by using a dedicated25

data-mining approach. We compare the efficiency of our
approach with several recent approaches using constraint
programming or integer linear programming on classical
machine learning instances. We also introduce a new set
of instances coming from a real application case, which30

aims at extracting setting concepts from an Enterprise
Resource Planning (ERP) software. We assess the rele-
vance of extracted concepts depending on criteria used
in the objective function.

∗Papier doctorant : Maxime Chabert1,3 est auteur principal.

1 Introduction35

Nous proposons dans cet article de nouveaux mo-
dèles à base de contraintes pour résoudre un problème
de clustering conceptuel, et nous évaluons ces modèles
sur des instances académiques, ainsi que sur un nou-
vel ensemble d’instances provenant d’une application40

réelle visant à automatiser la phase de paramétrage
d’un progiciel de gestion (Enterprise Ressource Plan-
ning, ERP).

Présentation du contexte applicatif du travail. Les
ERP sont des logiciels avec un vaste périmètre fonc-45

tionnel allant de la gestion commerciale jusqu’à la ges-
tion des ateliers de production et de stockage [9]. Cette
amplitude de fonctionnalités rend le processus d’ins-
tallation complexe, et une étude récente souligne que
57% des installations d’ERP dépassent le budget et le50

temps prévus [1]. Nous avons étudié le processus d’ins-
tallation du progiciel de gestion Copilote de la société
Infologic, spécialisée en agro-alimentaire. Il apparâıt
que 65% du temps est dédié à la phase de paramé-
trage : cette phase consiste à affecter des valeurs à55

des paramètres afin de répondre aux besoins du client
et à ses spécificités structurelles et organisationnelles
[22]. Cette complexité est due au grand nombre de
paramètres pouvant interagir entre eux. De plus, plu-
sieurs études [17, 2] portant sur le processus d’instal-60

lation des ERP montrent que le paramétrage n’est pas
considéré comme un facteur critique de succès contrai-
rement à l’accompagnement au changement ou à la
formation des utilisateurs. C’est pourquoi, réduire le
temps de paramétrage devient un réel enjeu pour les65
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intégrateurs d’ERP afin d’allouer plus de temps aux
phases critiques du processus d’installation.

Pour répondre à cette problématique, nous propo-
sons d’analyser une base de paramétrages existants,
correspondant à des installations de l’ERP chez dif-70

férents clients. Notre objectif est d’identifier des sé-
quences pertinentes de paramétrage afin de les asso-
cier à des besoins fonctionnels. Étant donné que beau-
coup de besoins se retrouvent chez plusieurs clients,
ces séquences de paramétrage pourront être réutilisées75

durant l’installation de l’ERP chez un nouveau client
ayant des besoins similaires.

Pour identifier des séquences pertinentes de paramé-
trage, nous proposons de partitionner la base de pa-
ramétrages de façon à regrouper les paramétrages si-80

milaires. Nous proposons pour cela d’utiliser le cluste-
ring conceptuel [15] car cette approche ne pré-suppose
pas qu’il existe une fonction de similarité permettant
d’évaluer la similarité de deux objets : chaque clus-
ter correspond à un concept formel et est décrit par85

l’ensemble des paramètres communs à tous les para-
métrages du cluster.

Présentation des contributions de l’article. Plu-
sieurs travaux récents proposent de résoudre des pro-
blèmes de clustering conceptuel en utilisant des ap-90

proches déclaratives telles que la programmation par
contraintes (PPC) [4] ou la programmation linéaire
en nombres entiers (PLNE) [18]. Ces approches sont
particulièrement pertinentes dans notre contexte ap-
plicatif du fait de leur souplesse pour ajouter des95

contraintes ou modifier la fonction objectif : une de
nos problématiques majeures est de trouver une fonc-
tion objectif et des contraintes permettant d’extraire
des concepts de paramétrage pertinents pour les ex-
perts métiers.100

Nous présentons une nouvelle approche basée sur
la PPC. Comme proposé dans [18], nous introduisons
une étape de pré-traitement pour extraire l’ensemble
des concepts formels candidats à l’aide d’un outil dédié
au problème de l’extraction de motifs fréquents. Nous105

proposons d’utiliser la programmation par contraintes
pour sélectionner un sous-ensemble de cet ensemble
formant une partition optimale, et nous introduisons
deux nouveaux modèles ensemblistes pour cela. Nous
comparons ces modèles avec ceux de [18] et [4]. Cette110

comparaison est réalisée sur un ensemble d’instances
classiques dans le domaine de l’apprentissage automa-
tique. Nous introduisons également un nouveau bench-
mark composé d’instances construites à partir de notre
base de paramétrages. Enfin, nous comparons d’un115

point de vue qualitatif la qualité des clusterings ob-
tenus selon différentes fonctions objectifs.

Organisation de l’article. La section 2 définit formel-
lement le problème de clustering conceptuel, et décrit
les approches permettant de résoudre ce problème, et120

plus particulièrement les approches récentes de [18] et
[4]. La section 3 introduit deux nouveaux modèles PPC
pour résoudre ce problème, l’un basé sur les clusters,
l’autre sur les transactions. Enfin, la section 4 com-
pare les différentes approches en termes de passage à125

l’échelle, et la section 5 compare la qualité des solu-
tions calculées en fonction des critères considérés dans
la fonction objectif.

2 Contexte

2.1 Clustering conceptuel130

Le clustering conceptuel est une approche de clas-
sification non-supervisée qui vise à partitionner un
ensemble d’objets en clusters homogènes. La parti-
cularité de cette méthode est qu’elle donne, en plus
des clusters, une description de chaque cluster sous la135

forme d’un concept formel.
Soit T un ensemble de m transactions (ou objets),

I un ensemble de n items (ou attributs), et R ⊆ T ×I
une relation binaire qui lie les transactions aux items :
(t, i) ∈ R (noté également tRi) traduit le fait qu’une
transaction t contient l’item i. Nous supposons que
toutes les transactions ont des ensembles d’items dif-
férents, i.e.,

∀t, t′ ∈ T , t 6= t′ ⇒ {i ∈ I : tRi} 6= {i ∈ I : t′Ri}.

Étant donné un ensemble E, nous notons P(E) l’en-
semble de ses sous-ensembles, et #E sa cardinalité.
Enfin, sans perte de généralité, nous supposons que
les transactions sont numérotées de 1 à m et les items140

de 1 à n.
L’intention d’un sous-ensemble T ⊆ T de transac-

tions est l’ensemble des items contenus dans toutes les
transactions de T , i.e.,

intent(T ) = {i ∈ I : ∀t ∈ T, tRi}.

L’extension d’un sous-ensemble I ⊆ I d’items est l’en-
semble des transactions qui contiennent tous les items
de I, i.e.,

extent(I) = {t ∈ T : ∀i ∈ I, tRi}.

Ces deux opérateurs induisent une connexion de Galois
entre P(T ) et P(I), i.e.,

T ⊆ extent(I)⇔ I ⊆ intent(T ).

Un concept formel est un couple (T, I) avec T ⊆ T et
I ⊆ I tels que T = extent(I) et I = intent(T ). On
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Table 1 – Jeu de données transactionnel T
i1 i2 i3 i4

t1 1 0 0 1
t2 1 0 1 1
t3 0 1 0 1
t4 0 1 1 0
t5 1 0 1 0

note F l’ensemble de tous les concepts formels. No-
tons qu’un concept formel correspond à un ensemble145

clos d’items (closed itemset) tel que défini en fouille de
données. Par conséquent, l’ensemble F des concepts
formels peut être calculé en utilisant un algorithme de
recherche de motifs clos fréquents (tel que LCM [23],
par exemple), en fixant le seuil de fréquence à 1.150

En clustering conceptuel, chaque cluster correspond
à un concept formel, et un clustering est un ensemble
de k concepts formels C = {(T1, I1), . . . , (Tk, Ik)} tel
que {T1, . . . , Tk} forme une partition de l’ensemble de
transactions T .155

La fréquence d’un cluster (Tj , Ij) est son nombre de
transactions, i.e., freq(Tj , Ij) = #Tj , et sa taille est
son nombre d’items, i.e., taille(Tj , Ij) = #Ij .

Différents critères peuvent être considérés pour dé-
finir la qualité d’un clustering conceptuel. Dans cet160

article, nous en considérons trois : (1) maximiser la
taille minimale d’un cluster, de façon à éviter d’avoir
des concepts comportant peu d’items ; (2) maximiser
la fréquence minimale d’un cluster, de façon à éviter
d’avoir des concepts comportant peu de transactions ;165

(3) maximiser la somme des tailles des clusters, de
façon à favoriser les concepts comportant un grand
nombre d’items.

Exemple. La table 1 présente un jeu de données
transactionnelles T composé de cinq transactions dé-170

finies sur quatre items. La table 2 donne l’ensemble
F des concepts formels de T . Par exemple, le concept
c1 est défini par le couple ({i1}, {t1, t2, t5}). Sa fré-
quence et sa taille sont : freq(c1) = 3 et taille(c1) =
1. C1 = {({i1}, {t1, t2, t5}), ({i2}, {t3, t4})} et C2 =175

{({i1}, {t1, t2, t5}), ({i2, i4}, {t3}), ({i2, i3}, {t4})} sont
deux exemples de clusterings de T . Selon le critère
considéré, la qualité de C1 (resp. C2) est évaluée à 1
(resp. 1), pour le critère de taille minimale d’un clus-
ter, 2 (resp. 1), pour le critère de fréquence minimale180

d’un cluster, et 2 (resp. 5), pour le critère de somme
des tailles des clusters.

2.2 Approches dédiées au clustering conceptuel

Depuis l’introduction du clustering conceptuel par
[15], de multiples approches dédiées à ce problème ont185

Table 2 – Ensemble F des concepts formels de T
C intent extent fréq. taille
c1 {i1} {t1, t2, t5} 3 1
c2 {i3} {t2, t4, t5} 3 1
c3 {i1, i3} {t2, t5} 2 2
c4 {i4} {t1, t2, t3} 3 1
c5 {i1, i4} {t1, t2} 2 2
c6 {i1, i3, i4} {t2} 1 3
c7 {i2} {t3, t4} 2 1
c8 {i2, i3} {t4} 1 2
c9 {i2, i4} {t3} 1 2

été proposées.
Plusieurs de ces approches utilisent des heuristiques

basées sur des mesures statistiques pour construire
des clusters [8] pouvant être organisés en hiérarchie
[5, 11]. Le système COBWEB [5] s’appuie sur la simi-190

larité intra-cluster et la dissimilarité inter-cluster pour
construire incrémentalement une hiérarchie de clus-
ters, l’interprétation conceptuelle des clusters étant
alors une étape indépendante de la construction des
clusters. Ces deux tâches sont souvent découplées dans195

des approches plus récentes soit en utilisant des tech-
niques de clustering après avoir extrait un ensemble
de concepts [19], soit en clusterisant des objets puis
en extrayant une description associée à chaque clus-
ter [20]. D’autres approches ont introduit l’utilisa-200

tion de connaissances lors de la construction des clus-
ters pour améliorer la pertinence des concepts extraits
[16, 10, 24].

La qualité des résultats obtenus par ces approches
reste variable tout comme le passage à l’échelle sur de205

grands volumes de données.
Ces approches dédiées ne permettent pas facilement

d’ajouter de nouvelles contraintes, ou de modifier la
fonction objectif. Ce point étant particulièrement im-
portant dans notre contexte applicatif où nous souhai-210

tons évaluer la qualité de différents clusterings obtenus
en considérant différents critères, nous nous sommes
intéressés à des approches déclaratives telles que la
PPC et la PLNE.

2.3 PPC pour la recherche d’ensembles d’items215

clos

L’utilisation de la PPC pour modéliser et résoudre
des problèmes de recherche d’ensembles d’items clos
est un sujet communément explorée durant les dix
dernières années [21, 12, 7]. Plus récemment, Lazaar220

et al. [14] ont introduit une contrainte globale pour
extraire des ensemble d’items clos fréquents. Cette
contrainte globale assurant la consistance du domaine
en un temps polynomial est un ordre de grandeur plus
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lent que LCM [23] mais peut devenir plus performant225

pour des requêtes plus complexes où des contraintes
supplémentaires sont ajoutées.

2.4 PPC pour le clustering conceptuel

Guns a montré dans sa thèse [6] que la PPC fournit
un cadre déclaratif permettant de facilement modé-230

liser différents problèmes de recherche de motifs fré-
quents, et que les solveurs génériques de PPC peuvent
être compétitifs avec des algorithmes dédiés. Guns a
notamment proposé une modélisation utilisant des va-
riables binaires pour exprimer le fait qu’un item ap-235

partient à l’intention d’un concept associé à un cluster.
Dao et al [4] ont proposé un nouveau modèle utilisant
des variables ensemblistes, et ont montré que ce mo-
dèle ensembliste a de bien meilleures performances en
pratique que le modèle binaire. Nous décrivons ici ce240

modèle ensembliste.

Variables. Pour chaque transaction t ∈ T , la variable
entière Gt représente le cluster de t. Le nombre de clus-
ters est défini par une constante k donnée en entrée,
et les clusters sont numérotés de 1 à k. Ainsi, chaque245

variable Gt a pour domaine D(Gt) = [1, k].
Pour chaque cluster c ∈ [1, k], la variable ensem-

bliste Ec représente l’ensemble des items de l’inten-
tion du concept formel associé au cluster c. Le do-
maine de Ec est l’ensemble des sous-ensembles de I,250

i.e., D(Ec) = P(I).

Contraintes. Les symétries (dues au fait que les clus-
ters sont interchangeables) sont éliminées en posant
une contrainte de précédence [13] :

precede(G, [1, k]).

Cette contrainte assure que la première transaction
appartient au premier cluster (i.e., G1 = 1), et que
∀j ∈ [2, n],∃l < j,Gl = Gj − 1.

Chaque cluster est contraint à posséder au moins
une transaction à l’aide de la contrainte :

atLeast(1, G, k).

La contrainte d’extension est exprimée par :

∀c ∈ [1, k],∀t ∈ T , Gt = c⇔ Ec ⊆ {i ∈ I|tRi}.

La contrainte d’intention est exprimée par :

∀c ∈ [1, k], Ec = ∩t∈T ,Gt=c{i ∈ I|tRi}.

Chaque contrainte d’intention nécessite n contraintes255

de domaine réifiées pour construire l’ensemble Ic =
{t ∈ T |Gt = c}, et une contrainte element ensembliste.

Fonction objectif. Pour maximiser la fréquence mi-
nimale des clusters, on introduit une variable entière
F devant être maximisée. Son domaine est D(F ) =260

[1,m], et elle est contrainte à être inférieure ou égale à
la fréquence de chaque cluster c ∈ [1, k] en posant une
contrainte atLeast(F,G, c).

Pour maximiser la taille minimale des clusters, on
introduit une variable entière T devant être maximisée.265

Son domaine est D(T ) = [1, n], et elle est contrainte
à être inférieure ou égale à la taille de chaque cluster
c ∈ [1, k] en posant la contrainte T ≤ #Ec.

Si le cas n’a pas été explicitement étudié dans [4],
on peut facilement étendre ce modèle pour maximiser270

la somme des tailles en ajoutant une variable S devant
être maximisée. Son domaine est D(S) = nk, et elle
est contrainte à être égale à la somme des variables T .

Extension du modèle à un nombre variable de clus-
ters. Le modèle introduit dans [4] suppose que le275

nombre de clusters est fixé par une constante k. L’ex-
tension au cas où le nombre de clusters n’est pas connu
a priori est relativement triviale : il suffit d’introduire
une constante kMax, fixant le nombre maximal de
clusters (si le nombre de clusters n’est pas borné, alors280

kMax = m), et de définir k comme une variable en-
tière de domaine D(k) = [2, kMax]. Dans ce cas, la
contrainte atLeast(1, G, k) n’a plus de raison d’être.

2.5 PLNE pour le clustering conceptuel

Ouali et al [18] ont proposé de combiner un outil285

dédié à l’extraction de motifs fréquents avec la PLNE
pour faire du clustering conceptuel : dans une étape de
pré-traitement, l’ensemble de tous les concepts formels
est calculé en utilisant un outil dédié à ce problème tel
que LCM [23] ; la PLNE est utilisée ensuite pour sé-290

lectionner un sous-ensemble de ces concepts qui forme
une partition de T et qui optimise la fonction objectif.

Plus précisément, soit F l’ensemble de tous les
concepts formels calculés en pré-traitement. L’objec-
tif est de sélectionner un sous-ensemble de F tel que295

chaque transaction de T appartienne à exactement un
concept formel du sous-ensemble, et optimise un cri-
tère donné. Cela est modélisé en PLNE dans [18] de la
façon suivante.

Variables. Pour chaque concept formel f ∈ F , on300

introduit une variable binaire xf telle que xf = 1 ssi
le concept formel f est sélectionné.

La variable entière k correspond au nombre de
concepts sélectionnés.

Contraintes. Pour garantir que l’ensemble des
concepts sélectionnés forme une partition de T on
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pose, pour chaque transaction t ∈ T , la contrainte :
∑

f∈F
atfxf = 1.

où atf = 1 si la transaction t appartient à l’extension305

du concept f .
Pour contraindre k à être égal au nombre de

concepts sélectionnés, on pose la contrainte :

k =
∑

f∈F
xf .

Enfin, on peut borner le nombre de concepts sélec-
tionnés k en posant la contrainte :

kMin ≤ k ≤ kMax.

Fonction objectif. Un gain vf est associé à chaque
concept formel f ∈ F : vf est égal à la taille de f . La
fonction objectif à maximiser est la somme des gains :

∑

f∈F
vfxf .

Si le cas n’a pas été explicitement étudié dans [18], on
peut facilement étendre le modèle pour maximiser le
gain minimal d’un concept. Le gain vf est égal soit à la
taille de f , soit à sa fréquence, selon le critère choisi.
Une variable vmin est introduite et est contrainte à
être inférieure ou égale au gain des concepts sélection-
nés en posant, pour chaque concept formel f ∈ F , la
contrainte :

vmin ≤ vfxf +M(1− xf )

où M est une constante positive supérieure au plus
grand gain possible. La fonction objectif à maximiser
est vmin.

3 Nouveaux modèles PPC310

Nous proposons de nous inspirer de l’approche de
[18], consistant à extraire dans une phase de pré-
traitement l’ensemble F de tous les concepts for-
mels avec un outil dédié à ce problème, et nous pro-
posons d’évaluer les capacités de la programmation315

par contraintes pour sélectionner le sous-ensemble de
concepts formels formant un clustering optimal.

Nous proposons deux modèles utilisant des
contraintes ensemblistes : le premier modèle associe
une variable entière à chaque cluster (déterminant320

le concept formel associé au cluster) et pose une
contrainte ensembliste de partition sur l’ensemble des
extensions des concepts formels associés aux clusters ;
le second modèle utilise une variable ensembliste pour
représenter le sous-ensemble de clusters sélectionnés325

et pose des contraintes member et card pour assurer
que ce sous-ensemble définit bien une partition.

3.1 Modèle ensembliste basé sur les clusters

Variables. Pour chaque cluster c ∈ [1, kMax], on dé-
finit une variable entière Gc déterminant le concept330

formel associé au cluster c. Comme la solution opti-
male peut avoir moins de kMax clusters, on introduit
un concept formel vide : ce concept a le numéro 0, et
son extension est l’ensemble vide, i.e., extent(0) = ∅.
Nous supposons que les concepts formels de F sont335

numérotés de 1 à p. Par conséquent, le domaine de
chaque variable Gc est D(Gc) = [0, p] : si Gc ∈ [1, p],
alors le cluster c correspond au concept formel Gc ; si
Gc = 0 alors le cluster c est vide.

On introduit une variable entière k qui représente340

le nombre de clusters non vides de la solution, et
une autre variable entière kempty qui représente le
nombre de clusters vides de la solution. Leurs do-
maines sont, respectivement, D(k) = [2, kMax] et
D(kempty) = [0, kMax− 2].345

Contraintes. Pour éliminer les symétries, dues au
fait que les valeurs affectées à deux variables Gi et
Gj peuvent être interchangées, nous contraignons G à
prendre des valeurs croissantes par rapport à un ordre
défini sur F . Pour assurer que les extensions des clus-
ters forment une partition de l’ensemble des transac-
tions, nous posons une contrainte de partition [3] :

partition({extent(Gc)|c ∈ [1, kMax]}, [1,m])

Pour assurer que le nombre de clusters vides est égal
à kempty, nous posons la contrainte :

count(G, 0, kempty)

Enfin, nous assurons que k est égal au nombre de clus-
ters non vides à l’aide de la contrainte :

k + kempty = kMax.

Fonction objectif. Un gain vf est associé à chaque
concept formel f ∈ F . Selon les cas, ce gain peut être
la fréquence ou la taille de f . La fonction objectif à
maximiser peut être soit la somme des gains, i.e.,

kMax∑

c=1

vGc

(et dans ce cas on définit le gain du cluster vide par
v0 = 0), soit le gain minimal, i.e.,

min
c∈[1,kMax]

vGc

(et dans ce cas on définit le gain du cluster vide par
v0 =∞).
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Stratégie de recherche. Deux stratégies de re-
cherches différentes sont utilisées selon si la taille ou
la fréquence est utilisée comme critère de la fonction350

objectif. Dans les deux cas, les concepts formels sont
classés par ordre décroissant selon leur gain vf . Ainsi,
∀f, f ′ ∈ F, f > f ′ ⇔ vf < vf ′ .

Si le critère considéré est la taille, les solutions
tendent à avoir un nombre de clusters proche de355

kMax. Nous utilisons un sélecteur qui choisit la borne
minimale du domaine comme prochaine valeur pour
la variable kempty. De la même manière, pour chaque
variable Gc, les concepts formels de plus grande taille
sont d’abord choisis. Ainsi, les solutions avec un maxi-360

mum de clusters non vides sont recherchées en premier.
Si le critère considéré est la fréquence, les solutions

tendent à avoir peu de clusters. Les variables de déci-
sion sont uniquement les variablesGc. Nous utilisons la
stratégie first fail qui consiste à sélectionner la variable365

avec le plus petit domaine comme prochaine variable à
instancier. De plus, le sélecteur des variables Gc choi-
sit la borne minimale du domaine comme prochaine
valeur. Ainsi, les solutions avec le moins de clusters
possibles sont explorées en premier.370

3.2 Modèle ensembliste basé sur les transactions

Variables. Pour chaque transaction t ∈ T , nous défi-
nissons une variable entière Ct déterminant le concept
sélectionné dont l’extension contient t : chaque tran-
saction t doit appartenir à l’extension d’exactement un375

concept sélectionné, et l’ensemble des concepts can-
didats est l’ensemble des concepts dont l’extension
contient t. Ainsi, pour chaque transaction t ∈ T , le
domaine de Ct est D(Ct) = {f ∈ F | t ∈ extent(f)}.

Nous définissons une variable ensembliste P déter-380

minant l’ensemble des concepts sélectionnés : chaque
concept appartenant à P correspond à un cluster. Le
domaine de P est : D(P ) = P(F).

La variable entière k définit le nombre de clusters de
la solution (et donc la cardinalité de P ). Son domaine385

est : D(k) = [2, kMax].

Contraintes. On assure que, pour chaque transaction
t ∈ T , Ct est un élément de l’ensemble P en posant la
contrainte :

member(Ct, P )

On assure que, pour chaque transaction t ∈ T , il y a
exactement un concept formel de P dont l’extension
contient t (autrement dit, les extensions des concepts
de P forment une partition de l’ensemble des transac-
tions) en vérifiant que l’intersection entre P et l’en-
semble des concepts dont t appartient à l’extension
contient un seul élément, i.e.,

∀t ∈ T , card({f ∈ F | t ∈ extent(f)} ∩ P ) = 1

Enfin, le nombre de clusters de la solution est
contraint avec la contrainte card(P ) = k, assurant que
le nombre d’éléments de P est égal à k, i.e., le nombre
de clusters est égal à k.390

Fonction objectif. Comme pour le modèle précédent,
la fonction objectif est définie en associant un gain vf
à chaque concept formel f .

Stratégie de recherche. Les concepts formels sont
classés par ordre décroissant selon leur gain vf . Les395

variables de décision sont uniquement les variables Ct
avec une stratégie first fail. De plus, le sélecteur des
variables Ct choisit la borne minimale du domaine
comme prochaine valeur.

4 Comparaison expérimentale des diffé-400

rents modèles

Dans cette section, nous comparons l’efficacité de
nos modèles par rapport aux approches de Ouali et al.
[18] et de Dao et. al [4].

Protocole expérimental. Toutes les expérimenta-405

tions ont été menées sur un Intel(R) Core(TM) i7-6700
avec 3.40GHz de CPU et 65GB de RAM. Nous avons
utilisé LCM [23] pour extraire les concepts formels, Ge-
code v4.3 pour les modèles PPC et Cplex v12.7 pour
le modèle PLNE. Dans chaque modèle, nous avons fixé410

kMax, le nombre de cluster maximal, à m−1, m étant
le nombre de transactions de l’instance. Chaque réso-
lution a été limitée à deux heures de temps CPU.

Description des instances. Nous avons considéré
quatre instances classiques en apprentissage automa-415

tique et utilisées dans [18] : zoo, vote, tic-tac-toe et

Table 3 – Description des jeux de données : chaque
ligne donne successivement le nom du jeu de données,
le nombre de transactions, le nombre d’items, la den-
sité, le nombre de concepts, et le temps (en secondes)
mis par LCM pour extraire les concepts.

Nom # T # I ρ(%) # F Temps

ERP 1 50 27 48 1 580 0,01
ERP 2 84 42 45 14 305 0,05
ERP 3 95 61 48 71 918 0,45
ERP 4 160 66 45 728 537 5,31

zoo 59 36 44 4 567 0,01
vote 341 48 34 227 031 0,54

tic-tac-toe 958 27 33 42 711 0,05
mushroom 8 124 119 19 221 524 3,85
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Table 4 – Comparaison des temps de résolution : chaque ligne donne successivement le nom de l’instance, et
les résultats pour les trois critères à maximiser (taille minimale, fréquence minimale, et somme des tailles). Pour
chaque critère, nous donnons les temps CPU (en secondes) des trois modèles PPC (FullCP, CB et TB) et du
modèle PLNE (LP). Pour les modèles CB, TB et LP, le temps CPU comprend le temps mis par LCM pour
extraire les concepts formels. Le symbole “-” indique que le temps dépasse la limite de 2h.

Instance (1) - Max. taille minimale (2) - Max. fréquence minimale (3) - Max. somme des tailles
FullCP CB TB LP FullCP CB TB LP FullCP CB TB LP

ERP 1 0,6 0,3 0,0 0,4 0,1 0,2 0,1 0,8 - - - 0,1
ERP 2 6,3 4,8 0,4 18,3 3,5 6,1 0,6 13,6 - - - 1,7
ERP 3 5,9 24,0 2,6 1 722,7 12,0 282,6 6,7 143,3 - - - 14,0
ERP 4 74,6 457,9 35,6 - 1 613,2 - 204,6 6833,7 - - - 183,2

zoo 1,7 0,8 0,1 2,0 0,4 0,4 0,1 1,5 - - - 0,3
vote 2885,6 1478,0 46,6 4312,8 - - 10,2 55,2 - - - 51,9
tic-tac-toe - - 240,4 254,5 1 115,1 5 982,0 10,1 718,6 - - - 32,0
mushroom - - - - - - 1 577,5 - - - - 1635,1

mushroom. Nous avons également considéré quatre
instances construites à partir de notre base de pa-
ramétrages. Cette base comporte 400 paramétrages,
chaque paramétrage correspondant à une installation420

de l’ERP Copilote chez un client différent. Chacun de
ces paramétrages spécifie les valeurs de près de 450
paramètres (chaque paramètre pouvant prendre un
nombre fini de valeurs différentes). Nous avons trans-
formé chaque couple paramètre/valeur en un item425

booléen et extrait quatre instances de tailles diffé-
rentes pour pouvoir évaluer plus finement le passage
à l’échelle des différentes approches considérées. La
table 3 présente les caractéristiques de chaque instance
ainsi que le temps d’extraction des concepts formels430

avec LCM. Nous pouvons remarquer que ce temps dé-
pend du nombre de concepts formels (la complexité de
LCM est linéaire par rapport à #F), et est relative-
ment court. Par exemple, les 728 537 concepts formels
de l’instance ERP 4 sont extraits en moins de six se-435

condes.

Modèles comparés. Nous avons comparé les deux
modèles décrits dans la partie 2.2, à savoir l’approche
de Ouali et al. [18] (appelée LP) et celle de Dao et al.
[4] (appelée FullCP), avec nos deux modèles introduits440

dans la partie 3 : le modèle basé sur les clusters (appelé
CB) et celui basé sur les transactions (appelé TB).

La table 4 compare les temps de résolution des dif-
férents modèles pour les trois critères d’optimisation
considérés. Pour les modèles CB, TB et LP, le temps445

CPU comprend le temps de pré-traitement (i.e., le
temps mis par LCM pour extraire les concepts for-
mels).

Temps de résolution pour les critères (1) et (2).
Quand le critère considéré est la maximisation du mi-450

nimum de la taille (1) ou de la fréquence (2), le modèle

TB domine tous les autres modèles sur l’ensemble des
instances. Il est souvent un ordre de grandeur plus ra-
pide que les autres modèles. Cependant, il ne trouve
pas la solution optimale dans le temps imparti pour455

l’instance mushroom pour le minimum de la taille (1).
Cela s’explique probablement par le nombre de tran-
sactions plus important (103) comparé aux autres ins-
tances (de 101 à 102).

La différence de performance du modèle TB avec le460

modèle CB est probablement due à l’efficacité de la
stratégie first fail qui permet de choisir la variable Ct
ayant le moins de concepts formels dans son domaine.
Dans les deux modèles, l’espace des concepts candi-
dats (i.e., les concepts dont l’extension n’a aucune465

transaction appartenant aux extensions des concepts
déjà sélectionnés) est réduit de la même manière par
la contrainte de partition. En revanche, le modèle TB
choisit en priorité les concepts contenus dans la tran-
saction ayant le moins de candidats (contrairement au470

modèle CB), et réduit ainsi efficacement l’espace de
recherche pour converger plus rapidement vers la so-
lution optimale. De plus, l’heuristique de CB sur le
nombre de clusters vides n’est pas toujours efficace,
comme par exemple pour tic-tac-toe avec le critère (2).475

Nous pouvons noter les bonnes performances de
FullCP sur les instances ERP : FullCP est capable de
résoudre toutes ces instances (pour les critères (1) et
(2)), et il est souvent plus rapide que CB et LP. En
revanche, il n’est capable de résoudre que la moitié des480

quatre instances académiques.

Enfin, le modèle LP est toujours moins efficace que
TB et ne parvient pas à résoudre deux instances pour
les critères (1) (ERP 4 et mushroom) et (2) (vote et
mushroom). Le plus grand nombre de concepts for-485

mels de ces instances (105 contre 104 et 103) explique
probablement ces performances.
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Table 5 – Temps CPU (en secondes) pour trouver la
solution optimale avec le modèle TB quand le critère
est la maximisation de la somme des tailles (3).

Instance Temps

ERP 1 0,1
ERP 2 1,1
ERP 3 9,4
ERP 4 815,8

zoo 0,3
vote 831,2
tic-tac-toe 930,4

Temps de résolution pour le critère (3). Quand le
critère considéré est la maximisation de la somme des
tailles, la seule approche capable de résoudre des ins-490

tances est LP. Les approches PPC ne résolvent aucune
instance en moins de deux heures, alors que certaines
instances (ERP 1 et zoo) sont résolues en moins d’une
seconde par la PLNE.

Cependant, nous avons constaté que le modèle TB495

trouve très rapidement la solution optimale. De fait,
pour les huit instances considérées, la première solu-
tion trouvée par TB est la solution optimale. Les temps
mis pour trouver cette solution sont donnés dans la
table 5. Ces temps sont inférieurs à 10 secondes pour500

ERP 1, ERP 2, ERP 3 et zoo, et ils sont inférieurs à
1000 secondes pour ERP 4, tic-tac-toe et vote. Ainsi,
TB trouve relativement rapidement la solution opti-
male mais n’est pas capable de prouver l’optimalité
dans la limite de deux heures. Cela provient probable-505

ment des heuristiques de choix considérées, qui per-
mettent de guider la recherche vers les bonnes solu-
tions mais ne sont pas efficaces pour prouver l’optima-
lité.

5 Comparaison de la qualité des solutions510

en fonction des critères

Dans cette section, nous comparons les clusterings
calculés en fonction des critères considérés dans la
fonction objectif.

Mesures de performance. Pour évaluer la qualité
des clusterings obtenus, nous avons utilisé deux me-
sures classiques de performance, i.e., la similarité
intra-cluster (ICS) et la dissimilarité inter-cluster
(ICD). La similarité entre deux transactions est dé-
finie par la fonction s : T × T → [0, 1] telle que s(t, t′)
correspond au ratio entre la taille de l’intersection des
items de t et t′ et la taille de leur union :

s(t, t′) =
#{i ∈ I : tRi ∧ t′Ri}
#{i ∈ I : tRi ∨ t′Ri}

ICS est la similarité moyenne des paires de transac-
tions appartenant à un même cluster :

ICS(C1, . . . , Ck) =
1

2

k∑

i=1

(
∑

t,t′∈Ci

(s(t, t′)))

Plus ICS est proche de 1, et plus les clusters sont homo-515

gènes (i.e., deux transactions à l’intérieur d’un même

cluster partagent une grande proportion d’items). Évi-
demment, cette mesure doit être mise en perspective
avec le nombre de transactions dans chaque cluster :
une partition où chaque cluster comporte une seule520

transaction a une valeur ICS égale à 1.
ICD est la dissimilarité moyenne des paires de tran-

saction appartenant à des clusters différents :

ICD(C1, . . . , Ck) =
∑

1≤i<j≤k
(

∑

t∈TCi
,t′∈TCj

(1− s(t, t′)))

Plus ICD est proche de 1, et plus les clusters sont bien
séparés (i.e., deux transactions appartenant à des clus-
ters différents partagent peu d’items). Là encore, cette
mesure doit être mise en perspective avec le nombre525

de clusters : une partition comportant un seul cluster
a une valeur ICD égale à 1.

La table 6 donne, pour chaque instance, le nombre
k de clusters ainsi que les valeurs ICS et ICD des clus-
terings optimaux selon chacun des trois critères consi-530

dérés.

Évaluation pour les critères liés à la taille. Considé-
rons tout d’abord les résultats obtenus lorsque le cri-
tère à optimiser est lié à la taille des clusters : (1) maxi-
miser la taille minimale ou (3) maximiser la somme535

des tailles. Dans ce cas, la fusion de deux clusters ne
peut que dégrader la qualité de la solution, et donc
les solutions optimales ont tendance à avoir un grand
nombre de clusters. En pratique, nous observons que
pour toutes les instances considérées, le nombre k de540

clusters dans la solution optimale pour les critères (1)
et (3) est égal à kMax = m − 1. Autrement dit, tous
les clusters ont une seule transaction sauf un qui en
a deux. Cela vient du fait que, pour toutes les ins-
tances, chaque transaction est un concept formel (au-545

trement dit, pour chaque transaction tj , il n’existe pas
de transaction tk telle que l’ensemble des items de tj
soit strictement inclus dans l’ensemble des items de tk,
et donc extent(intent({tj})) = {tj}). La conséquence
immédiate du fait que les solutions optimales pour les550

critères (1) et (3) ont m − 1 clusters est que ICS est
très proche de 1. Nous observons que pour toutes les
instances sauf deux (ERP 3 et zoo) les solutions cal-
culées avec les critères (1) et (3) ont des ICS et ICD
identiques. Pour ERP 3 et zoo, ICS et ICD sont très555

proches.
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Table 6 – Comparaison de la qualité des clusters : chaque ligne donne successivement le nom de l’instance, et
la valeur de k, ICS et ICD de la solution optimale pour chacun des trois critères considérés ((1) - maximiser la
taille minimale, (2) - maximiser la fréquence minimale, et (3) - maximiser la somme des tailles).

Instance (1) - taille min. (2) - fréq. min. (3) - somme tailles
k ICS ICD k ICS ICD k ICS ICD

ERP 1 49 0,9971 0,4956 2 0,5494 0,5409 49 0,9971 0,4956
ERP 2 83 0,9988 0,3769 2 0,6719 0,4220 83 0,9988 0,3769
ERP 3 94 0,9966 0,3429 2 0,7242 0,3876 94 0,9993 0,3311
ERP 4 159 0,9996 0,3424 2 0,7072 0,3945 159 0,9996 0,3424

zoo 58 0.9980 0.5724 2 0,4912 0,5937 58 0,9945 0,5709
tic tac toe 957 0,9996 0,7724 3 0,2919 0,8042 957 0,9996 0,7724
vote 340 0,9997 0,6720 3 0,4279 0,7277 340 0,9997 0,6720
mushroom - - - 2 0,3793 0,7671 - - -

Évaluation pour le critère lié à la fréquence. Consi-
dérons maintenant les résultats obtenus lorsque le cri-
tère à optimiser est (2) maximiser la fréquence mini-
male. Dans ce cas, l’éclatement d’un cluster en deux560

clusters ne peut que dégrader la qualité de la solution,
et donc les solutions optimales ont tendance à avoir un
petit nombre de clusters. En pratique, toutes les solu-
tions optimales ont 2 clusters, sauf tic-tac-toe et vote
qui ont 3 clusters. Dans ce cas, ICS est nettement in-565

férieure à 1 : en moyenne, les transactions d’un même
cluster partagent entre 29% (pour tic-tac-toe) et 72%
(pour ERP 3) d’items. En contrepartie, ICD est plus
importante que pour les critères (1) et (3) qui privi-
légient la taille : pour le critère (2), la dissimilarité570

moyenne de transactions de deux clusters différents
varie entre 39% (pour ERP 3 et ERP 4) et 80% (pour
tic-tac-toe), tandis que pour les critères (1) et (3), elle
varie entre 33% ou 34% (pour ERP 3 et ERP 4) et
77% (pour tic-tac-toe).575

6 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle approche de clus-
tering conceptuel basée sur la programmation par
contraintes où l’ensemble des concepts formels est ex-
trait dans une étape de pré-traitement. L’évaluation580

expérimentale montre que notre approche est plus effi-
cace en comparaison avec des travaux récents pour des
fonctions objectifs maximisant un minimum, obtenant
des clusterings de qualité similaire à ceux obtenus en
maximisant la somme des tailles des clusters.585

Dans cette première série d’expérimentations, nous
n’avons pas introduit de contraintes liées à notre appli-
cation. En particulier, le nombre k de clusters n’est pas
contraint et peut prendre n’importe quelle valeur com-
prise entre 2 et m−1. Les premiers résultats montrent590

que cela ne permet pas d’extraire des clusters à haute
valeur ajoutée pour les experts : pour les critères (1)

et (3) qui privilégient la taille des clusters, ils sont trop
nombreux et spécialisés, tandis que pour le critère (2)
qui privilégie la fréquence, ils sont trop peu nombreux595

et généraux.

Aussi prévoyons-nous dans la suite de nos travaux
de rechercher des clusterings plus pertinents en explo-
rant plusieurs pistes. Tout d’abord, nous proposons
d’utiliser notre procédure pour extraire les clusterings600

non dominés selon les critères (1) et (2) pour avoir un
panel plus diversifié de clusterings, notamment sur le
nombre k de clusters. L’utilisation de nouvelles me-
sures comme la diversité qui est utilisée dans [18] ou
l’écart entre la fréquence maximale et minimale sont à605

expérimenter également. Par ailleurs, nous proposons
d’appliquer itérativement notre procédure de cluste-
ring afin de calculer une hiérarchie de clusterings en
adoptant soit une démarche descendante (partitionner
progressivement les clusters en partant d’un unique610

cluster comportant toutes les transactions) ou ascen-
dante (fusionner progressivement les clusters en par-
tant d’une partition comportant un cluster par tran-
saction).
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[19] Ruggero G. Pensa, Céline Robardet, and Jean-
François Boulicaut. A Bi-clustering Framework
for Categorical Data, pages 643–650. Springer700

Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 2005.

[20] Mike Perkowitz and Oren Etzioni. Towards adap-
tive web sites : Conceptual framework and case
study. Artificial Intelligence, 118(1) :245 – 275,
2000.705

[21] Luc De Raedt, Tias Guns, and Siegfried Nijssen.
Constraint programming for itemset mining. In
Proceedings of the 14th ACM SIGKDD Interna-
tional Conference on Knowledge Discovery and
Data Mining, Las Vegas, Nevada, USA, August710

24-27, 2008, pages 204–212, 2008.

[22] Lionel Robert, Ashley R. Davis, and Alexander
McLeod. Erp configuration : Does situation awa-
reness impact team performance ? 2011 44th Ha-
waii International Conference on System Sciences715

(HICSS 2011), 00(undefined) :1–8, 2011.

[23] Takeaki Uno, Tatsuya Asai, Yuzo Uchida, and Hi-
roki Arimura. An Efficient Algorithm for Enume-
rating Closed Patterns in Transaction Databases,
pages 16–31. Springer Berlin Heidelberg, 2004.720

[24] Kiri Wagstaff, Claire Cardie, Seth Rogers, and
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1 LIRMM, CNRS, Université de Montpellier 2 LAAS-CNRS, Université de Toulouse
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Résumé

La notion de classement se manifeste dans de nom-
breux domaines : la recherche d’information, la planifica-
tion de tournois, la bibliométrie, ou encore l’analyse sta-
tistique. Nous proposons une contrainte pour modéliser
ce concept, ainsi que deux décompositions et des algo-
rithmes de filtrage efficaces. Les résultats expérimentaux
sur la minimisation de la corrélation entre classements
démontrent l’intérêt de l’approche choisie. Ce papier est
un résumé d’un article présenté à IJCAI-16 [1].

1 Introduction

Supposons que nous voulions déterminer le classe-
ment de joueurs de tennis sur un ensemble de tour-
nois. La méthode de Kemeny-Young est la seule mé-
thode à la fois neutre, cohérente et Condorcet. Elle cal-
cule le classement qui minimise la somme des distances
de Kendall tau, i.e., du nombre de divergences, pour
chaque paire de joueurs, avec le classement d’un tour-
noi. Déterminer ce classement est NP-complet pour 4
tournois, et le calculer par résolution d’un CSP néces-
site de représenter la notion de classement.

Un classement peut avoir des ex æquo, au contraire
d’une permutation. Par exemple, 12225 et 12345 sont
des classements mais seul le deuxième est une permu-
tation. Il existe une contrainte globale élégante et effi-
cace pour la notion de permutation, pour laquelle Ré-
gin a proposé un algorithme établissant la cohérence
d’arc en O(n2d2) [5]. Pourtant, aucun outil de réso-
lution ne propose d’algorithme pour la contrainte de
classement. Nous comblons ce manque dans ce papier.

2 La contrainte de classement

Définition 1 Une séquence R est un classement si et
seulement si R = (1), ou R = (x1, . . . , xm+1) avec

xm+1 = xm ou xm+1 = m + 1 et (x1, . . . , xm) est un
classement. La contrainte Classement(X1, . . . , Xn)
est satisfaite si et seulement si il existe une permuta-
tion π telle que (Xπ(1), . . . , Xπ(n)) est un classement.

Par exemple, Classement([4, 1, 2, 2]) est satisfaite,
mais Classement([3, 1, 4, 3]) ne l’est pas.

Il est possible d’exprimer cette contrainte à l’aide
de la contrainte Trié(X,Y) [3], qui impose que Y =
Y1, . . . , Yn soit une permutation croissante de la sé-
quence X = X1, . . . , Xn :

Trié(X,Y), Y1 = 1

Yi = Yi−1 ∨ Yi = i ∀i ∈ [2, n]

Un second modèle utilise la contrainte Cgc(X, V,Y)
[4], où Y = {Yv | v ∈ V }, qui impose à chaque valeur
v ∈ V un nombre d’occurrences dans X égal à Yv.

Cgc(X, {1, . . . , n},Y), Y1 = Z1

Zi = Zi−1 + Yi ∀i ∈ [2, n]

Zi ≥ i ∀i ∈ [1, n]

Yi = 0 ⇐⇒ Zi−1 ≥ i ∀i ∈ [2, n]

Établir la cohérence d’arc sur l’une ou l’autre de ces
décompositions n’est pas suffisant pour établir la cohé-
rence d’arc (de bornes) sur la contrainte Classement.

Arc cohérence. Le problème de l’existence d’un sup-
port peut être reformulé comme un problème de flot
maximum lexicographique [2] (e.g., avec des coûts ex-
ponentiels). Un flot dans ce réseau est une séquence R
qui respecte une condition proche de celle d’un classe-
ment : l’égalité xm+1 = m+ 1 dans la définition 1 est
remplacée par xm+1 ≥ m+1. Si le flot maximum n’est

89



pas un classement, il existe un indice i dans la séquence
tel que le préfixe de taille i − 1 (i.e., x1, . . . , xi−1, les
i− 1 plus petites valeurs) est un classement, et xi > i.
Or, la séquence R = x1, . . . , xn donnée par un flot
maximum est maximale dans l’ordre lexicographique.
Il s’en suit qu’il n’existe pas de classement préfixe dont
le maximum est supérieur ou égal à xi et de longueur
≤ i. Cette contrainte peut être rajoutée au réseau en
changeant la capacité d’un seul arc. Le nombre de ré-
visions, et donc d’itérations est borné par O(n2).

Cohérence de bornes. L’algorithme glouton suivant
calcule un support pour la cohérence de bornes en
temps O(n log n). Il maintient une partition des va-
riables entre assignées (A) et non-assignées (U) :

SupportCB : A chaque itération, si aucune variable
dans U ne contient la valeur |A| + 1, alors un échec
est renvoyé. Sinon, la variable Xi avec la plus petite
borne supérieure est choisie parmi celles-ci. Lors d’une
itération, les trois étapes suivantes ont lieu :

— Xi est affectée à |A|+1 et déplacée de U vers A.
— Pour un ensemble F initialement vide, et tant

qu’il existe des variables dans U dont la borne
supérieure est inférieure à |A| + |F | + 1 ces va-
riables sont déplacées de U vers F .

— Toutes les variables dans F prennent la valeur
|A| et sont déplacées de F vers A. Un échec est
renvoyé si ce n’est pas possible.

Théorème 1 L’algorithme SupportCB retourne un
support de bornes s’il en existe un, et renvoie un échec
sinon, en temps O(n log n).

Il existe trois raisons pour l’incohérence de bornes :

Définition 2 (Valeur saturée/échec) Une valeur
v est saturée s’il existe exactement v variables dont le
domaine a une intersection non nulle avec l’intervalle
[1, v]. De plus, si ce nombre est strictement inférieur
à v, alors v est une valeur échec.

S’il existe une valeur saturée v, alors le domaine de
toute variable contenant v peut être restreint à son in-
tersection avec [1, v]. S’il existe une valeur échec, alors
la contrainte est incohérente.

Définition 3 ((super-)intervalles de Hall) Soit
Vv(a, b) = {X | D(X) ⊆ [a, b]} et S(a, b) = |Vv(a, b)|.
[a, b] est un intervalle de Hall si S(a, b) = b − a + 1,
et un super-intervalle de Hall si S(a, b) > b− a+ 1.

S’il existe un super-intervalle de Hall [a, b], alors au-
cune variable hors de Vv(a, b) ne peut prendre de va-
leur dans l’intervalle [b+ 1, a+ S(a, b)− 1].

Enfin, une affectation peut être incohérente parce
qu’elle étendrait un ensemble de (super-)intervalles

jusqu’à vider le domaine d’une autre variable. Par
exemple, une variable Xj 6∈ Vv(a, b) participerait à
cet intervalle si une valeur dans [a, b] lui été affectée,
avec pour conséquence l’extension des valeurs inter-
dites [b + 1, a + S(a, b) − 1], jusqu’à possiblement re-
couvrir le domaine d’une variable Xj .

3 Résultats expérimentaux

Nous avons évalué les différents algorithmes et dé-
compositions sur le problème de la minimisation de la
corrélation entre deux classements. La figure 1 montre,
pour chaque taille de séquence dans [5, 20], le temps
CPU moyen et le ratio d’instances non résolues en
moins de 30 minutes (en pointillé) sur des domaines
générés de façon aléatoire et pour quatre méthodes :
les deux décompositions de la section 2 (Trié, Cgc) ;
un algorithme complet pour la cohérence de bornes
“force brute” (singleton) ; et un algorithme incomplet
basé sur les règles de filtrage de la section 2 (filtrage).

Figure 1 – Non-corrélation : Intervalles aléatoires

4 Conclusion

Nous avons proposé une contrainte globale de classe-
ment. Établir la cohérence d’arc pour cette contrainte
est polynomial, mais coûteux. Nous avons donc pro-
posé un algorithme pour la cohérence de bornes per-
mettant un gain en performance d’environ un ordre de
grandeur par rapport à une décomposition.
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Résumé

Des efforts considérables ont été consacrés à l’iden-
tification des propriétés traitables pour les problèmes de
satisfaction de contraintes (CSP) lors de ces deux der-
nières décennies. Récemment, certains travaux ont mon-
tré l’intérêt de ces propriétés traitables d’un point de vue
différent. Par exemple, il est connu que s’il n’existe au-
cun triangle cassé sur tous les couples de valeurs d’une
variable donnée dans une instance de CSP binaire arc-
cohérente, cette variable peut être éliminée tout en pré-
servant la satisfiabilité. Ensuite, il a été prouvé que,
même si cette règle ne peut être appliquée à cause de
la présence d’un triangle cassé, il se peut qu’il existe un
couple de valeurs sur lesquelles aucun triangle cassé ne
se produit. Si c’est le cas, on peut effectuer une opéra-
tion de réduction de domaine qui consiste à fusionner
ces valeurs tout en préservant la satisfiabilité.

Dans ce papier, nous montrons que la présence de
propriétés traitables dans des contraintes non-binaires
suffit pour qu’elles soient décomposables en un ensemble
de contraintes d’arité inférieure tout en préservant l’équi-
valence. Plus précisément, nous prouvons que la présence
de la propriété bijection ou l’absence des triangles cas-
sés duaux dans une contrainte non-binaire permet de la
décomposer tout en préservant l’équivalence.

Ceci est un résumé d’un article publié en langue an-
glaise à ICTAI’16 [6].

1 Introduction

Les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP,
pour Constraint Satisfaction Problems en anglais) se
situent au centre de nombreuses applications en in-
telligence artificielle. Formellement, une instance CSP
est un triplet I = (X,D,C), où X = {x1, . . . , xn}
est un ensemble de n variables, chaque variable xi
possède un ensemble fini de valeurs D(xi), appelé do-
maine. C est un ensemble fini de contraintes. Chaque
contrainte ci porte sur un ensemble de variables, noté
S(ci) = {xi1 , ..., xiai

} ⊆ X et appelé la portée de la
contrainte et autorise un ensemble de combinaisons de

valeurs, noté R(ci) ⊆ D(xi1)× ...×D(xiai
) et appelé

la relation de ci. | S(ci) | appelé arité de ci, corres-
pond au nombre de variables figurant dans la portée
de ci. Une instance CSP est dite binaire si l’arité de
chaque contrainte est égale à deux (dans ce cas, on
note par ci,j la contrainte avec S(ci,j) = {xi, xj}), si-
non elle est dite non-binaire (ou d’arité quelconque).
Une instance CSP est dite ternaire lorsque l’arité de
chaque contrainte est inférieure ou égale à trois. Étant
donnés une contrainte c`, un tuple t` ∈ R(c`) et xI un
sous-ensemble de variables dans S(c`), t`[xI ], c`[xI ],
S(c`)[xI ] et R(c`)[xI ] désignent respectivement la res-
triction de t`, c`, S(c`) et R(c`) aux variables de xI .

2 Décomposition basée sur la présence de
la propriété bijection

Une relation R(ci,j), associée à une contrainte bi-
naire ci,j , est une bijection [1] si chaque valeur dans
D(xi) est compatible avec une seule valeur dans D(xj)
(et inversement). Nous disons aussi que ci,j satisfait la
propriété bijection.

Le premier résultat montre que l’existence d’une
sous-contrainte binaire qui satisfait la propriété bijec-
tion dans une contrainte d’arité quelconque permet de
la décomposer en deux contraintes d’arité inférieure
tout en préservant l’équivalence.

Théorème 1 Étant donnée une contrainte d’arité
quelconque c`, s’il y a deux variables xi, xj ∈ S(c`)
telles que R(c`)[{xi, xj}] est une bijection, alors c`
peut être décomposée en deux contraintes ci,j et c′`
avec S(c′`) = S(c`) \ {xi} (ou ci,j et c′′` avec S(c′′` ) =
S(c`) \ {xj}) tout en préservant l’équivalence.

Exemple 1 Le tableau ci-dessous illustre le cas d’une
contrainte décomposable c` puisque R(c`)[{xi, xj}] est
une bijection. Le second montre les deux contraintes
obtenues après décomposition de la première.
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R(c`)
xi xj xm xk
a b c d
a′ b′ c′ d
a′′ b′′ c′′ d′

R(ci,j) R(c′`)
xi xj xi xm xk
a b a c d
a′ b′ a′ c′ d
a′′ b′′ a′′ c′′ d′

Nous généralisons la propriété bijection aux CSP
d’arité quelconque. Avant cela, nous devons préci-
ser qu’une première tentative a eu lieu dans [4] sans
qu’elle représente pour autant une généralisation de la
propriété. Mais elle peut être considérée comme une
simple extension.

Définition 1 (G-bijection) Étant donnée une
contrainte d’arité quelconque c`, la relation R(c`)
satisfait G-bijection (pour Generalalized bijection)
s’il existe deux sous-ensembles disjoints xI et xJ avec
S(c`) ⊇ xI ∪ xJ tels que ∀vI ∈ R(c`)[xI ], il existe un
unique vJ ∈ R(c`)[xJ ] tel que (vI , vJ) ∈ R(c`).

Il est claire que si |xI | = |xJ | = 1, alors G-bijection
correspond exactement à la propriété bijection définie
pour les contraintes binaires. Aussi, si S(c`) = xI ∪xJ ,
nous parlons d’une présence totale de G-bijection dans
la contrainte c`, autrement la présence est partielle.

Le théorème précédent peut évidemment être géné-
ralisé s’il existe deux sous-ensembles de variables xI et
xJ (avec xI ∪ xJ ⊆ S(c`)) qui satisfont la G-bijection

(présence partielle). Également, s’il s’agit d’une pré-
sence complète de G-bijection dans c` et si | xI | ou
| xJ | est égale à 1, alors c` est décomposable en un
arbre de contraintes binaires équivalentes. c` est dé-
composable en une châıne de contrainte binaire si pour
tout xI , xJ et xK tels que S(c`) = xI ∪ xJ ∪ xK ,
c`[xI ∪ xJ ] satisfait la G-bijection.

3 Décomposition basée sur l’absence des
triangles cassés duaux

DBTP (pour Dual Broken-Triangle Property)
[5] est la première extension de la propriété traitable,
BTP, aux CSP d’arité quelconque. En effet, il a été
démontré que l’absence des triangles cassés duaux
(DBT) sur la dernière contraint de chaque triplet de
contraintes d’une instance CSP d’arité quelconque mu-
nie d’un ordre ≺ sur les variables permet de déduire
qu’elle est traitable.

Dans ce papier, nous montrons que l’absence des
triangles cassés duaux dans le primal [2] prouve
que la contrainte est décomposable en une clique de
contraintes binaires équivalentes.

Notation 1 Étant donnée une contrainte c` d’arité
quelconque, nous notons par Inst(c`) = (X ′, D′, C ′)
une sous-instance de CSP binaire avec :
• X ′ = {xi ∈ S(c`)}
• D′ = {D(xi) | xi ∈ X ′}

• C ′ = {ci,j | xi, xj ∈ S(c`) et R(ci,j) =
R(c`)[{xi, xj}]}

Théorème 2 Considérant une contrainte c` d’arité
quelconque, si Inst(c`) ne contient aucun triangle
cassé dual, alors c` peut être remplacée par les
contraintes binaires de Inst(c`) tout en préservant
l’équivalence.

En pratique, nous n’avons pas à convertir c` en
Inst(c`) pour vérifier si un tuple t ∈ R(ci,j). Nous
pouvons utiliser directement c`[{xi, xj}].

4 Conclusion

Après l’utilisation des propriétés traitables dans la
réduction de la taille de l’espace de recherche par l’éli-
mination de variables et la fusion de valeurs, nous
avons montré dans ce travail comment ces propriétés
peuvent être utilisées pour décomposer les contraintes
d’arité quelconque en contraintes d’arité inférieure
tout en préservant l’équivalence. Nous avons aussi éta-
bli le lien entre ces règles de décomposition et GMvD
(General Multivalued Dependency) et GID (General
Interdependency) [3]. Il serait intéressant de vérifier si
les propriétés traitables peuvent être notamment uti-
lisées pour la compression des contraintes tables ou
pour définir des nouvelles contraintes globales.
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Résumé

Ce papier résume l’article [3] accepté à la confé-
rence “EvoStar2017”. Nous introduisons le SS-VRPTW-
CR, un nouveau problème de tournées de véhicules sta-
tique et stochastique (SS-VRP) en deux étapes (two-
stage). Lorsque les clients d’un VRPTW ne sont pré-
sents qu’avec une certaine probabilité, le moment auquel
cette information est révélée est généralement considéré
comme connu (par exemple, lorsque le véhicule quitte le
client précédent). Le SS-VRPTW-CR permet de modé-
liser l’incertitude au niveau de ce moment même, où la
présence (ou absence) du client est révélée.

1 Introduction

Nous introduisons un nouveau problème dans la
famille des VRP stochastiques : Static and Stochas-
tic VRPTW with both random Customers and Reveal
Times (SS-VRPTW-CR). En plus des fenêtres tempo-
relles (TW), ce problème stochastique a la particula-
rité de ne faire aucune hypothèse sur le moment au-
quel une requête potentielle apparâıt (si celle-ci appa-
râıt). Cette information, appelée customer reveal time
(R), ainsi que la présence de chaque client (C) est
considérée comme stochastique. Cela contraste avec les
études existantes traitant du SS-VRPTW, qui consi-
dèrent que l’information de présence (ou d’absence)
d’un client est révélée à un moment prédéfini, par
exemple lorsque le véhicule quitte le client précédent.

Dans une récente étude [1], les auteurs font remar-
quer qu’avec l’augmentation de l’utilisation de tech-
nologies de l’information et de la communication, la
demande d’un client (et par extension sa présence) est

∗Papier doctorant : Michael Saint-Guillain1,2 est auteur prin-
cipal.

Figure 1 – Une solution a priori au SS-VRPTW-CR.
Les points représentent les positions où les véhicules
peuvent attendre. Les croix représentent les positions
où les requêtes peuvent potentiellement apparâıtre.

à l’heure actuelle susceptible d’être révélée en temps
réel. Dans ce contexte, l’ordre chronologique dans le-
quel les informations sont révélées ne dépend plus de
la séquence de clients visités par les véhicules. En par-
ticulier, il est décrit comme paradoxal le fait que les
études existantes supposent que la présence des clients
soit révélée entièrement au début des opérations.

2 Données du problème et solutions

Une instance du SS-VRPTW se compose d’un ho-
rizon de temps H (discret), d’un dépôt, d’une flotte
de véhicules et de deux ensembles de positions : les
requêtes potentielles (C) et les points d’attentes (W ).

À chaque position dans C sont associées un ensemble
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de H requêtes potentielles, une pour chaque unité de
temps de l’horizon où une requête est susceptible d’ap-
parâıtre. On connâıt alors la probabilité d’apparition
de chaque requête potentielle, ainsi que les attributs de
la requête le cas échéant, tels que sa TW, sa demande,
son temps de service, etc.

Pour les requêtes ayant des TW, il est possible que
certaines requêtes ne puissent être satisfaites. L’objec-
tif est de calculer une solution a priori (avant le début
des opérations) qui soit adaptée en temps réel (au mo-
ment où les demandes sont révélées) de sorte que l’es-
pérance du nombre de requêtes rejetées soit minimale.
Une solution a priori décrit, pour chaque véhicule, une
séquence de positions où celui-ci doit attendre des re-
quêtes potentielles environnantes pendant un temps
donné. La procédure d’adaptation (recourse strategy)
utilisée en temps réel consiste à 1) accepter ou non
chaque requête qui vient d’être révélée, 2) servir les
requêtes déjà acceptées. Déterminer si le véhicule as-
socié à une requête peut la satisfaire est fait en temps
polynomial, en fixant un ordre sur les requêtes poten-
tielles associées à chaque position d’attente.

La Figure 1 montre un exemple de solution a priori.
Dans cet exemple, l’un des véhicules passe par la po-
sition a ∈ W qui devient alors, pendant 6 unités de
temps, le point à partir duquel les requêtes environ-
nantes pourront être satisfaites par le véhicule. Le vé-
hicule partira ensuite pour le point d’attente b ∈ W ,
etc. La solution a priori (ou first stage) sert donc de
patron à la construction de la solution finale (second
stage). Plus la solution a priori est adaptée à la distri-
bution de requêtes potentielles, plus la solution finale a
de chance d’être en mesure de servir un grand nombre
de requêtes parmi celles qui apparâıtront.

La Figure 2 montre ce à quoi peuvent ressembler les
routes des véhicules lorsque, basées sur l’exemple de
solution a priori de la Figure 1, certaines requêtes qui
apparaissent durant les opérations sont satisfaites.

3 Applications et contributions

Le SS-VRPTW-CR s’applique naturellement à tout
problème logistique où les clients, ou leurs requêtes,
apparaissent de façon dynamique au cours des opé-
rations ; à condition d’avoir accès à des données sta-
tistiques fiables et représentatives du comportement
de chaque client, le SS-VRPTW-CR fournit un moyen
d’appréhender le problème de façon anticipative, en
particulier sous de fortes contraintes temporelles.

Dans [3], l’exemple d’un service d’assistance médi-
cale à domicile (par exemple pour personnes âgées ou
handicapées) est décrit. Dans ce contexte, un abonné
au service demandant une assistance est garanti d’être
servi dans un délai très court. En pratique, une requête

Figure 2 – La solution a priori (en pointillés) est
adaptée afin de servir les requêtes qui apparaissent du-
rant les opérations. Les croix pleines représentent les
positions où une requête est déjà apparue, au moment
de la journée considéré ici.

impossible à satisfaire sera alors confiée à un service
externe, générant un coût important.

Ce VRP stochastique peut être vu comme la ver-
sion en deux étapes (two-stage) de la variante dyna-
mique, dite multi-étape (multistage) : le Dynamic and
Stochastic (DS-)VRPTW [2]. La contribution du SS-
VRPTW-CR au DS-VRPTW est de fournir une borne
supérieure à l’espérance du coût d’une solution sous
ré-optimisation parfaite.

En effet, nous montrons comment il est possible, en
définissant une stratégie dictant aux véhicules com-
ment réagir aux différent évènements aléatoires, de
calculer efficacement et de façon exacte l’espérance du
coût d’une solution, pourtant soumise à un nombre ex-
ponentiel de scénarios probables. Un algorithme heu-
ristique basé sur la recherche locale est proposé afin
de trouver des solutions de qualité en un temps rai-
sonnable, donnant un aperçu des résultats obtenus sur
des instances générées aléatoirement.
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Abstract. Static and stochastic vehicle routing problems (SS-VRP) aim at mod-
eling and solving real life problems by considering uncertainty on the data. In
particular, customer data may not be known with certainty. Before the beginning
of the day, probability distributions on customer data are used to compute a first-
stage solution that optimizes an expected cost. Customer data are revealed online,
while the solution is executed, and a recourse strategy is applied on the first-stage
solution to quickly adapt it. Existing SS-VRP variants usually make a strong as-
sumption on the time at which a stochastic customer reveals its data (e.g., when
a vehicle arrives at the corresponding location). We introduce a new SS-VRP
where customer reveal times are stochastic. We define first-stage solutions and
a recourse strategy for this new problem. A key point is to introduce waiting
locations that are used in the first stage-solution to wait for the realization of cus-
tomer stochastic data. We show how to compute the expected cost of a first-stage
solution in pseudo polynomial time, in the particular case where the vehicles are
not constrained by a maximal capacity. We also introduce a local search-based
approach for optimizing the first-stage solution, and introduce a scale parameter
to tune the precision and cost of the expected cost computation. Experimental
results on small to large instances demonstrate its efficiency and flexibility.

1 Introduction

The Vehicle Routing Problem (VRP) aims at modeling and solving a real life common
operational problem, in which a set of customers must be visited using a fleet of ve-
hicles. Each customer comes with a certain demand. In the VRP with Time Windows
(VRPTW), each customer must be visited within a given time window. A feasible solu-
tion of the VRPTW is a set of vehicle routes, such that every customer is visited exactly
once during its time window and that sum of the demands along each route does not
exceed the corresponding vehicle’s capacity. The objective is then to find an optimal
feasible solution, where optimality is usually defined in terms of travel distances.

The classical deterministic VRP(TW) assumes that customer data are known with
certainty before the computation of the solution. Contrary to standard academic for-
mulations, real world applications usually have missing part of the problem data when
computing a solution. For instance, only a subset of the customer demands may be
known before online execution. Missing demands hence arrive in a dynamic fashion,
while vehicles are on their route. In such a context, a solution should contain operational
decisions that deal with current known demands, but should also anticipate potential un-
known demands. Albeit uncertainty may be considered for various attributes of the VRP
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(e.g., travel times), we focus on situations where the customer data are unknown a pri-
ori, and we assume that we have some probabilistic knowledge on missing data (e.g.,
probability distributions computed from historical data). This probabilistic knowledge
is used to compute a first-stage solution which is adapted online when random vari-
ables are realized. Two different kinds of adaptations may be considered: Dynamic and
Stochastic VRPTW (DS-VRPTW) and Static and Stochastic VRPTW (SS-VRPTW).

In the DS-VRPTW, the solution is re-optimized at each time-step, and this re-
optimization involves solving an NP-hard problem so that it is usually approximated
with meta-heuristics as proposed, for example, in [1,2,3]. Note that the DS-VRPTW
assumes a probabilistic knowledge on the potential requests. In contrary, in [4] for in-
stance no prior knowledge is provided on the potential requests, which are then assumed
to be uniformly distributed in the Euclidean plan.

In the SS-VRP(TW), no expensive reoptimization is allowed during online execu-
tion. When unknown information is revealed, the first stage solution is adapted online
by applying a predefined recourse strategy whose time complexity is polynomial. In
this case, the goal is to find a first stage solution that minimizes its total cost plus the
expected extra cost caused by the recourse strategy. For example, in [5], the first stage
solution is a set of vehicle tours which is computed offline with respect to probability
distributions of customer demands. Real customer demands are revealed online, and
two different recourse strategies are proposed: in the first one, each demand is assumed
to be known when the vehicle arrives at the customer place, and if it is larger than or
equal to the remaining capacity of the vehicle, then the first stage solution is adapted
by adding a round trip to the depot to unload the vehicle; in the second recourse strat-
egy, each demand is assumed to be known when leaving the previous customer and the
recourse strategy is refined so that customers with null demands are skipped.

In this paper, we focus on the SS-VRPTW, and introduce a new variant where no
strong assumption is made on the moment at which customer requests are revealed dur-
ing the operations (contrary to most existing work that assume that customer requests
are known either when arriving at the customer place, or when leaving the previous cus-
tomer). In this new variant, called the SS-VRPTW with random Customers and Reveal
time (SS-VRPTW-CR), the reveal times of customer requests are random variables. To
handle uncertainty on reveal times, we introduce waiting locations when computing
first-stage solutions: the routes computed offline visit waiting locations and a waiting
time is associated with each waiting location. When a customer request is revealed, it
is either accepted (if it is possible to serve it) or rejected. The recourse strategy then
adapts routes so that all accepted requests are guaranteed to eventually be served. The
goal is to compute the first-stage solution that minimizes the expected number of re-
jected requests.

Our motivating application is an on-demand health care service for elderly or dis-
abled people. Health care services are provided directly at home by mobile medical
units. Every person who’s registered to the service can request a health care support
at any moment of the day with the guarantee to be satisfied within a given time win-
dow. From historical data, we know, for each customer region and each time unit, the
probability that a request appears. Given this stochastic knowledge, we compute a first-
stage solution. When a request appears (online), the recourse strategy is used to decide
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whether the request is accepted or rejected and to adapt medical unit routes. When a re-
quest is rejected, the system must rely on an external service provider in order to satisfy
it. Therefore, the goal is to minimize the expected number of rejected requests.

Organization. In section 2, we review the existing studies on VRPs that imply
stochastic customers. Section 3 formally defines the general SS-VRPTW-CR. Section 4
describes a recourse strategy for this problem. Section 5 shows how the expected num-
ber of rejected requests can be efficiently computed from a first stage solution and for
a specific recourse strategy. Section 6 describes a local search-based approach for ap-
proximating an optimal first stage solution. Experimental results are analysed in section
7. Further research directions are finally discussed in section 8.

2 Related work

The most studied cases in SS-VRPs are stochastic customers (presence of customers
are random variables), stochastic demands (quantities required by customers are ran-
dom variables), and stochastic times (travel and/or service times are random variables).
Since the SS-VRPTW-CR belongs to the first case, we focus this review on customers
uncertainty.

The Traveling Salesman Problem (TSP) is a special case of the VRP with only one
uncapacitated vehicle. [6] introduced the TSP with stochastic Customers (SS-TSP-C),
and provided mathematical formulations and a number of properties and bounds. In
particular, he showed that an optimal solution for the deterministic problem can be ar-
bitrarily bad in case of uncertainty. [7] developed the first exact solution method for
the SS-TSP-C, using the integer L-shaped method [8] to solve instances up to 50 cus-
tomers. Heuristics for the SS-TSP-C have then been proposed (e.g. [9,10,11]) as well
as meta-heuristics such as simulated annealing [12] or ant colony optimization [13].

The first SS-VRP with stochastic Customers (SS-VRP-C) has been studied by [9]
as a generalization of the SS-TSP-C. [14] compared different heuristics. [5] considered
a VRP with stochastic Customers and Demands (SS-VRP-CD). A customer demand is
assumed to be revealed either when the vehicle leaves the previous customer or when it
arrives at the customer’s own location. Two different recourse strategies are proposed.
For both strategies, closed-form mathematical expressions are provided to compute the
expected total distance, provided a first stage solution. [15] and [16] developed the
first exact algorithm for solving the SS-VRP-CD for instances up to 70 customers, by
means of an integer L-shaped method. [17] later proposed a tabu search to efficiently
approximate the solution. Experimentations are reported on instances with up to 46
customers.[18] later developed an adaptive memory programming metaheuristic for the
SS-VRP-C and assess it on benchmarks with up to 483 customers and 38 vehicles.

Particularly close to the SS-VRPTW-CR is the SS-TSP-C with Deadlines [19]. Un-
like the SS-VRPTW-CR, the set of customers is revealed at the beginning of the opera-
tions. A recent literature review on SS-TSP-C may be found in [20].

[21] considered a variant of the SS-VRPTW-C, the Courier Delivery Problem with
Uncertainty. Unlike the SS-VRPTW-CR, authors assume that customer presences are
not revealed at some random moment during the operations, but all at once at the be-
ginning of the day (that is, after computing the first stage solution).
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3 Description of the SS-VRPTW-CR

Input data. We consider a complete directed graph G = (V,A) and a discrete time
horizon H = [1, h], where interval [a, b] denotes the set of all integer values i such that
a ≤ i ≤ b. To every arc (i, j) ∈ A is associated a travel time (or distance) di,j ∈ N.
The set of vertices V = {0} ∪W ∪ C is composed of a depot 0, a set of m waiting
locations W = [1,m] and a set of n customer regions C = [m + 1,m + n]. We note
W0 =W ∪{0} and C0 = C ∪{0}. The fleet is composed of K uncapacitated vehicles.

We consider the setR = C×H of potential customer requests such that an element
(c, Γ ) ∈ R represents a potential request revealed at time Γ ∈ H for customer region
c. To each potential request r = (c, Γ ) ∈ R is associated a deterministic demand
qr ∈ [1, Q], a deterministic service duration sr ∈ H and deterministic time window
[er, lr] with Γ ≤ er ≤ lr ≤ h. We note pr the probability that r appears on vertex
c at time Γ , and assume independence between request probabilities. Although our
formalism imposes Γ ≥ 1 for all potential requests, in practice a request may be known
with certainty that is, with probability 1.

To simplify notations, a request r = (c, Γ ) can be written in place of its own region
c. For instance, the distance dv,c can also be intuitively written dv,r. Furthermore, we
use Γr to denote the reveal time of a request r ∈ R and cr for its customer region.

First stage solution. The first-stage solution is computed offline, before the beginning
of the time horizon. It consists in a set of K vehicle routes visiting a subset of the m
waiting vertices, together with time variables denoted τ indicating how long a vehicle
should wait on each vertex. More specifically, we denote (x, τ) a first stage solution to
the SS-VRPTW-CR, where:

� x = {x1, ..., xK} defines a set of K sequences of waiting vertices of W , such that
each sequence xk starts and ends with 0 and each vertex of W occurs at most once
in x. We note W x ⊆W the set of waiting vertices visited in x.

� τ :W x → H associates a waiting time τw ≥ 1 to every waiting vertex w ∈W x;
� Each sequence 〈0, w1, ..., wm′ , 0〉 in x is such that the vehicle is back to the depot

before the end of the day.

In other words, x defines a Tour Orienteering Problem (TOP, see [22]) to which each
visited location is assigned a waiting time by τ . Given a first stage solution (x, τ),
we define on(w) = [on(w), on(w)] for each vertex w ∈ W x such that on(w) (resp.
on(w)) is the arrival (resp. departure) time on w. In a sequence 〈0, w1, ..., wm′ , 0〉 in x,
we then have on(wi) = on(wi−1)+dwi−1,wi and on(wi) = on(wi)+τwi for i ≥ 1 and
assume both on(0) = 1 and on(0) = on(wm′) + dwm′ ,0 ≤ h. Figure 1 (left) illustrates
an example of first stage solution on a basic SS-VRPTW-CR instance.

Recourse strategy and second stage solution. A recourse strategy R states how a
second stage solution is gradually constructed as requests are dynamically revealed. In
this paragraph, we define the properties of a recourse strategy. An example of recourse
strategy is given in Section 4.

Let ξ ⊆ R be the set of requests that reveal to appear by the end of the horizon H .
The set ξ is also called a scenario. We note ξt ⊆ ξ the set of requests appearing at time
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t ∈ H , i.e., ξt = {r ∈ ξ : Γr = t}. We note ξ1..t = ξ1 ∪ ... ∪ ξt the set of requests
appeared up to time t.

A second stage solution is incrementally constructed at each time unit by following
the skeleton provided by the first stage solution (x, τ). At a given time t of the horizon,
we note (xt, At) the current state of the second stage solution:

� xt defines a set of vertex sequences describing the route operations performed up to
time t. Unlike x, we define xt on a graph that also includes the customer regions.
Operations described in xt must satisfy the time window and vehicle capacity con-
straints imposed by the VRPTW.

� At ⊆ ξ1..t is the set of accepted requests up to time t. Requests of ξ1..t that do not
belong to At are said to be rejected.

We distinguish between requests that are accepted and those that are both accepted and
satisfied. Up to a time t, an accepted request is said to be satisfied if it is visited in
xt by a vehicle. Accepted requests that are no yet satisfied must be guaranteed to be
eventually satisfied according to their time window.

Figure 1(right) illustrates an example of second stage solution being partially con-
structed at some moment of the time horizon.

Fig. 1. On the left: first stage solution with K = 3 vehicles. The depot, waiting vertices and
customer regions are represented by a square, circles and crosses respectively. Arrows represent
vehicle routes and integers indicate waiting times at waiting locations. Values preceded by ‘d’
indicate travel times. Waiting vertices h, i and m are not part of the first stage solution. Here
on(D) = 1, on(a) = 3, on(a) = 9, on(b) = 12, on(b) = 16, etc.
On the right: partial second stage solution (plain arrows). Filled crosses are accepted requests.
Some accepted requests, such as r1, have been satisfied (or the vehicle is currently traveling
towards the location, e.g., r2), while some others are not yet satisfied (e.g., r3).

Before starting the operations (time 0), x0 is a set of K sequences that only contain
vertex 0, and A0 = ∅. At each time unit t ∈ H , given a first stage solution (x, τ), a pre-
vious state (xt−1, At−1) of the second stage solution and a set ξt of requests appearing
at time t, the new state (xt, At) is obtained by applying a specific recourse strategyR:

(xt, At) = R
(
(x, τ), (xt−1, At−1), ξt

)
. (1)

A necessary property of a recourse strategy is to avoid reoptimization. We consider that
R avoids reoptimization if the computation of (xt, At) is achieved in polynomial time.
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We note cost(R, x, τ, ξ) = |ξ \ Ah| the final cost of a second stage solution with
respect to a scenario ξ, given a first stage solution (x, τ) and under a recourse strategy
R. This cost is the number of requests that are rejected at the end h of the time horizon.

Optimal first stage solution. An optimal first stage solution (x, τ) to the SS-VRPTW-
CR minimizes the expected cost of the second stage solution under a given strategy R,
satisfying statements (2)-(3):

(SS-VRPTW-CR) Minimize
x,τ

QR(x, τ) (2)

s.t. (x, τ) is a first stage solution. (3)

The objective functionQR(x, τ), which is nonlinear in general, determines the expected
number of rejected requests, i.e. requests that fail to be visited under recourse strategy
R and first stage solution (x, τ):

QR(x, τ) =
∑

ξ⊆R
Pr(ξ) cost(R, x, τ, ξ) (4)

where Pr(ξ) defines the probability of scenario ξ. Since we assume independence be-
tween requests, we have Pr(ξ) =

∏
r∈ξ pr ·

∏
r∈R\ξ(1− pr).

4 Description of a recourse strategy

In order to avoid reoptimization, the setR of potential requests is ordered. Furthermore,
given a first stage solution (x, τ) that visits the set W x of waiting locations, each po-
tential request r = (c, Γ ) ∈ R is assigned to exactly one waiting vertex (and hence, a
vehicle) in W x.

Informally, the recourse strategy accepts a new request if it is possible for the vehicle
associated to its corresponding waiting vertex location to adapt its first stage tour to visit
the customer. The vehicle will then travel from the waiting location to the customer and
return to the waiting location. Time window constraints should be respected, and the
already accepted requests should not be perturbed. In the recourse strategy we propose
here, we assume the vehicles not to be constrained by a maximal capacity.

Request ordering. Before computing first-stage solutions, we order R by increasing
reveal time Γr first, end of time window lr second and request number r to break ties.
Let <R denote this total strict order on R. Whereas the remaining of the paper is based
on the assumption of total order on Γr, the ordering criteria may be modified without
loss of generality (e.g., replacing lr by er), as long as the total order remains strict and
primarily based on Γr, i.e. ∀r1, r2 ∈ R,Γr1 < Γr2 ⇒ r1 <R r2.

Request assignment according to a first stage solution. Given a first-stage solution
(x, τ), we assign each request ofR to a waiting vertex visited in (x, τ). This assignment
is computed for each first stage solution (x, τ) before the application of the recourse
strategy. As an optimally fair distribution of the potential requests might be excessively
expensive to compute, we propose the following heuristic.
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Let tmin
r,w = max{on(w), Γr, er − dw,r} be the minimum time for leaving waiting

location w to satisfy request r. Indeed, a vehicle cannot handle r before (1) the vehicle
is on w, (2) r is revealed, and (3) the beginning er of the time window minus the time
dw,r needed to go from w to r.

Let tmax
r,w = min{lr − dw,r, on(w)− dw,r − sr − dr,w} be the latest time at which

a vehicle can handle r (which also involves a service time sr) from waiting location w
and still leave it in time t ≤ on(w).

Given a first stage solution (x, τ), we assign each request r ∈ R either to a waiting
vertex of W x or to ⊥ (to denote that r is not assigned). We note w(r) this assignment
which is computed as follows:

� Let W x
r = {w ∈W x : tmin

r,w ≤ tmax
r,w} be the set of feasible waiting locations for r

� If W x
r = ∅ then set w(r) to ⊥ (r is always rejected)

� Else set w(r) to the feasible vertex of W x
r that has the least number of requests

already assigned to it (break further ties w.r.t. vertex number)

Once finished, the request assignment ends up with a partition {π⊥, π1, ..., πK} of R,
where πk is the set of requests assigned to the waiting vertices visited by vehicle k and
π⊥ is the set of unassigned requests (such that w(r) = ⊥). We note πwk ⊆ πk the set
of requests assigned to w ∈ W x in route k. We note fst(πwk ) the first request of πwk
according to order <R, and for each request r ∈ πwk such that r 6= fst(πwk ) we note
prv(r) the request of πwk that immediately precedes r according to order <R.

Using the recourse strategy to adapt a first stage solution at a current time t. At
each time step t, the recourse strategy is applied to compute the second stage solution
(xt, At), given the first stage solution (x, τ), the second stage solution (xt−1, At−1) at
the end of time t− 1, and the incoming requests ξt.

At is the set of accepted requests. It is initialized with At−1. Then, each incoming
request of ξt is considered (taken by increasing order of<R) and either accepted (added
to At) or rejected (not added to At) by applying the following decision rule:

� Let k be the vehicle associated with r (i.e., r ∈ πk)
� Let y : R → H be the function returning the time at which k finishes to satisfy

all accepted requests that precede r (according to <R) and reaches waiting vertex
w(r). Namely, y(r) is the time at which k is available for r and is defined by:
? If r = fst(πwk ), then y(r) = on(w)
? else if prv(r) /∈ At then y(r) = y(prv(r))
? else y(r) = max(y(prv(r)) + dw,prv(r), eprv(r)) + sprv(r) + dprv(r),w
If y(r) allows k to reach r during its time window and to arrive in time to its next
waiting location (i.e., y(r) ≤ tmax

r,w(r)) then r is accepted and added to At; otherwise
it is rejected.

Once At has been computed, vehicle operations for time unit t must be decided. Ve-
hicles operate independently of each other. If vehicle k is traveling between a waiting
location and a customer region, or if it is serving a request, then its operation remains
unchanged; Otherwise, let w be the current waiting location (or the depot) of vehicle k:

� If t = on(w), the operation for k is "travel from w to the next waiting vertex (or the
depot), as defined in the first stage solution"
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� Otherwise, let P = {r ∈ πwk |cr /∈ xt ∧ (r ∈ At ∨ t < Γr)} be the set of requests of
πwk that are not yet satisfied and that are either accepted or with unknown revelation
? If P = ∅, then the operation for k is "travel back to the depot"
? Otherwise, let rnext be the smallest element of P according to <R
→ If t < tmin

rnext,w, then the operation for k is "wait until t+ 1"
→ Otherwise, the operation is "travel to rnext, serve it and come back to w"

Figure 2 shows an example of second stage solution at a current time t = 17, from an
operational point of view.

Fig. 2. Example of second stage solution at time t = 17, under strategy R1. A filled cross
represents a request that appeared, an empty one a request that is either still unknown (e.g., r8)
or revealed as being absent (that is didn’t appear, e.g., r5). Here πk = 〈ra, r1, . . . , r9〉 is the
sequence of requests assigned to the vehicle, according to (x, τ). We assume qr = sr = 0,∀r ∈
R. sat(r) represents, for a request r, the time at which r gets satisfied.

5 Expected cost of second stage solutions

Provided a recourse strategy R and a first stage solution (x, τ) to the SS-VRPTW-CR,
a naive approach for computing QR(x, τ) would be to literally follow equation (4),
therefore using the strategy described byR in order to confront (x, τ) to each and every
possible scenario ξ ⊆ R. Because there is an exponential number of scenarios with
respect to |R|, this naive approach is not affordable in practice. In this section, we show
how the expected number of rejected requests QR(x, τ) under the recourse strategy
described in Section 4 may be computed in O(nh2) using closed form expressions, in
the special case where vehicles are of infinite capacity.

We assume that the potential request probabilities are independent from each other
such that, for any couple of requests r, r′ ∈ R, the probability pr∩r′ that both requests
appear is given by pr∩r′ = pr · pr′ .

Expected cost. QR(x, τ) is equal to the expected number of rejected requests, which
in turn is equal to the expected number of requests that reveal to appear minus the
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expected number of accepted requests. The expected number of revealed requests is
given by the sum of all request probabilities, whereas the expected number of accepted
requests is equal to the sum, for every request r, of the probability that it belongs toAh:

QR(x, τ) =
∑

r∈R
pr −

∑

r∈R
Pr{r ∈ Ah} =

∑

r∈R

(
pr − Pr{r ∈ Ah}

)
(5)

where the right-hand side of the equation comes from the independence hypothesis.

If we consider a request r ∈ πk, the probability Pr{r ∈ Ah} only depends on the
time at which vehicle k is available for r, which itself depends on previous operations.
Recall the y : R → H function described in section 4: y(r) is that time. Whereas
y(r) is deterministic for a specific scenario, it is not anymore in the context of the
computation of Pr{r ∈ Ah} and we are thus interested in its probability distribution.
More specifically, we compute the probability that, at a time t ∈ H , a request r already
appeared and the vehicle leaves w(r) to satisfy it. Let’s call this probability g1(r, t):

g1(r, t) ≡ Pr{request r appeared at time t′ ≤ t and departureTime(r) = t}
where departureTime(r) is the time at which the vehicle leaves vertex w(r) in order
to serve r, if r has been accepted. According to the recourse strategy, for a specific
scenario we see that departureTime(r) = max(y(r), tmin

r,w(r)).

The probability Pr{r ∈ Ah} that a request r gets satisfied is the probability that
both r appears and that departureTime(r) ≤ tmax

r,w , that is:

Pr{r ∈ Ah} =
tmax
r,w∑

t=1

g1(r, t) =

tmax
r,w∑

t=tmin
r,w

g1(r, t). (6)

The calculus of g1(r, t) is less obvious. Since departureTime(r) depends on previ-
ous operations on the same waiting locationw = w(r), we calculate g1(r, t) recursively
starting from the first request r1 = fst(πwk ) assigned to the waiting location, up to the
current request r. The second stage solution strictly respects the first stage schedule
when visiting the waiting vertices, that is, these are guaranteed to be visited according
to their arrival (on) and departure (on) times. The base case is then:

g1(r1, t) =

{
pr1 , if t = max(on(w), tmin

r1,w)

0 otherwise.
(7)

Indeed, if r1 appeared then the vehicle leaves w at time tmin
r1,w, unless it has not yet

reached w at that time. The general case of a request r >R r1, r ∈ πwk , depends on
the time at which the vehicle gets rid of the preceding request prv(r). Let f(r, t) be
the probability that, at time t, the vehicle either reaches back w after having served
r, or discard r because it is not satisfiable or because it has revealed not to appear. It
represents the time at which the vehicle becomes available for the next request after
r in πwk , if any (computation of f is detailed below). We define g1(r, t) based on f -
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probabilities of the previous request prv(r):

g1(r, t) =





pr · f(prv(r), t) if t > tmin
r,w

pr ·
∑tmin

r,w

t′=on(w) f(prv(r), t
′) if t = tmin

r,w

0 otherwise.

(8)

Indeed, if t > tmin
r,w the vehicle leaves w to serve r as soon as it gets rid of the previous

one prv(r). In such case, g1(r, t) is the probability that both r has already appeared and
the vehicle is available for it at time t, that is, finished with request prv(r) at time t. At
any time below tmin

r,w, the probability that the vehicle leaves w must obviously be zero,
since tmin

r,w is the minimum time for serving r from location w = w(r). At time t = tmin
r,w,

we must consider the possibility that the vehicle was waiting for being able to serve r,
but from an earlier time t′ < tmin

r . The overall probability that the vehicle leaves w for
request r at time t = tmin

r,w is then pr times all the f -probabilities that the vehicle was
actually available from a time on(w) ≤ t′ ≤ tmin

r,w.
The f -probabilities of a request r depend on what exactly happened to r. Namely,

from a time t there are two cases: either r consumed operational time, or it didn’t at all:

f(r, t) = g1(r, t− Sr) · δw(r, t− Sr) + g1(r, t) ·
(
1− δw(r, t)

)
+ g2(r, t). (9)

where Sr = dw,r+sr+dr,w and the function δw(r, t) returns 1 iff request r is satisfiable
from time t and vertex w, i.e., δw(r, t) = 1 if t ≤ tmax

r,w , and δw(r, t) = 0 otherwise.
The first term in the summation of the right hand side of equation (9) gives the prob-

ability that request r actually appeared and got satisfied. In such a case, departureTime(r)
must be the current time t, minus delay Sr needed for serving r.

The second and third terms of equation (9) add the probability that the vehicle was
available time t, but that request r did not consume any operational time. There are only
two possible reasons for that: either r actually appeared but was not satisfiable (second
term), or r did not appear at all (third term), where g2(r, t) is the probability that r did
not appear and is discarded at time t, and is computed as follows. For the base case of
first potential request r1 = fst(πwk ), we have:

g2(r1, t) =

{
1− pr1 if t = max(on(w), Γr1)

0 otherwise
(10)

The general case for r ≥ r1, r ∈ πwk , is quite similar to the one of function g1. We just
consider the probability 1− pr that r doesn’t reveal and replace tmin

r,w by Γr:

g2(r, t) =





(1− pr) · f(prv(r), t) if t > max(on(w), Γr)

(1− pr) ·
∑max(on(w),Γr)
t′=on(w) f(prv(r), t′) if t = max(on(w), Γr)

0 otherwise.
(11)

A note on implementation. Since we are interested in computing Pr{r ∈ Ah} for each
request r separately, by following the definition of g1, we only require the f -probability
associated to prv(r) to be already computed. This suggests a dynamic programming
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Algorithm 1: Local search to compute a first stage solution of SS-VRPTW-CR
1 Let (x, τ) be an initial feasible first stage solution.
2 Initialize the neighborhood operator op to 1
3 while some stopping criterion is not met do
4 Select a solution (x′, τ ′) at random in Nop(x, τ)
5 if some acceptance criterion is met on (x′, τ ′) then set (x, τ) to (x′, τ ′) and op to 1 ;
6 else change the neighborhood operator op to op% nop + 1 ;

7 return the best first stage solution computed during the search

approach. Computing all the f -probabilities can then be incrementally achieved while
filling up a 2-dimensional matrix containing all the f -probabilities.

Computational complexity. Complexity of computing the expected cost is equivalent
to the one of filling up a |πwk | × h matrix for each visited waiting location w ∈ W x, in
order to store all the f(r, t) probabilities. By processing incrementally on each waiting
location separately, each matrix cell can be computed in constant time using equation
(9). In particular, once the probabilities in cells (prv(r), 1 · · · t) are known, the cell
(r, t) such that r 6= fst(πwk ) can be computed inO(1) according to equations (8) - (11).
Given n customer regions and a time horizon of length h, we have at most |R| = nh ≥∑
w∈Wx |πwk | potential requests. It then requires at most O(|R|h) = O(nh2) constant

time operations to compute QR(x, τ).

6 Local Search for the SS-VRPTW-CR

Algorithm 1 describes a Simulated Annealing [23] local search approach for approxi-
mating the optimal first stage solution (x, τ), minimizing QR(x, τ). The computation
of QR(x, τ) is performed according to equations of section 5 and is considered from
now as a black box. Starting from an initial feasible first stage solution (x, τ), Algo-
rithm 1 iteratively modifies it by using a set of nop = 9 neighborhood operators. At
each iteration, it randomly chooses a solution (x′, τ ′) in the current neighborhood (line
4), and either accepts it and resets the neighborhood operator op to the first one (line 5),
or rejects it and changes the neighborhood operator op to the next one (line 6). At the
end, the algorithm simply returns the best solution (x∗, τ∗) encountered so far.

Initial solution and stopping criterion. The initial first stage solution is constructed
by randomly adding each waiting vertex in a route k ∈ [1,K]. All waiting vertices are
thus initially part of the solution. The stopping criterion depends on the computational
time dedicated to the algorithm.

Neighborhood operators. We consider 4 wellknown operators for the VRP: relo-
cate, swap, inverted 2-opt, and cross-exchange (see [24,25] for detailed description).
In addition, 5 new operators are dedicated to waiting vertices: 2 for either inserting or
removing fromW x a waiting vertex w picked at random, 2 for increasing or decreasing
the waiting time τw at random vertex w ∈ W x, and 1 that transfers a random amount
of waiting time units from one waiting vertex to another.
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Acceptance criterion. We use a Simulated Annealing acceptance criterion. Improving
solutions are always accepted, while degrading solutions are accepted with a probability
that depends on the degradation and on a temperature parameter, i.e., the probability of

accepting (x′, τ ′) is e−
1−QR(x,τ)/QR(x′,τ′)

T . The temperature T is updated by a cooling
factor 0 < α < 1 at each iteration of Algorithm 1: T ← α · T . During the search
process, T gradually evolves from an initial temperature Tinit to nearly zero. A restart
strategy is implemented by resetting the temperature to T ← Tinit each time T decreases
below a fixed limit Tmin.

7 Experimentations

Test instances. We have randomly generated instances for the SS-VRPTW-CR. Each
test instance is drawn in a square of [100, 100] distance units, and is characterized by:

� The number |C| ∈ {30, 50, 80} of customer regions, randomly distributed in the
square. Each customer c ∈ C region hosts nTS potential requests.

� The number |W | ∈ {20, 30, 50} of waiting vertices, randomly distributed in the
square.

� The size h = 480 of the horizon (corresponding to the number of minutes in an 8
hour day).

� The number nTS = 24 of time slots. Time slots are introduced because it is not
realistic to detail request probabilities for each time unit of the horizon (i.e., every
minute). We set nTS to 24 so that the probability that a request appears at a customer
region is specified for 20 minute time slots.

� The number K ∈ {1, 3, 5, 10} of available vehicles.

Travel times between vertices correspond to Euclidean distances, divided by a velocity
parameter specified in the instance. Figure 3 shows an example of test instance. As a
convention, the first time slot is associated to time unit 1 whereas time slot i is associated
to time unit 1+(i−1) · bh/nTSc. In our instance a.1, a potential request r associated to
time slot 2 has a reveal time Γr = 21 and no potential request is associated to time units
[2, 20], [22, 40], etc. All the test instances are available at http://becool.info.
ucl.ac.be/resources/benchmarks-ss-vrptw-cr.

Fig. 3. Map representation of instance a.1. The depot (square)
is located at the center. The instance counts 30 customer re-
gions (stars) and 20 waiting vertices (circles).Although it is not
visible here, the instance has a time horizon of 480 units and
counts 24 time slots. If the operational day lasts 8 hours, a time
unit represents a 1 minute in real time and each time slot lasts
20 minutes.
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Potential requests. Each potential request r, associated with a customer region and a
time slot, comes with a deterministic service time sr = 10. The time window [er, lr] is
such that er is chosen uniformly in [Γr,min(Γr +

h
nTS

], h), and lr is chosen uniformly
in [max(el, d0,r),max(el + 10, d0,r)].

Scale parameter. A scale parameter is introduced in order to optimize expectations
on coarser data, and therefore to speed-up computations. When equal to 1, expectations
are computed while considering the original horizon. When scale > 1, expectations are
computed from a coarse version of the initial horizon, scaled down by the factor scale.
If scale =10 for instance, then the horizon is scaled to h′ = 48. All the time data, such
as travel and service times, but also time windows and reveal times, are then scaled as
well (rounding up to nearest integer). When working on a scaled horizon (i.e. scale >
1), Algorithm 1 deals with an approximate but easier objective function QR(x, τ), in
O(n( h

scale )
2), and a reduced search space due to a coarse time horizon.

Algorithm 1 is then modified by simply adapting line 7 to return the best solution
encountered so far, according to the initial horizon. Each time a new best solution is
found during the search, its true expected cost is computed after scaling it up back to
the original horizon, multiplying arrival, departure and waiting times by a factor scale.

Experimental plan. All experiments are done under a cluster composed of 32 64-
bits AMD Opteron 1.4GHz cores. The code is developed in C++11 and compiled with
LLDB using -O3 optimization flag. The Simulated Annealing parameters are set to
Tinit = 5, Tmin = 10−6 and α = 0.995.

30 seconds 3 minutes 30 minutes

scale: 1 2 5 10 1 2 5 10 1 2 5 10

a.1 19.7 18.2 15.0 16.2 16.7 16.4 14.9 16.2 16.1 15.3 14.9 16.5

a.2 22.2 20.1 16.4 17.5 17.7 16.8 16.2 17.4 16.7 16.3 16.2 17.5

a.3 20.3 20.0 14.4 16.1 16.1 15.9 14.0 16.0 15.6 15.2 14.0 16.2

b.1 21.1 16.9 11.1 11.0 8.2 6.3 7.1 9.9 5.6 5.7 6.9 9.6

b.2 22.1 17.5 9.6 11.4 5.6 7.7 6.8 9.9 5.1 7.4 6.4 9.3

b.3 22.2 17.0 10.8 11.9 8.7 7.2 7.8 11.1 6.2 8.3 7.2 10.8

c.1 42.1 38.7 23.6 25.9 15.3 13.9 12.2 19.3 8.3 9.3 11.0 16.7

c.2 43.9 37.2 25.8 27.8 14.0 14.9 13.5 19.8 9.9 10.4 11.6 17.9

c.3 42.4 39.2 24.3 24.8 17.5 14.9 11.7 17.5 15.2 8.8 10.3 15.8

d.1 71.6 67.9 54.8 54.3 46.5 30.4 26.1 39.6 11.8 13.0 19.2 32.7

d.2 72.2 67.9 52.8 56.2 40.9 34.7 25.7 40.1 12.6 19.0 20.3 31.4

d.3 73.0 67.4 53.8 51.5 40.8 37.2 23.0 35.9 17.4 11.9 18.4 28.4

Table 1. Experimental results while varying horizon scale and computational time.
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Results. Table 1 shows average experimental results over 10 runs on 12 instances:
Instances a.x (resp. b.x, c.x and d.x) are such that |C| = 30 (resp. 30, 50 and 80),
|W | = 5 (resp. 20, 30 and 50), and K = 1 (resp. 3, 5 and 10). Results are reported with
scale ∈ {1, 2, 5, 10} and with a CPU time limit ∈ {30, 180, 1800} seconds.

Provided a limited computational time of 30 seconds, using a scaled horizon leads
to better results. This is easily explained by the limited number of local search iterations
performed when scale=1. As the computational time increases to 3 minutes, working
on the original horizon size tends to provide better results. This trend is confirmed by
moving to 30 minutes. As the available computational time increases, the accuracy in
the objective function eventually overtakes the computational efficiency provided by
scaled horizons, especially for large instances such as c.x and d.x.

With their unique vehicle and because requests are uniformly distributed, instances
a.x may suffer from an evaluation function being roughly uniform. Sending the ve-
hicle at some location to wait there is, most of the time, more or less equivalent to
another location. Consequently, local optima are numerous and little diversified, the
more promising ones being hard to detect when using scale 1 for only 30 minutes. In
the contrary, using more vehicles (e.g. instances b.x) leads to a less uniform evaluation
function. For example, concentrating all the vehicles in the same region would surely
leads to poor results. On instances a.x, the diversification brought by scaled horizons
then still prevails after 30 minutes. Given larger computation times (5 hours), results on
scales 5 and 10 do not show a significant improvement:

a.1 a.2 a.3

scale ∈ {1, 2, 5, 10}: 15.3 15.1 14.9 16.5 16.2 15.8 16.1 17.3 14.8 14.6 14.0 16.1

Scales 1 and 2 in contrary tend to take promising benefits of a larger computation time.

Figure 4 shows how, for instance c.1, the real objective function (i.e. according to the
original horizon) evolves in average (over 10 runs) during an execution of Algorithm 1.
By reducing both the granularity of the search space and the complexity of the objective
function, the parameter scale can therefore be used as a tradeoff between responsiveness
and good quality solutions on the long term. Figure 4 also shows that the parameter
scale can dynamically be reduced during the search.

Fig. 4. Average evolution of the best real ob-
jective value in Algorithm 1, during 3600 sec-
onds on instance c.1. During the first second,
objective values rapidly decrease when opti-
mizing on scaled horizon. Thereafter, depend-
ing on the available computation time, some
scale factors reveal to be more efficient than
others. For less than 1 minute, scale=5 leads
to better results. With at least 10 minutes, us-
ing the original horizon is definitely better.
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8 Conclusions and research directions

We introduced a new stochastic VRP, the SS-VRPTW-CR. Unlike existing SS-VRPs
with random customers, we don’t make any assumption on the moment at which a
customer reveals its presence or absence. Instead, this is treated as a random variable
as well. We proposed a recourse strategy for a special case of the SS-VRPTW-CR,
when there is no maximal vehicle capacities. We showed how the exact expected cost
can be computed in pseudo-polynomial time under this recourse strategy, and how to
integrate in an efficient meta-heuristic method. Experiments are driven on generated test
instances of various sizes. The average results show how a scale parameter, controlling
the granularity of the time horizon, can be used to tune the optimization process in the
case of limited computational times.

Maximal vehicle capacity constraints. The recourse strategy and equations we give
can be extended to take care of vehicle capacities. We are currently working on a gen-
eralized version of these equations.

Contribution to online optimization. Another potential application of the SS-VRPTW-
CR goes to online optimization problems such as the DS-VRPTW. Because of the huge
complexity of reoptimization, heuristic methods are often preferred, including the so
called Sample Average Approximation (SAA, see [26]). SAA relies on Monte Carlo
sampling, making decisions based on a subset of the scenarios. Thanks to recourse
strategies, the SS-VRPTW-CR provides an upper bound on the expected cost of a first
stage solution under optimal reoptimization. The SS-VRPTW-CR could therefore be
used as a subroutine in order to heuristically solve the DS-VRTPW, whilst considering
the whole set of scenarios instead of only a subset of sampled ones. In such a context,
the scale parameter we introduce in the experiments can be of great contribution.
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Résumé

Nous introduisons une nouvelle méthode d’appren-
tissage de clauses dites nobetters pour les solveurs sé-
paration et évaluation pour Max-SAT. Elle s’inspire de
l’apprentissage de clauses nogoods utilisé par les solveurs5

SAT basés sur l’analyse de conflits (CDCL). Elle a pour
objectif de permettre une meilleure résolution des ins-
tances industrielles par une meilleure prise en compte de
leurs structures. Ce travail est un résumé d’un article que
nous avons publié à la conférence ICTAI 2016 [1].10

1 Introduction

Le problème Max-SAT consiste à déterminer,
pour une formule propositionnelle en forme normale
conjonctive, une interprétation des variables de cette
formule maximisant le nombre de clauses satisfaites.15

Les solveurs de type séparation et évaluation (S&E)
pour Max-SAT ont montré leur efficacité sur les ins-
tances aléatoires et crafted. Cependant, sur les ins-
tances fortement structurées (comme celles issues de
problèmes industriels), ils sont sensiblement moins20

performants que d’autres types de solveurs (notam-
ment basés sur des appels itératifs à un solveur
SAT moderne). Cela peut s’expliquer par leur inca-
pacité à exploiter les informations structurelles de ces
instances. À l’inverse, les solveurs modernes CDCL25

(Conflict-Driven Clause Learning) pour SAT sont très
efficaces sur les instances industrielles. Une des raisons
expliquant cette efficacité est le mécanisme d’appren-
tissage des clauses nogoods.

Dans ce papier, nous proposons un nouveau méca-30

nisme d’apprentissage pour les solveurs S&E inspiré de
celui des solveurs modernes. Il est basé sur la notion de
clauses nobetters. Leur but est d’interdire les interpré-
tations partielles dont les extensions ne permettront
pas d’améliorer la meilleure solution trouvée jusqu’à35

présent. L’apprentissage des clauses nobetters permet
de transposer aux solveurs S&E pour Max-SAT des
techniques associées aux nogoods dans les solveurs mo-
dernes pour SAT.

2 Apprentissage de clauses nogoods dans40

les solveurs SAT

L’idée sous-jacente à l’apprentissage de clauses no-
goods consiste à identifier les causes des conflits (i.e.
un sous-ensemble de l’interprétation courante ayant
mené au conflit) en analysant les étapes d’applica-45

tions des règles d’inférences sémantiques utilisées pour
étendre l’interprétation courante. Pour éviter la répé-
tition de cette même interprétation, qui mènerait au
même conflit, une clause (la clause nogood) est ajoutée
à la formule. Ainsi, cela permet de limiter la redon-50

dance dans l’exploration de l’arbre de recherche tout
en détectant plus tôt les conflits. De plus, ces clauses
et les informations déduites durant leur construction
sont utilisées par les solveurs modernes pour guider
l’exploration de l’espace de recherche.55

3 Apprentissage de clauses nobetters
dans les solveurs Max-SAT

Comme les solveurs SAT modernes, les solveurs
S&E pour Max-SAT explorent l’espace de recherche en
construisant un arbre de recherche. Ils maintiennent60

deux valeurs : la borne supérieure (UB), qui est la
meilleure solution trouvée jusqu’à présent et la borne
inférieure (LB) qui correspond à une (sous-)estimation
de la meilleure solution accessible dans la branche cou-
rante de l’arbre de recherche. À un nœud donné de65

l’arbre, si LB ≥ UB alors ils effectuent un retour-
arrière (backtrack) jusqu’à atteindre une branche in-
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explorée de l’arbre de recherche.

Lorsqu’un conflit est détecté (i.e. que LB ≥ UB),
on sait que le sous-ensemble de l’interprétation cou-70

rante qui apparâıt dans les clauses falsifiées ne peut
être étendu à une interprétation complète améliorant
la meilleure solution connue. Comme dans le cadre des
nogoods pour SAT, on peut alors analyser la séquence
d’application des règles d’inférence sémantiques pour75

identifier un sous-ensemble de l’interprétation cou-
rante ayant mené au conflit, puis ajouter une nouvelle
clause dure interdisant cette interprétation : la clause
nobetter.

Pour mettre en place un tel système, il est néces-80

saire de redéfinir la notion de conflit. En effet, contrai-
rement à SAT où il suffit d’une clause falsifiée pour
rendre une interprétation conflictuelle, dans le cadre
de Max-SAT il faut considérer toutes les clauses falsi-
fiées ayant participé au calcul de la borne inférieure.85

De plus, les règles d’inférence sémantiques utilisées par
les solveurs S&E pour Max-SAT ne sont pas les mêmes
que dans le cadre de SAT. Nous avons donc défini,
pour chacune d’entre elles (propagation unitaire réelle,
règle des littéraux purs et règle des clauses unitaires90

dominantes), les causes provoquant leur application.
Ces deux éléments sont suffisants pour construire un
graphe d’implications décrivant la séquence d’applica-
tion des règles d’inférence sémantiques ayant mené à
l’interprétation courante. L’analyse de ce graphe, en95

partant des clauses falsifiées, permet de construire la
clause nobetter.

Comme indiqué ci-dessus, plusieurs clauses falsifiées
doivent être analysées pour produire une clause no-
better. Par conséquent, les clauses nobetters apprises100

seront potentiellement plus grandes que dans le cadre
des solveurs SAT. Pour y remédier, nous avons modifié
la procédure de construction des clauses nobetters en
poursuivant l’analyse des causes des affectations jus-
qu’à atteindre le point d’implication unique de chaque105

niveau de décision apparaissant dans la clause apprise.

Enfin, il est intéressant de noter que la plupart des
techniques utilisées dans les solveurs SAT modernes
en combinaison avec l’apprentissage des clauses no-
goods peuvent être adaptées aux solveurs S&E pour110

Max-SAT utilisant l’apprentissage des nobetters. En
particulier, on peut effectuer des retours-arrières non-
chronologique (backjump), des redémarrages ou encore
mettre en place des heuristiques de branchement ba-
sées sur l’apparition des variables dans les conflits.115

L’intégration de ces techniques n’est cependant pas
triviale et nécessitera une étude approfondie des inter-
actions avec les autres composants des solveurs S&E.

4 Résultats expérimentaux

Nous avons évalué expérimentalement l’impact de120

l’apprentissage des clauses nobetters dans notre sol-
veur ahmaxsat. Les tests sont réalisés sur les ins-
tances et en suivant le protocole de la Max-SAT Eva-
luation 2015.

D’une part, les résultats obtenus montrent que le125

calcul des clauses nobetters entrâıne une augmenta-
tion de 20% du temps moyen de résolution à cause
du maintien des informations nécessaires à leur calcul.
Par ailleurs, sur les instances industrielles, l’apprentis-
sage des clauses nobetters permet de réduire sensible-130

ment le nombre de décisions nécessaires pour résoudre
les instances (-15% sur les instances industrielles Max-
SAT partielles et -54% sur le même type d’instances
mais pondérées). Par conséquent, plus d’instances sont
résolues (231 contre 217 pour la version originale135

d’ahmaxsat). Cependant, le temps moyen de réso-
lution sur ces instances est dans l’ensemble inchangé,
le surcoût induit par le calcul des clauses nobetters ré-
duisant le gain obtenu par la diminution du nombre
de décisions.140

Enfin, malgré cette amélioration des performances
sur les instances industrielles, les résultats obtenus res-
tent encore en deçà de ceux des solveurs Max-SAT les
plus performants sur ces catégories d’instances.

5 Conclusion145

Nous avons introduit un nouveau mécanisme d’ap-
prentissage de clauses inspiré de celui utilisé par les
solveurs SAT modernes. Nous avons posé les bases
théoriques de ce mécanisme et présenté les algorithmes
permettant sa mise en œuvre. Les résultats expérimen-150

taux que nous avons obtenus montrent que l’appren-
tissage des clauses nobetters améliore sensiblement les
performances de notre solveur sur les instances indus-
trielles. Ce travail est une étape et mérite d’être pour-
suivi. En effet, notre implémentation de l’apprentis-155

sage des clauses nobetters remplit seulement un de ses
objectifs : limiter la redondance lors de la recherche.
Il serait intéressant d’implémenter d’autres techniques
utilisées dans les solveurs SAT modernes, telles que
les redémarrages ou des heuristiques de branchement160

basées sur l’activité des variables.
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Yassine.Attik@cirrelt.ca {Jonathan.Gaudreault,Claude-Guy.Quimper}@ift.ulaval.ca

Résumé

Lorsque nous développons une nouvelle contrainte
pour un solveur de programmation par contraintes, il
faut implémenter les algorithmes de filtrage qui se dé-
clenchent durant la recherche lorsque surviennent dif-
férents événements (e.g. une variable a été instanciée,
une valeur a été retirée du domaine, etc.). Dans le cadre
de cette recherche, nous cherchons à savoir quel est le
meilleur moment pour filtrer lorsque nous tentons de
résoudre le problème du Balanced Incomplete Block De-
sign (BIBD). Retarder la majorité du filtrage jusqu’au
dernier moment, ce qui revient à dire qu’on filtre uni-
quement lorsque la variable vient d’être sélectionnée et
est sur le point d’être instanciée, réduit le temps de calcul
entre 20 % et 30 %. L’approche préserve le même espace
de solution et le même niveau de filtrage. Les solveurs
génériques n’offrent pas de manière explicite la possi-
bilité de rattacher le filtrage à l’événement la variable
vient d’être sélectionnée. Nos travaux indiquent cepen-
dant que cela pourrait être intéressant de l’inclure dans
les solveurs génériques. Bien sûr, l’approche ne garantit
pas le même niveau de filtrage pour tous les problèmes.
À cet effet, nous présentons un contre-exemple.

Abstract

When developing a new constraint for a CP solver,
one must implement filtering algorithms that trigger du-
ring the search according to different events (e.g. a va-
riable is instantiated, a value is removed from the do-
main, etc.). In the context of this research, we studied
what is the best moment to carry on filtering while sol-
ving the Balanced Incomplete Block Design (BIBD) pro-
blem. It showed that delaying most of the filtering until
the last moment that is, filtering the domain of a va-
riable only when the variable is selected and is about to
be instantiated, reduces computation time by 20 % to
30 %. The approach preserved the same solution space
and the same level of filtering. Current generic solvers do
not provide a variable is selected event to attach filtering
algorithms to. It could be interesting to add this option

into generic solvers. Of course, our approach does not
guarantee the same filtering level for all the problems,
which we illustrate with a counter-example.

1 Introduction

Le problème du Balanced Incomplete Block Design
(BIBD) possède plusieurs applications importantes
telles que le design de plans d’expérience, la planifica-
tion d’horaire de tournoi, le coding theory [6, 17, 18] et
l’optimisation de portfolios financiers [2]. Il peut être
résolu en utilisant différentes approches telles que la
recherche locale [9], la programmation en nombres en-
tiers [18] ou la programmation par contraintes (PPC)
[8, 10].

Dans le contexte de cette recherche, nous étudions
quel est le meilleur moment pour effectuer le filtrage
lorsque nous résolvons un BIBD en utilisant les tech-
niques de PPC. Lorsqu’on développe une nouvelle
contrainte pour un solveur de PPC, il faut aussi implé-
menter les algorithmes de filtrage qui seront déclenchés
durant la recherche lorsque différents événements vont
survenir. Les événements les plus communs sont l’ins-
tanciation d’une variable, la modification d’une borne
(borne supérieure ou inférieure) ou, plus généralement,
le retrait d’une valeur [12, 15, 16].

Nous essayons une autre approche que nous appe-
lons le filtrage tardif (lazy filtering). Nous retardons
le filtrage du domaine d’une variable jusqu’au dernier
moment, c’est-à-dire, lorsque la variable a été sélec-
tionnée et qu’elle est sur le point d’être instanciée.
Il apparâıt que, pour les BIBDs, cette approche offre
exactement le même niveau de filtrage tout en rédui-
sant le temps de résolution de 20 % à 30 %. Bien sûr,
le résultat ne peut pas être généralisé à tous les pro-
blèmes en PPC, ce que nous illustrons avec un contre-
exemple qui n’est pas un BIBD.
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Image 1 – Représentation binaire

Le reste de cet article est organisé ainsi. La sec-
tion 2 présente les concepts préliminaires à propos des
BIBDs, la PPC et le filtrage. La section 3 décrit com-
ment les contraintes du BIBD peuvent être adaptées
pour le filtrage tardif. La section 4 montre les résultats
des expériences. La section 5 conclut l’article.

2 Concepts préliminaires

2.1 Balanced Incomplete Block Design

Un problème BIBD est défini par un tuple
(v, b, r, k, λ). Nous avons v types d’objets qui doivent
être assignés à b blocs de manière à ce que chaque bloc
contienne k objets de différents types. Chaque type
d’objets est présent dans r blocs différents. Pour n’im-
porte quel pair de type d’objets, ils doivent apparâıtre
simultanément dans λ différents blocs 1.

Par définition, les instances BIBDs doivent satisfaire
les propriétés suivantes [17] :

1. b = λ(v2−v)
k2−k

2. r = λ(v−1)
k−1

De ce fait, une instance BIBD peut être définie en
utilisant seulement les paramètres (v, k, λ).

Le problème peut être modélisé en utilisant une ma-
trice de variables binaires ayant v lignes et b colonnes
X = (xij) ∈ {0, 1}v×b, où xij est égal à 1 ssi un ob-
jet du type i est assigné au bloc j. Il peut aussi être
modélisé en utilisant une matrice Y = (yij) ∈ [1..b]v×r

où pour chaque ligne, correspondant à un type d’objet
i, nous indiquons dans quels r blocs de 1 à b ils sont
placés. Ces deux représentations, mathématiquement
équivalentes, sont illustrées par les images 1 et 2 qui
montrent une même solution pour l’instance (7, 3, 1).

Les trois premières lignes du Tableau 1 sont les
contraintes requises pour représenter un BIBD sous
la forme d’une matrice (versions binaire et n-aire).
La représentation d’un BIBD sous forme matricielle
amène de la symétrie qui est importante à considé-
rer. En effet, pour n’importe quelle solution que nous

1. http ://www.csplib.org/Problems/prob028

Image 2 – Représentation n-aire

trouvons, il existe v!× b! autres solutions symétriques
[1, 4]. C’est pourquoi il est important d’utiliser des
stratégies de bris de symétrie comme celles indiquées
par les contraintes 4 et 5 du Tableau 1.

2.2 Programmation par contraintes, filtrage et
propagation

En PPC, chaque contrainte possède des algorithmes
de filtrage dont le travail est de retirer les valeurs des
domaines qui ne satisfont pas la contrainte.

Les algorithmes de filtrage sont déclenchés lorsqu’un
domaine est modifié. Pour une contrainte donnée, un
ou plusieurs algorithmes peuvent être associés à diffé-
rents événements qui correspondent à différentes mo-
difications qui sont survenues sur le domaine [16]. Les
événements généralement reconnus par les solveurs
sont : l’instanciation d’une variable, la modification
d’une borne inférieure, la modification d’une borne su-
périeure et le retrait d’une valeur [12, 15, 16]. Schulte
et Stuckey [15] proposent d’autres événements tels que
lorsque toutes les valeurs d’un domaine deviennent po-
sitives ou lorsqu’une valeur spécifique est retirée du
domaine. Les différents algorithmes de filtrage sont
exécutés de manière répétitive (propagation) jusqu’au
moment où aucun d’entre eux ne peut plus modifier
de domaines davantage. Nous atteignons donc un fix-
point [12, 15, 16].

Il existe des situations particulières où 2 niveaux de
filtrage deviennent équivalents [14]. Dans ces cas-là, il
est préférable d’utiliser l’algorithme le plus rapide.

Avoir le même niveau de filtrage signifie que nous
visitons les mêmes solutions ordonnées de la même ma-
nière tout en ayant un nombre d’échecs identique lors
de l’exploration des arbres. Cela veut donc dire que
nous avons exploré le même arbre de recherche pour
une version ou une autre.

3 Filtrage tardif des BIBDs

Il existe généralement un compromis à faire entre
le temps passé à explorer un arbre de recherche et le
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Tableau 1 – Contraintes pour BIBD binaire vs n-aire. Les contraintes GCC et NValue sont définies dans [13] et [7]
respectivement. La contrainte GCC est définie comme étant GCC([X1...Xn], [l1...lm], [u1...um]) où ∀x lx ≤ |{i |
Xi = x}| ≤ ux. La contrainte NValue est définie comme étant NV alue([X1...Xn], x) ⇐⇒ |{X1...Xn}| = x
GCC et NValue sont implémentés de manière simplifiée dans 3.2 ainsi que 3.3 considérant l’ordonnancement
statique des variables que nous utilisons.

Binaire n-aire

1. Chaque type
d’objet doit
apparâıtre
dans r blocs

b∑

j=1

xij = r ∀i ∈ [1..v]

yij < yi,(j+1) ∀i ∈ [1..v]
∀j ∈ [1..(r − 1)]
Cette contrainte brise partiellement la
symétrie de colonnes.

2. Chaque bloc
doit contenir
exactement k
objets distincts

v∑

i=1

xij = k ∀j ∈ [1..b] GCC(Y, [k1, . . . , kb], [k1, . . . , kb])

3. Deux objets
distincts
doivent
apparâıtre
ensemble dans
λ blocs

b∑

j=1

xijxlj = λ

∀i, l ∈ [1..v] et i < l

NV alue([yi1, . . . , yir, yl1, . . . , ylr],
2r − λ) ∀1 ≤ l < i ≤ v

4. Ordre lexi-
cographique
sur les lignes

xi,1, . . . , xi,b ≺LEX

x(i+1),1, . . . , x(i+1),b

∀i ∈ [1..(v − 1)]

yi,1, . . . , yi,r ≺LEX y(i+1),1, . . . , y(i+1),r

∀i ∈ [1..(v − 1)]

5. Ordre lexi-
cographique
sur les
colonnes

x1,j , . . . , xv,j �LEX

x1,(j+1), . . . , xv,(j+1)

∀j ∈ [1..(b− 1)]

Nous pouvons facilement implémenter
une heuristique de choix de valeur qui
fait cela. Si nous avons le choix entre
plusieurs valeurs différentes qui ont,
jusqu’à maintenant, été utilisées sur les
mêmes lignes, alors nous utilisons la plus
petite valeur possible.

temps passé à filtrer cet arbre en utilisant les algo-
rithmes de filtrage. Ce n’est pas le sujet de notre re-
cherche présentée ici. Plutôt, nous montrons que, pour
un BIBD, il est possible, en remettant le filtrage au
dernier moment, de conserver le même niveau de fil-
trage tout en diminuant le temps de résolution.

Nous filtrons le domaine d’une variable au tout der-
nier moment, c’est-à-dire, entre le moment où la va-
riable est sélectionnée et juste avant que l’heuristique
de choix de valeur soit appelée. De ce fait, nous ajou-
tons un événement de filtrage au solveur qui s’appelle
variableAÉtéSélectionnée. C’est une pratique plutôt
inhabituelle puisque les solveurs préfèrent filtrer le plus
tôt possible, c’est-à-dire, au moment où le domaine
d’une autre variable est modifié.

Les sections 3.1 à 3.5 présentent comment les al-
gorithmes de filtrages pour le BIBD peuvent être im-
plémentés. Il est important de remarquer qu’un algo-
rithme est différent selon que l’algorithme de filtrage se
déclenche tardivement (variableAÉtéSélectionnée) ou
avec les événements classiques (bornes de la variable
modifiées ou variable instanciée). Cette différence est
due au fait que, dans la version traditionnelle, nous

pouvons modifier des domaines de n’importe quelle va-
riable de la matrice, alors qu’en version tardive, nous
modifions que le domaine de la variable qui vient d’être
sélectionnée. Dans tous les cas, nous obtenons le même
niveau de filtrage, mais avec des temps de résolution
différents que nous allons évaluer dans la section 4.

Nous présentons les algorithmes et les résultats d’ex-
périences pour la représentation n-aire des BIBD puis-
qu’ils étaient plus faciles à adapter avec notre tech-
nique. Nous donnons aussi l’analyse de la complexité
des algorithmes. Des algorithmes équivalents existent
pour le modèle binaire. L’implémentation des algo-
rithmes de filtrage décrits suppose que les variables
sont instanciées selon une séquence statique (de la
gauche vers la droite, du haut vers le bas). Il s’agit
d’une pratique courante pour la résolution du BIBD 2.
De même, nous instancions les variables en choisis-
sant d’abord les plus petites valeurs (il s’agit cepen-
dant d’un choix arbitraire puisque, par définition, les
valeurs ne sont pas réellement « numériques », mais

2. Choco [11] et Gecode [5] utilisent des heuristiques sta-
tiques pour la résolution du BIBD dans les fichiers exemples de
leurs solveurs.
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correspondent en réalité à des identifiants de blocs où
on souhaite placer les objets).

3.1 Chaque type d’objet doit apparâıtre dans
r blocs

Cette contrainte force les valeurs d’une ligne à
prendre une valeur différente. On y arrive en imposant
un ordre croissant. Cela permet aussi, partiellement,
de briser une forme de symétrie.

3.1.1 Filtrage traditionnel

Dans une ligne i où la variable yij a été instanciée,
nous filtrons le domaine de toutes les variables l > j
en utilisant la formule (1). La complexité de cet algo-
rithme est O(r).

yij < yil l ∈ [(j + 1)..r] (1)

3.1.2 Filtrage tardif

Lorsque la variable yij est sélectionnée, nous avons
seulement besoin de retirer du domaine courant les
valeurs inférieures à la valeur de yi,(j−1) en utilisant la
formule (2). La complexité de cet algorithme est O(1).

yi,(j−1) < yij (2)

Avec cette version, chaque variable de la ligne est
filtrée qu’une seule fois, alors qu’avec le filtrage tra-
ditionnel, les variables de la dernière colonne sont fil-
trées jusqu’à r − 1 fois. Cependant, pour les deux al-
gorithmes, le même nombre de valeurs sont retirées.

3.2 Chaque bloc doit contenir exactement k objets
distincts

Cette contrainte requiert que chaque valeur appa-
raisse k fois dans la matrice. Dans la version tradi-
tionnelle, nous devons vérifier l’ensemble de la matrice
lorsqu’une variable est instanciée. Dans la version tar-
dive, nous avons seulement besoin de vérifier les va-
riables précédemment instanciées.

3.2.1 Filtrage traditionnel

Lorsqu’une variable yij est instanciée, nous devons
vérifier, pour toute la matrice, le nombre de fois que
la valeur de yij est utilisée. Si la valeur a été utilisée
k fois, alors nous devons retirer du domaine des va-
riables qui suivent la valeur de yij . La complexité de
cet algorithme est O(vrb).

3.2.2 Filtrage tardif

Lorsque la variable yij est sélectionnée, nous de-
vons vérifier, seulement pour les variables précédem-
ment instanciées, combien de fois chaque valeur est
instanciée. Par la suite, nous retirons du domaine de
la variable yij les valeurs qui sont utilisées k fois. La
complexité de cet algorithme, en pire cas, est O(vr+b).

3.3 Deux objets distincts doivent simultanément
apparâıtre dans λ blocs

Dans la version traditionnelle, il est nécessaire de
vérifier les v − 1 paires de lignes que la ligne courante
peut former avec les autres lignes. Dans la version tar-
dive, il est seulement nécessaire de vérifier les paires de
lignes que la ligne courante peut former avec les lignes
précédentes.

3.3.1 Filtrage traditionnel

À partir de la ligne i à laquelle la variable yij qui
vient d’être instanciée appartient, nous devons consi-
dérer les v − 1 paires de lignes formées avec les autres
lignes.

Pour chaque paire, nous devons calculer, pour les va-
riables déjà instanciées, le nombre de fois que chaque
valeur est utilisée. Si pour une paire nous avons exac-
tement λ valeurs qui sont utilisées deux fois, alors nous
devons retirer de chaque ligne qui forment la paire
les valeurs des variables instanciées de l’autre ligne.
Si nous avons plus que λ valeurs utilisées deux fois,
alors il faut forcer un échec. La complexité de cet al-
gorithme est O(vrb).

3.3.2 Filtrage tardif

Lorsque la variable yij est sélectionnée, nous de-
vons, pour chaque i− 1 paires qu’on peut former avec
les lignes précédentes, calculer le nombre de fois que
chaque valeur est utilisée. Si nous avons exactement
λ valeurs utilisées deux fois, alors nous devons retirer
du domaine de la variable sélectionnée yij les valeurs
des variables instanciées de l’autre ligne de la paire.
La complexité de cet algorithme est O(r + b) dans le
meilleur cas lorsqu’on filtre la première ligne avec la
deuxième et le pire cas est O(vr+ b) lorsqu’on filtre la
dernière ligne avec les autres au-dessus.

3.4 Ordre lexicographique entre les lignes

3.4.1 Filtrage traditionnel

Pour le filtrage traditionnel, nous utilisons
l’algorithme d’ordre lexicographique strict de
Frisch et coll. [3] qui se déclenche lorsqu’une borne
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(supérieure ou inférieure) d’une variable est modifiée.
La complexité de cet algorithme est O(rb).

3.4.2 Filtrage tardif

Puisqu’on souhaite uniquement filtrer la variable yij
qui vient d’être sélectionnée, l’algorithme peut être
simplifié. Si une variable à la deuxième ligne ou plus
bas est sélectionnée, alors il faut vérifier si elle est
dans la première colonne ou non. Si elle est dans la
première colonne, alors nous filtrons simplement son
domaine dans le but de retirer les valeurs plus petites
à la valeur de la variable juste au-dessus. Sinon, alors
il faut imposer l’ordre lexicographique tant et aussi
longtemps que les valeurs des variables à gauche de yij
sont égales aux valeurs de la variable juste au-dessus
(ligne i − 1). Tout dépendant si yij est à la dernière
colonne (j = r) ou non, la manière de filtrer son do-
maine change légèrement. Cette différence s’explique
par le fait que lorsqu’on arrive à la dernière colonne, il
ne reste plus aucune chance de pouvoir forcer l’ordre
lexicographique. Voir l’algorithme 1 pour le pseudo-
code. La fonction Valeur retourne la valeur instanciée
d’une variable et la fonction Dom retourne le domaine
d’une variable. La complexité de cet algorithme est
O(r + b).

Algorithme 1 : LexLigneTardif
Entrée : La variable yij qui vient d’être sélectionnée
si i > 1 alors

si j > 1 alors
si Valeur(y(i−1),l) = Valeur(yil) ∀l ∈ [1..(j − 1)]

alors
si j 6= r alors

Dom(yij) =
Dom(yij) \ {x | x < Valeur(y(i−1),j)}

sinon
Dom(yij) =
Dom(yij) \ {x | x ≤ Valeur(y(i−1),j)}

sinon
// La première colonne de la matrice doit

être en ordre non décroissant

Dom(yij) = Dom(yij) \ {x | x < Valeur(y(i−1),j)}

3.5 Ordre lexicographique entre les colonnes

3.5.1 Filtrage traditionnel

Pour chaque variable qui a été instanciée dans la ma-
trice, nous devons vérifier dans quelles lignes chaque
valeur a été utilisée. Pour les valeurs qui ont été uti-
lisées sur les mêmes lignes, nous devons seulement
conserver la plus petite valeur dans le domaine de la
variable suivant la variable qui vient d’être instanciée.
La complexité de cet algorithme est O(v(r + b2)).

3.5.2 Filtrage tardif

Pour chaque variable qui a été instanciée, nous de-
vons vérifier dans quelles lignes chaque valeur a été
utilisée. Pour les valeurs qui ont été instanciées sur
les mêmes lignes, nous devons conserver uniquement
la valeur la plus petite dans le domaine de la va-
riable sélectionnée. La complexité de cet algorithme
est O(v(r + b2)).

4 Expérimentations

Dans cette section, nous comparons le filtrage se-
lon qu’il réponde au filtrage classique ou tardif. Nous
procédons d’abord à l’évaluation pour les BIBDs. En-
suite, à l’aide d’un contre-exemple (remplissage d’une
matrice auxquelles seule la contrainte LEX est appli-
quée), nous montrons que le filtrage tardif n’est évi-
demment pas approprié pour tous les problèmes.

4.1 BIBDs

Nous utilisons des instances qui proviennent de Fle-
ner et coll. [1] ainsi que Yokoya et Yamada [18]. Les
algorithmes ont été implémentés en C# étant donné
que le filtrage tardif était difficile à implémenter dans
un solveur générique.

Le serveur est un i5-2.60 GHz avec 8 Gb de mémoire
vive.

Pour rappel, les variables sont instanciées en ordre
lexicographique (gauche à droite, haut à bas). L’heu-
ristique de choix de valeur sélectionne toujours la plus
petite valeur possible en premier. Une stratégie de
retour-arrière chronologique (DFS) est appliquée en
cas d’échec. Le Tableau 2 montre le temps requis
pour explorer complètement les arbres de recherche.
Nous présentons aussi le nombre d’échecs ainsi que
le nombre de solutions trouvées pour chaque ins-
tance BIBD. Comme nous pouvons le voir, le nombre
d’échecs est exactement le même selon qu’on utilise
une approche ou une autre. Par contre, le temps de
résolution se retrouve à être réduit de 20 % à 30 %
lorsque le filtrage tardif est utilisé.

Dans le but de mieux analyser les résultats présentés
au Tableau 2, l’image 3 montre le temps requis pour
explorer jusqu’à un certain pourcentage de l’arbre de
recherche pour les deux approches. La relation entre
les deux approches est linéaire parce que nous ne chan-
geons pas la complexité des algorithmes ou le niveau de
filtrage. Nous montrons ces résultats uniquement pour
l’instance (8, 4, 3) dans le but d’économiser de l’espace,
mais les résultats sont très similaires lorsqu’on analyse
les autres instances.

Nous avons également cherché à déterminer si le
gain est distribué uniformément sur l’ensemble des
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Tableau 2 – Résultats selon qu’on filtre traditionnellement ou tardivement

Instance Type algo Temps (s) #Échecs #sols

(6, 3, 2)
Filtrage traditionnel 0,097 486 1
Filtrage tardif 0,076 486 1

(7, 3, 2)
Filtrage traditionnel 2,227 11 817 12
Filtrage tardif 1,579 11 817 12

(9, 3, 1)
Filtrage traditionnel 1,077 6 439 2
Filtrage tardif 0,676 6 439 2

(8, 4, 3)
Filtrage traditionnel 142,989 739 695 92
Filtrage tardif 102,949 739 695 92

(6, 3, 4)
Filtrage traditionnel 27,280 79 994 21
Filtrage tardif 21,625 79 994 21

(11, 5, 2)
Filtrage traditionnel 19,511 140 530 2
Filtrage tardif 13,153 140 530 2

(7, 3, 3)
Filtrage traditionnel 349,753 941 904 220
Filtrage tardif 266,021 941 904 220
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Image 3 – Temps requis en secondes à un certain %
d’exploration pour l’instance (8, 4, 3)

contraintes. Le Tableau 3 montre comment le temps
de calcul est réduit pour chaque contrainte. Nous nous
serions attendus à ce qu’il puisse être préférable de
filtrer au plus tôt certaines contraintes et d’autres le
plus tard possible, mais ce n’est pas le cas pour le pro-
blème étudié. La différence est positive pour chaque
contrainte. Par contre, l’amélioration diffère grande-
ment d’une contrainte à une autre.

4.2 Contre-exemple : conserver seulement la
contrainte d’ordre lexicographique

À titre de contre-exemple, nous avons défini un pro-
blème qui consiste à remplir une matrice et de lui
appliquer la contrainte d’ordre lexicographique strict
(LEX) entre les lignes. Nous effectuons le filtrage soit
en version traditionnelle (Frisch et coll.) ou tardive

(voir 3.4.2).

Plus précisément, nous considérons des tableaux de
variables de 2 lignes et c colonnes où, selon l’instance,
c ∈ {5, 6, 7}. Chaque variable a pour domaine l’en-
semble {1, 2, 3}. Il y a une contrainte LEX entre les
deux lignes.

Nous voyons que l’ordre lexicographique filtré de
manière traditionnelle (Frisch et coll.) et le filtrage tar-
dif définissent le même espace de solutions, mais que
le filtrage est plus efficace avec le filtrage traditionnel
(moins d’échecs et donc moins de retours-arrière).

5 Conclusion

Nous souhaitions savoir quel était le meilleur mo-
ment pour exécuter les algorithmes de filtrage lors-
qu’on tente de résoudre un BIBD. Nous montrons
qu’en retardant le filtrage jusqu’au dernier moment
(filtrer le domaine d’une variable uniquement lorsque
la variable vient d’être sélectionnée et sur le point
d’être instanciée) réduit le temps de calcul entre 20 %
et 30 % pour les instances présentées. L’approche a
préservé le même espace solution et le même niveau
de filtrage.

Il va de soi que ces résultats sont spécifiques au pro-
blème que nous avons étudié. Par contre, il est possible
que d’autres genres de problèmes puissent aussi bé-
néficier d’un filtrage tardif. Pour certains problèmes,
l’approche optimale pourrait être un mélange de fil-
trage classique et tardif. Les solveurs génériques ac-
tuels ne donnent pas accès à l’événement variableAÉté-
Sélectionnée. Bien qu’il ne s’agisse pas d’une panacée,
nous pensons qu’ajouter cet événement aux solveurs
de PPC pourrait faciliter l’implémentation, le test et
finalement l’utilisation d’algorithmes de filtrage tardif
pour d’autres problèmes qui pourraient en bénéficier.

Actes JFPC’2017

118



Tableau 3 – Gain en temps pour les contraintes de l’instance (8, 4, 3)

Temps filtrage
traditionnel (s)

Temps filtrage
tardif (s)

Réduction en %

Contrainte
ordre croissant
dans ligne

6,094 2,160 64,56 %

Contrainte k 11,945 2,438 79,59 %

Contrainte λ 23,606 6,247 73,54 %

Ordre lex
lignes

1,117 0,117 89,56 %

Ordre lex
colonnes

89,667 75,019 16,34 %

Tableau 4 – Frisch et coll. vs filtrage tardif pour ordre lexicographique strict entre 2 lignes

#Colonnes Type algo Temps (s) #Échecs #sols

5
Frisch et coll. 0,296 0 29 403
Filtrage tardif 0,316 81 29 403

6
Frisch et coll. 2,330 0 265 356
Filtrage tardif 2,438 243 265 356

7
Frisch et coll. 20,648 0 2 390 391
Filtrage tardif 21,046 729 2 390 391
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Résumé

Les classes polynomiales pour lesquelles l’arc-
cohérence est une procédure de décision ont souvent in-
téressé les chercheurs de la communauté CP, et cela,
pour différentes raisons. Parmi celles-ci, nous pouvons
citer la faible complexité en temps du filtrage par cohé-
rence d’arc et la conservation de la structure de l’instance
CSP, ce qui permet souvent de préserver les propriétés
à l’origine de la polynomialité. Des efforts considérables
ont été accomplis pour étendre ces classes polynomiales.
Dans ce contexte, des travaux sur les décompositions ar-
borescentes et les graphes triangulés ont été exploités par
la communauté CP. Par exemple, il a été montré que
la cohérence d’arc est une procédure de décision pour
les instances CSP dont la microstructure est triangulée.
Pour autant, ces efforts n’ont pas été pleinement récom-
pensés dans le cas de la propriété BTP (Broken-Triangle
Property). Plus précisément, hormis WBTP et m-fBTP,
la plupart des extensions de BTP, comme k-BTP ou m-
wBTP, requiert un niveau de cohérence plus élevé, ce
qui les rend inutilisables au-delà de k = 3 et m = 2.

Aussi, dans ce papier, nous identifions un nouvel ou-
til théorique permettant de transformer les instances en
instances équivalentes qui satisfont la propriété BTP, et
cela, en autorisant certains tuples interdits. Cette opé-
ration, qui peut être effectuée en temps polynomial, est
appelée BTPisation. Nous étudions ses propriétés et nous
la comparons à des classes polynomiales existantes ba-
sées sur la microstructure des instances CSP.

Abstract

Tractable classes for which arc-consistency is a deci-
sion procedure have attracted researchers in Constraint
Programming (CP) for several reasons. Among them, we
cite the low complexity of the arc-consistency filtering
and the conservation of the CSP structure, which often
permits not to loose tractable properties. Considerable
research efforts have been made in order to extend these
tractable classes. In this direction, works on tree decom-
position and triangulated graphs have been re-used in

the CP community. For example, it has been shown that
arc-consistency is a decision procedure for CSP instances
whose microstructure is triangulated. These efforts have
not been fully rewarded in the case of BTP (Broken-
Triangle Property). More precisely, except WBTP and
m-fBTP, most extensions of BTP like k-BTP and m-
wBTP, need a high level of consistency, which make
them unusable beyond k = 3 and m = 2.

So, in this paper, we identify a new theoretical
tool allowing to transform instances in equivalent ins-
tances satisfying BTP, by authorizing some specific for-
bidden tuples. This operation which can be achieved in
polynomial-time, is called BTPization. We study its pro-
perties while comparing it to existing tractable classes
founded on the micro-structure of CSPs.

1 Introduction

Dans le cadre de l’étude théorique du problème de
satisfaction de contraintes, un axe de recherche im-
portant porte sur l’identification de classes polyno-
miales. Récemment, différents travaux ont été menés
pour étendre des classes existantes, soit en allégeant
les propriétés requises [15, 1, 12, 6, 16, 3, 7], qui sont
souvent trop restrictives, soit en appliquant certaines
transformations comme les opérations de filtrages [8].

Dans ce papier, nous introduisons une nouvelle ap-
proche qui transforme certaines instances CSP bi-
naires, qui n’appartiennent pas initialement à une
classe polynomiale connue, en instances appartenant
à une telle classe. Si cette transformation s’effectue
dans le même esprit que celle introduite dans [8], elle
s’en distingue significativement. Notamment, elle ne
satisfait pas la définition de transformation proposée
dans [8]. Plus précisément, étant donnée une instance
binaire qui ne satisfait pas la propriété BTP (Broken-
Triangles Property [5]), nous montrons comment nous
pouvons autoriser certains tuples interdits pour élimi-
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ner certains triangles cassés tout en préservant l’équi-
valence en termes d’ensemble de solutions et en obte-
nant ainsi des instances qui sont désormais résolubles
en temps polynomial. Ces tuples sont ajoutés par une
transformation polynomiale que nous appelons BTPi-
sation.

Dans ce but, nous introduisons une nouvelle classe
polynomiale, appelée m-fRBTP pour fully Reparable
Broken-Triangle Property (qui ne doit pas être confon-
due avec la classe m-fBTP introduite récemment dans
[7]) qui généralise BTP. Résoudre des instances bi-
naires satisfaisant m-fRBTP peut être réalisé en auto-
risant d’abord certains tuples interdits, afin d’éliminer
certains triangles cassés, puis en appliquant la cohé-
rence d’arc [14]. Nous comparons cette nouvelle exten-
sion de BTP à d’autres comme BTPAC [8], k-BTP [6]
et m-fBTP [7], établissant ainsi des relations d’incom-
parabilité ou d’inclusion entre elles. Nous montrons
aussi que la présence de certains triangles cassés sur
un couple de valeurs d’une instance binaire n’empêche
pas de les fusionner sans affecter la satisfiabilité de
l’instance si ce couple satisfait m-fRBTP.

L’article est organisé ainsi. D’abord, nous rappelons
le contexte formel dans la section 2 avant de définir
l’opération de BTPisation dans la section 3. Ensuite,
nous introduisons les propriétés de triangles cassés
(partiellement, pleinement) réparables dans la section
4. Puis, la section 5 présente les liens entre cette nou-
velle classe polynomiale et certaines des classes exis-
tantes basées sur BTP. Dans la section 6, nous mon-
trons que m-fRBTP autorise la fusion de valeurs mais
pas l’élimination de variables. Enfin, nous concluons
dans la section 7.

2 Contexte

Nous commençons par rappeler la définition d’une
instance binaire du problème de satisfaction de
contraintes (Constraint Satisfaction Problem (CSP)) :

Définition 1 (Instance CSP) Une instance CSP
binaire I = (X,D,R) consiste en :
• un ensemble X = {x1, ..., xn} de n variables,
• un ensemble D = {D(x1), ..., D(xn)} de do-

maines finis de valeurs, à raison d’un domaine
par variable,

• un ensemble R de relations binaires. Pour
chaque paire de variables (xi, xj), il existe une
relation Rij ⊆ D(xi) × D(xj) qui définit l’en-
semble des combinaisons de valeurs compatibles,
appelés tuples autorisés pour (xi, xj).

Une affectation (v`1 , . . . , v`m) ∈ D(x`1) × . . . ×
D(x`m) est dite cohérente si elle satisfait toutes les re-
lations Rij telles que {xi, xj} ⊆ {x`1 , . . . , x`m} (c’est-

à-dire (vi, vj) ∈ Rij). Une solution est une affectation
cohérente de toutes les variables de X. Déterminer si
une instance CSP binaire I possède une solution est un
problème connu pour être NP-complet. Cependant, en
imposant certaines restrictions, la résolution peut être
accomplie en temps polynomial. Par exemple, c’est le
cas pour les instances satisfaisant la propriété BTP.
Cette propriété, qui repose sur l’absence de triangle
cassé, se définit formellement ainsi :

Définition 2 (Broken-Triangle Property [5])
Soit I une instance CSP binaire dotée d’un ordre <
sur les variables. Une paire de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk)

satisfait la propriété BTP si, pour chaque paire de
variables (xi, xj), ∀vi ∈ D(xi), ∀vj ∈ D(xj), si
(vi, vj) ∈ Rij, (vi, v

′
k) ∈ Rik et (vj , v

′′
k ) ∈ Rjk, alors

(vi, v
′′
k ) ∈ Rik ou (vj , v

′
k) ∈ Rjk.

Une variable xk satisfait la propriété BTP si chaque
paire de valeurs de D(xk) satisfait BTP. L’instance
I satisfait la propriété BTP par rapport à l’ordre <
sur les variables si, pour chaque variable xk, xk sa-
tisfait BTP dans la sous-instance de I restreinte aux
variables xi telles que xi ≤ xk.

Si (vi, vj) ∈ Rij , (vi, v
′
k) ∈ Rik, (vj , v

′′
k ) ∈ Rjk

(vi, v
′′
k ) /∈ Rik et (vj , v

′
k) /∈ Rjk, alors le quadruplet

(vi, vj , v
′
k, v

′′
k ) constitue un triangle cassé pour les va-

leurs v′k et v′′k (ou plus généralement pour xk) vis-à-vis
de xi et xj . Dans ce cas-là, on dit également que xi et
xj contribuent à l’existence d’un triangle cassé pour
les valeurs v′k et v′′k .

Graphiquement, cette propriété peut être visuali-
sée dans le graphe de microstructure 1 [11], comme
le montre la figure 1. Notons que, dans l’ensemble
du papier, pour chaque paire de valeurs (vi, vj) (avec
vi ∈ D(xi), vj ∈ D(xj) et xi 6= xj), vi et vj sont
liés par une arête en trait plein si (vi, vj) est un tuple
autorisé (c’est-à-dire (vi, vj) ∈ Rij), ou une arête en
pointillés si (vi, vj) est un tuple interdit (c’est-à-dire
(vi, vj) /∈ Rij). L’absence d’arête entre vi et vj signifie
alors que (vi, vj) est un tuple indéfini qui peut cor-
respondre soit à un tuple autorisé, soit à un tuple
interdit. Si nous considérons l’ordre sur les variables
xi < xj < xk, l’instance CSP de la figure 1(a) ne satis-
fait pas la propriété BTP selon cet ordre puisque qu’on
a (vj , v

′
k) /∈ Rik et (vi, v

′′
k ) /∈ Rjk. Ainsi, le quadru-

plet (vi, vj , v
′
k, v

′′
k ) constitue un triangle cassé. En re-

vanche, dans la figure 1(b), comme on a (vi, v
′′
k ) ∈ Rik

et (vj , v
′
k) ∈ Rjk, la propriété BTP selon cet ordre est

satisfaite.

1. Étant donnée une instance CSP binaire I = (X,D,R), le
graphe de microstructure (aussi appelée la microstructure) de I
est le graphe non-orienté µ(I) = (V,E) avec V = {(xi, vi) | xi ∈
X, vi ∈ D(xi)} et E = { {(xi, vi), (xj , vj)} | i 6= j, (vi, vj) ∈
Rij)}.
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vi

v′′k

v′k

vj

xi xk

xj

vi

v′′k

v′k

vj

xi xk

xj

(a) (b)

Figure 1 – Le quadruplet (vi, vj , v
′
k, v

′′
k ) forme un tri-

angle cassé dans (a) mais pas dans (b) grâce aux arêtes
{(xi, vi), (xk, v′′k )} et {(xk, vj), (xk, v′k)}.

v`
v′′k

v′k

vj

vi

x` xk

xj

xi

v`
v′′k

v′k

vj

vi

x` xk

xj

xi

(a) (b)

Figure 2 – L’élimination de n’importe quel triangle
cassé empêche l’élimination de l’autre.

En pratique, les instances satisfaisant cette pro-
priété sont relativement rares, comme cela est souvent
le cas pour la plupart des autres classes polynomiales,
du fait de la présence de triangles cassés. Dans [8], il
a été montré que certains triangles cassés pouvaient
être éliminés en appliquant un certain niveau de co-
hérence. Ici, nous allons établir que d’autres triangles
cassés peuvent être supprimés en autorisant certains
tuples qui sont initialement interdits, sans pour au-
tant impacter l’ensemble des solutions de l’instance.
L’ajout de tels tuples peut alors, dans certains cas,
permettre de rendre l’instance BTP.

3 BTPisation

Autoriser des tuples interdits, afin d’éliminer des tri-
angles cassés, peut induire de nouveaux triangles cas-
sés ou rendre impossible l’ajout de tout autre tuple in-
terdit, empêchant ainsi l’élimination d’autres triangles
cassés.

La microstructure présentée dans la figure 2(a)
contient deux triangles cassés : (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) et

(vj , v`, v
′′
k , v

′
k). Éliminer le premier en autorisant le

tuple (vi, v
′′
k ) empêche ensuite l’élimination du second.

Autrement dit, une fois ajouté (vi, v
′′
k ) à Rik, nous ne

v′′′k

v′k
v′′k

vj v′j

vi

xk

xj

xi

v′′′k

v′k
v′′k

vj v′j

vi

xk

xj

xi

(a) (b)

Figure 3 – Un nouveau triangle cassé (vi, vj , v
′′
k , v

′′′
k )

apparâıt quand le triangle cassé (vi, vj , v
′
k, v

′′
k ) est éli-

miné en autorisant (vi, v
′′
k ).

pouvons plus ajouter (v`, v
′′
k ) à R`k, ni (vj , v

′
k) à Rjk

car cela remettrait en cause la satisfiabilité de l’ins-
tance. Il en est de même si nous commençons par au-
toriser (vj , v

′
k).

Dans la microstructure de la figure 3(a), il existe un
unique triangle cassé, à savoir (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ). L’ajout

de l’arête (vi, v
′′
k ) pour le supprimer (voir la figure 3(b))

a pour conséquence la création d’un nouveau triangle
cassé, à savoir (vi, v

′
j , v

′′
k , v

′′′
k ), qui n’existait pas aupa-

ravant.
Ainsi, de nombreuses règles peuvent être définies

pour éliminer des triangles cassés, mais, ici, nous nous
intéressons uniquement à l’opération de BTPisation.

Définition 3 Étant donnée une instance CSP binaire
I qui ne satisfait pas la propriété BTP, une opéra-
tion de BTPisation consiste à autoriser certains tuples
initialement interdits dans I afin d’obtenir une nou-
velle instance I ′ satisfaisant BTP tout en préservant
l’équivalence entre I et I ′ (c’est-à-dire que I et I ′ ont
le même ensemble de solutions) et sans introduire de
nouveaux triangles cassés.

4 Les triangles cassés (partiellement, plei-
nement) réparables

Comme nous venons de l’évoquer dans la section 3,
autoriser certains tuples interdits peut éliminer cer-
tains triangles cassés. Dans la figure 4(a), nous pou-
vons remarquer que le quadruplet (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) forme

un triangle cassé. Par conséquent, l’instance initiale
ne satisfait pas la propriété si on considère que xk >
max(xi, xj). Après l’ajout du tuple (vi, v

′′
k ) à Rik (voir

la figure 4(b)) ou du tuple (vj , v
′
k) à Rjk, l’instance ob-

tenue appartient à la classe BTP.
Grâce à la figure 4, nous pouvons voir que certains

triangles cassés sont réparables. Dans la figure 1(a),
ajouter (vi, v

′′
k ) à Rik ou (vj , v

′
k) à Rjk remet en cause
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v`
v′′k

v′k

vj

vi

x` xk

xj

xi

v`
v′′k

v′k

vj

vi

x` xk

xj

xi

(a) (b)

Figure 4 – Une instance CSP I qui ne satisfait pas la
propriété BTP selon l’ordre xi < xj < xk. I devient
BTP après l’autorisation du tuple (vi, v

′′
k ).

la satisfiabilité de l’instance. Pour éviter ce problème,
nous allons exploiter des variables supports comme x`
dans la figure 4. Ici, x` est une variable support dans
le sens où elle a un impact non négligeable au niveau
de la conservation de l’équivalence. En effet, cette va-
riable support permet d’empêcher l’introduction d’une
nouvelle solution lors de l’ajout d’un tuple (vi, v

′′
k ). Ce

concept de variables supports a été précédemment in-
troduit dans [3]. Cependant, l’usage que nous en ferons
ici nécessite une légère modification de la définition
originale. Les trois nouvelles propriétés reposent sur
l’emploi de m variables supports.

4.1 Les triangles cassés partiellement réparables

Nous commençons par la première propriété que
nous appellerons m-pRBTP (pour partially Reparable
Broken-Triangle Property).

Notation 1 Étant donnée une variable xk ∈ X,
¬BT (xk) représente l’ensemble des variables qui ne
contribuent pas à un triangle cassé sur xk.

Définition 4 Étant donné un triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v

′′
k) avec vi ∈ D(xi), vj ∈ D(xj) et v′k, v

′′
k ∈

D(xk), un ensemble {x`1 , . . . , x`r} ⊆ ¬BT (xk) sup-
porte (vi, vj , v

′
k, v

′′
k) si pour toute affectation cohérente

(v`1 , . . . , v`r , vi) avec ∀t ∈ {1, . . . , r}, v`t ∈ D(x`t),
il existe α ∈ {1, . . . , r} tel que (v′k, v`α) /∈ Rk`α ou
(v′′k , v`α) /∈ Rk`α .

La propriété m-pRBTP repose sur l’existence, pour
chaque variable xk, d’un ensemble support commun à
tous les triangles cassés sur xk.

Définition 5 Une variable xk satisfait la propriété
m-pRBTP avec m ≤ n − 3 s’il existe un ensemble
S(xk) de r ≤ m variables {x`1 , . . . , x`r} ⊆ ¬BT (xk)
qui supporte chaque triangle cassé sur xk.

Dans ce cas, les triangles cassés sur xk sont dits par-
tiellement m-réparables.
x`1 , . . . , x`r sont appelées variables supports de xk.

Dans la suite, on note par Sk l’ensemble de tous les en-
sembles S(xk) qui supportent tous les triangles cassés
sur xk. En l’absence d’ambigüıté, nous écrirons répa-
rable pour m-réparable.

La figure 5 présente deux configurations différentes
d’instances qui satisfont la propriété 2-pRBTP. Dans
la première microstructure, la variable xk satisfait la
propriété 2-pRBTP car, pour les deux affectations
cohérentes (v′`β , v

′
`γ
, vi) et (v′′`β , v

′′
`γ
, vi), nous avons

(v′`γ , v
′
k), (v′`γ , v

′′
k ) /∈ R`γk et (v′′`γ , v

′
k), (v′′`γ , v

′′
k ) /∈ R`γk.

Dans la seconde microstructure, la variable xk satisfait
aussi la propriété 2-pRBTP puisque, pour les deux af-
fectations cohérentes (v′`β , v

′
`γ
, vi) et (v′′`β , v

′′
`γ
, vi), nous

avons (v′`γ , v
′
k), (v′`γ , v

′′
k ) /∈ R`γk et (v′′`β , v

′
k), (v′′`β , v

′′
k ) /∈

R`βk.
Dans la figure 5(a), on peut observer que la variable

xk satisfait aussi la propriété 1-pRBTP parce que la
variable x`γ supporte, à elle toute seule, le triangle
cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ). Cela nous conduit à formuler le

résultat suivant :

Proposition 1 Pour toute instance binaire ayant n
variables, si une variable xk satisfait la propriété m-
pRBTP, alors elle satisfait également la propriété
(m+ 1)-pRBTP (pour 0 ≤ m ≤ n− 4).

À présent, nous montrons que l’élimination de tri-
angles cassés réparables, en ajoutant un des tuples
manquants, ne modifie pas l’ensemble des solutions de
l’instances

Proposition 2 Étant donnés une variable xk satis-
faisant la propriété m-pRBTP et un triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v

′′
k) avec vi ∈ D(xi), vj ∈ D(xj) et v′k, v

′′
k ∈

D(xk), le tuple (vi, v
′′
k ) peut être ajouté à Rik tout en

conservant l’équivalence.

Preuve : Soient I l’instance originale et I ′ la nou-
velle instance produite à partir de I en ajoutant le
tuple (vi, v

′′
k ) à Rik afin de réparer le triangle cassé

(vi, vj , v
′
k, v

′′
k ). Nous pouvons facilement remarquer

que si I est satisfiable, alors I ′ l’est aussi. Aussi, il
nous suffit de démontrer que si I ′ possède une solu-
tion s′, alors s′ doit aussi être une solution de I.

Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que
s′ ne soit pas une solution de I. Logiquement, si s′ est
une solution de I ′ mais pas de I, cela est dû au tuple
(vi, v

′′
k ) nouvellement ajouté à Rik. Par conséquent,

nous avons s′(xi) = vi et s′(xk) = v′′k (en notant s′(x)
la valeur de la variable x dans s′).

Puisque la variable xk satisfait la propriété
m-pRBTP, alors il existe un ensemble S(xk) de
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Figure 5 – Deux configurations différentes d’instances satisfaisant la propriété 2-pRBTP.

r ≤ m variables {x`1 , . . . , x`r} ⊆ ¬BT (xk) tel
que pour chaque triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) avec

vi ∈ D(xi), vj ∈ D(xj) et v′k, v
′′
k ∈ D(xk) et

pour toute affectation cohérente (v`1 , . . . , v`r , vi)
sur S(xk) ∪ {xi}, il existe α ∈ {1, . . . , r} tel que
(v′k, v`α) /∈ Rk`α ou (v′′k , v`α) /∈ Rk`α . Par dé-
finition d’une affectation cohérente, nous avons
(s′(xi), s′(x`α)) ∈ Ri`α et (s′(xk), s′(x`α)) ∈ Rk`α .
Puisque (s′(xk), s′(x`α)) ∈ Rk`α , nous devons avoir
(v′k, s

′(x`α)) /∈ Rk`α . Dans ce cas, nous avons un tri-
angle cassé (vi, v`α , v

′
k, v

′′
k ) dans I. Or, par définition,

nous avons supposé que x`α ∈ ¬BT (xk). Ainsi, cela
contredit notre hypothèse. Donc, s′ ne peut pas être
une solution de I ′, ni de I. Par conséquent, ajouter
le tuple (vi, v

′′
k ) à Rik ne modifie pas l’ensemble de

solution de I. 2

Lemme 1 Étant donnés une variable xk satisfai-
sant la propriété m-pRBTP et un triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v

′′
k ), si l’ajout du tuple (vi, v

′′
k ) à Rik intro-

duit de nouveaux triangles cassés sur xk vis-à-vis de
xi et xj, alors il existe au moins un S(xk) ∈ Sk qui
les supporte.

Preuve : Considérons une variable xk satisfai-
sant la propriété m-pRBTP et un triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v

′′
k ). Supposons, en vue d’obtenir une contra-

diction, que l’ajout du tuple (vi, v
′′
k ) à Rik engendre de

nouveaux triangles cassés sur xk vis-à-vis de xi et xj
tels qu’il n’existe aucun S′(xk) ∈ Sk qui les supporte.
Soit S(xk) ∈ Sk. Forcément, il existe un nouveau tri-
angle cassé (vi, v

′
j , v

′′
k , v

′′′
k ) qui n’est pas supporté par

S(xk). Nous avons nécessairement v′′′k 6= v′k et v′j 6= vj .

Comme (vi, v
′
j , v

′′
k , v

′′′
k ) n’est pas supporté par S(xk),

il existe une affectation cohérente A = (v`1 , . . . , v`r , vi)
telle que, pour chaque variable x` ∈ S(xk), nous
avons :

• (v′′k ,A(x`)) ∈ Rk` et
• (v′′′k ,A(x`)) ∈ Rk`.

Deux cas sont possibles :

1. (v′k,A(x`)) /∈ Rk`. C’est impossible car
(vi,A(x`), v

′
k, v

′′
k ) serait un triangle cassé et que

nous avons supposé que x` ∈ ¬BT (xk).

2. (v′k,A(x`)) ∈ Rk`. Dans ce cas, (vi, vj , v
′
k, v

′′
k ) ne

serait pas supporté par S(xk) car (vi,A(x`)) ∈
Ri`, (v′k,A(x`)) ∈ Rk` et (v′′k ,A(x`)) ∈ Rk`. D’où
une contradiction.

En conséquence, les triangles cassés potentiellement
introduits par l’ajout du tuple (vi, v

′′
k ) à Rik sont

forcément supportés par un ensemble de Sk. 2

Malheureusement, le lemme 1 ne peut être généralisé
à n’importe quel triplet de variables (xi, xp, xk) avec
p 6= j, c’est-à-dire qu’ajouter (vi, v

′′
k ) à Rik peut créer

un triangle cassé sur xk vis-à-vis de xi et de toute
autre variable de X \ {xi, xk, x`1 , . . . , x`r} qui ne soit
pas supporté par un élément de Sk. Pour cela, nous
introduisons les triangles cassés réparables.

4.2 Les triangles cassés réparables

Nous énonçons la définition de la propriété m-RBTP
(pour Reparable Broken-Triangle Property).

Définition 6 Une variable xk satisfait la propriété
m-RBTP avec m ≤ n− 3 si :

1. xk satisfait m-pRBTP et

2. il existe au moins un ensemble S(xk) ∈ Sk
tel que, pour tout triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k )

sur xk, pour toute affectation cohérente A =
(v`1 , . . . , v`r , vi) de S(xk) ∪ {xi} et pour tout
v` ∈ A, (vj , v`) ∈ Rj` et pour toute variable xt /∈
S(xk), pour tout vt ∈ D(xt), si (vi, vt) ∈ Rit
alors (v′k, vt) ∈ Rkt et (v′′k , vt) ∈ Rkt.

Nous pouvons maintenant généraliser le lemme 1 à
tout triplet de variables (xi, xp, xk) avec p 6= j.

Lemme 2 Étant donnés une variable xk satisfai-
sant la propriété m-RBTP et un triangle cassé
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(vi, vj , v
′
k, v

′′
k ), ajouter le tuple (vi, v

′′
k ) à Rik n’intro-

duit pas de nouveau triangle cassé sur xk vis-à-vis de
xi et xp( 6= xj).

Preuve : Considérons une variable xk satisfaisant la
propriété m-RBTP et un triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ).

Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que
l’ajout du tuple (vi, v

′′
k ) à Rik engendre un nouveau

triangle cassé sur xk vis-à-vis de xi et une variable
xp(6= xj). Soit (vi, vp, v

′′
k , v

′′′
k ) ce triangle.

Comme xk satisfait la propriété m-RBTP, elle sa-
tisfait m-pRBTP et il existe un ensemble S(xk) de
r ≤ m variables {x`1 , . . . , x`r} ⊆ ¬BT (xk) qui sup-
porte chaque triangle cassé sur xk. En plus, pour tout
triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) sur xk, pour toute affecta-

tion cohérente A = (v`1 , . . . , v`r , vi) de S(xk)∪{xi} et
pour tout v` ∈ A, (vj , v`) ∈ Rj` et pour toute variable
xt /∈ S(xk), pour tout vt ∈ D(xt), si (vi, vt) ∈ Rit alors
(v′k, vt) ∈ Rkt et (v′′k , vt) ∈ Rkt.

Nous avons forcément xp ∈ S(xk). En effet, si
xp /∈ S(xk), comme (vi, vp) ∈ Rip, nous avons
(v′′k , vp) ∈ Rkp, ce qui est incompatible avec le fait
que (vi, vp, v

′′
k , v

′′′
k ) est un triangle cassé.

Comme xp ∈ S(xk), on a (vi, vp) ∈ Rip et (vj , vp) ∈
Rjp. Deux cas sont possibles :

• (v′k, vp) /∈ Rkp. Ainsi, le quadruplet
(vi, vp, v

′′
k , v

′′′
k ) formerait un triangle cassé.

Or, on a supposé que xp ∈ S(xk) qui est inclus
dans ¬BT (xk). Donc ceci est impossible.
• (v′k, vp) ∈ Rkp. Alors, le quadruplet

(vj , vp, v
′′
k , v

′
k) formerait aussi un triangle

cassé. Or, on a supposé que xp ∈ S(xk) qui est
inclus dans ¬BT (xk). Donc ceci est impossible.

Par conséquent, xp ne peut être dans S(xk).

Ainsi, quelle que soit la variable xp, ajouter le tuple
(vi, v

′′
k ) à Rik ne peut introduire de triangle cassé sur

xk. 2

Nous donnons maintenant la définition des instances
satisfaisant la propriété m-RBTP.

Définition 7 Une instance binaire I dotée d’un ordre
< sur les variables satisfait la propriété m-RBTP
(m ≤ n − 3) par rapport à l’ordre < si, pour toute
variable xk, xk satisfait la propriété m-RBTP dans la
sous-instance de I restreintes aux variables xi telles
que xi ≤ xk.

On peut facilement en déduire que 0-RBTP et 0-
pRBTP correspondent à BTP puisqu’aucune variable
support n’est nécessaire du fait de l’absence de tout
triangle cassé.

Étant donnée une instance binaire I = (X,D,R) sa-
tisfaisant la propriété m-RBTP, cette propriété n’est
pas remise en cause vis-à-vis de toute variable xi ≤ xk

suite à l’ajout de (vi, v
′′
k ) à Rik pour éliminer le tri-

angle cassé (vi, vj , v
′
k, v

′′
k ) sur xk. Par contre, elle peut

l’être pour une variable xp > xk, comme le montre la
figure 6. Pour éviter cela, nous introduisons, dans la
section suivante, la notion de triangle cassé pleinement
réparable.

4.3 Les triangles cassés pleinement réparables

Afin de garantir qu’autoriser certains tuples initia-
lement interdits ne crée pas de nouveaux triangles cas-
sés irréparables, nous définissons la notion de triangles
cassés bloquants.

Définition 8 Un triangle cassé m-réparable
(vi, vj , v

′
k, v

′′
k) avec vi ∈ D(xi), vj ∈ D(xj) et

v′k, v
′′
k ∈ D(xk) est dit m-bloquant par rapport à une

variable xp ∈ X \ {xi, xj , xk}, si les triangles cassés
sur xp créés par l’ajout de (vi, v

′′
k ) dans Rik ne sont

supportés par aucun élément de Sp.
xk est dite m-bloquante par rapport à xp s’il existe

au moins un triangle cassé m-bloquant sur xk vis-à-vis
de xp.

Le triangle cassé réparable de la figure 6(a) est 1-
bloquant. Maintenant, nous pouvons définir la classe
des instances satisfaisant la propriété m-fRBTP (pour
fully Reparable Broken-Triangle Property).

Définition 9 Une variable xk satisfait la propriété
m-fRBTP si chaque paire de valeurs de D(xk) satisfait
la propriété m-fRBTP.

Définition 10 Une instance binaire I dotée d’un
ordre < sur les variables satisfait la propriété m-
fRBTP (m ≤ n− 3) par rapport à cet ordre < si pour
chaque variable xk,
• xk satisfait la propriété m-RBTP dans la sous-

instance de I restreinte aux variables xi telles
que xi ≤ xk, et
• xk n’est pas m-bloquante par rapport à n’importe

quelle variable xp > xk.

L’instance de la figure 6(a) ne satisfait pas la pro-
priété 1-fRBTP pour l’ordre sur les variables x` < xi <
xj < xk < xp car xk est une variable 1-bloquante. Le
corollaire suivant établit la relation liant m-RBTP et
m-fRBTP.

Corollaire 1 0-fRBTP = BTP et m-fRBTP ( m-
RBTP ( m-pRBTP.

Le théorème 1 est une conséquence directe de la pro-
position 2, des lemmes 1 et 2 et du théorème 3.1 de
[5].

Actes JFPC’2017

126



v′′k

v′k

vj

v′′p

v′p

vi

v`

xk

xj

xi

xp

x`

v′′k

v′k

vj

v′′p

v′p

vi

v`

xk

xj

xi

xp

x`

(a) (b)

Figure 6 – (a) Une instance binaire I satisfaisant la propriété 1-RBTP selon l’ordre sur les variables x` < xi <
xj < xk < xp malgré les deux triangles cassés sur xp supportés par xk. (b) Suite à l’ajout du tuple (vi, v

′′
k ) à

Rik, I ne respecte plus 1-RBTP (à cause du nouveau triangle cassé (vi, v
′′
k , v

′
p, v

′′
p ) non supporté par xk).

Théorème 1 Si une instance binaire I = (X,D,R)
satisfait la propriété m-fRBTP par rapport à un ordre
< donné sur ses variables, alors I peut être résolue en
temps polynomial.

Preuve : Soit une instance binaire I satisfaisant
la propriété m-fRBTP par rapport à un ordre <.
D’après la proposition 2 et les lemmes 1 et 2, nous
savons que réparer un triangle cassé sur xk ne remet
pas en cause l’équivalence, ni la propriété m-fRBTP.
Cette opération s’effectue en O(n3d4). Pour cela,
nous commençons par la quatrième variable selon
l’ordre <, nous devons identifier puis réparer tous
les triangles cassés sur chaque paire de valeurs. Pour
chaque variable xk, nous avons besoin de parcourir
toutes les paires de valeurs, ce qui peut être fait
en O(d2), et de trouver tous les triangles cassés
relatifs à chacune d’elles, ce qui peut être accompli
en O(n2d2) pour une paire donnée. Au final, cette
opération doit être appliquée sur les (n− 3) dernières
variables selon l’ordre <. L’instance ainsi obte-
nue satisfait la propriété BTP par rapport à l’ordre
< et, donc, à ce titre, peut être résolue en O(ed2) [5]. 2

Théorème 2 Si une instance binaire I satisfait la
propriété m-fRBTP par rapport à un ordre < sur ses
variables, alors éliminer les triangles cassés sur cha-
cune des variables xk (avec k > 3) en autorisant cer-
tains tuples interdits comme indiqué dans la section 4
est une opération de BTPisation.

5 Interaction avec certaines classes poly-
nomiales existantes basées sur BTP

Dans cette section, nous étudions les relations exis-
tantes entre m-fRBTP et certaines classes polyno-
miales connues dont la définition est inspirée de la
propriété BTP.

5.1 BTPAC

Nous commençons avec les classes polynomiales ca-
chées introduites dans [8], et, en particulier, la classe
BTPAC . BTPAC est la plus petite classe polynomiale
cachée reposant sur la propriété BTP et obtenue par
application d’un filtrage relatif à un niveau de cohé-
rence donné.

Définition 11 (BTPAC [8]) Une instance binaire I
satisfait BTPAC si l’instance obtenue à partir de I
en appliquant la cohérence d’arc 2 satisfait la propriété
BTP.

Nous pouvons maintenant établir le lien entre
BTPAC et m-pRBTP.

Théorème 3 m-pRBTP et BTPAC sont incompa-
rables.

Preuve : La figure 7(a) présente une instance binaire
satisfaisant BTPAC puisqu’après l’application de la co-
hérence d’arc, les triangles cassés (en rouge) ont dis-
paru. Cette instance ne satisfait pas la propriété 1-
pRBTP (ni trivialement la propriété m-pRBTP, pour
m > 1) car xi, xj et x` ne peuvent être dans ¬BT (xk).

La figure 7(b) représente la microstructure d’une
instance ne satisfaisant pas BTPAC . En effet, chaque
valeur de cette instance est arc-cohérente et on peut
observer la présence d’un triangle cassé (v′i, v

′
j , v

′
k, v

′′
k ).

En revanche, cette instance satisfait 1-pRBTP puisque
la variable x` est dans ¬BT (xk) et supporte le triangle
cassé (v′i, v

′
j , v

′
k, v

′′
k ). 2

2. Soit une instance binaire I = (X,D,R). Une valeur vi ∈
D(xi) est arc-cohérente vis-à-vis deRij ∈ R s’il existe une valeur
vj ∈ D(xj) telle que (vi, vj) ∈ Rij . Un domaine D(xi) est arc-
cohérent vis-à-vis de Rij si, pour chaque valeur vi ∈ D(xi), la
valeur vi est arc-cohérente vis-à-vis de Rij . I est arc-cohérente si
chaque domaine D(xi) ∈ D, est arc-cohérent vis-à-vis de chaque
relation Rij ∈ R. [14]
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xk
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Figure 7 – (a) Une instance binaire satisfaisant
BTPAC mais qui n’est pas 1-pRBTP en considérant
l’ordre x` < xi < xj < xk. (b) Une instance binaire
satisfaisant la propriété 1-pRBTP, mais ne respectant
pas BTPAC en considérant l’ordre x` < xi < xj < xk.

5.2 k-BTP

ETP [12], et plus généralement k-BTP [6], défi-
nissent des extensions de BTP qui autorisent la pré-
sence de certains triangles cassés. Formellement, k-
BTP est définie ainsi :

Définition 12 (k-BTP [6]) Une instance binaire I
satisfait la propriété k-BTP pour un entier k donné
(2 ≤ k < n) par rapport à un ordre < sur ses
variables si, pour tout sous-ensemble de variables
{xi1 , xi2 , . . . , xik+1

} tel que xi1 < xi2 < . . . < xik+1
,

il existe au moins deux variables (xij , xij′ ) avec 1 ≤
j < j′ ≤ k telles qu’il n’existe aucun triangle cassé sur
xk+1 vis-à-vis de xij et de xij′ .

Définie ainsi, k-BTP ne constitue pas une classe po-
lynomiale. En effet, la définition de la classe polyno-
miale correspondante nécessite par ailleurs que l’ins-
tance satisfasse la k-cohérence forte 3.

Théorème 4 [6] Soit I une instance binaire telle qu’il
existe une constante k avec 2 ≤ k < n pour laquelle I
satisfait, à la fois, la k-cohérence forte et la propriété
k-BTP vis-à-vis d’un ordre < sur les variables. I peut
être résolue en temps polynomial.

Comme m-fRBTP ne requiert pas de satisfaire un
quelconque niveau de cohérence pour définir une classe
polynomiale, nous établissons d’abord le lien entre m-
pRBTP et k-BTP.

Théorème 5 Étant données une instance binaire I
dotée d’un ordre < sur les variables et une constante

3. Une instance binaire I satisfait la i-cohérence si toute af-
fectation cohérente de (i−1) variables peut être étendue en une
affectation cohérente sur toute ième variable. Une instance bi-
naire I satisfait la k-cohérence forte si elle satisfait la i-cohérence
pour tout i tel que 1 < i ≤ k. [9]

v`
v′′k

v′k

vj

vi

x` xk

xj

xi

Figure 8 – Une instance CSP qui satisfait 3-BTP mais
pas 1-pRBTP en considérant l’ordre x` < xi < xj <
xk.

k avec 2 ≤ k < n, si I satisfait la propriété (k − 2)-
pRBTP vis-à-vis de <, alors I satisfait la propriété
k-BTP vis-à-vis de <.

Preuve : Pour k = 2, il est clair que 0-pRBTP
= 2-BTP puisque cela correspond à la propriété
BTP. Pour k > 2, considérons une instance binaire
I = (X,D,R) satisfaisant (k − 2)-pRBTP vis-à-vis
de < (avec 2 < k < n). Par conséquent, pour chaque
variable x ∈ X, il existe un ensemble de r ≤ k − 2
variables supports {x`1 , . . . , x`r} ⊆ ¬BT (xk). Il
est évident qu’aucune variable xs avec s < k et
xs /∈ ¬BT (xk) ne peut contribuer à un triangle cassé
avec x` (x` ∈ {x`1 , . . . , x`r}) sur xk. Donc, I satisfait
aussi la propriété k-BTP vis-à-vis de <. 2

La réciproque de ce théorème est fausse comme le
montre la figure 8. En effet, v′k, v

′′
k ∈ D(xk) ne sa-

tisfait pas la propriété 1-pRBTP puisqu’il existe un
triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) et que la seule variable de

X \ {xi, xj , xk}, à savoir x`, ne peut le soutenir.

Corollaire 2 Étant donnée une constante k avec 2 ≤
k < n, si une instance binaire fortement k-cohérente
satisfait la propriété (k − 2)-pRBTP vis-à-vis de <,
alors elle satisfait également, la propriété k-BTP vis-
à-vis de <.

Le théorème 5 et le corollaire 2 sont importants car,
s’il existe un ordre < sur les variables pour lequel une
instance binaire I satisfait la propriété k-BTP, mais
n’est pas fortement k-cohérente, alors nous ne pou-
vons pas appliquer la k-cohérence forte pour deux rai-
sons. D’abord, la k-cohérence est susceptible de mo-
difier l’arité et/ou la structure de l’instance. Ensuite,
la cohérence de chemin (ainsi que les cohérences plus
fortes) peuvent invalider la propriété BTP (et aussi
k-BTP et m-fRBTP). Ainsi, pour une instance qui sa-
tisfait à la fois k-BTP et m-fRBTP, il est possible de
la résoudre en utilisant simplement la cohérence d’arc
et sans avoir besoin de s’assurer que l’instance satisfait
bien la k-cohérence forte.
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Figure 9 – Une variable qui satisfait la propriété 1-
fBTP mais pas la propriété 1-fRBTP.

5.3 Les triangles cassés flexibles

Nous terminons cette section en établissant le lien
existant avec la plus récente des classes polynomiales
basées sur BTP, à savoir m-fBTP (pour Flexible
Broken-Triangle Property [7]).

Définition 13 Une paire de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk)

satisfait la propriété m-fBTP avec m ≤ n−3 si, pour
chaque triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) avec vi ∈ D(xi)

et vj ∈ D(xj), il existe un ensemble de r ≤ m va-
riables supports {x`1 , . . . , x`r} ⊆ X \ {xi, xj , xk} tel
que, pour toute affectation cohérente (v`1 , . . . , v`r ) ∈
D(x`1) × . . . ×D(x`r ), il existe α ∈ {1, . . . , r} tel que
si (v`α , vi) ∈ R`αi, alors (v`α , vj) /∈ R`αj.

Théorème 6 Pour m ≥ 1, m-fRBTP et m-fBTP
sont incomparables.

Preuve : Le couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk) dans

la microstructure de la figure 9 satisfait la propriété
1-fBTP, mais pas la propriété 1-fRBTP. Le couple de
valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) dans la microstructure de la

figure 4(a) satisfait la propriété 1-fRBTP, mais pas
la propriété 1-fBTP car on a la fois (vi, v`) ∈ Ri` et
(vj , v`) ∈ Rj`. 2

6 Fusion de valeurs et élimination de va-
riables

BTP possède plusieurs propriétés intéressantes au-
delà de la polynomialité de la résolution. C’est le cas
notamment de la possibilité d’éliminer des variables
ou de fusionner des valeurs grâce à BTP. En effet, il
a été démontré que l’absence de triangles cassés sur
une variable xk d’une instance binaire arc-cohérente I
permet d’éliminer cette variable sans affecter la satis-
fiabilité de I [5]. L’absence de triangles cassés sur un
couple de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) permet également de

fusionner ces valeurs tout en préservant la satisfiabilité
[2, 4]. Ici, nous montrons que m-RBTP permet aussi

la fusion de valeurs mais pas l’élimination de variables.
Ceci s’appuie sur la proposition 3. Nous rappelons, au
préalable, la propriété m-wBTP [3] :

Définition 14 Un couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk)

satisfait m-wBTP si pour chaque triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) avec vi ∈ D(xi) et vj ∈ D(xj), il existe

un ensemble de r ≤ m variables {x`1 , . . . , x`r} ⊆
X \ {xi, xj , xk} tel que pour tout (v`1 , . . . , v`r ) ∈
D(x`1) × . . . × D(x`r ), si (v`1 , . . . , v`r , vi, vj) est une
affectation cohérente, alors il existe α ∈ {1, . . . , r} tel
que (v`α , v

′
k), (v`α , v

′′
k ) /∈ R`αk.

De manière similaire, nous pouvons définir la pro-
priété m-pRBTP pour un couple de valeurs ainsi :

Définition 15 Un couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk)

satisfait m-pRBTP s’il existe un ensemble de r ≤
m variables {x`1 , . . . , x`r} ∈ Sk, tel que pour
chaque triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) avec vi ∈ D(xi)

et vj ∈ D(xj), pour toute affectation cohérente
(v`1 , . . . , v`r , vi), avec ∀t ∈ {1, . . . , r}, v`t ∈ D(x`t),
il existe α ∈ {1, . . . , r} tel que (v`α , v

′
k) /∈ R`αk ou

(v`α , v
′′
k ) /∈ R`αk.

Proposition 3 Étant données une instance binaire
I = (X,D,R) et une constante m (avec 0 ≤ m ≤
n−4), si un couple de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) satisfait

m-pRBTP, alors il satisfait aussi m-wBTP.

Preuve : Par définition, il existe un ensemble
S = {x`1 , . . . , x`r} ∈ Sk (r ≤ m) tel que pour
chaque triangle cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ) avec vi ∈ D(xi)

et vj ∈ D(xj), pour toute affectation cohérente
(v`1 , . . . , v`r , vi) sur S∪{xi}, il existe α ∈ {1, . . . , r} tel
que (v`α , v

′
k) /∈ R`αk ou (v`α , v

′′
k ) /∈ R`αk. Donc pour

chaque v`α ∈ D(x`α), on a :

1. soit v`α est compatible avec vj : si v`α est compa-
tible avec v′k mais pas avec v′′k (ou inversement),
x`α contribue à un triangle cassé sur v′k, v

′′
k , ce

qui est impossible, car xlα ∈ S ⊆ ¬BT (xk).
Donc, v`α ne peut être compatible avec v′k, ni
avec v′′k . Dans ce cas, {x`1 , . . . , x`r} est un en-
semble de variables supports pour le triangle
cassé (vi, vj , v

′
k, v

′′
k ), par définition de m-wBTP.

2. soit v`α n’est pas compatible avec vj : rien n’em-
pêche {x`1 , . . . , x`r} d’être les variables supports
de v′k, v

′′
k pour m-wBTP.

Par conséquent, le couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk)

satisfait aussi m-wBTP. 2

La réciproque de cette proposition est fausse comme
le montre l’exemple de la figure 9. En effet, le couple
de valeurs v′k, v

′′
k satisfait la propriété 1-fBTP, et donc

1-wBTP, mais pas la propriété 1-fRBTP.
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D’après la proposition 2 de [3], fusionner deux va-
leurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) qui satisfont m-wBTP ne change

pas la satisfiabilité de l’instance. En s’appuyant sur
ce résultat et sur la proposition 3, nous pouvons en
déduire le corollaire suivant :

Corollaire 3 Dans une instance binaire I, fusionner
un couple de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) qui satisfait m-

pRBTP ne change pas la satisfiabilité de I.

Comme m-pRBTP généralise BTP, et la fusion par
BTP [4, 2] généralise la substitution de voisinage [10]
et l’interchangeabilité virtuelle [13], nous pouvons dé-
duire le résultat suivant :

Corollaire 4 La fusion par m-pRBTP généralise la
fusion par BTP [4, 2], la substitution de voisinage [10]
et l’interchangeabilité virtuelle [13].

Le corollaire suivant se déduit des résultats précé-
dents.

Corollaire 5 m-pRBTP permet de fusionner plus de
valeurs que BTP et moins que m-wBTP.

Contrairement à BTP etm-fBTP,m-pRBTP et plus
particulièrement m-fRBTP n’autorisent pas l’élimina-
tion de variable car m-fBTP et m-fRBTP sont incom-
parables, d’après le théorème 6 et le fait que m-fBTP
est une condition d’élimination de variable maximale
(voir section 4 de [7]).

7 Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit la propriété
des triangles cassés pleinement réparables, qui étend
la propriété BTP en autorisant la présence de cer-
tains triangles cassés. Nous avons démontré que les
instances binaires satisfaisant la propriété m-fRBTP
peuvent être résolues en temps polynomial en autori-
sant certains tuples interdits tout en préservant l’équi-
valence puis en appliquant la cohérence d’arc. Ensuite,
nous avons comparé cette nouvelle classe polynomiale
avec certaines des classes polynomiales existantes ins-
pirées par la propriété BTP comme BTPAC , k-BTP
ou m-fBTP. Finalement, nous avons prouvé que la fu-
sion de tout couple de valeurs d’une instance binaire
qui satisfait m-fRBTP ne modifie pas la satisfiabilité
de l’instance. Malheureusement, m-fRBTP, comme k-
BTP et m-wBTP, ne permet pas l’élimination de va-
riables.

Différentes perspectives sont envisageables pour la
poursuite de ce travail. Par exemple, d’un point de
vue théorique, on pourrait s’intéresser à déterminer
s’il est possible d’autoriser encore plus de tuples in-
terdit tout en préservant l’équivalence, alors que, sur
le plan pratique, on pourrait établir l’existence d’ins-
tances satisfaisant cette nouvelle propriété.
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Résumé

Le problème du dénombrement de solutions d’une
instance CSP, appelé #CSP, constitue un problème ex-
trêmement difficile qui possède de multiples applications
en Intelligence Artificielle. S’il est le plus souvent résolu
par des méthodes approchées, ici, nous nous focalisons
sur le dénombrement exact. Nous montrons comment
il est possible d’améliorer les méthodes basées sur les
décompositions structurelles en améliorant la recherche
d’une nouvelle solution, qui est une étape essentielle, en
particulier pour de telles méthodes. De plus, si les res-
sources en temps ou en espace sont insuffisantes, nous
montrons comment notre approche est capable de four-
nir une borne inférieure du nombre de solutions. Des
expérimentations sur des benchmarks CSP mettent en
avant l’intérêt pratique de notre approche par rapport
aux meilleures méthodes de la littérature.

Ce papier est un résumé de [6].

Abstract

The problem of counting solutions in CSP, called
#CSP, is an extremely difficult problem that has many
applications in Artificial Intelligence. This problem can
be addressed by exact methods, but more classically it is
solved by approximate methods. Here, we focus primarily
on the exact counting. We show how it is possible to
improve the methods based on structural decomposition
by offering to enhance the search for a new solution
which is a critical step for counting, particularly for such
methods. Moreover, if the resources in time or in space
are insufficient, we show that our approach is still able
to provide a lower bound of the result. Experiments on
CSP benchmarks show the practical advantage of our
approach w.r.t. the best methods of the literature.

This is a summary of [6].

1 Contexte

Dénombrer les solutions d’une instance CSP (pro-
blème #CSP) ou les modèles d’une instance SAT (pro-

blème #SAT) constituent des problèmes extrêmement
difficiles qui possèdent de multiples applications. Ces
problèmes étant connus pour être #P-complet [10],
leur résolution d’un point de vue pratique s’effectue
souvent par le biais de méthodes approchées offrant
généralement une borne inférieure du nombre de so-
lutions. Cependant, en exploitant certaines propriétés
de l’instance, il est envisageable de proposer des mé-
thodes exactes qui soient efficaces en théorie comme
en pratique [2, 3, 5, 4]. C’est à ce type d’approche
que nous nous intéressons ici et plus particulièrement
à la méthode #BTD [4] qui dénombre les solutions
d’une instance CSP à l’aide d’une décomposition ar-
borescente. Bien qu’ayant fait preuve de résultats pra-
tiques intéressants, cette méthode peut être améliorée,
comme nous le montrons dans la section suivante.

2 Améliorer #BTD

Une instance de CSP (pour Problème de Satisfac-
tion de Contraintes) est définie par la donnée d’un
triplet (X,D,C), où X = {x1, . . . , xn} est un en-
semble de n variables, D = {dx1

, . . . , dxn
} est un

ensemble de domaines finis de taille au plus d, et
C = {c1, . . . , ce} est un ensemble de e contraintes.
Chaque contrainte ci est un couple (S(ci), R(ci)), où
S(ci) = {xi1 , . . . , xik} ⊆ X définit la portée de ci, et
R(ci) ⊆ dxi1

× · · · × dxik
est une relation de compati-

bilité. La structure d’une instance CSP est donnée par
un hypergraphe, appelé hypergraphe de contraintes,
dont les sommets correspondent aux variables et les
arêtes aux portées des contraintes. Une affectation
d’un sous-ensemble de X est dite cohérente si toutes
les contraintes portant sur ce sous-ensemble sont sa-
tisfaites. Une solution est une affectation cohérente de
toutes les variables.

Certaines méthodes, comme #BTD, exploitent la

131



notion de décomposition arborescente de graphes [7]
pour identifier des sous-problèmes indépendants.

Définition 1 Une décomposition arborescente d’un
graphe G = (X,C) est un couple (E, T ) où T = (I, F )
est un arbre (I est un ensemble de nœuds et F un en-
semble d’arêtes) et E = {Ei : i ∈ I} une famille de
sous-ensembles de X, telle que chaque sous-ensemble
(appelé cluster) Ei est un nœud de T et vérifie : (i)
∪i∈IEi = X, (ii) pour chaque arête {x, y} ∈ C, il
existe i ∈ I avec {x, y} ⊆ Ei, et (iii) pour tout
i, j, k ∈ I, si k est sur un chemin de i à j dans T ,
alors Ei ∩ Ej ⊆ Ek. La largeur d’une décomposition
est égale à maxi∈I |Ei|−1. La largeur arborescente dite
tree-width w de G est la largeur minimale pour toutes
les décompositions arborescentes de G.

Dans #BTD, chaque sous-problème est défini vis-à-
vis d’un cluster Ei (ce sous-problème porte sur toutes
les variables présentes dans la descendance de Ei) et
de l’affectation courante sur les variables de l’intersec-
tion de Ei avec son père. Pour chaque sous-problème,
#BTD va procéder à une exploration systématique et
dénombrer le nombre de solutions locales qu’il possède
avant de les combiner pour établir le nombre de solu-
tions du problème global. Ce faisant, #BTD obtient
une complexité en temps en O(n.e.dw

++1) (avec w+ la
largeur de la décomposition utilisée), qui d’un point de
vue théorique, est une des meilleures possibles. D’un
point de vue pratique, bien qu’ayant obtenu des résul-
tats intéressants, cette méthode peut être améliorée.
En effet, pour chaque sous-problème, #BTD s’attache
à dénombrer toutes ses solutions. Pour autant, à ce
stade-là, il ne possède aucune garantie que les solu-
tions locales ainsi trouvées pourront s’étendre sur le
reste du problème pour former des solutions du pro-
blème global. Si ces solutions locales ne participent pas
à des solutions globales, #BTD aura effectué un calcul
inutile des plus coûteux compte tenu de la complexité
théorique du problème #CSP. Aussi, ici, afin d’éviter
cela, nous proposons de modifier #BTD de sorte que,
lorsque l’algorithme trouve une solution locale pour
un sous-problème donné, celui-ci s’assure d’abord que
cette solution participe à une solution globale avant de
dénombrer toutes les solutions de ce sous-problème. Si
cette idée peut parâıtre simple et naturelle, elle modi-
fie significativement le comportement de l’algorithme
initial et nécessite, au final, de définir un nouvel al-
gorithme, appelé #EBTD (pour Enhanced BTD), et
un nouveau cadre formel avec notamment la notion de
goods structurels partiels.

Théorème 1 #EBTD a une complexité en temps en
O(n.(re+ns).dw

++1) pour une complexité en espace en
O(n.s.ds) avec s la taille de la plus grande intersection
entre deux clusters et r = maxc∈C |S(c)|.

Par ailleurs, si les ressources en temps ou en espace
sont insuffisantes, par construction, #EBTD est en
mesure de fournir une borne inférieure du nombre de
solutions, qui, en pratique, s’avère souvent non nulle.

Nous avons comparé expérimentalement #EBTD
à Toulbar2/#BTD [4] (c’est-à-dire #BTD), Cachet
[8], c2d [2], relsat [1] et sharpSAT [9] qui constituent
les méthodes de référence pour la résolution des pro-
blèmes #CSP ou #SAT. Il en résulte que #EBTD
résout plus d’instances (à savoir 908 instances sur
les 1 059 instances considérées) que sharpSAT (899
instances), Toulbar2/#BTD (877 instances), Cachet
(608 instances), relsat (618 instances) ou c2d (382 ins-
tances) tout en se révélant plus rapide sur la plupart
des instances.

3 Conclusion

Nous avons proposé un nouvel algorithme, appelé
#EBTD, pour calculer le nombre exact de solutions
d’une instance CSP. Si la complexité de cet algorithme
est similaire à celle de #BTD, en pratique, il se révèle
bien plus efficace et résout plus d’instances et plus ra-
pidement que les méthodes de l’état de l’art.

Plusieurs extensions sont envisageables comme no-
tamment l’exploitation de décompositions adaptées au
problème #CSP, ou l’utilisation de cette approche
pour calculer de meilleures approximations du nombre
de solutions.
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Résumé

Avec la dépendance du prix du pétrole et ses varia-
tions ainsi que les préoccupations environnementales, les
acteurs du transport maritime sont de plus en plus nom-
breux à chercher des outils d’aide à la décision leur per-
mettant d’optimiser le temps de trajet en même temps
que la consommation de carburant (optimisation bi-
objectif). Dans le problème traité, la donnée d’entrée
est un itinéraire, et nous nous intéressons à optimiser
le temps de trajet et la consommation en fonction d’un
unique paramètre : la vitesse le long de cet itinéraire.
Nous présentons ainsi une modélisation du problème,
puis nous expliquons pourquoi une approche exacte ne
semble pas pertinente. Nous proposons ensuite trois mé-
thodes de résolution qui semblent adaptées au contexte
et qui devront dans un second temps être implémentés
puis testés afin de juger de leur intérêt pratique.

1 Introduction

Dans le domaine du transport de marchandises
par voies maritimes, les grandes compagnies d’affrè-
tement cherchent à optimiser la consommation de car-
burant en même temps que le temps de transport des
marchandises. Ces deux objectifs sont contradictoires
puisque l’augmentation de la vitesse du bateau dimi-
nue le temps de transport mais augmente la consom-
mation de carburant (cf figure 1). Les conditions mé-
téorologiques (notamment prévisionnelles) sont un élé-
ment à prendre en compte dans cette optimisation
puisqu’il influe sur les deux objectifs. Ainsi, choisir la
route qui sera empruntée par le bateau est un proces-
sus complexe. Pour cela les compagnies d’affrètement

∗Papier doctorant : Estelle Chauveau1,2 est auteur principal.

maritime recherchent des systèmes d’aide à la décision
proposant rapidement un éventail d’alternatives inté-
ressantes. Une route maritime est définie par un itiné-
raire ainsi que la vitesse le long de cet itinéraire. Nous
nous sommes intéressés dans un premier travail [3] au
calcul d’itinéraires, en fixant la vitesse à une valeur
arbitraire constante. Cependant, la météo variant au
cours du temps dans chaque zone, il devrait être pro-
fitable d’accélérer ou de ralentir à certains moments
pour traverser les différentes zones dans des conditions
globalement plus favorables que si on se déplaçait à
vitesse constante. Cet article traite du problème d’op-
timisation des deux objectifs cités (temps de trajet et
consommation de carburant) en fonction de la vitesse
de navigation, et non pas de l’itinéraire. Pour cela,
l’itinéraire est fixé au départ, et la vitesse est le seul
paramètre du problème. Au delà de cet article, l’ob-
jectif applicatif est de proposer un outil qui combine
l’optimisation de l’itinéraire avec l’optimisation de la
vitesse.

Figure 1 – Allure des courbes de durée et consommation
en fonction de la vitesse, à météo constante ([2]).
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2 Modélisation des données du problème

Il s’agit ici de représenter des itinéraires dans le
temps. À cette fin, nous allons nous appuyer sur un
graphe daté. Dans un tel graphe, chaque sommet du
graphe représente une coordonnée géographique datée
(de la même manière que dans [1]) et chaque arc repré-
sente une route orthodromique entre ces coordonnées
géographiques datées (date de départ et date d’arri-
vée). Dans ce cadre, les sommets du graphe sont les
points d’un espace tridimensionnel discrétisé E = X×
Y ×T où X représente la latitude avec X = [0;xmax]N,
Y représente la longitude avec Y = [0; ymax]N, et T
représente le temps avec T = [0; tmax]N. Ainsi, nous
pouvons définir un graphe (S,A) où S ⊂ E est l’en-
semble des sommets et A l’ensemble des arcs. Les arcs
possibles sont de la forme (s, s′) tels que s = (x, y, t)
et s′ = (x′, y′, t′) et ils doivent nécessairement vérifier
deux conditions :

1. x′ = x ± 1 ou y′ = y ± 1 pour imposer que les
sommets soient voisins au niveau géographique ;

2. et t′ ∈ [ d
vmin

+ t; d
vmax

+ t]N où d est une dis-

tance telle que d =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 et vmin
(resp. vmax) la vitesse minimale autorisée pour
le bateau (resp. vitesse maximale), pour imposer
que les sommets soient voisins au niveau tempo-
rel, dans le respect des vitesses autorisés.

Au graphe (S,A), nous allons adjoindre une fonc-
tion ~c qui associe à chaque arc un vecteur de coûts
de dimension 2 (A → N2). Ainsi, pour chaque arc
aij = (i, j) ∈ A, on a :

~c(aij) =

(
c1(aij)
c2(aij)

)

où c1 est la durée de traversée de l’arc (i, j) tandis que
c2 est la consommation de carburant sur cette traver-
sée. Le graphe dans lequel seront exprimées les données
est donc de la forme G = (S,A,~c).

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons
à l’optimisation de la vitesse le long d’un itinéraire
donné. Ainsi, on appelle itinéraire la définition des
différents points de passage dans l’espace, et itinéraire
daté la définition des différents points de passages
associés chacun à une date de passage. Les itinéraires
datés correspondront donc à des chemins dans le
graphe. On peut voir en fig. 2 le tracé bleu qui repré-
sente un itinéraire (le sens des arcs n’est pas indiqué
ici car il est implicite). Il correspond à une projection
de chemins de G dans le plan (X,Y ). Le tracé orange
représente les différentes vitesses possible le long d’un
tel itinéraire et il s’agit donc d’itinéraires datés. On
peut observer sur ce tracé orange que tous les arcs
sont nécessairement «montants» car leur traversée

impose un temps bien sûr strictement positif. Une
conséquence immédiate est que le graphe (S,A) est
nécessairement sans circuit pour des questions de
temporalité.

Figure 2 – Représentation de chemins dans l’espace.

Nous précisons maintenant quelques notations com-
plémentaires utiles par la suite :

– en cas de conditions météorologiques neutres
(pas de vent, pas de vagues etc.), nous noterons
~c1
neutre(aij) (resp. ~c2

neutre(aij)) la valeur de la
durée (resp. la consommation de carburant) sur
l’arc aij .

– dij désigne la longueur d’un arc (i, j)
– δt la durée réelle représentée par un intervalle de

temps [t, t+ 1]
– tri ou tranche géographique d’indice i, désigne

l’ensemble des arcs du graphe (courbe orange
sur la fig. 2) de sommets d’origine (xi, yi, t) dont
la projection sur le plan X × Y est le sommet
(xi, yi) (courbe bleue sur la fig. 2) correspondant
à l’unique ieme arc de l’itinéraire.

Le cadre formel que nous venons de définir sur la
base du graphe G = (S,A,~c) va nous permettre de
représenter les données. Celle-ci seront en fait consti-
tuées d’un unique itinéraire mais associé à un ensemble
d’itinéraires datés. Cela nous permet maintenant d’ex-
primer le problème que nous souhaitons traiter.

3 Problème général

Étant donné un graphe G = (S,A,~c) qui représente
un unique itinéraire, allant du point géographique
d’origine de coordonnées (xor, yor) jusqu’au point géo-
graphique d’arrivée (xar, yar), il s’agit de calculer des
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solutions pareto-optimales par rapport aux deux ob-
jectifs considérés, soit la durée du trajet et la consom-
mation de carburant.

3.1 Estimation de la taille du graphe daté.

Nous précisons maintenant certaines caractéris-
tiques du graphe issues de données réelles en nous
appuyant sur les expérimentations conduites dans [4].
Nous avons relevé des valeurs moyennes qui montrent
que dans ce cadre, les chemins pareto-optimaux pos-
sèdent en moyenne 12 arcs tandis que la longueur
moyenne d’un arc est d’environ 500 km. Par ailleurs,
après consultation de certaines compagnies d’affréte-
ment maritime, il est apparu pertinent de choisir un δt
de 45 minutes et de fixer vmin =16 noeuds et vmax =20
noeuds (cela doit être ajusté pour chaque bateau en

fonction de ses caractéristiques techniques). À partir
de ces informations, nous avons calculé qu’il existe 5
arcs sortants à chaque noeud (cf. contraintes vues en
section 2). Sur cette base, il existe alors un total de
512 chemins différents.

3.2 Solutions pareto-optimales

À chacun de ces chemins est associé un coût glo-
bal par critère (durée et carburant consommé). Or, la
durée de trajet et la consommation de carburant va-
rient de manière opposée (en fonction de la vitesse, cf.
fig. 1). Ainsi, ces deux paramètres sont antagonistes.
Pour cette dernière raison, dans le cas d’une météo
peu variable, le nombre de solutions pareto-optimales
est du même ordre de grandeur que le nombre de tra-
jets potentiels. Si la météo est très variable, le nombre
de solutions pareto-optimales diminue mais risque de
rester trop élevé pour la personne qui devra ensuite
choisir la solution à suivre en pratique. En plus de
cela, si deux solutions sont pareto-optimales mais sont
très proches, il n’est pas nécessaire de les identifier
toute les deux, une seule suffit. Aussi, plutôt que de
calculer l’ensemble des chemins pareto-optimaux par
une approche exacte, nous proposons dans la section
4 de restreindre le problème en nous limitant à l’iden-
tification de trajets pertinents, i.e. d’itinéraires datés
qui passent par des zones dans lesquelles la météo est
avantageuse.

4 Restriction du problème

4.1 Idée générale

Ce qui intéresse les compagnies maritimes peut se
synthétiser par :

– la proposition d’un nombre limité de solutions
(pour plus de lisibilité et pour une aide à la déci-
sion plus poussée) ;

– des chemins qui tirent partie des zones où la météo
est favorable.

L’ensemble des chemins pareto-optimaux n’est pas une
information pertinente, il s’agit ainsi de trouver les
chemins qui passent au maximum par les arcs les plus
favorables du graphe de recherche. Cette notion de fa-
vorable s’appuie sur un «score» que l’on va attribuer
à chaque arc du graphe.

4.2 «Scorage» des arcs

Un vecteur de scores ~s(aij) = (s1(aij), s2(aij)) est
attribué à chaque arc aij . Ce score correspond à un
pourcentage du coût de l’arc par rapport à une météo
neutre. Ainsi, pour un critère donné, un score proche
de 0% correspondra à une météo quasi-neutre (pas
de vent, pas de courant, etc.), un score négatif à une
météo avantageuse et un score positif à une météo
désavantageuse. Le score de l’arc aij en considérant le
critère 1 (ce qui vaut pour le critère 2) est :

s1(aij) = 100× c1(aij)− cneutre1 (aij)

dij × cneutre1 (aij)
(1)

avec v(aij) la vitesse sur l’arc aij . Le dénominateur
dij permet de normer le coût de l’arc par rapport à sa
longueur. Prenons un exemple avec le critère consom-
mation de carburant, pour un arc aij dont le coût est
150 (kilos de fuel par km). Si le coût neutre (pas de
vent, pas de vagues, etc.) à la vitesse v(aij) est de
140 (kilos de fuel par km), alors le score s2(aij) vaut
100×(150−140)/140 ≈ +7% (ici dij est égal à 1). Cela
correspond bien à une augmentation de la consom-
mation par rapport à une situation de mer calme. Il
s’agit alors de rechercher les chemins pertinents dans
le graphe G′ = (S,A,~s) qui ne diffère du graphe ori-
ginel G = (S,A,~c) que par sa fonction de coût où
~s : A → Q2. Pour résoudre ce problème, nous envisa-
geons trois méthodes qui devront être implémentées et
testées :

– Méthode par combinaison linéaire clas-
sique. On identifie dans G′ le plus court che-
min mono-objectif d’une combinaison linéaire des
deux objectifs. Le sélection des coefficients de la
combinaison linéaire peut être faite en utilisant
une stratégie adaptative comme proposé dans [5].
Cette méthode permet de trouver les solutions sur
l’enveloppe convexe du front de pareto.

– Méthode basée sur le critère de Tcheby-
cheff. Cette méthode permet de trouver des so-
lutions même lorsqu’elles n’appartiennent pas à
l’enveloppe convexe du front de pareto. On pourra
s’appuyer sur les travaux présentés dans [6].

– Méthode par élitisme Cette dernière méthode
consiste à sélectionner parmi les arcs les mieux
scorés un ensemble d’élites. Il s’agit ensuite de
rechercher les chemins qui passent par un maxi-
mum de ces arcs élites. L’avantage de cette mé-
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thode est qu’elle exploite la structure du graphe
(graphe orienté sans circuit).

Cette méthode est détaillée dans la section 4.3. Les ré-
sultats de ces différentes approches devront être com-
parés (temps de calcul et qualité des solutions identi-
fiées).

4.3 Recherche d’un chemin pertinent par élitisme
L’objectif de cette méthode est de trouver les che-

mins qui empruntent les zones de météo avantageuses,
en se basant sur la structure du graphe (graphe orienté
sans circuit). Pour atteindre cet objectif, nous procè-
dons en deux étapes. La première étape consiste à iden-
tifier pour chaque critère les arcs élites en se basant,
d’une part, sur le coût de ces arcs, et d’autre part, sur
la tranche géographique dans laquelle l’arc se trouve.
La seconde étape est constituée par la recherche de
chemins passant par un maximum d’arcs élites.

Étape 1 : identification des arcs «élites». Nous in-
troduisons ici un paramètre p qui représente la pro-
portion d’arcs élites par tranche géographique pour
chaque critère. Soit e l’arrondi à l’entier supérieur de
p× |trcourante|. Pour un critère donné, les e meilleurs
arcs de cette tranche seront considérés comme élites,
marqués comme favorables et notés −1. Les autres
arcs de cette tranche pour ce même critère étant mar-
qués comme neutres et notés 0. Cette approche per-
met de s’assurer de l’existence d’arcs favorables au ni-
veau d’une tranche géographique, quand bien même
les conditions météo seraient mauvaises sur celle-ci.
Une fois cette notation bicritère établie, nous calcu-
lons une unique pondération par arc en calculant la
somme des notes attribuées pour chaque critère (-1,
0). Nous obtenons ainsi une valuation unique apparte-
nant à {−2,−1, 0}. Il existe donc les élites classiques
notées −1, et les «super» élites notées −2.

Étape 2 : calcul des chemins de meilleurs compro-
mis. La recherche d’un plus court chemin dans un
graphe orienté sans circuit à pondérations positives
et négatives se fait en O(|S| + |A|) ([7]), et ce mal-
gré la présence de poids négatifs. L’algorithme efficace
pour ce type de graphe consiste dans un premier temps
à faire un tri topologique sur le graphe en question.
Cette étape est triviale dans notre cas puisqu’il suffit
d’ordonner les sommets par tranches géographiques.
Cela étant, si un chemin optimal est simple à obtenir,
il s’agira de les lister jusqu’à ce que l’opérateur humain
considère avoir obtenu une solution suffisamment sa-
tisfaisante, le passage d’une solution à une autre étant
très simple à calculer.

5 Conclusion

Dans le cadre de l’optimisation des routes mari-
times, nous travaillons sur le problème de l’optimi-

sation de la durée de trajet et de la consommation
de carburant en considérant un unique paramètre :
la vitesse le long d’un itinéraire donné. Ce problème
a peu été étudié dans la littérature. Comme la com-
binatoire reste élevée et que le nombre de solutions
pareto-optimales est potentiellement trop grand pour
être exploitable par un décideur humain, nous nous
intéressons aux méthodes qui ne fournissent pas l’inté-
gralité des solutions pareto-optimales. Ainsi, nous évo-
quons trois méthodes :

– la combinaison linéaire des deux critères [5] ;
– la méthode de Lucie Galand [6] basée sur le critère

de Tchebycheff ;
– la méthode par élitisme.

La finalité de ce travail est d’implémenter ces trois mé-
thodes sur des instances réelles, et d’analyser la qualité
des solutions identifiées. L’outil que nous développons
devra être basé sur une ou plusieurs de ces méthodes
(si les solutions qu’elles fournissent sont complémen-
taires). Enfin, les méthodes choisies pourront servir de
sous-routine pour l’optimisation en fonction des deux
paramètres vitesse et itinéraire.

Références

[1] Angelica Andersson. Multi-objective optimisation
of ship routes. Master thesis, Goteborg, Sweden,
Chalmer University of Technology, 2015.

[2] Nicolas Bialystocki and Dimitris Konovessis. On
the estimation of ship’s fuel consumption and
speed curve : A statistical approach. Journal of
Ocean Engineering and Science, 1(2) :157 – 166,
2016.

[3] Estelle Chauveau, Philippe Jégou, and Nicolas Pr-
covic. Un algorithme multicritère pour l’optimisa-
tion des routes maritimes en temps réel. Journée
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rationnelle et d’Aide à la Décision (ROADEF
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Résumé

Les châınes de Markov à intervalles paramétrés
(PIMCs) sont un formalisme de spécification permettant
de représenter de façon compacte des ensembles infi-
nis de châınes de Markov (MCs). Alors que les châınes
de Markovs sont largement utilisées pour modéliser une
très grand variété de systèmes basés sur des transitions
probabilistes (ex : protocoles aléatoires, systèmes biolo-
giques, environnements financiers) les PIMCs prennent
en compte l’imprécision ou le manque de connais-
sances quant à la probabilité exacte de chaque évène-
ment/transition du système en considérant des inter-
valles paramétrés de probabilités. Dans le contexte de
la vérification de systèmes probabilistes, [9] introduit
trois propriétés fondamentales à vérifier sur les PIMCs
et propose pour chacune d’elle un modèle de contraintes
linéaires pour y répondre. Dans ce papier, nous propo-
sons de nouveaux modèles de contraintes répondant aux
mêmes propriétés et montrons les gains qu’ils apportent
sur les plans théoriques et pratiques par rapport à [9] :
à savoir que nos modèles en contraintes sont drastique-
ment plus petits et que le temps ainsi que l’espace né-
cessaires à la résolution se voient nettement réduits en
pratique.

Abstract

Parametric Interval Markov Chains (pIMCs) are a
specification formalism for representing infinite sets of
Markov Chains (MCs) in a finite model. While MCs are
widely used for modelling systems in which probabilities
play a fundamental role, such as randomized protocols or
biological systems, pIMCs take into account imprecision
in the probability values : the transitions of the system
are (parametric) intervals of probabilities. The state of
the art models for verifying the fundamental properties
over pIMCs have been introduced in [9]. In this work, we
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introduce, implement and test new constraint program-
ming models for verifying these fundamental properties.
We show that all our models are complete and much
smaller in size than state of the art models. We pro-
pose an implementation for our constraint models. Ex-
periments show that our models drastically reduce the
resolution time and space.

1 Introduction

Un processus aléatoire est un système qui peut chan-
ger d’état en fonction d’évènements aléatoires. Parmi
ces processus, les châınes de Markov (MCs) représentent
des processus avec pas ou peu de mémoire : l’évolution
du processus ne dépend que de l’état courant (ou d’une
mémoire bornée dans le temps) et pas de tout son his-
torique. Dans la suite, nous nous intéressons aux cas
où le temps est discrétisé, les Discrete Time Markov
Chains (DTMC or MC for short). A chaque pas, le
processus passe de l’état courant à l’un de ses états
successeurs selon une certaine distribution de proba-
blités. Depuis plus d’un siècle, les MCs permettent de
modéliser des systèmes complexes dans de nombreux
domaines avec des applications multiples : prédictions
de réactions chimiques, ranking de pages web, recon-
naissance de la parole, prévisions économiques, com-
position musicale, etc (voir par exemple [10,12,18]).

Modéliser une application comme une châıne de
Markov suppose de connâıtre exactement la proba-
bilité de chaque transition du système. Cependant,
ces probabilités peuvent être difficiles à calculer ou
à mesurer dans le cas d’applications réelles (e.g., er-
reurs de mesure, connaissance imparfaite). Les châınes
de Markov à intervalles, ou Interval Markov Chains
(IMCs), introduites en 1991 par Larsen and Jonsson
[13], étendent les châınes de Markov en remplaçant les
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probabilités sur les transitions par des intervalles. Ces
intervalles permettent d’encadrer les valeurs possibles
pour les probabilités de transitions, ce qui garantit la
validité du modèle (i.e., le comportement du système
réel est un des comportements possible décrit par le
modèle). Ainsi, une IMC est une abstraction qui mo-
délise potentiellement une infinité de MCs concrètes.
Récemment, [9] a introduit le modèle des châınes de
Markov à intervalles paramétrés (pIMCs), pour trai-
ter le cas des intervalles dont les bornes ne sont pas
connues. Chaque probabilité de transition appartient
à un intervalle avec des bornes éventuellement para-
métriques. Cela permet de représenter de façon com-
pacte potentiellement une infinité de IMCs et donc de
représenter dans un seul objet plusieurs niveaux de
précision. Vérifier directement une IMC (ou une pIMC)
garantit que les propriétés voulues soient vérifiées dans
toutes les MCs concrètes associées. Dans le cas des IMCs,
le problème du model checking a été traité par [4,5,11].
Dans [4,5], les auteurs proposent des algorithmes et des
bornes de la complexité pour la vérification de proprié-
tés ω-regular et LTL respectivement, sur des IMCs avec
des intervalles clos. Dans cet article, nous nous inté-
ressons à la vérification des trois propriétés suivantes
sur les pIMCs :

— Consistance : Une pIMC donnée peut-elle être
concrétisée en une MC ?

— Atteignabilité existentielle : Pour une pIMC

donnée, y a-t-il une MC concrète atteignant un état
donné ?

— Atteignabilité universelle : Pour une pIMC

donnée, est-ce que toutes les MCs concrètes at-
teignent un état donné ?

Les modèles existant dans l’état de l’art pour vérifier
ces trois propriétés ont été présentés dans [9] et en
proposent la synthèse des valeurs de paramètres. Les
auteurs combinent des contraintes linéaires (égalités
et inégalités) avec des conjonctions et disjonctions. Le
nombre de contraintes est exponentiel en le nombre
d’états et de transitions de la pIMC à vérifier.

Dans cet article, nous présentons et évaluons de nou-
veaux modèles à base de contraintes pour vérifier ces
trois propriétés fondamentales dans le cas des pIMCs.
Sur le plan théorique, nous montrons que tous nos mo-
dèles sont complets et beaucoup plus petits que ceux
de l’état de l’art (linéaires et non exponentiels). Sur le
plan pratique, autant que nous le sachions, les modèles
de l’état de l’art n’ont jamais été implémentés. Nous
proposons la première implémentation de ces modèles,
ainsi qu’une implémentation de nos modèles, ce qui
nous permet de comparer les deux approches. Nous
testons ces deux implémentations sur un large bench-
mark issu de la communauté des MCs. Nos résultats

montrent que notre modélisation améliore significati-
vement la résolution, en temps et en espace, comparée
à celle de [9].

Programmation par Contraintes Notre modélisa-
tion utilise le paradigme de programmation déclara-
tive dit programmation par contraintes, ou Constraint
programming (CP), qui permet de modéliser une large
gamme de problèmes en séparant leur sémantique (ou
modèle) de la résolution. Un problème de constraintes
est donné par une liste de variables, chacune à valeur
dans un domaine donné, et une liste de contraintes
sur ces variables. Le problème est dit satisfiable s’il
existe une valuation des variables dans les domaines,
satisfaisant toutes les contraintes. Pour un problème
donné, un solveur de contraintes répond oui si le pro-
blème est satisfiable, et dans ce cas il exhibe une solu-
tion (ou toutes les solutions), et non sinon. Le format
des problèmes étant combinatoire par construction, la
résolution peut être lente. Dans certain cas, on peut
convertir les problèmes dans des langages spécifiques
pour accélerer la résolution (e.g., LP, MILP, SMT, SAT).

2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons le contexte des
châınes de Markov à temps discret, puis nous introdui-
sons les châınes de Markov à intervalles et à intervalles
paramétrés.

2.1 Châınes de Markov à temps discret

Un processus aléatoire est un système dans lequel
le passage d’un état à un autre état est probabiliste
(i.e., chaque état successeur a une certaine probabilité
d’être choisi). Une châıne de Makov à temps discret
est un processus aléatoire dont le passage d’un état à
un autre se fait par pas de temps. Dans ce contexte,
chaque état est associé à une probabilité de transition
sur ses successeurs potentiels.

Definition 1 (Châıne de Markov à temps discret).
Une châıne de Markov à temps discret (DTMC ou MC) est
un n-upletM = (S, s0, p, A, V ), où S est un ensemble
fini d’états contenant un état initial s0, un ensemble de
propositions atomiques A, une fonction d’étiquetage
V : S 7→ 2A, et une fonction de transition probabiliste
p : S × S 7→ [0, 1] telle que ∀s ∈ S, Σs′∈Sp(s, s′) = 1.

Une châıne de Markov peut être vue comme un
graphe dirigé dont les noeuds correspondent aux états
de la MC et les arêtes sont étiquetées par les probabi-
lités de la fonction de transition. Avec cette représen-
tation, une transition manquante entre deux états est
représentée par une probabilité de 0. Nous utiliserons
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donc si besoin le vocabulaire des graphes dirigés. Par
exemple, pour une MC M, nous appelons chemin une
suite finit d’états deM. Comme il est d’usage, pour un
ensemble S nous notons S∗ l’ensemble {Sn | n ∈ N}
(i.e., l’ensemble des chemins sur S). Nous omettons
en général l’opérateur de produit cartésien dans le
contexte de chemins, e.g., AB∗C = {(a, b1, . . . , bn, c) ∈
A×B∗ × C | n ∈ N}.

Example 1. La figure 1 montre une MC M1 =
(S, s0, p, A, V ) où S = A = {0, 1, 2, 3, 4}, l’état ini-
tial est 0, et la fonction d’étiquetage est l’identité :
V = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}. On indique ex-
plicitement quelques unes des probabilités de transi-
tion, par exemple, p(0, 1) = 0.7, p(1, 1) = 0.5, et
p(2, 4) = 0. On déduit des transitions manquantes que
p(0, 0) = 0, p(0, 3) = 0, p(1, 4) = 0, etc.

Dans la suite, nous considèrerons souvent les pré-
décesseurs (Pred), et les successeurs (Succ) d’un état.
Pour une MC sur un ensemble d’états S, un état s ∈ S
et un sous-ensemble S′ de S, nous notons :

— Pred(s) = {s′ ∈ S | p(s′, s) 6= 0},
— Succ(s) = {s′ ∈ S | p(s, s′) 6= 0},
— Pred(S′) =

⋃
s′∈S′ Pred(s′),

— Succ(S′) =
⋃
s′∈S′ Succ(s′),

Example 2 (Suite de l’exemple 1). Sur la figure
1, l’ensemble Pred({0}) des prédécesseurs de l’état 0
est vide 1 ; l’ensemble Pred({4}) des prédécesseurs de
l’état 4 est {4} ; l’ensemble Succ({2}) des successeurs
de l’état 2 est {1, 2} ; et l’ensemble Succ({1, 2}) des
états 1 et 2 est {1, 2, 3}.

Pour une châıne de Markov, la probabilité d’at-
teindre un état donné à partir de l’état initial est ap-
pelée atteignabilité. Comme expliqué ci-dessus, un che-
min (ou trace d’exécution) est une succession d’états
obtenue par une exécution de la MC un nombre fini de
pas de temps. Avec notre définition de MC, chaque che-
min fini corresond à au plus une exécution finie de la
MC correspondante. La probabilité d’un chemin donné
est le produit des probabilités des transitions choi-
sies pendant l’exécution. Inuitivement, la probabilité
d’atteignabilité est la somme des probabilités des che-
mins finis s’arrêtant sur cet état. Formellement, nous
proposons la définition suivante.

Definition 2 (Atteignabilité). Soit M =
(S, s0, p, A, V ) une MC, s un état de S, et
w = (x0, . . . , xn) un chemin dans S∗. La proba-
bilité du chemin w, noté p(w), est Πn−1

i=0 p(xi, xi+1)
si x0 est s0 et 0 sinon. La probabilité d’atteindre

1. Ici l’état initial n’a pas de prédécesseurs, ce qui n’est pas
vrai dans le cas général.

l’état s, notée preach(s), est 1 si s est l’état initial s0
et Σw∈(S\{s})∗{s}p(w) sinon. On dit que l’état s est
atteignable dans M ssi preach(s) 6= 0. Soit G ⊆ S un
ensemble d’états. On dit que G est atteignable dans
M ssi il existe un état s dans G atteignable dans M.

Example 3 (Suite de l’exemple 2). Dans l’exemple
figure 1, la probabilité du chemin (0, 2, 1, 1, 3)
est le produit des probabilités 0.3, 0.5, 0.5, et 0.5,
soit 0.0375. La probabilité d’atteindre l’état ini-
tial 0 est 1 (par définition). On a preach(1) =
p(0, 1) + Σ+∞

i=0 p(0, 2)×p(2, 2)i×p(2, 1) = p(0, 1) +
p(0, 2)×p(2, 1)×(1/(1− p(2, 2))) = 1.

2.2 Abstractions de châınes de Markov

Modéliser une application comme une châıne de
Markov suppose de connâıtre exactement les proba-
bilités pour chaque transition du système. Cependant,
ces quantités peuvent être difficile à calculer ou à me-
surer pour des applications réelles (e.g., erreurs de me-
sure, connaissance partielle). Les châınes de Markov à
intervalles (IMCs), introduites par Larsen et Jonsson
en 1991 [13], étendent les châınes de Markov en auto-
risant les probabilités de transition à varier dans des
intervalles donnés. Dans la suite, on note Int[a,b] l’en-
semble contenant tous les intervalles fermés de [a, b].

Definition 3 (Châınes de Markov à intervalles [13]).
Une châıne de Markov à intervalles (IMC) est un n-
uplet I = (S, s0, P,A, V ), avec S, s0, A, et V définis
précédemment, et P : S × S 7→ Int[0,1] une contrainte
de transition associant à chaque transition potentielle
un intervalle de probabilités.

Comme pour les châınes de Markov, une châıne
de Markov à intervalles peut être représentée par un
graphe dirigé, dont les arêtes sont étiquetées par des
intervalles de probabilités (au lieu de probabilités).

Example 4. La figure 2 illustre la châıne I =
(S, s0, P,A, V ) où S, s0, A, et V sont identiques à la MC

de la figure 1. En observant l’étiquetage, on voit que
P (0, 1) = [0, 1], P (1, 1) = [0.5, 1], et P (3, 3) = [1, 1].
Les intervalles de probabilité des transitions man-
quantes sont réduits à [0, 0], ainsi P (0, 0) = [0, 0],
P (0, 3) = [0, 0], P (1, 4) = [0, 0].

Dans [13], les auteurs introduisent le couplage d’une
IMC avec une relation de satisfaction. Cette relation
permet de relier les MCs concrètes à leurs abstractions
potentielles en IMCs, et réciproquement. Notons que la
notion de satisfaction introduite par [13] opère comme
une simulation basée sur les probabilités de transition
et les étiquettes des états. Cela ne dépend donc pas de
la structure des MC / IMC considérées.
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Figure 1 – Exemple d’une MCM1
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Figure 2 – Exemple d’une IMC I

Definition 4 (Relation de satisfaction [13]). Soit
M = (T, t0, p, A, V

M ) une MC et I = (S, s0, P,A, V
I)

une IMC. Une relationR ⊆ T×S est une relation de sa-
tisfaction ssi pour tout t R s dont dont les étiquettes
de s et t concordent (i.e., VM (t) = V I(s)), il existe
une correspondance δ : T 7→ (S 7→ [0, 1]) t.q.

1. ∀t′ ∈ T si p(t, t′) > 0 alors δ(t′) est une distribu-
tion sur S,

2. ∀s′ ∈ S : (Σt′∈T p(t, t′) · δ(t′)(s′)) ∈ P (s, s′), et

3. ∀t′ ∈ T, ∀s′ ∈ S, si δ(t′)(s′) > 0, alors (t′, s′) ∈ R.

On dit que l’état t ∈ T satisfait l’état s ∈ S (noté
t |= s) ssi il existe une relation de satisfaction conte-
nant (t, s). De façon similaire, on dit que M satisfait
I (noté M |= I) ssi t0 |= s0.

Par définition, la relation de satisfaction entre MCs
et IMCs présentée en Def. 4 autorise les implémenta-
tions et spécifications à avoir des structures non iso-
morphes. Pour autant, nous utiliserons dans la suite
de cet article des résultats de [9] qui permettent de
limiter notre étude aux MCs concrètes dont la struc-
ture est isomorphe à celle de l’IMC abstraite en toute
généralité.

Example 5 (Suite de l’exemple 4). Les châınes de
MarkovM1 etM2 données dans les Figures 1 et 3 sa-
tisfont toutes les deux l’IMC I donnée dans la Figure 2.
Il est clair que M1 a une structure isomorphe à celle
de I. Ce n’est pas le cas, en revanche, de M2, dans
laquelle l’état 3 de I a été éclaté en deux états 3 et 3′.

Les châınes de Markov à intervalles paramétrées
(pIMCs), introduites dans [9], autorisent l’utilisation
d’intervalles dont les bornes sont variables. Ces bornes
variables sont alors représentées par des paramètres
(ou des combinaisons de paramètres), ce qui permet
notamment l’expression de dépendances entre plu-
sieurs transitions du systèmes. La modification des va-
leurs des paramètres engendre alors des changements
dans l’ensemble des châınes de Markov qui satisfont
les IMCs abstraites. En conséquence, les pIMCs per-
mettent de représenter, d’une manière compacte et
avec une structure finie, un ensemble potentiellement
infini d’IMCs.

Afin de définir formellement les pIMCs, nous com-
mençons par introduire des notations concernant les
paramètres. Un paramètre p ∈ Y est une variable
dont le domaine est l’intervalle [0, 1]. L’ensemble de
tous les intervalles paramétrés fermés de la forme [a, b]
où a et b sont soit des constantes réelles dans [0, 1],
soit des expressions linéaires de paramètres de Y est
noté Int[0,1](Y ). Par exemple, les intervalles [0, 0.5],
[p, 1], [0.3, p] et [p, q] appartiennent tous à l’ensemble
Int[0,1]({p, q}).
Definition 5 (Châıne de Markov à intervalles paramé-
trés). Une châıne de Markov à intervalles paramétrés
est un n-uplet P = (S, s0, P,A, V, Y ), avec S, s0, A
et V définis comme dans les IMCs, Y un ensemble de
variables (paramètres) sur le domaine [0, 1], et une re-
lation de transition P : S×S 7→ Int[0,1](Y ) qui associe
à chaque transition potentielle un intervalle paramé-
tré.

Etant données une pIMC P = (S, s0, P,A, V, Y ) et
une valuation v : Y 7→ [0, 1] des paramètres, l’IMC
(S, s0, Pv, A, V ) obtenue en remplaçant la fonction de
transition P de P par la fonction Pv : S × S 7→ Int[0,1]
définie par ∀s, s′ ∈ S, Pv(s, s

′) = v(P (s, s′)) (i.e., en
remplaçant les paramètres par leur valeur donnée par
v) est notée v(P). Cette IMC est appelée une instance
de la pIMC P. Pour finir, une MCM satisfait une pIMC

P, notée M |= P, ssi il existe une IMC I, instance de
P, telle que M |= I au sens de la définition 4.

Example 6. Considérons la pIMC P =
(S, 0, P,A, V, Y ) donnée en Figure 4. Son ensemble
d’états S contient cinq éléments 0, 1, 2, 3, et 4, avec
0 l’état initial. Pour simplifier, nous considérons que
l’ensemble des labels A est égal à S et que l’étiquetage
est la fonction identité. L’ensemble de paramètres Y a
deux éléments p et q, et les intervalles paramétrés de la
fonction de transition P sont donnés par l’étiquetage
des arcs (e.g., P (1, 3) = [0.3, q], P (2, 4) = [0, 0.5],
et P (3, 3) = [1, 1]). Notons que l’IMC I donnée dans
la Figure 2 est une instance de P, dans laquelle p
et q prennent respectivement les valeurs 0.6 et 0.5.
De plus, comme dit dans l’exemple 5, les MC M1 et
M2 (données dans les figures 1 et 3) satisfont I. En
conséquence, M1 et M2 satisfont aussi P.
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Figure 3 – MCM2 qui satisfait l’IMC I donnée dans
Fig. 2
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Figure 4 – Exemple d’une pIMC P

Dans la suite de l’article, nous appellerons la taille
d’une pIMC la somme de son nombre d’états et de son
nombre de transitions non réduites à [0, 0]. Pour fi-
nir, nous étendons les notations définies précédemment
pour les MCs aux pIMCs. Soit une pIMC P dont l’en-
semble d’états est S, soit un état s ∈ S et un sous-
ensemble S′ de S. Nous proposons les notations sui-
vantes :

— Pred(s) = {s′ ∈ S | P (s′, s) 6= [0, 0]},
— Succ(s) = {s′ ∈ S | P (s, s′) 6= [0, 0]},
— Pred(S′) =

⋃
s′∈S′ Pred(s′),

— Succ(S′) =
⋃
s′∈S′ Succ(s′),

2.3 Programmation par contraintes

La programmation par contraintes (CP) est un pa-
radigme de programmation déclaratif dans lequel un
programme consiste en une liste de variables, chacune
équipée d’un domaine propre, ainsi qu’une liste de
contraintes sur ces variables. Utiliser ce programme en
entrée d’un solveur de contraintes produira un résultat
positif si le programme est satisfiable (i.e., s’il existe
une valuation des variables satisfaisant les contraintes)
et un résultat négatif dans le cas contraire. 2 La pro-
grammation par contrainte offre une manière élé-
gante de modéliser les problèmes où interviennent des
contraintes en mettant l’accent sur la sémantique des
problèmes plutôt que sur la façon dont ces problèmes
sont résolus. Lorsque le problème est satisfiable, le
solveur peut générer une valuation des variables qui
satisfait l’ensemble des contraintes. Cependant, étant
donné qu’il est en général difficile de vérifier qu’un
CP est satisfiable (e.g., NP-complet dans le cas géné-
ral d’inégalités entre polynomes réels), le temps de ré-
ponse des solveurs peut être très long.

Definition 6 (Problème de Satisfaction de
Contraintes). Un problème de satisfaction de
contraintes (CSP) est un n-uplet Ω = (X,D,C) où

2. Dans le cas de solveur complets. Cependant, afin d’amé-
liorer la performance des solveurs, il est aussi possible d’utiliser
des solveurs incomplets lorsqu’il n’est pas nécéssaire de prouver
la non-satisfiabilité.

X = {x1, . . . , xk} est un ensemble fini de variables
telles que chaque x ∈ X est associée à un domaine
Dx ; D est l’ensemble des domaines associés à toutes
les variables de X ; C est l’ensemble des contraintes
sur les variables de X. Une valuation v pour Ω est un
ensemble v = {(x, d)|x ∈ X, d ∈ Dx} de valuations
élémentaires (x, d), où, pour chaque x ∈ X il existe
une unique paire de la forme (x, d) in v. Une valuation
satisfait Ω si et seulement si elle satisfait toutes
les contraintes de C. Le résultat (vrai ou faux) de
l’évaluation de l’ensemble des contraintes de C pour
la valuation v est noté v(C).

Example 7. Les deux CSPs présentés ci-après en-
codent le fait qu’un ensemble X de n variables
{p1, . . . , pn} forme une distribution de probabilités.
Soit Ω1 le CSP (X, {(p, [0, 1]) | p ∈ X}, {p1 + . . .+pn =
1}. Ω1 utilise n variables ayant le domaine [0, 1] et
une unique contrainte pour s’assurer que les valeurs
des variables forment une distribution de probabilité.
Ce même problème pourrait aussi être encodé avec le
CSP Ω2 = (X, {(p,R) | p ∈ X}, {p1 ≥ 0, . . . , pn ≥
0, p1 + . . .+ pn = 1}.

Dans la suite du document, une modélisation CSP

est une stratégie d’encodage d’un problème donné en
CSP. Un modèle est alors un CSP obtenu par l’utili-
sation concrète d’une modélisation CSP. La taille d’un
modèle correspond à la somme du nombre de variables
et du nombre de contraintes qu’il comprend. Notons
que, dans le cadre gnéral de la programmation par
contraintes, le fait d’introduire moins de variables ou
moins de contraintes lors du processus de modélisation
n’implique pas nécéssairement une résolution plus ra-
pide des modèles. Cependant, étant donné que les mo-
dèles proposés dans l’état de l’art dans le cadre des pro-
blèmes que nous considérons sont exponentiels dans la
taille des pIMCs originales et que nous proposons ici
de nouveaux modèles de taille linéaire, un gain consé-
quent en termes de complexité temporelle et spatiale
lors de la résolution de ces problèmes est assuré.

Simplifications. Une pIMC est dite convexe si et
seulement si, pour tout état s, il existe un chemin
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de l’état initial vers s empruntant uniquement des
transitions non réduites à [0, 0]. Au vu des problèmes
considérés, nous faisons l’hypothèse, en toute généra-
lité, que toutes les pIMCs que nous manipulons sont
convexes. De plus, nous limitons l’ensemble Int[0,1](X)
aux intervales fermés. Néanmoins, toutes nos modé-
lisations peuvent être aisément étendues à des inter-
valles ouverts/semi-ouverts dont les bornes sont des
combinaisons linéaires de paramètres et de constantes.

3 Consistance Existentielle

La première propriété fondamentale des pIMCs que
nous considérons est la consistance existentielle. Une
pIMC satisfait cette propriété si et seulement si il existe
au moins une MC concrète M qui la satisfait. On dira
alors que P est consistante. En pratique, P est consis-
tante si et seulement si il existe une IMC I et une MC

M telles queM satisfait I et I est une instance de P.

Problem 1. Soit P une pIMC. P est-elle consistante ?

Dans [8], les auteurs ont prouvé (Theorème 1 ci-
dessous) que le problème de la consistance pour les
pIMCs peut se réduire en toute généralité à la recherche
d’une MC concrète ayant la même structure que la pIMC

originale, plutôt qu’une structure quelconque. Dans le
même article, les auteurs ont proposé une modélisation
du problème en un CSP de taille exponentielle dans la
taille de la pIMC originale (i.e., qui énumère dans le pire
cas des contraintes sur tous les sous-ensembles d’états
de la pIMC). Etant donné que notre modélisation dif-
fère profondément de la leur, nous ne la rappellerons
pas ici.

Theorem 1 ( [8]). Une pIMC (S, s0, P,A, V, Y ) est
consistante si et seulement si il existe une implémen-
tation de la forme M = (S, s0, p, A, V ) telle que, pour
tout état s atteignable dansM, p(s, s′) ∈ P (s, s′) pour
tout s′ ∈ S.

3.1 Modélisation du Problème 1

Nous proposons maintenant une modélisation CSP

pour la résolution du problème de la consistance exis-
tentielle des pIMCs.

Formellement, étant donné une pIMC P =
(S, s0, P,A, V, Y ), la modélisation M∃c(P) que nous
proposons est la suivante. Nous introduisons une va-
riable πp ayant pour domaine [0, 1] pour chaque pa-

ramètre p ∈ Y , une variable θs
′
s ayant pour domaine

[0, 1] pour chaque transition (s, s′) ∈ {{s} × Succ(s) |
s ∈ S}, et finalement une variable Booléenne ρs pour
chaque état s ∈ S. Le but de chacune des variables
booléennes ρs est d’indiquer si l’état s est atteignable

dans la MC représentée par le modèle courant étant
données les probabilités de transition définies pas les
variables θs

′
s . Les contraintes sont définies comme suit :

(1) ρs0

(2) ¬ρs ⇔ Σs′∈Pred(s)\{s}θss′ = 0, si s 6= s0

(3) ¬ρs ⇔ Σs′∈Succ(s)θs
′
s = 0

(4) ρs ⇔ Σs′∈Succ(s)θs
′
s = 1

(5)
∧
s′∈Succ(s) ρs ⇒ θs

′
s ∈ P (s, s′)

La contrainte (1) impose que l’état initial doit être
atteignable. La contrainte (2) assure ensuite que pour
tout état non-initial s, ρs vaut 0 si et seulement si
s n’est atteignable depuis aucun état prédécesseur
dans le graphe sous-jacent. La contrainte (3) propage
la non-atteignabilité au successeurs, i.e., toutes les
probabilités des transitions sortantes d’un état non-
atteignable sont fixées à 0. La contrainte (4) guarantit
que les probabilités affectées aux transitions sortantes
de tout état atteignable forment des distributions de
probabilité correctes. Finalement, la contrainte (5)
s’assure que les valeurs affectées aux transitions sor-
tantes des états atteignables sont choisies correctement
dans les intervalles spécifiés dans la pIMC.

Example 8. Soit P la pIMC donnée dans la Figure 4.
La figure 5 illustre les variables introduites dans le
modèle M∃c(P) : une variable pour chaque transition
(e.g., θ10, θ20, θ11), une variable booléenne pour chaque
état (e.g., ρ0, ρ1), et une variable par paramètre (πp
et πq).

Les contraintes présentées ci-après correspondent à
l’instanciation des contraintes (2), (3), (4), et (5) de la
modélisation M∃c appliquée à l’état 2 de P :
¬ρ2 ⇔ θ20 = 0

¬ρ2 ⇔ θ12 + θ22 + θ42 = 0

ρ2 ⇔ θ12 + θ22 + θ42 = 1

ρ2 ⇒ θ12 ∈ [0, πp]

ρ2 ⇒ θ22 ∈ [0.4, πp]

ρ2 ⇒ θ42 ∈ [0, 0.5])

Finalement, une solution au CSP M∃c(P) est donnée
en Figure 6. Notons que la fonction de transition déri-
vée d’une solution au problème de la consistance d’une
pIMC modélisé par M∃c n’est pas forcément correcte.
En effet M∃c impose que les probabilités données aux
transitions sortantes des états non-atteignables sont
réduites à 0, ce qui ne permet pas de définir des
distributions de probabilités correctes. Par exemple,
la fonction de transition correspondant à la solution
proposée dans la Figure 6 n’est pas correcte puisque
les probabilités des transitions sortantes de l’état 4
ne forment pas une distribution de probabilité cor-
recte (i.e., θ44 + θ34 6= 1). Néanmoins, étant donné que
les états non-atteignables sont correctement identifiés
et que leurs transitions sortantes n’ont aucun impact
sur la consistance des pIMCs considérées, ce n’est pas
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πp ∈ [0, 1]

πq ∈ [0, 1]
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θ44

Figure 5 – Variables pour la résolution de la consis-
tance existentielle pour la pIMC P donnée en Fig. 4

>

>

>

>

⊥

πp = 0.5

πq = 0.5

0.7

0.3

0.5

0.5

0.5

0.5

0

1

0

0

Figure 6 – Une solution du CSP M∃c(P) pour la pIMC

P de la Fig. 4

vraiment problématique. Deux solutions trivialles sont
alors possibles : (1) retirer les états non-atteignables
des MCs produites, ou (2) assigner une distribution de
probabilité arbitraire à leur transitions sortantes.

Proposition 1. Soit P une pIMC, le CSP M∃c(P) est
satisfiable si et seulement si la pIMC P est consistente.

Démonstration. Soit P = (S, s0, P,A, V, Y ) une pIMC.
[⇒] Si le CSP M∃c(P) = (X,D,C) est satisfiable,

alors il existe une valuation v des variables de X qui
satisfait toutes les contraintes de C.

Définissons la MC M = (S, s0, p, A, V ) telle que
p(s, s′) = v(θs

′
s ) si θs

′
s ∈ Θ et p(s, s′) = 0 sinon.

Dans un premier temps, nous montrons par induc-
tion que pour tout état s ∈ S, “s est atteignable dans
M si et seulement si v(ρs) = 1”. D’après la contrainte
(1), l’état initial satisfait triviallement cette propriété.
Soit s ∈ S un état quelconque et supposons que la pro-
priété est satisfaite par tous ses prédecesseurs stricts
(différents de lui-même). D’après la contrainte (2),
v(ρs) = 1 si et seulement si il existe au moins un pré-
décesseur s′′ 6= s qui atteint s avec une probabilité
non nulle (i.e., v(θss′′) 6= 0). D’après la contrainte (3),
ceci est uniquement possible si v(ρs′′) = 1. En consé-
quence, v(ρs) = 1 si et seulement si il existe un état
atteignable s′′ t.q. v(θss′′) > 0.

Dans un second temps, nous prouvons que M sa-
tisfait la pIMC P. Pour ce faire, nous utilisons le théo-
rème 1. Nous avons montré ci-dessus que v(ρs) = 1
pour tout état s atteignable dans M. La contrainte
(5) implique donc que pour tout état atteignable s
dans M, on a p(s, s′) ∈ P (s, s′) pour tout s′. La MC

M ci-dessus satisfait alors triviallement la pIMC P.
[⇐] Si la pIMC P est consistante, alors le théorème 1

guarantit qu’il existe une implémentation de la forme
M = (S, s0, p, A, V ) dans laquelle, pour tout état at-
teignable s, on a p(s, s′) ∈ P (s, s′) pour tout s′ in
S. De plus, il existe une IMC I et une valuation des
paramètres vI telle que M satisfait I et I = vI(P).

SoitM′ = (S, s0, p
′, A, V ) la MC telle que, pour tout

état non-atteignable s ∈ S, p′(s, s′) = 0 for all s′ ∈ S.
Soit v une valuation telle que v(ρs) = 1 si et seulement
si s est atteignable dans M, v(θs

′
s ) = p′(s, s′) et telle

que v correspond ) vI pour les paramètres y ∈ Y . Par
construction, v satisfait alors le CSP M∃c(P).

La modélisation proposée ici résout le même pro-
blème que celle de [9] (la consistance existentielle d’une
pIMC), en utilisant un CSP de taille linéaire en la taille
de la pIMC d’origine alors que celle de [9] est exponen-
tielle. Les deux modélisations utilisent des inégalités
linéaires et des contraintes logiques, mais la solution
proposée ici est plus facile à comprendre (pas de ré-
cursion profonde lors de la construction des modèles,
contrairement à ce qui est proposé dans [9]).

4 Problèmes d’atteignabilité

Nous nous intéressons maintenant à l’ensemble des
MCs concrètes qui satisfont une pIMC donnée dans les-
quelles un ensemble donné d’états est atteignable, i.e.,
au moins un état de cet ensemble est atteignable. C’est
ce que nous appelons le problème d’atteignabilité.

Nous allons bénéficier ici de la modularité de la pro-
grammation par contrainte. En effet, étant donné que
l’ensemble des MCs qui satisfont le problème d’atteigna-
bilité est un sous-ensemble des solutions au problème
de la consistance existentielle pour la même pIMC, nous
allons simplement compléter notre modélisation M∃c
en y ajoutant des contraintes bien choisies pour ré-
soudre l’atteignabilité.

Soit P = (S, s0, P,A, V, Y ) une pIMC et G ⊆ S un
ensemble d’états cible. Deux problèmes d’atteignabi-
lité peuvent être définis : l’atteignabilité existentielle
et l’atteignabilité universelle. Nous commençons par
le premier et le second sera trâıté dans la section sui-
vante. Intuitivement, G est atteignable existentiel (ou
seulement atteignable) dans P si et seulement si il
existe une MC M qui satisfait P dans laquelle G est
atteignable avec une probabilité strictement positive
(i.e., dans laquelle il existe un état g ∈ G qui est
atteignable depuis l’état initial avec une probabilité
strictement positive).
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Problem 2. Soit P = (S, s0, P,A, V, Y ) une pIMC et
G ⊆ S un ensemble d’états cible. G est-il atteignable
dans P avec une probabilité strictement positive ?

4.1 Modélisation du Problème 2

Soient P = (S, s0, P,A, V, Y ) une pIMC et G ⊆ S un
ensemble d’états cible. Nous contruisons la modélisa-
tion M∃r pour vérifier l’atteignabilité existentielle de
G dans P en complétant la modélisation M∃c. Formel-
lement, M∃r(P) = (X ∪X ′, D∪D′, C ∪C ′) est tel que
(X,D,C) = M∃c(P), X ′ contient une variable entière
ωs de domaine [0, |S|] par état s dans S, D′ contient
les domaines de ces variables et C ′ est composé des
contraintes suivantes pour chaque état s ∈ S :

(1) ωs = 1, si s = s0

(2) ωs 6= 1, si s 6= s0

(3) ρs ⇔ (ωs 6= 0)

(4) ωs > 1⇒ ∨
s′∈Pred(s)\{s}(ωs = ωs′+1)∧(θs

′
s > 0),

si s 6= s0

(5) ωs = 0 ⇔ ∧
s′∈Pred(s)\{s}(ωs′ = 0) ∨ (θs

′
s = 0),

si s 6= s0

Rappelons en premier lieu que le CSP M∃c(P )
construit une châıne de Markov M qui satisfait
P. Ainsi pour chaque état s de M l’ajout des
contraintes (1), (2), (4) et (5) dans M∃r assure que :
ωs = k ssi il existe dans M un chemin depuis l’état
initial jusque s de taille k − 1 ayant une probabilité
non nulle ; et l’état s n’est pas atteignable dans M
à partir de l’état initial s0 ssi ωs vaut 0. Enfin, la
constrainte (3) force la variable booléenne ρs indica-
trice d’atteignabilité à valoir true ssi il existe dans M
un chemin partant de l’état initial s0 et atteignant s
ayant une probabilité non nulle (i.e., ωs 6= 0).

Soit G un ensemble d’états dans P. Nous propo-
sons le CSP M∃r(P, G) qui étend M∃r(P) comme ré-
ponse au problème 2. Nous considérons exactement
les mêmes variables avec les mêmes domaines, et nous
gardons également les contraintes de M∃r(P). For-
mellement, M∃r(P, G) = (X,D,C ∪ C ′) est tel que
M∃r(P) = (X,D,C) et C ′ =

∨
s∈G ρs.

Proposition 2. Soient P = (S, s0, P,A, V, Y ) une
pIMC et G ⊆ S un ensemble d’états cible. Le CSP

M∃r(P, G) est satisfiable si et seulement si G est at-
teignable existentiel dans P.

Comme pour le Problem 1, nous avons un gain ex-
ponentiel en terme de la taille de la modélisation com-
parée à la modélisation état de l’art de [9] : le nombre
de contraintes et variables dans M∃r est linéaire en
terme de la tailles des modèles des pIMC. Le pro-
blème suivant (et le dernier) résolu dans la littérature

pour les pIMCs, est le problème d’atteignabilité univer-
selle. Alors que le problème de consistance existentielle
cherche une MC concrète avec un état (ou ensemble
d’états) donné atteignable, l’atteignabilité universelle
vérifie cette propriété pour toutes les MCs concrètes sa-
tisfaisant la pIMC. Soient P = (S, s0, P,A, V ) une pIMC
et G ⊆ S, nous disons que G est atteignable universel
dans P ssi quelque soit l’implementation M de P, G
est atteignable dans M.

Problem 3. Soient P = (S, s0, P,A, V, Y ) une pIMC et
G ⊆ S un ensemble d’états cible. G est-il atteignable
universel dans P ?

4.2 Modélisation du Problème 3

Soient P = (S, s0, P,A, V, Y ) une pIMC et G ⊆ S
un ensemble d’états cible, nous construisons la modé-
lisation M∀r pour vérifier le problème d’atteignabilité
universelle de façon duale au problème d’atteignabilité
existentielle. La modélisation M∀r étend la modélisa-
tion M∃r. Formellement, M∀r(P, G) = (X,D,C ∪C ′)
t.q. M∃r(P) = (X,D,C) et C ′ =

∧
s∈G ¬ρs.

Proposition 3. Soient P = (S, s0, P,A, V, Y ) une
pIMC et G ⊆ S un ensemble d’états cible. M∀r(P, G)
est insatisfiable ssi G est atteignable universel dans P.

Démonstration. Soient P = (S, s0, P,A, V, Y ) une
pIMC et G ⊆ S un ensemble d’états cible. Le CSP

M∀r(P, G) = (X,D,C ∪C ′) t.q. M∃r(P) = (X,D,C)
et C ′ =

∨
s∈G ¬ρs est insatisfiable est équivalent à :

quelque soit la valuation v, v(C) est faux ou v(C ′) est
faux. Grâce à la proposition 2, ceci est équivalent à :
quelque soit la MCM,M ne satisfait pas P ou“tous les
états but g de G ne sont pas atteignables dansM” est
faux. Pour conclure, ceci est équivalent à :M ne satis-
fait pas P ou il existe un état but g de G atteignable
dans M.

Nous avons encore le même gain exponentiel entre
les modèles produits par notre modélisation M∀r et
les modèles état de l’art produits à partir de [9]. Nous
proposons une implémentation des 2 approches et nous
présentons des expérimentations pour résoudre le pro-
blème de la consistance existentielle.

5 Expérimentations

Les modélisation état de l’art de [9] (SotA en court)
n’ont jamais été implémentées. En particulier, il n’y
avait pas de réel ensemble de benchmarks pour des
evaluations expérimentales sur les pIMCs. Dans cette
section, nous présentons d’abord une méthode pour
générer une grande variété de pIMCs hétérogènes basée
sur des benchmarks de la communauté MC [14]. En-
suite, nous présentons l’implémentation du problème
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de la consistance existentielle basée sur les modélisa-
tions SotA et M∃c. Finallement, nous implémentons
nos benchmarks pour 2 méthodes de résolutions diffé-
rentes, Satisfiability Modulo Theory et Mixed Integer
Linear Programming, et nous comparons les 2 implé-
mentations. 3

5.1 Benchmarks

Les MCs ont été utilisées pendant des décennies pour
modéliser des applications réelles. PRISM [14] est une
référence pour la vérification de systèmes probabilistes
temps-réel. En particulier, il est capable de vérifier des
propriétés des MCs. Comme dit en Section 2, les pIMCs
correspondent à des abstractions de MCs. PRISM ré-
férencie de nombreux benchmarks basés sur les MCs 4.
Nous construisons des pIMCs à partir de MCs en rem-
plaçant aléatoirement des probabilités exactes sur des
transitions par des intervalles (paramétrés) de proba-
bilités. Notre générateur de pIMCs nécessite 4 argu-
ments : la fonction de transition de la MC ; le nombre de
paramètres pour la pIMC générée ; le rapport nombre
d’intervalles sur nombre de transitions dans la pIMC

générée ; le rapport nombre de paramètres sur nombre
de bornes d’intervalles pour la pIMC générée. 5

L’ensemble de nos benchmarks est présenté dans le
tableau 1. Nous avons sélectionné 5 applications : her-
man - le “self-stabilisation protocol” d’Herman [15] ;
egl - le “contract signing protocol” d’Even, Goldreich
& Lempel [17] ; brp - le “bounded retransmission pro-
tocol”de [6] ; crowds - le“crowds protocol”de [19] ; et
nand - le “nand multiplexing” de [16]. Chacun est ins-
tancié en définissant des constantes globales (e.g., N
pour l’application herman, L et N pour egl) condui-
sant ainsi à de plus ou moins complexes MCs. Avec
notre générateur de pIMCs, nous avons généré un en-
semble de benchmarks hétérogènes : 459 pIMCs avec
de 8 à 15 102 états et de 28 à 21 567 transitions non
réduites à [0, 0]. Les pIMCs contiennent de 2 à 250 pa-
ramètres sur 0 à 7 772 intervalles.

5.2 Modélisation

Ni les modélisations SotA, ni les modélisations M∃c
n’avaient été implémentées. La modélisation SotA
nécessite des variables continues contraintes par des
inéquations linéaires strictes et non-strictes, et des
constraintes logiques (conjonctions et disjonctions im-
briquées). La modélisation M∃c repose sur des in-

3. Toutes les ressources, benchmarks, et code source Python
sont disponibles en ligne à https://github.com/anicet-bart/

pimc_pylib

4. Voir la catégorie châınes de Markov à temps discret sur le
website de PRISM

5. Voir générateur de pIMC à https://github.com/

anicet-bart/pimc_pylib
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Figure 7 – Comparaison des temps de modélisation
pour le problème de consistance existentielle

équations linéaires non strictes et des contraintes lo-
giques (implications, conjonctions et disjunctions). Les
2 modélisations peuvent être formulées dans la logique
QF LRA afin d’être résolues par un solveur “Satisfia-
bility Modulo Theory” (SMT) [2]. La logique QF LRA
concerne les combinaisons booléennes d’inéquations
entre des polynômes linéaires sur des variables réelles.
Cependant, si le but n’est pas d’obtenir des solutions
exactes sur les réels, la modélisation peut se faire en
“Mixed Integer Linear Programs” (MILP) [20]. Le mo-
deleur a été implémenté en Python.

Nous n’évaluons aucune expression arithmétique
lors de la modélisation. De la même façon, les va-
leurs aux bornes des intervalles des pIMCs sont lues
comme des châınes et aucune simplification, même tri-
viale n’est faite. Le but est d’éviter les arrondis aux
bornes des intervalles lors de l’utilisation de nombres
flottants. 6

Les expérimentations ont été réalisées sur un proces-
seur Intel Core i5 à 2.4 GHz. Le time-out a été fixé à
10 minutes et le memory-out à 2Gb. Le tableau 2 pré-
sente la taille des instances (i.e., nombre de variables
et nombre de contraintes) pour résoudre le problème
de consistance existentielle de nos benchmarks en uti-
lisant (1) la modélisation SMT SotA, (2) la modélisa-
tion SMT M∃c, et (3) la modélisation MILP M∃c. No-
tons d’abord que tous les pIMCs compilent avec notre
modélisation M∃c alors que la modélisation SotA pro-
duit des “out of memory errors” pour 4 ensembles de
benchmarks : plus de 20% des instances (voir cellules
OM dans le tableau 2). Rappelons que la modélisa-
tion SotA est définie inductivement et qu’elle itère
sur l’ensemble des parties des états. En pratique, cela
implique de profondes récursions liées à l’énumération
sur l’ensemble des parties des états. Le gain exponen-
tiel décrit en section 3 est visible en terme du nombre

6. Voir modeleur pIMC à https://github.com/anicet-bart/

pimc_pylib
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#intervalles #paramAuxBornes
Ens. de benchmarks #pIMCs #états #transitions min moy max min moy max #paramètres

herman N=3 27 8 28 0 7 18 0 3 11 {2, 5, 10}
herman N=5 27 32 244 19 50 87 0 12 38 {2, 5, 10}
herman N=7 27 128 2188 37 131 236 3 31 74 {5, 15, 30}
egl L=2 ; N=2 27 238 253 16 67 134 0 15 57 {2, 5, 10}
egl L=2 ; N=4 27 6910 7165 696 1897 3619 55 444 1405 {2, 5, 10}
egl L=4 ; N=2 27 494 509 47 136 276 3 32 115 {2, 5, 10}
egl L=4 ; N=4 27 15102 15357 1448 4068 7772 156 951 3048 {2, 5, 10}
brp M=3 ; N=16 27 886 1155 16 64 135 1 15 45 {2, 5, 10}
brp M=3 ; N=32 27 1766 2307 40 128 275 3 32 129 {2, 5, 10}
brp M=4 ; N=16 27 1095 1443 22 80 171 0 20 62 {2, 5, 10}
brp M=4 ; N=32 27 2183 2883 49 164 323 3 39 139 {2, 5, 10}
crowds CS=10 ; TR=3 27 6563 15143 1466 3036 4598 57 235 535 {5, 15, 30}
crowds CS=5 ; TR=3 27 1198 2038 190 410 652 8 31 76 {5, 15, 30}
nand K=1 ; N=10 27 7392 11207 497 980 1416 109 466 1126 {50, 100, 250}
nand K=1 ; N=5 27 930 1371 60 121 183 9 58 159 {50, 100, 250}
nand K=2 ; N=10 27 14322 21567 992 1863 2652 197 866 2061 {50, 100, 250}
nand K=2 ; N=5 27 1728 2505 114 217 329 23 101 263 {50, 100, 250}

Table 1 – Benchmarks composés de 459 pIMCs sur 5 familles

#variables #contraintes moy(temps modèlisation) moy(temps résolution)
Ens. de benchmarks (1) (2) (3) (1) (2) (3) (1) (2) (3) (1) (2) (3)

herman N=3 71 42 42 1258 272 238 0.10 0.07 0.07 0.01 0.01 0.01
herman N=5 1,031 282 282 51,064 2,000 1,750 1.52 0.08 0.08 0.24 0.03 0.01
herman N=7 16,402 2,333 2,333 1,293,907 16,483 14,278 50.47 0.13 0.13 5.92 0.28 0.04
egl L=2 ; N=2 462 497 497 4,609 3,917 3,658 0.21 0.08 0.08 0.02 0.04 0.01
egl L=2 ; N=4 13,786 14,081 14,081 138,596 112,349 105,178 5.66 0.44 0.44 0.54 2.15 0.36
egl L=4 ; N=2 958 1,009 1,009 9,560 8,013 7,498 0.36 0.10 0.10 0.04 0.08 0.02
egl L=4 ; N=4 30,138 30,465 30,465 301,866 243,421 228,058 13.03 0.87 0.87 1.26 11.31 0.97
brp MAX=3 ; N=16 68,995 2,047 2,047 738,580 16,063 14,902 32.29 0.12 0.12 3.54 0.21 0.06
brp MAX=3 ; N=32 OM 4,079 4,079 OM 32,047 29,734 OM 0.18 0.18 OM 0.47 0.13
brp MAX=4 ; N=16 103,105 2,544 2,544 1,114,774 19,960 18,511 46.54 0.13 0.13 5.42 0.27 0.08
brp MAX=4 ; N=32 OM 5,072 5,072 OM 39,832 36,943 OM 0.21 0.21 OM 0.63 0.17
crowds CS=10 ; TR=3 OM 21,723 21,723 OM 165,083 149,923 OM 0.67 0.66 OM 11.48 0.79
crowds CS=5 ; TR=3 OM 3,253 3,253 OM 25,063 23,008 OM 0.16 0.15 OM 0.39 0.09
nand K=1 ; N=10 87,506 18,732 18,732 888,733 145,108 133,768 152.06 0.56 0.56 3.72 6.21 0.79
nand K=1 ; N=5 6,277 2,434 2,434 62,987 18,098 16,594 10.26 0.12 0.12 0.24 0.25 0.07
nand K=2 ; N=10 169,786 36,022 36,022 1,722,970 279,998 258,298 298.93 1.04 1.04 7.75 31.81 2.06
nand K=2 ; N=5 11,623 4,366 4,366 117,814 33,218 30,580 19.24 0.17 0.17 0.44 0.48 0.13

Table 2 – Comparaisons des tailles, temps de modélisation et de résolution pour 3 approches :
(1) la modélisation State-of-the-Art en SMT, (2) notre modélisation en SMT, et (3) notre modélisation en
MILP (temps en secondes).

de variables et contraintes (tableau 2), et en terme de
temps de modélisation (figure 7). Chaque point de la
figure 7 correspond à une instance de nos benchmarks.
Alors que le temps de modélisation varie de 0 à 1s.
avec la modélisation M∃c, il varie de 0 à 500s. avec la
modélisation SotA (s’il n’y a pas de “out of memory
error”).

La formulation MILP des contraintes logiques (e.g.,
conjonction, disjonction, implication, équivalence) im-
plique l’introduction de variables binaires appelées
”indicator variables” [3]. Chaque ”indicator variable”
est associée à une ou plusieurs contraintes. La valua-
tion des ”indicator variables” active ou désactivate les
contraintes associées. Nous avons tenté de formuler
la modélisation SotA en MILP. Les conjonctions et
disjonctions imbriquées impliquent l’introduction de
nombreuses ”indicator variables”, ce qui conduit à de
gigantesques instances et en conséquence, à des très
mauvais temps de modélisation et résolution. Cepen-
dant, puisque les variables booléennes dans M∃c cor-
respondent exactement aux ”indicator variables”, la
formulation MILP de la modélisation M∃c n’introduit
pas de variables additionnelles, ni de contraintes. La
différence entre M∃c en SMT et M∃c en MILP vient
de l’encodage des domaines des variables continues :
en SMT, il faut des contraintes d’inéquations, e.g.,
0 ≤ x ≤ 1, pour x une variable d’un CSP. Le temps
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Figure 8 – Comparaison des temps de résolution pour
le problème de consistance existentielle

de modélisation est le même pour SMT et MILP pour le
modèle M∃c.

5.3 Résolution

Nous avons choisi le solveur SMT Z3 [7] (version
v. 4.4.2) et le solveurs MILP CPLEX [1] (version v.
12.6.3.0). Les solveurs n’ont pas été tunés et nous
avons utilisé leurs stratégies par défaut. Comme au-
paravant, les expérimentations ont été réalisées sur un
processeur Intel Core i5 à 2.4 GHz, avec un time-out de
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Figure 9 – Comparaison des temps de résolution entre
les formulations SMT et MILP

10 minutes. Le tableau 2 présente les temps de résolu-
tion pour la consistance ielle sur nos benchmarks avec
(1) la modélisation SMT SotA, (2) la modélisation SMT

M∃c, et (3) la modélisation MILP M∃c. Alors que les
modèles SotA sont plus gros que les modèles M∃c, le
temps de résolution pour les modèles SotA est com-
pétitif avec le temps de résolution pour les modèles
M∃c. Le scatter plot figure 8 (échelle logarithmique)
compare les temps de résolution pour les modélisa-
tions SMT SotA et les modélisations SMT M∃c. Cepen-
dant, si l’on considère le temps total de résolution du
problème (i.e., temps de modélisation plus temps de
résolution) la modélisation M∃c est clairement plus ra-
pide que la modélisation SotA. Finalement, la compa-
raison des temps de résolution des modélisations SMT

M∃c et MILP M∃c est donnée figure 9. Cela montre que
la perte de sécurité impliquée par le passage des réels
de Z3 (SMT) aux flottants de CPLEX (MILP) conduit
à des gains non négligeables en terme de temps de
résolution (pratiquement un gain exponentiel sur nos
benchmarks). Dans les faits, la modélisation SMT M∃c
requiert 50s pour la résolution alors que celle MILP

M∃c nécessite moins de 5s pour les mêmes instances.

6 Conclusion

Dans ce travail, nous avons nettement amélioré (en
temps et en espace) la modélisation état de l’art pré-
sentée dans [9] pour la vérification de 3 propriétés
fondamentales des pIMCs : les problèmes de consis-
tance existentielle, d’atteignabilité existentielle et d’at-
teignabilité universelle. Nous avons d’abord exposé nos
modélisations M∃c, M∃r et M∀r pour résoudre ces
problèmes. Nos modéles sont de taille linéaire en la
taille des pIMCs alors que les modèles état de l’art
sont exponentiels en la taille des pIMCs. Nous avons
ensuite réalisé des expérimentations sur ces modéli-
sations : nous avons présenté une méthode pour gé-

nérer des pIMCs à partir de MCs et avons construit
un vaste ensemble de benchmarks hétérogènes ; nous
avons développé un modeleur pour le problème de
consistance existentielle pour la modélisation état de
l’art et notre modélisation M∃c en SMT et MILP. Les ré-
sultats montrent que notre modélisation accrôıt gran-
dement les performances en temps et espace pour ré-
soudre ces problèmes. Dans le futur, nous prévoyons
de vérifier d’autres propriétés des pIMCs.
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Résumé

La vérification logicielle est un enjeu clé pour les
applications critiques telles que l’aviation, l’aérospatiale,
ou les systèmes embarqués. Les approches basées sur le
« bounded model checking (BMC) » et la programma-5

tion par contraintes (CBMC, CBPV, ...) recherchent des
contre-exemples qui violent une propriété du programme.
La recherche de tels contre-exemples peut-être particu-
lièrement longue et couteuse lorsque le programme à vé-
rifier contient des opérations sur les flottants. En effet,10

les stratégies de recherche existantes en programmation
par contraintes ont été conçues pour les domaines fi-
nis et, dans une moindre mesure, les domaines continus.
Dans cet article, nous proposons de nouvelles stratégies
de recherches adaptées aux spécificités des flottants. Ces15

stratégies se basent sur des propriétés propres aux do-
maines des variables (e.g., densité des domaines ) et aux
contraintes sur les flottants (e.g., arithmétique propre
aux flottants et structure même des problèmes). Les stra-
tégies que nous introduisons exploitent ces propriétés et20

les combinent en utilisant, par exemple, la notion de
score introduite dans la stratégie « Impact Based Search
». Pour évaluer ces nouvelles stratégies, nous avons porté
le solveur sur les flottants FPCS dans Objective-CP afin
de pouvoir bénéficier des facilités offertes par cet envi-25

ronnement.

1 Introduction

Un point important lors de la vérification de pro-
gramme contenant des calculs sur les flottants est la
recherche des erreurs de calcul dues à l’arithmétique30

spécifique des flottants qui peuvent entrainer un résul-
tat sensiblement différent du résultat attendu sur les

∗Ces travaux ont été partiellement supportés par l’ANR CO-
VERIF (ANR-15-CE25-0002).
†Papier doctorant : Heytem Zitoun1 est auteur principal.

réels. Soit le programme foo suivant :

void foo ( ){
f l o a t a = 1 e8 f ;35

f l o a t b = 1 .0 f ;
f l o a t c = −1e8 f ;
f l o a t r = a + b + c ;
i f ( r >= 1.0 f ){

doThenPart ( ) ;40

} e l s e {
doElsePart ( ) ;

}
}

En interprétant le programme foo sur les réels, l’ins-45

truction doThenPart devrait être exécutée. Cepen-
dant, un problème d’absorption sur les flottants (la
valeur 1 est absorbée par 1e8f 1) conduit le programme
à passer par la branche Else.

Lors de la vérification de programmes avec des tech-50

niques de bounded model checking il faut aussi s’assu-
rer qu’une propriété ne peut pas être violée du fait
des erreurs de calcul sur les flottants. La program-
mation par contraintes [4, 5] a été utilisée pour trai-
ter de tels problèmes, mais la recherche de contre-55

exemple reste longue et coûteuse. Les stratégies de
recherche standards sont en effet peu efficaces pour
trouver de tels contre-exemples. De nombreuses stra-
tégies de recherche ont été proposées sur les entiers
[3, 6, 12, 14, 15] et, dans une moindre mesure, sur les60

réels [10, 9]. Or, les stratégies propres aux entiers et
aux réels sont mal adaptées aux flottants. Le sous-
ensemble des entiers d’un domaine borné par deux
entiers est fini et réparti de manière uniforme ; il est
donc possible d’en énumérer toutes les valeurs lorsque65

1. sur les flottants simple précision et avec un arrondi au plus
près.
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Figure 1 – Répartition des flottants

le domaine est suffisamment petit. Le sous-ensemble
des réels borné par deux flottants étant infini et uni-
forme, il n’est pas énumérable. Aussi les stratégies de
recherche adaptées au continu utilisent des techniques
sur les intervalles telles que la bissection ainsi que des70

propriétés mathématiques pour prouver l’existence où
l’absence de solution dans un petit intervalle. A contra-
rio, l’ensemble des flottants est lui fini, mais sa cardi-
nalité est très élevée et la répartition des flottants n’est
pas du tout uniforme (la moitié des flottants sont dans75

le domaine [-1,1]). Les techniques précédentes, comme
l’énumération, sont donc inenvisageables dans le cas
général. Les flottants correspondent à une approxima-
tion des réels, mais n’hérite pas des mêmes propriétés
mathématiques, telles que la continuité. Il est donc dif-80

ficile de tirer profit des stratégies de recherches sur les
réels comme celles qui exploite la continuité.

Dans cet article, nous présentons de nouvelles stra-
tégies de recherches adaptées aux spécificités des
nombres flottants pour résoudre plus efficacement les85

problèmes de vérification. Ces stratégies sont en cours
d’évaluation sur un ensemble de benchmarks. Pour
cela, nous avons porté le solveur FPCS 2 (Floating
Point Constraint Solver) [13] développé par Claude
Michel dans Objective-CP. Objective-CP est un ou-90

til d’optimisation introduit dans [17]. Ce portage nous
permet de bénéficier de l’ensemble des facilités (e.g
continuations, contrôleurs) offertes par Objective-CP
pour implanter ces stratégies de recherche.

L’article est organisé comme suit : la section sui-95

vante présente quelques notations et définitions néces-
saires à la compréhension de ce document. La section
3 explicite plusieurs propriétés basées sur les domaines
des variables du système, puis des propriétés définies
sur les contraintes. Ces propriétés servent de base aux100

nouvelles stratégies de recherches explicitées dans la
section 4. La section 5 présente les choix liés à l’im-
plantation des stratégies de recherche et enfin la sec-
tion 6 discute des travaux en cours et des perspectives.

2. http://www.i3s.unice.fr/~cpjm/misc/fpcs.html

2 Notations et définitions105

2.1 Les nombres à virgule flottante

Les nombres à virgule flottante ont été introduits
pour approximer les nombres réels dans un ordinateur.
La norme IEEE 754 [8] spécifie la représentation, ainsi
qu’un ensemble de propriétés arithmétiques spécifiques110

aux flottants. Les deux principaux formats de repré-
sentations des flottants introduits dans IEEE 754 sont
les formats simple et double. Selon le format utilisé, le
nombre de bits de représentation est de 32 bits pour
les flottants à simple précision, et de 64 bits pour les115

flottants à double précision. Un nombre à virgule flot-
tante est composé de trois parties : le signe s (0 ou
1), la mantisse m et l’exposant e [7]. Un flottant
normalisé est représenté par :

(−1)s1.m× 2e120

Pour représenter les nombres flottants ayant une va-
leur absolue très petite, la norme IEEE 754 introduit
la notion de nombre dénormalisé. Un flottant dénor-
malisé est représenté par :

(−1)s0.m× 20125

La mantisse m est représentée par 23 bits pour les
flottants à simple précision, et par 52 bits pour le
format double précision. Dans la suite de l’article, la
taille de mantisse sera notée p.
L’exposant e est représenté par 8 bits pour le format130

simple (11 bits pour le format double).

2.2 Absorption

L’absorption est un phénomène qui apparait lors de
l’addition de deux flottants d’ordres de grandeur très
différents. Le résultat de l’addition est alors le flottant135

le plus grand.
Par exemple, en C, sous unix avec le format simple

précision et un arrondi au plus près :

108 + 1.0 = 108

Dans cet exemple, la valeur 1.0 est absorbée par la140

valeur 108.

2.3 Cancellation

La cancellation correspond à une élimination des
chiffres significatifs de poids les plus élevés. Elle ap-
parait lors de la soustraction de deux flottants très145

proches résultant d’un calcul. Le phénomène est d’au-
tant plus important lors d’une accumulation de calculs
avec des erreurs arrondis. Cette accumulation d’er-
reurs de calculs est mise en évidence par la soustraction
qui est exacte lorsque les opérandes sont proches [16].150
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Par exemple, en C, sous unix avec le format simple
précision et un arrondi au plus près :

((1.0− 10−8)− 1.0) ∗ 108 = 0

Dans cet exemple, la soustraction entre les valeurs cor-
respondant au résultat de (1.0− 10−8) et 1.0 entraine155

une perte des chiffres significatifs. Or, le résultat de la
soustraction est utilisé dans une multiplication pour
illustrer le phénomène de cancellation intervenu lors de
la soustraction. Le résultat, ici, devrait être −1 alors
qu’il est de 0.160

2.4 Notations

Dans la suite de cet article, x, y, z dénotent des
variables flottantes, et Dx, Dy, Dz leurs domaines
associés. De la même manière, [x, x] représente tous
les flottants compris entre les valeurs x et x ∈ F ,165

où F représente l’ensemble des flottants. Pour un
nombre flottant f , f+ et f− dénotent respectivement
le successeur et le prédécesseur de f. Enfin |Dx| dénote
la cardinalité du domaine de la variable x.

170

3 Propriétés sur les domaines des va-
riables et des contraintes

Cette section définit plusieurs propriétés sur les do-
maines des variables et sur les contraintes. Ces pro-175

priétés sont utilisées pour construire de nouvelles stra-
tégies de recherche. Les propriétés sur les domaines
des variables telles que la cardinalité ou la densité
capturent la structure des domaines des variables flot-
tantes du problème. Les propriétés sur les contraintes180

prennent en compte les problèmes arithmétiques des
flottants comme l’absorption ou la cancellation. Elles
cherchent aussi à saisir la structure du problème à tra-
vers des propriétés telles que la dérivée.

3.1 Propriétés basées sur les domaines des va-185

riables

Les propriétés explicitées dans cette section servent
de base aux nouvelles stratégies de recherches propo-
sées. Ces propriétés se concentrent sur le domaine des
variables du système de contraintes. Chaque propriété190

contient une description, une définition, et ses intérêts.

3.1.1 La taille

Description width(Dx) dénote la taille du domaine
de la variable x.

Définition
width(Dx) = x− x (1)

Intérêts La taille du domaine correspond à la dis-195

tance entre les deux bornes. C’est un critère plutôt his-
torique. En effet, sur les domaines finis, de nombreuses
stratégies sont basées sur ce critère, notamment une
des plus populaires, minDom [12]. La sélection des va-
riables avec le plus petit domaine dans les stratégies200

sur les entiers a pour but de favoriser les variables qui
contraignent le plus le problème. Sur les flottants, ce
critère est plus problématique à cause de la répartition
non uniforme des flottants. Pour des domaines de taille
différente, le domaine le plus petit n’est pas forcément205

le domaine avec le moins de flottants. Par exemple, si x
et y sont deux variables ayant pour domaine respectif,
Dx = [1, 2] et Dy = [10, 12], le plus petit domaine en
termes de taille étant Dx. Or c’est Dy qui contient le
moins de flottants (|Dx| = 8388608 et |Dy| = 2097152210

alors que width(Dx) = 1 et width(Dy) = 2). Le critère
de taille et celui de la cardinalité sont identiques sur
domaines répartis de manière uniforme comme sur les
domaines finis alors que dans le cas des flottants ces
deux critères divergent.215

3.1.2 La cardinalité

Description |Dx| dénote la cardinalité du domaine
de la variable x.

Définition Soit Dx = [x, x] et x > 0

|Dx| = 2p ∗ (ex − ex) +mx −mx + 1 (2)

où mx et mx sont les mantisses de x et x, ex et ex220

sont les exposants de x et x

Cette formule est aisément extensible par symé-
trie aux autres cas.

2ex 2ex

x = m12ex x = m22ex
-�

-�
-�

-� -�

Figure 2 – Illustration de la formule

L’objectif est de calculer le nombre de flottants225

contenus dans l’intervalle Dx. Cet intervalle est repré-
senté par la flèche en gras sur la figure 2. L’idée est
donc de calculer le nombre de flottants contenus dans
l’intervalle [2ex , 2ex ] (par la formule (2p ∗ (ex − ex)))
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représenté par la flèche continue. Puis, de retirer le230

nombre de flottants compris entre [2ex , x] (par la for-
mule −mx) représenté par la flèche en gras et disconti-
nue. Enfin il faut ajouter le nombre de flottants conte-
nus dans l’intervalle [x, 2ex ] (par la formule +mx) re-
présenté par la flèche droite discontinue. Il est néces-235

saire de comptabiliser un flottant supplémentaire (+1)
car la soustraction de la partie droite a supprimé le
flottant x.

Intérêts La taille et la cardinalité des domaines sont
deux notions différentes sur les flottants. L’utilité240

d’utiliser la cardinalité pour guider la recherche est
double. Tout d’abord, elle permet d’identifier les va-
riables dont les domaines compte le moins de flottants
dans le problème et donc les variables qui contraignent
le plus le problème. Elle permet aussi de savoir quelle245

variable a le domaine le plus grand en nombre de flot-
tants, ce qui permet de sélectionner des variables qui
ont potentiellement beaucoup de valeurs appartenant
aux solutions.

3.1.3 La densité250

Description Cette propriété caractérise la proximité
entre les flottants au sein du domaine d’une variable.
On notera ρ(Dx), l’application de la propriété au do-
maine de la variable x.

Définition

ρ(Dx) =
|Dx|

width(Dx)
(3)

Intérêts La densité d’une variable peut permettre255

d’identifier les variables dont le domaine a des va-
leurs disparates (densité faible). La sélection de va-
riables dont le domaine a une faible densité per-
met d’atteindre des valeurs sensiblement différentes
et donc d’obtenir des comportements potentiellement260

différents au sein du système de contraintes. Dans le
cas où les variables ont des domaines à forte densité,
le nombre de valeurs du domaine potentiellement so-
lution est plus conséquent. La densité d’un domaine
augmente à proximité de 0.265

3.1.4 La magnitude

Description Cette propriété permet d’identifier si le
domaine est constitué uniquement de grands flottants
ou de petit flottants. Par exemple, pour la magnitude
du domaine [0, 1], une valeur proche de 0 est atten-270

due. La magnitude du domaine [1036, 1037] quant à
elle doit avoir une valeur proche de 1. Soit mag(Dx),
l’application de la propriété magnitude au domaine de
la variable x.

Définition

mag(Dx) =
ex + ex
2 ∗ emax

(4)

où emax est l’exposant le plus grand.275

Intérêts Cette propriété a un double objectif. Dans
un premier temps, cette propriété peut être un moyen
de sélectionner des variables qui sont potentiellement
impliquées dans une absorption en combinant la sélec-
tion de variables à forte magnitude avec la sélection de280

variables à faible magnitude. Dans ce cas, cette pro-
priété est simple à implanter, mais moins précise que
la propriété d’absorption définie dans la section 3.2.1.
Dans un second temps, à l’aide de cette propriété, les
variables ayant des domaines avec des valeurs extrêmes285

peuvent être testées. Les valeurs extrêmes sont des va-
leurs particulières qui sont susceptibles d’entrainer des
comportements non désirés.

3.2 Propriétés basées sur les contraintes

En plus des propriétés basées sur les domaines des290

variables, nous proposons des propriétés qui prennent
en compte la structure des contraintes. Comme dans
la section précédente, chacune des propriétés contient
une description, une définition, et les intérêts. Ces pro-
priétés sont de natures différentes, certaines sont des295

prédicats, d’autres retournent des valeurs.

3.2.1 Absorption

Description retourne vrai si la contrainte peut me-
ner à une absorption, faux sinon. Cette propriété ne
s’applique qu’aux contraintes d’additions. On notera300

cette propriété canLeadToAnAbsorption.

Définition Soit la contrainte x+ y = z avec y absor-
bée et un arrondi au plus près la condition :

canLeadToAnAbsorption = Dy ⊆ [
xm − x+m

2
,
xm + x+m

2
]

(5)
où xm = max(abs(x), abs(x)) avec abs(x) la valeur
absolue de x305

Intérêts L’idée de cette propriété est de réduire la
sélection des variables à celles impliquées dans des ab-
sorptions. Les problèmes d’absorptions sont récurrents
lors de calcul sur les flottants. Orienter la recherche en
prenant en compte ce phénomène ne peut qu’aider la310

recherche de contre-exemples lorsque l’absorption est
mise en cause dans la correction du programme.
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3.2.2 Cancellation

Description Cette propriété ne s’applique qu’aux
contraintes de soustractions. Notons cette propriété315

canLeadToACancellation. La formule 6 est tirée de
[2].

Définition Soit z = x - y

canLeadToACancellation = max(ex, ey)− ez (6)

Intérêts Cette propriété identifie les contraintes qui
peuvent être impliquées dans une cancellation. Elle320

capture le taux de cancellation d’une contrainte. Plus
le taux de cancellation est fort, plus la perte de chiffre
significatif est forte. Si le taux est égal à zéro, il n’y a
pas de cancellation. Tout comme les problèmes d’ab-
sorption, les problèmes de cancellation sont récurrents325

dans les programmes de vérification sur les flottants.
Guider la recherche en tenant compte de ces phéno-
mènes doit permettre de trouver plus efficacement un
contre-exemple pour ces problèmes.

3.2.3 La dérivée330

Description calcule la dérivée de la contrainte. On
notera cette propriété derivative.

Définition

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
(7)

avec h est un flottant proche de 0.

Intérêts Dans une contrainte mono-variée, lorsque la
dérivée est proche de 0, les valeurs de f(x) forment un335

palier. Le nombre de valeurs de x pour lesquelles la
valeur de f(x) est constante est donc potentiellement
plus important. Dans ce cas, il y a plus de chance
de trouver une solution. A contrario, lorsque la dé-
rivée tend vers l’infini, il y a moins de valeurs solu-340

tion. Un raisonnement identique peut-être fait sur les
contraintes multivariées. L’objectif des stratégies qui
utilisent la dérivée est de permettre de sélectionner
une zone ayant potentiellement beaucoup de solutions
ou au contraire très peu.345

3.2.4 Le degré

Description La propriété degré est identique à la
propriété sur les entiers. Elle se concentre sur le
nombre de contraintes dans lesquels apparait la va-
riable.350

Définition
|C|∑

i=0

implied(x,Ci) (8)

où
|C| est le nombre de contraintes du système
implied(x,Ci) est un prédicat qui vaut 1 si la variable
x est impliquée dans la contrainte Ci

Intérêts Cette propriété identifie les variables qui ont355

un impact fort sur la résolution du problème. Sur les
domaines finis, de nombreuses stratégies utilisent cette
propriété telle que weighted degree [3].

3.2.5 Les occurrences

Description Cette propriété compte le nombre maxi-360

mal d’occurrences d’une variable dans les contraintes
du problème.

Définition Soit S = {∀ Ci ∈ C, count(x,Ci)}

max(S) (9)

avec
count(x,Ci) est une fonction qui compte le nombre365

d’occurrences de x dans Ci
max est une fonction qui retourne le maximum.

Intérêts Les occurrences multiples d’une variable
sont une problématique récurrente dans la vérifica-
tion de programmes basés sur la programmation par370

contraintes. De nombreux travaux ont été faits pour
gérer ce critère surtout en termes de consistance [11, 1].
L’idée ici est donc d’essayer de capturer l’importance
d’une variable au sein d’une contrainte. En plus de
permettre d’adapter le type de consistance au nombre375

d’occurrences présente au sein d’une contrainte, ce cri-
tère permet d’identifier les variables qui ont un impact
fort sur une contrainte spécifique.

4 Nouvelles stratégies de recherche

Dans cette section, nous proposons un ensemble de380

stratégies de recherche basées sur les propriétés des
sections 3.1 et 3.2. Dans un premier temps, nous dé-
finissons des stratégies simples qui se concentrent sur
une seule propriété. Puis dans un second temps, nous
introduisons des stratégies qui tentent d’exploiter plu-385

sieurs propriétés en même temps.
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4.1 Stratégies mono-propriété

Les stratégies mono-propriété proposées suivent
toutes le même schéma. Pour chaque propriété basée
sur les variables, deux stratégies sont définies : une390

qui sélectionne la variable qui minimise la propriété
et l’autre qui sélectionne la variable qui la maximise.
Par exemple, pour la propriété cardinalité, deux
stratégies sont obtenues, la première sélectionne
la variable qui minimise la cardinalité, la seconde395

sélectionne la variable qui maximise la cardinalité
lors de la sélection de la variable. Pour la propriété
magnitude, une stratégie supplémentaire est définie
qui alterne entre la sélection de variable qui minimise
la magnitude et celle qui la maximise. Cette stratégie400

a pour objectif d’essayer de déclencher artificiellement
les phénomènes d’absorption.

Pour les propriétés basées sur les contraintes, les
propriétés degree, occurrences et derivative, sont utili-405

sées pour définir deux stratégies. Ces deux là sont :

1. Pour les propriétés degree et occurences, les stra-
tégies sont similaires à celles pour les variables.
Une minimise le critère, alors que la seconde le
maximise.410

2. Pour la propriété derivative, la première sélec-
tionne la variable qui est impliquée dans le plus
de contraintes dont la dérivée est proche de 0.
Cette sélection cherche les variables ayant po-
tentiellement beaucoup de valeurs solutions. La415

seconde sélectionne d’abord celle qui est le plus
impliquée dans les contraintes dont la dérivée
tend vers l’infini.

Changer de stratégie durant la recherche peut-être né-
cessaire. Certaines propriétés sur les contraintes sont420

statiques (e.g degree et occurences), d’autres sont dy-
namiques (e.g la dérivée) ou passent de faux à vrai une
seule fois lors de la descente dans l’arbre de recherche
(e.g canLeadToAnAbsorption ). Cette remarque est
également vraie pour les stratégies de la section 4.2.2.425

Lorsqu’une propriété n’a plus d’intérêt, il est impor-
tant d’en changer pour en choisir une qui améliore la
recherche.

4.2 Stratégies multi-propriétés

Dans cette section, différentes propriétés sont com-430

binées. Une première manière de combiner les proprié-
tés définies dans les sections 3.1 et 3.2 est de les agréger
avec une formule. Une seconde manière de les combiner
est de les appliquer les unes à la suite des autres.

4.2.1 Stratégies avec score435

Cette section propose la mise en relation de plu-
sieurs propriétés en utilisant une formule. Cette pro-
position est inspirée de la stratégie de recherches IBS
[15] (Impact Based Search). IBS est une stratégie qui
mesure l’impact de l’affectation d’une variable en dé-440

finissant un score. Ce score correspond à la réduction
de l’espace de recherche suite à la propagation de l’af-
fectation de la variable. Ce score peut-être diminué ou
augmenté selon l’efficacité du choix précédemment ef-
fectué lors de la recherche. À chaque étape, la variable445

ayant le meilleur score est choisie. Les stratégies pré-
sentées dans cette section reprennent cette idée de pri-
vilégier en premier les variables qui satisfont au mieux
différents scores. Les grandes lignes de la sélection de
variables sur le principe d’un score sont les suivantes :450

1. Calculer le score de chaque variable.

2. Sélectionner la variable qui maximise le score.

Le premier score S1 présenté essaye de lier la propriété
de taille à celle de cardinalité. Le choix de ces deux pro-
priétés est du à leur proximité. En effet, l’une définit455

la distance les bornes du domaine et l’autre le nombre
de flottants présents dans ce même domaine.

S1(x) = ω1|Dx|+ ω2ρ(Dx)

Les ωi représentent des pondérations. Ces pondéra-
tions seront à définir lors des expérimentations.460

Le second score S2 réunit les mêmes propriétés que
S1 en ajoutant le degré de la variable.

S2(x) = − S1(x)
degree(x)

Ce choix tente de prendre en compte les variables qui
contraignent le plus le problème pour avoir un plus465

grand impact sur la résolution.

4.2.2 Autres stratégies multi-propriétés

Dans cette section, nous proposons des stratégies
qui allient les propriétés basées sur les contraintes, sur
les domaines des variables, et les scores. Combiner ces470

stratégies de recherche permet d’être plus fin au niveau
de la recherche en prenant en compte plusieurs critères.
Par exemple, utiliser une stratégie de recherche basée
sur une propriété statique ne prend en compte que la
structure initiale du problème. Or, la descente dans475

l’arbre de recherche fait qu’on est confronté à un sous-
problème du problème initial où la propriété peut ne
plus être significative. Pour ce faire, les propriétés dé-
finies sur les contraintes sont utilisées pour réduire le
choix des variables à celle qui ont une structure parti-480

culière (e.g qui peuvent mener à une absorption). Une
fois cette réduction effectuée, les propriétés établies
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sur les variables sont utilisées pour sélectionner celle
qui nous intéresse le plus. L’utilisation d’un score peut
aussi remplacer la propriété sur les variables.485

Le premier groupe de stratégies par propriétés sur
les contraintes que nous proposons. Le premier utilise
la propriété canLeadToAnAbsorption pour réduire
le choix des variables à celle impliquée dans une ab-
sorption. À la suite de l’application de cette propriété,490

une des stratégies mono-propriété est utilisée. L’idée
de ce groupe de stratégies est le suivant :

1. Extraire les variables qui peuvent mener à une
absorption (en utilisant le prédicat canLeadToA-
nAbsorption).495

2. Appliquer la propriété choisie aux variables ex-
traites.

3. Sélectionner la variable qui maximise ou mini-
mise la propriété.

Le second groupe de stratégies proposé, repose sur500

la propriété canLeadToACancellation pour res-
treindre le choix des variables à celles qui sont im-
pliquées dans une cancellation. La propriété canLead-
ToACancellation calcule un taux de cancellation. La
restriction peut donc être modulée en choisissant le505

taux minimal d’acceptation d’une variable (e.g toutes
les variables impliquées dans une cancellation avec un
taux supérieur à 0.5). Suite à l’application de cette
propriété, une des stratégies définies à la section 4.1
est appliquée.510

Enfin pour les propriétés degree, occurrences et
dérivative deux choix sont à évaluer. Le premier
consiste à minimiser la propriété choisie, le second à
la maximiser. Une fois le choix appliqué, une des stra-
tégies monopropriété est mise en œuvre. On peut éga-515

lement envisager de composer d’autres propriétés sur
les contraintes par exemple canLeadToAnAbsorption
ou canLeadToACancellation à la suite de propriétés
choisies, pour ensuite finir par une propriété sur les
variables.520

Ces stratégies peuvent également être combinées en
les appliquant à des sous-domaines. Par exemple, une
fois une variable sélectionnée, il est possible de diviser
le domaine de la variable en plusieurs sous-domaines
pour appliquer différentes stratégies sur chaque sous-525

domaines.

5 Implantation

Les stratégies présentées sont en cours d’évaluation
sur un ensemble de benchmarks. Pour ce faire, le sol-
veur FPCS (Floating Point Constraint Solver) [13] dé-530

veloppé par un des auteurs a été porté dans Objective-
CP. Objective-CP est un outil d’optimisation introduit
dans [17]. Ce portage a été effectué pour apporter une

flexibilité dans le développement des stratégies de re-
cherche que nous proposons. Dans cette section nous535

discutons des choix d’implantation effectués.

5.1 Choix du solveur

Pour explorer de nouvelles stratégies de recherche
sur les problèmes de vérification, nous avons besoin
d’un solveur sur les flottants et d’un solveur avec la540

possibilité de définir des stratégies flexibles. Un sol-
veur sur les flottants FPCS a été développé au sein
de notre équipe de recherche. Ce solveur est basé sur
un filtrage fort. Cependant, l’écriture de stratégie de
recherche dans FPCS est une tâche longue et fas-545

tidieuse. Objective-CP quant à lui est une boite à
outils d’optimisation sur les domaines finis, avec de
nombreuses facilités pour le développement de straté-
gies de recherche flexible. Pour avoir toute l’efficacité
de FPCS et la flexibilité des stratégies de recherche550

d’Objective-CP nous avons décidés d’incorporer FPCS
dans Objective-CP. Ces deux outils sont complémen-
taires. Dans les deux parties qui suivent, nous pré-
sentons d’abord ces deux solveurs, leurs avantages et
limites.555

5.1.1 FPCS

Présentation FPCS est un solveur de contraintes sur
les flottants conçu et développé par C.Michel. Ce sol-
veur est écrit en C++, il a été développé dans la pers-
pective de la vérification de programme.560

Avantages FPCS a de nombreux avantages. C’est
un solveur complet et efficace supportant les filtrages
fort tel que la KB-consistance [11], les différents modes
d’arrondi, et un catalogue de contraintes issu des pro-
blèmes de vérification de programmes avec flottants.565

De plus, l’ajout des contraintes au modèle est simple
(voir la figure 3).

model . add ( a = 2 ∗ b + 3 ∗ c ) ;

Figure 3 – Ajout de contrainte dans FPCS

Limites Le principal défaut de FPCS est qu’il n’a pas
été conçu pour développer des stratégies de recherche
complexes, mais a plutôt vocation à être utilisé avec570

des stratégies simples comme la bissection. De ce fait,
le code des stratégies de recherche peut vite devenir
long et fastidieux et l’arbre de recherche doit être traité
en ajoutant les différents points de choix un à un. Par
exemple, 80 lignes de codes sont nécessaires pour im-575

planter la bissection. De plus, l’ajout d’un point de
choix entraine de nombreuses copies non désirées.

Actes JFPC’2017

155



1 choice−>domain−>setLBTo(&low ) ;
2 cho ice−>domain−>setUBTo(&low ) ;
3 push ( ) ;
4
5 choice−>domain−>setLBTo(&up ) ;
6 cho ice−>domain−>setUBTo(&up ) ;
7 push ( ) ;

Figure 4 – Définition d’une stratégie de recherche
dans FPCS

Dans l’exemple de la figure 4, les deux points de
choix successifs correspondant aux bornes de l’inter-
valle courant sont ajoutés à la stratégie. Ici, choice580

est une variable. La première ligne force la borne in-
férieure du domaine de la variable choice à la valeur
low. La seconde force la borne supérieure du domaine
de la variable choice à la valeur low également. À la
troisième ligne le choix de la réduction du domaine585

de la variable choice à [low, low] est ajouté à la pile
des choix de la recherche. De la cinquième ligne à la
septième, le domaine de la variable choice est réduit à
[up, up] et le point de choix est ajouté.

5.1.2 Objective-CP590

Présentation Objective-CP est un outil d’optimisa-
tion conçu par P. VanHentenryck et L.Michel [17]. Cet
outil est développé en Objective-C et contient plu-
sieurs solveurs, dont un solveur CP (Constraint Pro-
gramming), un solveur LP (Linear Programming), et595

un solveur MIP (Mixed-Integer Programming).

Avantages Objective-CP est un outil qui sépare la
partie modélisation de la partie résolution (solveur)
et stratégie de recherche. En effet, lors de la modé-
lisation du problème les variables et les contraintes600

définies sont abstraites. Le passage de la modélisa-
tion à la résolution s’effectue par la définition d’un
programme (CPProgram ou LPProgram ou MIPPro-
gram). Ce programme correspond au solveur (cf. fi-
gure 5) qui sera appelé pour concrétiser les variables605

et contraintes abstraites en variables et contraintes
concrètes (interne à chaque solveur). Dans la figure
5, les deux premières lignes définissent un programme
CP. Ce programme correspond au modèle concrétisé
par un solveur CP. Aux deux dernières lignes, un pro-610

cessus identique est effectué avec un programme LP.
La partie recherche est basée sur les concepts de conti-
nuations et de contrôleurs qui permettent l’écriture
de stratégies flexibles, faciles à prendre en main et
concises en termes de lignes de code. Par exemple, la615

figure 6 montre comment implanter la bissection en 10
lignes. Enfin, cet outil incorpore également une partie

qui permet de paralléliser en quelques lignes les sol-
veurs.

1id<CPProgram> p ;
2p = [ ORFactory createCPProgram : model ] ;
3
4id<LPProgram> p2 ;
5p2 = [ ORFactory createLPProgram : model ] ;

Figure 5 – Appel au solveur CP

1whi le ( ! [ x i bound ] ) {
2ORFloat theMax = xi . max ;
3ORFloat theMin = x i . min ;
4ORFloat mid = ( theMin + theMax )/ 2 . 0 f ;
5i f ( mid == theMax )
6mid = theMin ;
7[ s ea r ch try : ˆ{
8[ s e l f f loatGthenImpl : x i with : mid ] ;
9}
10a l t : ˆ{
11[ s e l f f loatLEqualImpl : x i with : mid ] ;
12}
13] ;
14}

Figure 6 – Exemple d’une stratégie de recherche avec
bissection en Objective-CP

Dans la figure 6, aux seconde et troisième lignes les620

bornes de la variable xi sont extraites. La quatrième
ligne correspond au calcul du milieu de l’intervalle
mid. Le test à la cinquième ligne permet de gérer le
cas où il n’y a que 3 flottants. La septième ligne cor-
respond au branchement. Le try représente la branche625

où xi > mid. Le alt correspond à la branche xi ≤ mid.
Ce processus est répété tant que le domaine de xi n’est
pas dégénéré.

Limites Le solveur CP implanté dans Objective-CP
ne supporte pas les flottants donc tout un travail630

d’implantation est nécessaire pour l’ajout de la
partie flottante. Du fait que Objective-CP est basé
sur Objective-C l’ajout des contraintes est moins
élégant que dans FPCS (figure 7), mais dans le cadre
de la vérification de programme les modèles sont635

généralement créés de manière automatique.
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[ model add : [ a eq : [ [ b mul :@( 2 ) ]
p lus : [ c mul :@ ( 3 ) ] ] ] ] ;

Figure 7 – Ajout de la contrainte a = 2b + 3c en
Objective-CP

6 Discussions et perspectives

Cet article propose plusieurs stratégies de recherche
dédiées aux systèmes de contraintes sur les flottants,640

et plus particulièrement aux problèmes de vérification
de programme avec du calcul sur les flottants. Les dif-
férentes stratégies proposées sont basées sur un en-
semble de propriétés basées sur deux critères : les do-
maines des variables et les contraintes. Les premières645

cherchent à capturer la structure spécifique des flot-
tants telles que leurs nombres ou leurs densités. Les se-
condes tendent à prendre en compte les problèmes liés
à l’arithmétique propre aux flottants et à la structure
même des problèmes. Un travail d’expérimentation650

pour évaluer ces stratégies sur un ensemble d’exemple
de problèmes liés à la vérification de programme est
actuellement en cours.
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Résumé

Il existe de nombreuses applications réelles contenant
un problème de tournées de véhicules. La programmation
par contraintes permet d’aborder ces problèmes de façon
efficace. Des contraintes de circuits ont été définies pour
traiter du problème de voyageur de commerce (TSP) ou
de tournées de véhicules (VRP). Ces contraintes sont
basées sur la recherche d’un circuit hamiltonien dans
un graphe. Dans cet article, nous nous intéressons au
problème plus général de tournées multiples dans lequel
on cherche à couvrir une partie du graphe par un en-
semble de circuits de coût minimal. Nous proposons une
nouvelle contrainte globale basée sur la recherche de cir-
cuits élémentaires disjoints dans un graphe. Contraire-
ment aux contraintes existantes, on ne cherche pas un
circuit hamiltonien mais un ensemble de circuits de Stei-
ner. Après avoir défini cette contrainte, nous montrons
que le filtrage au bornes est NP-difficile. Nous proposons
donc une méthode de filtrage incomplète basée sur la re-
cherche d’une borne inférieure d’un circuit de Steiner.

De nombreux problèmes réels peuvent être ramenés
à des problèmes de tournées. Les problèmes de tour-
nées forment une grande famille dont les deux repré-
sentants les plus connus sont le problème du voyageur
de commerce (TSP) et le problème de tournées de vé-
hicules (VRP). Le premier consiste à trouver un cir-
cuit hamiltonien de coût minimum dans un graphe et
le second est sa généralisation à plusieurs circuits avec
un sommet dépôt commun. Ces problèmes se déclinent
souvent avec d’autres contraintes comme par exemple,
des fenêtres de temps ou des précédences sur les som-
mets du graphe ou encore des contraintes de taille sur
les circuits. Tous ces problèmes sont NP-difficiles.

Les problèmes de base (sans contraintes particu-

∗Papier doctorant : Nicolas Briot1 est auteur principal.

lières) ont été étudiés de manière intensive en re-
cherche opérationnelle. Ainsi, les méthodes de résolu-
tion exactes les plus efficaces actuellement sont basées
soit sur la programmation dynamique soit sur la pro-
grammation linéaire en nombres entier (ILP).

L’ajout de contraintes spécifiques au problème peut
rendre l’approche ILP insuffisante du point de vue de
l’expressivité ou de la résolution. La programmation
par contraintes (CP) offre un cadre général plus à
même de capturer et exploiter ces contraintes spéci-
fiques pour résoudre le problème. Pour les problèmes
de tournées, des contraintes de recherche de circuits
dans un graphe ont été créées, mais elles ne suffisent
pas toujours. Comme pour le problème du circuit de
Steiner où l’ensemble de sommets à couvrir n’est pas
fixe.

Après un rapide survol des principes de la pro-
grammation par contraintes, cet article énumère les
contraintes de circuits ainsi que les principaux algo-
rithmes de filtrage qui existent à ce jour. Nous étudions
leurs limites et proposons une nouvelle contrainte ca-
pable d’y répondre. Nous montrons la complexité de
la nouvelle contrainte et nous donnons les premiers al-
gorithmes de filtrage.

1 Préliminaires

En CP, chaque variable x ∈ X est associée à un
domaine dom(x) qui correspond à l’ensemble des va-
leurs que peut prendre la variable. Les domaines sont
restreints par un ensemble de contraintes C. Une
contrainte est une relation qui porte sur un ensemble
de variables et qui définit l’ensemble des valeurs que
peuvent prendre simultanément les variables. Une so-
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lution au problème est donnée quand tous les domaines
sont réduits à un singleton (les variables sont alors
instanciées) et quand toutes les contraintes sont satis-
faites. Une contrainte est satisfaite si l’ensemble des
valeurs prises par les variables satisfait la relation.

En CP, des contraintes dites globales permettent de
capturer une partie de la structure combinatoire d’un
problème. Chacune de ces contraintes est associée à
un algorithme de filtrage qui va détecter des valeurs
impossibles dans le domaine des variables. Il est im-
portant que le filtrage soit rapide et efficace. Pour cela,
plusieurs niveaux de filtrage ont été définis. La cohé-
rence d’arc généralisée (GAC) est un haut niveau de
filtrage qui traite les contraintes indépendamment.

Définition. Étant donné une contrainte c ∈ C qui
porte sur les variables (x1, ..., xn) de domaines res-
pectifs dom(x1), ..., dom(xn), la contrainte c est co-
hérente d’arc généralisée (GAC) si et seulement si
∀xk k ∈ 1..n et ∀v ∈ dom(xk), il existe un tuple
(v1, ..., v, ..., vn) avec vi ∈ dom(xi) qui satisfait la
contrainte.

Appliquer GAC peut être exponentiel sur certaines
contraintes globales. Moins forte, la cohérence aux
bornes (BC) peut être une option plus abordable.

Définition. Étant donné une contrainte c ∈ C
qui porte sur les variables (x1, ..., xn), la contrainte
c est cohérente aux bornes (BC) si et seulement
si ∀xi ∈ c : les tuples (v′1, ..., LB(vi), ..., v

′
n) et

(v1, ..., UB(vi), ..., vn) satisfont la contrainte avec
LB(xk) (resp. UB(xk)) la valeur minimale (maxi-
male) de dom(xk) et vj , v

′
j (j 6= i) des nombres dans

l’intervalle [LB(vj), ..., UB(vj)].

2 Les contraintes de circuit

Considérons un graphe orienté G = (V,A, c), avec
V = {1, ..., n} l’ensemble des sommets et A l’ensemble
des arcs valués par une fonction de coût c.

En CP, la recherche de circuits hamiltoniens dans G
peut être modélisée en posant des contraintes globales
sur un ensemble de variables décrivant le successeur
de chaque sommet.

Pour tout sommet i ∈ V , notons Nexti, la va-
riable qui représente le sommet successeur du sommet
i. Le domaine dom(Nexti) correspond à l’ensemble
des sommets adjacents à i dans le graphe, c’est-à-dire
j ∈ dom(Nexti) si et seulement si (i, j) ∈ A.

Par définition, les variables successeurs Nexti
décrivent un sous-graphe orienté. Pour les graphes
non-orientés, une arête peut être représentée par
deux arcs entre les deux sommets. Dans ce cas, la
recherche d’un cycle dans un graphe non-orienté

correspond à la recherche d’un circuit dans le graphe
orienté équivalent. Dans la suite, nous désignerons
indifféremment par TSP le problème du voyageur
de commerce orienté (symétrique) ou non-orienté
(asymétrique).

La contrainte

Circuit(Next1, ..., Nextn) [1]

est satisfaite si et seulement si l’ensemble des arcs défi-
nis par {(i,Nexti) ∈ A} forme un circuit hamiltonien
dans G.

Établir la GAC pour cette contrainte est NP-difficile
puisque cela revient à chercher des circuits hamilto-
niens dans un graphe.

Des approches incomplètes ont donc été proposées
pour le filtrage de la contrainte Circuit. Première-
ment, la contrainte requiert que deux sommets n’aient
pas le même successeur. Cette propriété correspond
à la contrainte AllDifferent(Next1, ..., Nextn)
qui possède un filtrage GAC efficace. Deuxièmement,
l’élimination des sous-circuits a été proposée dans
Pesant et al. [12] et Caseau et al. [3]. L’algorithme
interdit les affectations du type Nexti = j si l’arc
(i, j) provoque un sous-circuit dans le sous-graphe
induit par les arcs {(i,Nexti) | Nexti est instanciée}.
Il existe aussi un algorithme de filtrage moins utilisé
basé sur la recherche de séparateur de graphes (voir
[11]).

Une version de la contrainte prenant en compte le
coût du circuit a été proposée en premier par Focacci
et al. [7, 5, 6] puis par Benchimol et al. [2]. Cette
contrainte a été développée pour répondre précisément
au problème du TSP.

Soit Z une variable entière qui représente le coût du
circuit hamiltonien. Cette fois, la contrainte

WeightedCircuit[G](Next1, ..., Nextn, Z)

est satisfaite si et seulement si l’ensemble des arcs défi-
nis par {(i,Nexti) ∈ A} forme un circuit hamiltonien
dans G de coût ≤ Z où le coût du circuit est la somme
des poids des arcs du circuit.

La première partie du filtrage de la contrainte
WeightedCircuit est équivalente au filtrage de la
contrainte Circuit.

Durant la recherche, des valeurs dans le domaine des
variables successeurs seront retirées. Ces valeurs cor-
respondent à des arcs du graphe de départ et, au fur
et à mesure, le graphe potentiel se vide jusqu’à obtenir
un circuit. Dès qu’un arc est retiré du graphe, la borne
inférieure du coût du circuit LB(Z) peut être mise à
jour. Une partie du travail de l’algorithme de filtrage
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Figure 1 – Transformation d’un problème de VRP
à deux tournées en un problème de TSP. Le nœud
dépôt est dupliqué en autant de paires de sommets
(départ/arrivée) que de tournées, afin de se ramener à
un circuit hamiltonien.

est donc de trouver la meilleure borne possible pour
LB(Z). Cette borne peut être calculée grâce à deux
relaxations du TSP : le problème de l’arborescence
(ou arbre en version non-orienté) couvrante de coût
minimum (MSA) et le problème d’affectation (AP).
AP consiste à relâcher la contrainte d’élimination des
sous-tours dans le TSP et revient donc à chercher un
ensemble de circuits élémentaires couvrant le graphe
et de coût minimum.

Benchimol et al. [2] ont proposé d’utiliser la relaxa-
tion 1-tree définie par Held et Karp [8, 9] qui donne
une relaxation strictement meilleure que l’arbre cou-
vrant de coût minimum. Ces deux relaxations (Held
& Karp et AP) se calculent en temps polynomial. Du-
comman et al. [4] ont montré que les bornes obtenues
par ces filtrages étaient incomparables et que les fil-
trages pouvaient être utilisés indépendamment pour
filtrer LB(Z).

Disposer d’une bonne estimation de LB(Z) permet
également de filtrer les variables Nexti en élimi-
nant certains arcs incompatibles avec la valeur de
UB(Z) (voir Benchimol et al. [2] et Foccacci et al. [6]).

Les contraintes de circuit présentées ici sont limi-
tées à la recherche d’un circuit hamiltonien. Elles s’ap-
pliquent donc assez bien à des problèmes comme le
TSP, le TSP avec fenêtres de temps, etc. Modéliser
un problème plus général comme le VRP avec une
contrainte de circuit nécessite une modélisation plus
complexe. La figure 1 illustre la transformation néces-
saire pour passer d’un VRP à un TSP et pouvoir ainsi
utiliser une contrainte de circuit. Cette modélisation
impose d’avoir au moins un sommet fixé dans chaque
circuit (ici, le sommet dépôt), ce qui n’est pas forcé-
ment le cas pour certains problèmes de couverture de
sommets.

Les contraintes de circuit hamiltonien ne peuvent

Figure 2 – Exemple du problème du circuit de Stei-
ner. En rouge (plein) les sommets terminaux et en bleu
(cercle) les sommets potentiels

pas non plus être utilisées lorsque l’ensemble des som-
mets intervenant dans le circuit n’est pas totalement
connu.

Considérons un graphe G = (V,A, c) et soit V ∗ ⊆
V un sous-ensemble de sommets dit obligatoires (ou
terminaux). Le problème du circuit de Steiner dans G
pour V ∗ consiste à trouver un circuit élémentaire dans
G de coût minimum passant par tous les sommets de
V ∗. Le circuit de coût minimum peut aussi passer par
des sommets extérieurs à V ∗, ce sont les nœuds de
Steiner. Le TSP est un cas particulier où V ∗ = V . Ce
problème est fortement lié au problème plus connu de
l’arbre de Steiner [10].

Exemple 1. Soit G = (V,A, c) le graphe de la fi-
gure 2 et V ∗ = {1, 2, 3, 4} les sommets terminaux
(obligatoires). La solution au circuit de Steiner est la
séquence de sommets (1, 2, 5, 3, 6, 4, 8, 1) de coût 21.
Dans cette solution, le sommet 7 n’intervient pas dans
le circuit optimal.

3 La contrainte WeightedSubCircuits

Dans cette section, nous proposons une nouvelle
contrainte qui répond aux limites des contraintes
de circuit présentées précédemment. La nouvelle
contrainte cherche au plus K circuits élémentaires
disjoints de coût minimum couvrant une partie du
graphe. Un circuit élémentaire est un circuit qui passe
une et une seule fois sur chaque sommet du circuit.
Dans la suite, nous admettons qu’une boucle sur un
sommet est un circuit élémentaire (composé d’un arc).

Soit G = (V,A, c) un graphe orienté avec V =
{1, . . . , n} l’ensemble des sommets, A = {(i, j) | i, j ∈
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V } l’ensemble des arcs et la fonction de coût c : A→ N
associée à chaque arc de G.

Définition. Étant données les variables :
— Setk ∀k ∈ {1, ..,K}, une variable ensembliste

représentant les sommets de G qui sont dans le
kème circuit. On a dom(Setk) = 2V (l’ensemble
des parties de V ).

— Setdummy, la variable ensembliste représentant
l’ensemble des sommets exclus de tous les cir-
cuits. dom(Setdummy) = 2V

— Nexti ∀i ∈ V , représente le sommet successeur
du sommet i. dom(Nexti) ⊆ V .

— Z et Costk ∀k ∈ {1, ..,K} des variables entières
qui représentent respectivement le coût total des
circuits et le coût du circuit k.

La contrainte WeightedSubCircuits, notée

WSC[G]({Setk}k=1..K , Setdummy

{Nexti}i=1..n, {Costk}k=1..K , Z) (1)

est satisfaite si et seulement si les conditions suivantes
sont respectées :

1. ∀k, k′ ∈ 1..K ∪ dummy, (k 6= k′ ⇒ Setk ∩
Setk′ = ∅) ;

2. Set1 ∪ ... ∪ SetK ∪ Setdummy= V ;

3. ∀k ∈ 1..K :
— si Setk = ∅ alors Costk = 0.
— sinon, G[Setk] le sous-graphe de G induit par

l’ensemble de sommets Setk et par l’ensemble
d’arcs {(i,Nexti) | i ∈ Setk} est un circuit
élémentaire de G de coût ≤ Costk.

4. ∀i ∈ V , i ∈ Setdummy ⇔ Nexti = i ;

5.
K∑
k=1

Costk ≤ Z ;

La contrainte WSC impose un ensemble d’au plus
K circuits élémentaires disjoints dans G de coût total
≤ Z. Les conditions 1 et 2 correspondent à une parti-
tion des sommets dont certaines parties peuvent être
vides. La condition 3 autorise des circuits vides dont le
coût associé vaut 0. Si l’ensemble possède au moins un
sommet, alors le sous-graphe induit par les sommets
de Setk et les arcs {(i,Nexti) | i ∈ Setk} est un circuit
élémentaire de G dont le coût ne dépasse pas Costk.
S’il n’y a qu’un seul sommet i, le circuit est réduit à
une boucle de coût c(i, i).

Il faut noter qu’un sommet i est exclu des K
circuits si et seulement si la valeur i est dans l’en-
semble Setdummy et la condition 4 associe la valeur i

à Nexti. À l’inverse, si Setdummy = ∅ alors tous les
sommets sont impliqués dans les circuits. De même, si
i/∈ D(Nexti) alors i doit être dans un circuit. Enfin,

Figure 3 – La solution optimale au problème du cir-
cuit de Steiner sur le graphe de la figure 2. Les va-
riables Nexti sont représentées par les flêches et les
ensembles par les rectangles.

le coût total des circuits est borné par Z dans la
condition 5.

Dans cet article, nous proposons une définition de la
contrainte utilisant des variables ensemblistes pour dé-
crire l’ensemble des sommets associés à chaque circuit.
Une perspective interessante serait d’étudier d’autres
représentations de ces ensembles, par exemple par des
variables entières.

Exemple 2. Reprenons le graphe de la figure 2. Pour
K = 1 on modélise le problème du circuit de Steiner
par le réseau de contraintes suivant :

— LB(Set1) = {1, 2, 3, 4}, UB(Set1) = V ;
— LB(Setdummy) = ∅, UB(Setdummy) = V ;
— Next1 = 2, Next2 ∈ {4, 5}, Next3 ∈
{1, 6}, Next4 ∈ {7, 8}, Next5 ∈ {3, 5}, Next6 ∈
{4, 6}, Next7 ∈ {1, 7} et Next8 ∈ {1, 8} ;

— Cost1, Z ∈ N ;
— WSC[G](Set1, Setdummy, Next1, .., Next8, Cost1, Z)

sur lequel on cherche à minimiser Z.
Dans cet exemple, un seul circuit est recherché et

Cost1 peut être confondu avec Z. La solution optimale
est représentée par la figure 3. Le circuit a un coût de
21. Le sommet 7 est exclu du circuit car il fait partie de
l’ensemble Setdummy et sa variable successeur Next7
est instanciée à l’unique valeur 7 (non représentée sur
la figure).

Théorème 1. Établir BC et établir GAC pour la
contrainte WSC est NP-difficile.

Démonstration. Décider si un grapheG = (V,A, c) ad-
met un circuit hamiltonien de coût inférieur ou égal à
une valeur p est NP-complet. Considérons la contrainte
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WSC[G]({Set1, Set2}, {Nexti}i=1..n, {Cost1}, Z), où
LB(Set1) = V , où chaque Nexti a pour domaine
l’ensemble des successeurs du sommet i dans A et où
Cost1 ∈ {0..p}, Z ∈ {0..p}. BC vide le domaine de Z
si et seulement si le graphe G admet un circuit hamil-
tonien de coût inférieur ou égal à p.

3.1 Décomposition

Pour implémenter le filtrage de la contrainte
WeightedSubCircuits, une première approche
consiste à remplacer la contrainte par un ensemble
de contraintes équivalentes en termes d’expressivité.
Cela permet de bénéficier directement des filtrages as-
sociés à ces contraintes. Nous verrons par la suite que
cet ensemble de contraintes n’est pas équivalent à la
contrainte WeightedSubCircuits au niveau du fil-
trage.

Proposition 1.

WSC[G]({Setk}k=1..K , Setdummy, {Nexti}i=1..n,

{Costk}k=1..K , Z) ≡

AllDifferent(Next1, ..., Nextn) (2)

∧ Partition(Set1, ..., SetK , Setdummy) (3)

∧ ∀i ∈ V, i ∈ Setdummy ⇔ Nexti = i (4)

∧ ∀i ∈ V, ∀k = 1..K, dummy, i ∈ Setk ⇔ Nexti ∈ Setk(5)

∧ ∀k = 1..K, NoSubTours(Setk, Next1, ..., Nextn) (6)

∧ ∀k = 1..K,
∑

i∈Setk
c(i,Nexti) = Costk (7)

∧ ∑K
k=1 Costk ≤ Z (8)

La première contrainte impose que deux variables
successeurs ne peuvent pas avoir la même valeur.

La deuxième contrainte concerne uniquement les va-
riables ensemblistes. Rappelons que chaque variable
Setk ∀k ∈ 1..K représente l’ensemble des sommets de
G présents dans le kème circuit élémentaire (ou boucle)
et la variable Setdummy est l’ensemble des sommets ex-
clus des circuits. Ainsi, chaque sommet est associé à
un unique ensemble. La contrainte Partition utilisée
ici n’est pas une partition au sens mathématique car
elle autorise des ensembles vides.

Les contraintes de channelling (4) et (5) assurent la
cohérence entre les variables ensemblistes Setk et les
variables de successeurs Nexti.

La contrainte (6) garantit que les sommets de
chaque ensemble Setk font partie d’un circuit élémen-
taire décrit par les variables de successeurs Nexti.
Nous utilisons ici une version adaptée de la contrainte
de Pesant et al. [12] vue plus haut. Notre contrainte

interdit les affectations Nexti = j si l’arc (i, j) pro-
voque un sous-circuit de taille strictement inférieure à
|Setk| dans le sous-graphe induit G[Setk].

La contrainte (7) garantit que le coût du circuit as-
socié à chaque Setk est majoré par la variable Costk.
On peut définir une contrainte globale dont la portée
sera (Setk, {Nexti}, Costk) et dont le filtrage corres-
pond à une somme partielle. La contrainte (8) garantit
que la somme des coûts des circuits ne dépasse pas Z.

La proposition 1 permet de propager la contrainte
WeightedSubCircuits en se basant sur des
contraintes existantes ou des variantes relativement
proches. Néanmoins, cette approche ne permettra pas
d’atteindre le niveau de filtrage équivalent à celui de
la contrainte WeightedCircuit. Dans la prochaine
section nous montrerons comment améliorer ce filtrage
en tenant compte des coûts des circuits.

4 Filtrage basé sur les coûts

Caseau et Laburthe [3] ont été les premiers à pro-
poser un algorithme de filtrage basé sur le coût du
circuit. Depuis, plusieurs travaux [6, 2] ont montré

l’intérêt d’avoir ce filtrage complémentaire. À partir
d’une instanciation partielle des variables, le but de
cet algorithme est d’avoir une meilleure estimation de
LB(Costk), de LB(Z) et de détecter certains arcs obli-
gatoires ou interdits dans les circuits.

Les algorithmes de filtrage présentés dans cette sec-
tion sont appliqués lorsque le graphe G = (V,A, c)
respecte la propriété d’inégalité triangulaire faible :

Propriété 1. Nous dirons qu’un graphe G(V,A, c)
respecte l’ inégalité triangulaire faible ssi ∀(i, j) ∈ A,
c(i, j) ≤ coût de tout chemin entre i et j dans G.

À la manière de la contrainte WeightedCircuit,
nous cherchons une borne inférieure à Costk pour tout
k = 1..K. Costk est la variable qui représente le coût
du circuit hamiltonien dans G[Setk], le sous-graphe
induit de G par les sommets présents dans Setk. Par
la suite, nous considérons seulement les ensembles tels
que |LB(Setk)| > 1, ∀k = 1..K. Suivant l’état de la
variable ensembliste, on peut distinguer deux cas.

Premièrement, si Setk est instanciée (c’est-à-dire
LB(Setk) = UB(Setk)) alors tous les sommets de l’en-
semble et uniquement eux participent au kème circuit
élémentaire de G. Le circuit est donc un circuit ha-
miltonien de G[Setk]. Dans ce cas, on peut utiliser
les mêmes relaxations que pour WeightedCircuit
sur G[Setk] afin de déterminer une borne inférieure
du coût du circuit.

Deuxièmement, si Setk n’est pas instanciée alors les
sommets de UB(Setk) sont partagés en deux catégo-
ries. Il y a les sommets de LB(Setk) forcément impli-
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qués dans le circuit. Ces sommets sont dit terminaux.
Les autres sont les sommets dit potentiels et appar-
tiennent à UB(Setk)\LB(Setk).

On cherche ici une borne inférieure au coût du kème

circuit élémentaire en sachant que tous les sommets
terminaux en font obligatoirement partie. Chercher ce
circuit correspond au problème du circuit de Steiner
présenté plus haut. La suite est consacrée à l’établis-
sement d’une borne inférieure au coût du circuit de
Steiner.

4.1 Calcul d’une borne inférieure au coût d’un cir-
cuit de Steiner

Comme le MSA pour le problème du voyageur de
commerce, le problème de l’arborescence de Steiner
(Directed Steiner Tree) est une relaxation du circuit de
Steiner. Ce problème correspond à la recherche d’une
arborescence de poids min dans un graphe enraciné
telle que l’arborescence contient au moins tous les som-
mets terminaux. C’est une généralisation à la fois du
MSA et du problème plus connu de l’arbre de Steiner
(Steiner Tree Problem) dans les graphes non-orientés.

Malheureusement, les problèmes de l’arborescence
et de l’arbre de Steiner sont NP-difficiles [13, 10]. Il
n’est donc pas envisageable d’utiliser ces relaxations
pour trouver une borne inférieure au circuit de Stei-
ner dans notre algorithme de filtrage. On peut faire la
même remarque pour le problème d’assignement.

Nous allons également montrer que raisonner uni-
quement sur le sous-graphe induit par les sommets
terminaux est incorrect.

Proposition 2. Soit G = (V,A, c) un graphe respec-
tant l’inégalité triangulaire faible et V ∗ ⊆ V . Le coût
d’un MSA (ou AP) sur le sous-graphe G[V ∗] peut être
supérieur au coût du circuit de Steiner couvrant dans
G les sommets terminaux de V ∗.

Démonstration. Prenons par exemple le graphe de la
figure 4 et V ∗ = {1, 2, 3, 4}. Le coût du MSA sur G[V ∗]
vaut 22 alors que le coût du circuit de Steiner sur
(G,V ∗) vaut 21.

Afin de pouvoir établir une borne inférieure du coût
d’un circuit hamiltonien sur chaque Setk, nous propo-
sons de calculer un MSA (ou AP) dans un nouveau
graphe orienté G∗ = (V ∗, A∗, c∗).

Définition 1. Soit G = (V,A, c) un graphe orienté
respectant l’inégalité triangulaire faible et V ∗ ⊆ V un
ensemble de sommets terminaux. Le graphe extrapolé
G∗ = (V ∗, A∗, c∗) est défini ainsi :

— si (i, j) ∈ A alors (i, j) ∈ A∗ et c∗(i, j) = c(i, j).
— sinon, s’il existe au moins un chemin entre i et j

dans G composé exclusivement de sommets /∈ V ∗

Figure 4 – Graphe avec des sommet terminaux en
rouge (plein) et potentiels en bleu (cercle). En haut :
la solution du MSA sur les sommets terminaux. En
bas : la solution au circuit de Steiner sur le graphe
entier.

Figure 5 – Graphe G∗ à partir du graphe de la fi-
gure 4. En haut, la solution au MSA et en bas la so-
lution au AP sur G∗.

(sauf i et j) alors (i, j) ∈ A∗ et c∗(i, j) est égal
au coût du plus court de ces chemin.

Exemple 3. La figure 5 présente le graphe extrapolé
correspondant au graphe de la figure 4. La transfor-
mation en G∗ajoute un arc (4, 1) car il existe un che-
min entre les sommets 4 et 1 (4 − 8 − 1) de poids 8
(plus court chemin). Même chose pour (3, 4) et (2, 3)
de poids respectifs 2 et 9.

Nous allons montrer que le coût d’une solution au
AP (ou MSA) dans le graphe G∗ est une borne infé-
rieure au coût du circuit de Steiner dans G pour V ∗.

Lemme 1. Étant donné G = (V,A, c) respectant
l’inégalité triangulaire faible et G∗ = (V ∗, A∗, c∗) le
graphe extrapolé défini sur V ∗ ⊆ V . Le coût d’un AP
(resp. MSA) sur G∗est une borne inférieure au coût
du circuit de Steiner dans G pour V ∗.
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Figure 6 – En haut le graphe avec les sommets ter-
minaux en rouge (plein) et potentiels en bleu (cercle).
C est représenté par les arcs en gras. En bas, C∗ du
graphe extrapolé G∗ sur les sommets terminaux. Le
sous-chemin (i, k1, k2, j) de C est remplacé par l’arc
(i, j) dans C∗.

Démonstration. Soit C, une solution optimale au cir-
cuit de Steiner dans G pour V ∗. Comme le montre la
figure 6, le circuit C comporte des sous-chemins de la
forme (i, k1, ..., kp, j) où i, j ∈ V ∗ et k1, ..., kp ∈ V \V ∗.
Par construction de G∗, il existe nécessairement un
arc (i, j) dans A∗ tel que c∗(i, j) ≤ (c(i, k1) + . . . +
c(kp, j)). En remplaçant dans C tous les sous-chemins
(i, k1, ..., kp, j) par l’arc (i, j) correspondant dans A∗,
on obtient un circuit hamiltonien de G∗. Notons C∗ ce
circuit.

En supprimant un arc de C∗, on obtient une arbo-
rescence recouvrante de G∗de coût inférieur au coût de
C∗ (car tous les poids des arcs sont positifs). Le coût
d’un MSA de G∗ est donc inférieur au coût du circuit
de Steiner dans G pour V ∗.

De manière analogue, on peut remarquer que le cycle
C∗ est une solution au problème d’ affectation (AP) sur
le graphe G∗.

Exemple 4. Reprenons l’exemple 3. Dans G∗, le coût
du MSA est de 11 et le coût d’un AP est de 21. Ces
deux valeurs sont bien des bornes inférieures au cycle
de Steiner dans le graphe G sur V ∗.

4.2 Application au filtrage des coûts des circuits

Pour filtrer la borne inférieure de Costk, nous pou-
vons calculer sur le graphe G∗ = (LB(Setk), A∗, c∗)
une des deux relaxations (MSA ou AP) pour avoir une
minoration du coût du circuit. Comme le calcul d’un

Figure 7 – Illustration du MSA sur G∗’. En rouge
(plein et cercle) sont les sommets obligatoires. Les
cercles bleus représentent les sommets potentiels et les
cruciformes sont ignorés.

MSA ou d’un AP est polynomial tout comme la créa-
tion de G∗, l’algorithme de filtrage proposé ici reste
polynomial.

Comme pour la contrainte WeigthedCircuit [2,
6], disposer d’une bonne estimation du coût minimal
de chaque circuit de Setk permet aussi d’éliminer cer-
tains arcs incompatibles avec la borne supérieure de
Costk. On peut ainsi filtrer des valeurs dans les do-
maines de certains Nexti (pour i ∈ LB(Setk)).

Intéressons nous maintenant à la variable Z qui cor-
respond au coût global des circuits dans les Setk.

La contrainte globale WeightedSubCircuits
peut permettre un filtrage plus fin que celui réalisé
uniquement au niveau du circuit de chaque Setk. L’en-
semble Setdummy correspond aux sommets qui ne fe-
ront partie d’aucun circuit formé par un ensemble Setk
pour k ≤ K. Parmi les sommets qui ne sont pas dans
UB(Setdummy), certains sont déjà affectés à un circuit
et font partie d’un ensemble LB(Setk) (k ≤ K). Les
autres sommets feront nécessairement partie d’un cir-
cuit mais ils ne sont pas pris en compte par les filtrages
réalisés pour chaque circuit. Il est donc possible de dé-
terminer une borne inférieure au coût total des futurs
circuits en considérant l’ensemble des sommets qui ne
seront pas dans Setdummy. Notons O l’ensemble de ces
sommets obligatoires. On a O = V \ UB(Setdummy).

Considérons le graphe G′ = (V ∪ {0}, A′, c′) tel
que A ⊂ A′ et A′ contient un arc reliant le nou-
veau sommet 0 à un seul sommet de chaque ensemble
LB(Setk), pour k ≤ K. On se place ici dans le cas où
|LB(Setk)| ≥ 1,∀k ≤ K. La fonction de coût c′ est
identique à c avec un coût nul pour tout arc issu de 0.
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On construit le graphe extrapolé G∗′ = (O ∪
{0}, A∗′, c∗′) sur G′. Comme précédemment, on peut
montrer qu’un MSA de G∗′ est une borne inférieure
à la somme des coûts des circuits élémentaires sur les
Setk.

Par exemple, la figure 7 illustre le MSA sur
le graphe G∗′. Le graphe G∗′ est construit avec
les sommets obligatoires déjà associés à un circuit
(en rouge plein) et les sommets qui feront partie
d’un circuit (en cercle rouge). Les sommets dans
UB(Setdummy)\LB(Setdummy) (en cercle bleu) sont
aussi pris en compte dans la construction : l’arc (i, j)
est crée car le chemin (i, k, j) existe. Le sommet 0 et
les arcs incidents de poids nul sont ajoutés.

5 Conclusion

Dans cet article, nous nous sommes intéressés aux
contraintes de circuits qui sont notamment utilisées
pour traiter des problèmes de voyageur de commerce
(TSP) ou de tournées (VRP). Nous avons montré que
les contraintes Circuit et WeigthedCircuit pro-
posées dans la littérature ne permettent pas de mo-
déliser tous les types de problèmes. Nous avons pro-
posé une nouvelle contrainte nommée WeigthedSub-
Circuits qui permet de chercher un ensemble de cir-
cuits élémentaires disjoints sur un graphe valué en
excluant certains sommets. Nous avons montré que
même la cohérence aux bornes (BC) n’est pas attei-
gnable en temps polynomial. Nous avons également
montré que les méthodes efficaces proposées pour fil-
trer la contrainte WeigthedCircuit ne sont pas di-
rectement applicables à la nouvelle contrainte. Nous
avons proposé une approche originale pour déterminer
une borne inférieure aux coûts des circuits ainsi qu’au
coût total de ces circuits. Notre approche repose sur
une méthode originale pour déterminer une borne in-
férieure du coût d’un circuit de Steiner. Ces résultats
permettent d’envisager plusieurs possibilités de filtrage
pour la contrainte WeigthedSubCircuits.
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Résumé

L’apprentissage de clauses est l’une des composantes
les plus importantes des solveurs SAT modernes CDCL
(Conflict Driven Clause Learning), efficace sur les ins-
tances SAT industrielles. Sachant que le nombre de
clauses apprises est prouvé être exponentiel dans le pire
des cas, il est nécessairement d’identifier les clauses les
plus pertinentes à maintenir et supprimer celles jugées
non-pertinentes. Plusieurs stratégies de suppression des
clauses apprises ont été proposées dans la littérature.
Cependant, la diversité à la fois du nombre de clauses à
supprimer à chaque étape de réduction et des résultats
obtenus avec chaque stratégie constitue une difficulté de
choix du meilleur critère. Ainsi, le problème du choix des
clauses apprises à supprimer durant la recherche reste un
véritable défi. Dans ce papier, nous proposons une nou-
velle stratégie pour identifier les clauses apprises les plus
pertinentes sans favoriser ou exclure une des mesures de
pertinence proposées, mais en adoptant la notion de re-
lation de dominance entre ces mesures. Notre approche
s’affranchit du problème de la diversité des résultats et
cherche un compromis entre les performances de ces me-
sures. De plus, l’approche proposée évite un autre pro-
blème non trivial qui est celui de déterminer le nombre
de clauses à supprimer à chaque étape de réduction de
la base des clauses apprises.

Abstract

Clause Learning is one of the more important com-
ponents of conflict driven clause learning (CDCL) SAT
solver that is effective on industrial instances. Since the
number of learned clauses is proved to be exponential in
the worse case, it is necessarily to identify the most rele-
vant clauses to maintain and delete the irrelevant ones.
As reported in the literature, several learned clauses de-
letion strategies have been proposed. However the di-
versity in both the number of clauses to be removed at

each step of reduction and the results obtained with each
strategy creates confusion to determine which criterion is
better. Thus, the problem to select which learned clauses
are to be removed during the search step remains very
challenging. In this paper, we propose a novel approach
to identify the most relevant learned clauses without fa-
voring or excluding any of the proposed measures, but
by adopting the notion of dominance relationship among
those measures. Our approach bypasses the problem of
the diversity of results and reaches to a compromise bet-
ween the assessments of these measures. Furthermore,
the proposed approach also avoids another non-trivial
problem which is the amount of clauses to be deleted at
each reduction of the learned clause database.

1 Introduction

Le problème SAT, i.e., le problème de décider si
une formule booléenne sous forme normale conjonc-
tive (CNF) est satisfiable ou non est central en In-
formatique et en Intelligence Artificielle incluant les
problèmes de satisfaction de contraintes (CSP), plani-
fication, raisonnement non-monotone, vérification de
logiciels, etc. Aujourd’hui, le problème SAT a gagné
une audience considérable avec l’avénement d’une nou-
velle génération de solveurs capables de résoudre des
grandes instances issues du codage des applications du
monde réel. Ces solveurs, communément appelés sol-
veurs SAT modernes [15, 9] ou solveurs SAT CDCL
(Conflict Driven Clause Learning) se sont avérés être
très efficaces pour résoudre les instances SAT issues
des applications du monde réel. Ils sont construits en
intégrant quatre composants majeurs à la procédure
DPLL classique [7] : les structures de données pares-
seuses [15], les heuristiques de choix de variables ba-
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sées sur les activités (comme VSIDS), [15], les straté-
gies de redémarrage [11], et l’apprentissage de clauses
[18, 15]. Bien qu’une combinaison astucieuse de ces
composants contribue à améliorer l’efficacité des sol-
veurs SAT modernes [14], l’apprentissage de clauses
reste connu comme le composant le plus important
[16].

L’idée principale de l’apprentissage de clauses est
qu’au cours du processus de propagation unitaire,
quand une branche courante de l’arbre de recherche
méne à un conflit, les solveurs SAT modernes ap-
prennent une clause conflit qui aide la propagation
unitaire à découvrir l’une des implications manquées
à un niveau plus haut de l’arbre de recherche. Cette
clause conflit exprime les causes du conflit et est uti-
lisée pour élaguer l’espace de recherche. L’apprentis-
sage de clauses, aussi connu dans la littérature comme
”Conflict Driven Clause Learning” (CDCL) se réfère
maintenant au schéma d’apprentissage le plus connu
et utilisé premier ”UIP” (”Unique Implication Point”)
[21], initialement intégré dans le solveur SAT Grasp
[17] et efficacement mis en oeuvre dans zChaff [15].
La plupart des solveurs SAT intégrent ce solide schéma
d’apprentissage. Comme à chaque conflit, les solveurs
CDCL apprennent une nouvelle clause qui est ajou-
tée à la base des clauses apprises, et que le nombre
de clauses apprises se rèvèle être exponentiel dans le
pire des cas, il est nécessaire de supprimer certaines
clauses apprises afin de maintenir une base de clauses
de taille polynomiale. Cependant, supprimer trop de
clauses peut rendre l’apprentissage inefficace, et garder
trop de clauses également peut altérer l’efficacité de la
propagation unitaire. Il est nécessaire d’identifier les
clauses apprises les plus pertinentes à maintenir pour
la suite de la recherche.

La gestion de la base des clauses apprises a fait l’ob-
jet de plusieurs études et plusieurs stratégies de ges-
tion de la base des clauses apprises furent proposées
dans la littérature [15, 17, 9, 2, 3, 12]. Ces stratégies
furent proposées avec pour objectif de maintenir une
base de clauses apprises de taille raisonnable en élimi-
nant les clauses jugées non pertinentes pour la suite
de la recherche. Le principe général de ces stratégies
est que, à chaque conflit, une activité est associée à la
clause apprise (stratégie statique). Cette activité ba-
sée sur une heuristique, vise à pondérer chaque clause
en fonction de sa pertinence dans le processus de re-
cherche. Dans le cas des stratégies dynamiques, cette
activité est mise à jour dynamiquement. La réduction
de la base des clauses apprises consiste à éliminer les
clauses inactives ou non pertinentes. Bien que toutes
les stratégies de suppression de clauses apprises propo-
sées dans la littérature se révèlent empiriquement effi-
caces, identifier les clauses les plus pertinentes à main-

tenir pour le processus de recherche reste une tâche
difficile. Notre motivation pour ce travail vient de l’ob-
servation que l’utilisation de différentes stratégies de
suppression fondées sur la pertinence donne des per-
formances différentes. Notre but est de tirer profit de
plusieurs stratégies de suppression de clauses apprises.

Dans ce papier, nous intégrons un point de vue basé
sur les préférences de l’utilisateur dans le processus
de résolution SAT. A cet effet, nous intégrons dans le
processus SAT l’idée des requêtes skyline [5], motifs
dominants [19], règles d’association non dominées [6]
afin d’apprendre des clauses de façon à se libérer de
la contrainte du nombre de clauses apprises à suppri-
mer à chaque réduction de la base des clauses apprises.
De telles requêtes ont retenu beaucoup d’attention en
raison de leur importance dans la prise de décision
multi-critères. Etant donné un ensemble de clauses,
l’ensemble skyline contient les clauses qui ne sont do-
minées par aucune autre clause.

Le traitement skyline ne réquiert aucune fonction
de sélection de seuil, et la proprièté formelle de do-
minance satisfait par les clauses skyline donne aux
clauses un intérêt global avec des sémantiques facile-
ment comprehensibles par l’utilisateur. Cette notion
de skyline a été développée pour des applications de
base de données et de fouille de données, cependant
elle n’a jamais été utilisée pour SAT. Dans ce papier,
nous adaptons cette notion au processus de gestion des
clauses apprises.

Le papier est organisé comme suit : nous présentons
quelques stratégies efficaces de suppression de clauses
apprises fonées sur la pertinence utiliséss dans la lit-
térature. Ensuite, notre stratégie de suppression de
clauses apprises fondée sur la relation de dominance
entre différentes stratégies est présentée dans la sec-
tion 3. Finalement, avant de conclure, les résultats ex-
périmentaux démontrant l’efficacité de notre approche
sont présentés.

2 Sur les stratégies de gestion de la base
des clauses apprises

Dans cette section, nous présentons quelques me-
sures de qualité des clauses apprises exploitées par la
plupart des solveurs SAT de la littérature.

Le solveur SAT CDCL le plus populaire Minisat [9]
considère comme pertinentes les clauses les plus impli-
quées dans les récentes analyses de conflits et élimine
les clauses apprises dont l’implication dans les récentes
analyses de conflits est marginale. Une autre stratégie
appelée LBD pour Literal Block Distance fut propo-
sée dans [2]. La mesure LBD dont l’efficacité a été
prouvée empiriquement est aussi exploitée par la plu-
part des meilleurs solveurs SAT de l’état de l’art (Glu-
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cose, Lingeling [4]). Cette mesure utilise le nombre de
niveaux différents impliqués dans une clause apprise
donnée pour quantifier la qualité de la clause apprise.
Ainsi, les clauses apprises avec les plus petites valeurs
de LBD sont considérées comme les plus pertinentes.
Dans [3], une nouvelle police de gestion dynamique de
la base des clauses apprises est proposée. Elle est fon-
dée sur un principe d’activation et de gel dynamique
des clauses apprises. Elle active les clauses apprises
les plus prometteuses tout en gelant celles jugées non
pertinentes.

Dans [12], un nouveau critère pour quantifier la per-
tinence d’une clause apprise en utilisant son niveau de
retour-arrière appelé BTL pour BackTrack Level est
proposé. A partir des expérimentations, les auteurs ob-
servent que les clauses apprises avec les petites valeurs
de BTL sont plus souvent utilisées dans le processus de
propagation unitaire que celles ayant des grandes va-
leurs BTL. Plus précisément, les auteurs observent que
les clauses apprises ayant les valeurs BTL inférieures
à 3 sont toujours plus utilisées dans la propagation
unitaire que le reste des clauses. A partir de cette ob-
servation, et motivés par le fait qu’une clause apprise
avec une petite valeur BTL contient plus de littéraux
du haut de l’arbre de recherche, les auteurs déduisent
que les clauses apprises les plus pertinentes sont celles
permettant un retour-arrière plus haut dans l’arbre de
recherche (clauses ayant de petites valeurs BTL).

Plus récemment, plusieurs autres stratégies de ges-
tion de la base des clauses apprises furent proposées
dans [13, 1]. Dans [13], les auteurs explorent un nombre
varié de stratégies de réduction de la base des clauses
apprises, et les performances des différentes extensions
du solveur Minisat intégrant leurs stratégies sont eva-
luées sur les instances SAT prises des compétitions
SAT 2013 et 2014, et comparées aux autres solveurs
SAT de la littérature (Glucose, Lingeling) ainsi qu’au
solveur original Minisat. A partir des performances
obtenues avec leurs stratégies, les auteurs de [13] ont
montré que les stratégies d’apprentissage fondées sur
sur la mise en place d’une borne supérieure sur la taille
des clauses et proposées il y a plus d’une quinzaine
d’années restent de bonnes mesures pour prédire la
qualité des clauses apprises. Ils montrent que l’ajout
de la randomisation à l’apprentissage fondée sur la
mise en place d’une borne supérieure sur la taille des
clauses est un bon moyen de parvenir à une diversifica-
tion contrôlée, et permet de favoriser les clauses de pe-
tites tailles tout en maintenant une petite fraction de
clauses de grande taille nécessaires pour la dérivation
des preuves par résolution sur certaines instances dif-
ficiles. Cette étude ouvre plusieurs discussions autour
des stratégies proposées pour la gestion des clauses
apprises et soulève des questions sur l’efficacité pro-

clamée par d’autres stratégies de l’état de l’art [9, 2].
Dans [1], les auteurs utilisent la structure commu-

nautaire des instances SAT industrielles pour identi-
fier un ensemble de clauses apprises fortement utiles.
Ils montrent que l’augmentation d’une instance SAT
avec les clauses apprises par le solveur pendant son
exécution n’est pas toujours un moyen de rendre l’ins-
tance facile à résoudre. Les auteurs montrent cepen-
dant qu’en ajoutant à l’instance originale un ensemble
de clauses fondé sur la structure communautaire de
l’instance améliore les performances du solveur dans
plusieurs cas.

Les différentes performances obtenues par chaque
stratégie suggèrent que la question de prédire effica-
cemment les meilleures clauses apprises à maintenir
pour la suite de la recherche est toujours ouverte et
mérite de fortes investigations.

D’autre part, il est important de noter que l’effi-
cacité de la plupart de ces stratégies de gestion des
clauses apprises de létat de l’art depend fortement de
la fréquence de nettoyage et de la quantité de clauses
à supprimer à chaque nettoyage. Généralement, tous
les solveurs SAT CDCL utilisant ces stratégies sup-
priment exactement la moitié des clauses apprises à
chaque étape de nettoyage. Par exemple, les solveurs
SAT CDCL Minisat [9] et Glucose [2] suppriment la
moitié des clauses apprises à chaque étape de net-
toyage. Cependant, l’efficacité de cette quantité de
clauses à supprimer (c’est à dire la moitié) à chaque
étape de nettoyage de la base de clauses apprises n’a
pas été démontrée théoriquement, mais plutôt expé-
rimentalement. A notre connaissance, il n’existe pas
beaucoup d’étude dans la littérature sur comment dé-
terminer la quantité de clauses à supprimer à chaque
nettoyage. Ce papier propose une approche pour iden-
tifier les clauses apprises les plus pertinentes au cours
du processus de résolution sans favoriser une des me-
sures de qualité de la littérature. Cette approche s’af-
franchit du problème de la determination de la quan-
tité de clauses à supprimer à chaque nettoyage : la
quantité de clauses apprises à supprimer correspond
à chaque fois au nombre de clauses apprises dominées
par une clause particulière de l’ensemble de clauses
apprises courant qui est appelée dans les sections sui-
vantes, clause apprise de référence.

3 Détection des clauses apprises non do-
minées

Nous présentons maintenant notre mesure de perti-
nence des clauses apprises fondée sur la relation de do-
minance. Tout d’abord, nous motivons cette approche
à partir d’un simple exemple, et proposons ensuite un
algorithme permettant d’identifier les clauses apprises
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les plus pertinentes, ainsi que quelques détails tech-
niques.

3.1 Motivation

Considérons les stratégies de pertineneces sui-
vantes : LBD [2], SIZE ( stratégie qui considère comme
pertinentes les clauses de petites tailles) et la mesure
de pertinence utilisée par minisat [9] que nous appe-
lons ici CVSIDS. Supposons que nous ayons dans la
base des clauses apprises, les clauses c1, c2 et c3 avec :

— SIZE(c1) = 8, LBD(c1) = 3, CV SIDS(c1) = 1e100,
— SIZE(c2) = 6, LBD(c2) = 5, CV SIDS(c2) = 1e200,
— SIZE(c3) = 5, LBD(c3) = 4, CV SIDS(c3) = 1e300.

La queston que nous posons est la suivante : laquelle
des clauses est pertinente ? Dans [2], les auteurs consi-
dèrent la clause c1 qui a le plus petit LBD comme la
plus pertinente. Au contraire, les auteurs de [13] et [10]
préfèrent la clause c3 tandis que la préférence des au-
teurs de Minisat [9] va à la clause c3. Notre approche
s’affranchit de cette préférence particulière à une me-
sure en cherchant un compromis entre les différentes
mesures de pertinence à travers une relation de do-
minance. Ainsi, pour la situation décrite plus haute,
seulement la clause c2 est non pertinente, elle est do-
minée par la clause c3 sur les trois mesures données.

3.2 Formalisation

Au cours de la recherche, les solveurs SAT CDCL
apprennent un ensemble de clauses qui sont sto-
ckées dans une base des clauses apprises ∆, ∆ =
{c1, c2, ..., cn}. A chaque étape de nettoyage, nous éva-
luons ces clauses sur un ensemble de mesures de perti-
nenceM = {m1,m2, ...,mk}. Nous notons m(c) la va-
leur de la mesure m pour la clause c, c ∈ ∆, m ∈ M.
Comme l’évaluation des clauses apprises varie d’une
mesure à une autre, l’utilisation de plusieurs mesures
pourrait conduire à différents résultats (clauses perti-
nentes par rapport à une mesure de pertinence). Par
exemple, si nous considérons l’exemple ci-dessus, c1 est
la meilleure clause par rapport à la mesure LBD, ce qui
n’est pas le cas par rapport à la mesure d’évaluation
SIZE qui favorise c3. Cette différence des évaluations
rend difficile le choix d’une mesure lors du processus de
selection des clauses apprises. Ainsi, nous pouvons uti-
liser la notion de dominance entre clauses apprises afin
de selectionner les clauses les plus pertinentes. Avant la
formulation de la relation de dominance entre clauses
apprises, il est nécessaire de la définir au niveau des
valeurs des mesures de pertinence. Pour ce faire, nous
définissons la valeur de dominance comme suit :

Définition 1 (Valeur de dominance) Etant don-
née une mesure de pertinence de clauses apprises m
et deux clauses apprises c et c′, nous disons que m(c)

domine m(c′), et notons m(c) � m(c′), si et seule-
ment si m(c) est préférée à m(c′). Si m(c) � m(c′)
et m(c) 6= m(c′) alors nous disons que m(c) domine
strictement m(c)′ et notons m(c) � m(c′).

Définition 2 (Dominance entre clauses) Etant
données deux clauses apprises c et c′, la relation de
dominance entre c et c′ par rapport à un ensemble de
mesures de pertinence M est définie comme suit :

— c domine c′, noté c � c′, si et seulement si
m(c) � m(c′), ∀m ∈M.

— si c domine c′ et ∃m ∈M tel que m(c) � m(c′),
alors c domine strictement c′ et nous notons c �
c′.

Pour découvrir les clauses apprises pertinentes, une
approche näıve consiste à comparer chaque clause ap-
prise avec toutes les autres clauses apprises. Cepen-
dant, le nombre de clauses apprises est prouvé être ex-
ponentiel, ce qui rend les comparaisons par paire très
coûteuses. Dans la suite, nous montrons comment sur-
monter ce problème en définissant à chaque étape de
nettoyage de la base de clauses apprises, une clause ap-
prise particulière notée τ que nous appelons ici clause
apprise de référence qui est une clause non dominée
de la base des clauses apprises ∆ relativement à l’en-
semble des mesures de pertinence de clauses apprises
M. A chaque étape de nettoyage de la base des clauses
apprises, toutes les clauses apprises dominées par τ se-
ront considérées comme étant non pertinentes et seront
ainsi supprimées de la base des clauses apprises.

Pour définir la clause apprise de référence, nous
avons besoin de définir une nouvelle mesure de qualité
fondée sur toutes les mesures de qualité des clauses
apprises de M. Nous appelons cette nouvelle mesure
”Dégré de compromis”, en court DegComp. Elle est dé-
finie comme suit :

Définition 3 (Degré de compromis) Etant don-
née une clause apprise c, le degré de compromis de
c par rapport à l’ensemble des mesures de pertinence
de clauses apprises M est défini par DegComp(c) =
∑n

i=1 m̂i(c)

|M | , où m̂i(c) correspond à la valeur normalisée

de la mesure mi pour la clause c.

En effet, en pratique, les mesures sont hétérogènes
et sont définies à différentes échelles. Par exemple, les
valeurs de la mesure de qualité des clauses apprises
dans [9] sont très grandes, alors que les valeurs de la
mesure dans [2] sont petites. Ainsi, afin d’éviter que
des mesures avec des grandes valeurs rendent margi-
nales les mesures avec de petites valeurs dans le cal-
cul du dégré de compromis d’une clause apprise don-
née, il est nécessaire de normaliser les valeurs des dif-
férentes mesures de pertinence. Dans notre cas, nous
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choisissons de normaliser toutes les mesures dans l’in-
tervalle [0, 1]. Plus précisément, chaque valeur de me-
sure m(c) de toute clause apprise c doit être normali-
sée dans [0, 1]. La normalisation d’une mesure don-
née m est effectuée en fonction du domaine de ces
valeurs et de la distribution statistique de son do-
maine actif. Nous rappelons que le domaine actif d’une
mesure m est l’ensemble de ses valeurs possibles. Il
convient de mentionner que la normalisation d’une
mesure ne modifie pas la relation de dominance entre
clauses. Si nous considérons la clause apprise c1 don-
née dans l’exemple de motivation à la section 3.1,
avec ses valeurs sur les trois mesures considérées :

DegComp(c1) =
̂CV SDIS(c1)+ ̂LBD(c1)+ ̂SIZE(c1)

3 , alors,

nous avons DegComp(c1) =
1

1e100
+ 3

nV ars()
+ 8

nV ars()

3 ,
avec nV ars() le nombre de variables de la formule boo-
léenne considérée.

Apès avoir donné les définitions néecessaires (clause
apprise de référence, dégré de compromis), le lemme
suivant offre une solution plus rapide que des compa-
raisons par paires pour rechercher les clauses apprises
pertinentes fondées sur la relation de dominance.

Lemme 1 Soit c une clause apprise ayant le dégré
de compromis minimal en considérant l’ensemble des
mesures de pertinence des clauses apprises M, alors c
est une clause apprise non dominée.

Preuve 1 Soit c une clause apprise ayant le dégré de
compromis minimal en considérant l’ensemble des me-
sures de pertinence des clauses apprisesM, supposons
qu’il existe une clause apprise c′ qui domine stricte-
ment c, cela signifie que ∀m ∈ M, m(c′) � m(c)
et ∃m′ ∈ M, m′(c′) � m′(c). Ainsi, nous avons
DegComp(c′) < DegComp(c). La dernière inégalité
contredit notre hypothèse de départ, puisque la clause
c a le dégré de compromis minimal.

Proprièté 1 Soit M l’ensemble des mesures de per-
tinence des clauses apprises, ∀c, c′, c” trois clauses ap-
prises, si c � c′ et c′ � c” alors c � c”.

Au cours de la recherche, à chaque étape de net-
toyage de la base des clauses apprises, nous cherchons
d’abord la clause apprise cMin ayant le dégré de com-
promis minimal par rapport à l’ensemble des mesures
de pertinence consodérées M. Nous supprimons en-
suite de la base des clauses apprises toutes les clauses
dominées par cMin.

La recherche de toutes les clauses apprises non do-
minées au cours de chaque étape de nettoyage peut
prendre beaucoup de temps, de ce fait, nous recher-
chons uniquement les clauses non dominées par la
clause apprise de référence lors de chaque étape de
nettoyage.

3.3 Algorithme

Dans cette sous-section, après avoir présenté le
schéma général d’une stratégie de suppression des
clauses apprises (reduceDB(∆)) adoptée par la plu-
part des solveurs SAT de la littérature, nous propo-
sons un algoritme permettant de découvrir les clauses
apprises pertinentes en utilisant la relation de domi-
nance.

L’algorithme 1 présente le schéma général
d’une stratégie de suppression des clauses ap-
prises (reduceDB(∆)). Cet algorithme trie dans un
premier temps l’ensemble des clauses apprises sur le
critère défini et supprime ensuite la moitié des clauses
apprises. En effet, cet algorithme prend une base de
clauses apprises de taille n et retourne en sortie une
base de clauses apprises de taille n

2 . Ceci est différent
de notre approche qui recherche prémièrement la
clause apprise ayant le plus petit dégré de compromis
(appelé clause apprise de référence) et supprime
ensuite toutes les clauses apprises qu’elle domine.

L’algorithme 2 présente notre stratégie de suppres-
sion des clauses apprises. Il est important de noter que
les clauses apprises dont la taille (en nombre de litté-
raux) et le LBD sont plus petits ou égaux à 2 ne sont pas
concernées par la relation de dominance. Ces clauses
apprises sont considérées comme pertinentes et sont
maintenues dans la base des clauses apprises. Ainsi,
la fonction minDegComp de l’algorithme 2 cherche la
clause apprise de dégré de compromis minimal parmi
les clauses apprises de taille et de LBD supérieur à 2.

Algorithm 1: Stratégie de suppression : fonction
reduceDB

Données: ∆ : La base des clauses apprises de
taille n

Résultat: ∆ : La nouvelle base des clauses
apprises de taille n/2

sortLearntClauses() ; /* sur le critère1

défini */

limit = n/2;2

ind = 0;3

pour ind < limit faire4

clause = ∆[ind] ;5

si clause.size() > 2 && clause.lbd() > 2 alors6

removeClause() ;7

sinon8

saveClause() ;9

ind+ +;10

retourner ∆ ;11
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Algorithm 2: reduceDB-Dominance-

Relationship

Données: ∆ : La base des clauses apprises ; M :
un ensemble de mesures de pertinence

Résultat: ∆ : La nouvelle base des clauses
apprises

cMin = minDegComp(M) ; /* cMin la clause1

ayant le dégré de compromis minimal par

rapport à M */

ind = 0;2

pour ind < |∆| faire3

c = ∆[ind] ; /* une clause apprise */4

si c.size() > 2 && c.lbd() > 2 &&5

dominates(cMin, c, M) alors
removeClause() ;6

sinon7

saveClause() ;8

ind+ +;9

retourner ∆ ;10

Fonction dominates(cMin : une clause, c : une11

clause, M)

i = 0;12

pour i < |M| faire13

m =M[i] ; /* une mesure de pertinence */14

si m(c) � m(cMin) alors15

retourner FAUX ;16

i+ +;17

retourner V RAI ;18

4 Expérimentationss

Pour nos expérimentations, nous utilisons trois me-
sures de pertinence pour la relation de dominance
afin d’évaluer l’efficacité de notre approche. Il faut
noter que l’utilisateur peut choisir de combiner dif-
férentes autres mesures de pertinence. Nous utilisons
pour notre étude, les mesures SIZE [10], LBD [2] et
CV SIDS [9]. L’efficacité de toutes ces mesures a été
prouvée dans la littérature [9, 2, 13]. Il est possible
d’utiliser plus de mesures de pertinence dans la do-
minance, il convient de noter qu’en ajoutant une me-
sure à M, le nombre de clauses apprises pertinentes
maintenues peut décrôıtre ou crôıtre. La décroissance
peut être expliquée par le fait qu’une clause apprise
peut être dominée par rapport à un ensemble de me-
sures M et non dominée par rapport à un ensemble
de mesureM′, tel queM⊂M′. Par exemple, si deux
clauses apprises c et c′ sont non dominées par rapport
à un ensemble de mesures M, il est possible qu’une
des deux clauses domine l’autre en supprimant une

mesure. La crôıssance peut être expliquée par le fait
qu’une clause peut être dominée par rapport à M et
non dominée par rapport àM′. Par exemple, considé-
rons une clause apprise c qui domine une autre clause
apprise c′ par rapport à un ensemble de mesures M,
en ajoutant une mesure de pertinence m àM telle que
m(c′) � m(c), alors c′ ne sera plus dominée par c.

Nous exécutons les différents solveurs SAT sur les
300 instances SAT prises de la dernière SAT-RACE
2015 et sur les 300 instances SAT prises de la der-
nière compétition SAT 2016. Toutes les instances sont
prétraitées par SatElite [8] avant l’exécution du sol-
veur SAT. Les expérimentations sont ménées sur une
machine Quad-Core Intel XEON avec 32GB de mé-
moire fonctionnant à 2.66 Ghz. Pour chaque instance,
nous utilisons un temps limite égal à 3600 secondes
du temps CPU pour les instances de la SAT-RACE,
et 10000 secondes pour celles de la compétition SAT
2016. Nous implémentons notre approche dans le sol-
veur SAT Glucose et faisons une comparaison entre
le solveur original et celui amélioré avec la nouvelle
stratégie de suppression des clauses apprises qui uti-
lise la relation de dominance et que nous appelons ici
DegComp-Glucose.

4.1 Nombre d’instances résolues et temps CPU

Le tableau 1 présente les résultats obtenus sur
les instances de la SAT-RACE 2015. Nous utilisons
le code source de Glucose 3.0 avec la mesure LBD
(écrit LBD-Glucose ou Glucose dans la suite). Nous
remplaçons ensuite la mesure LBD par chacune des
autres mesures de pertinence considérées ici, à savoir :
SIZE-Glucose qui considère les clauses apprises de
petites tailles comme les plus pertinentes, CV SIDS-
Glucose qui maintient les clauses apprises les plus im-
pliquées dans les récentes analyses de conflits, et fi-
nalement notre approche DegComp-Glucose. Le ta-
bleau 1 montre une évaluation expérimentale compa-
rative des quatre mesures, ainsi que de Minisat 2.2.
Dans la deuxième colonne du tableau 1, nous donnons
le nombre total d’instances résolues (#Solved). Nous
mentionnons aussi, le nombre d’instances prouvées sa-
tisfiables (#SAT) et le nombre d’instances prouvées
insatisfiables (#UNSAT) entre parenthèses. La troi-
sième colonne indique le temps CPU moyen en se-
condes (le temps total sur les instances résolues di-
visé par le nombre d’instances résolues). Sur la SAT-
RACE 2015, notre approche DegComp-Glucose est
plus efficace que toutes les autres approches en terme
de nombre d’instances résolues (voir aussi la figure 1).
En effet, le solveur original Glucose résout 236 ins-
tances, alors que le solveur amélioré avec notre ap-
proche de dominance résout 12 instances de plus. En
effet, résoudre un tel nombre d’instances en plus est
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clairement significatif pour la résolution pratique de
SAT. Le solveur CV SIDS-Glucose résout 4 instances
de plus que Glucose 3.0. Minisat 2.2 est le moins bon
des solveurs parmi les 5 solveurs.

Solveurs #Solved (#SAT - #UNSAT) Temps Moyen

Minisat 2.2 209 (134 - 75) 585.19 s

SIZE-Glucose 230 (131 - 99) 533.86 s

CV SIDS-Glucose 240 (140 - 100) 622.23 s

LBD-Glucose 236(136 - 100) 481.66 s

DegComp-Glucose 248 (146 - 102) 571.31 s

Table 1 – Evaluation comparative des solveurs sur
la SAT-RACE-2015.

Le tableau 2 montre 5 instances parmi les instances
de la SAT-RACE 2015 résolues par notre approche
et non résolues par par les trois autres approches
(LBD-Glucose, SIZE-Glucose, CV SIDS-Glucose).
Le temps utilisé pour résoudre ces instances peut expli-
quer en partie l’augmentation du temps moyen de ré-
solution de DegComp-Glucose. En outre, nous consta-
tons également qu’il n’y a aucune instance résolue par
tous les autres solveurs et non résolue par notre ap-
proche (comme détaillé plus loin). Cela montre d’une
part que l’application de la domination entre diffé-
rentes mesures de pertinence ne dégrade pas les per-
formances de ces mesures, mais tire profit de la per-
formance de chacune des mesures, en considérant l’en-
semble d’instances de la SAT-RACE 2015.

Instances LBD SIZE CVSIDS DegComp

jgiraldezlevy.2200.9086.08.40.8 - - - 93.71 s

manthey DimacsSorterHalf 37 3 - - - 2642.88 s

14packages-2008seed.040 - - - 1713.46 s

manthey DimacsSorter 37 3 - - - 2673.39 s

jgiraldezlevy.2200.9086.08.40.2 - - - 3195.03 s

Table 2 – Instances de la SAT-RACE 2015 résolues
par DegComp-Glucose et non résolues par les autres
solveurs.

La figure 1 montre les résultats des temps cumulés
i.e le nombre d’instances (axe-x) résolues en un temps
donné en secondes (axe-y). Cette figure donne pour
chaque technique, le nombre d’instances (#instances)
en t secondes. Elle confirme l’efficacité de notre ap-
proche fondée sur la relation de dominance. A partir
de cette figure, nous pouvons observer que DegComp-
Glucose est généralement plus rapide que tous les
autres solveurs, même si le temps moyen de résolu-
tion de LBD-Glucose est le plus bas (voir le tableau
1). Bien que DegComp-Glucose ait besoin de plus
de temps pour appliquer la relation de dominance,
la qualité des clauses apprises restantes (sur la SAT-
RACE) contribue à améliorer le temps nécessaire pour
résoudre les instances.

Le tableau 3 présente les résultats sur les instances
de la compétition SAT 2016. Ici, LBD-Glucose et
CV SIDS-Glucose résolvent une instance de plus que
DegComp-Glucose qui reste tout même compétitif, et
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Solveurs #Solved (#SAT - #UNSAT) Average Time

Minisat 2.2 138 (65 - 73) 1194.85 s

SIZE-Glucose 156 (67 - 89) 1396.73 s

CV SIDS-Glucose 165 (67 - 98) 1368.99 s

LBD-Glucose 165 (68 - 97) 1142.33 s

DegComp-Glucose 164 (69 - 95) 1456.34 s

Table 3 – Evaluation comparative des solveurs sur la
Compétition SAT 2016.

résout un plus grand nombre d’instances satisfiables.
La figure 2 présente les résultats des temps cumulés sur
les instances de la compétition SAT 2016. Il ressort de
ce deuxième jeu de données que LBD-Glucose est plus
efficace que les autres, y compris le solveur intégrant
notre approche qui reste compétitive par rapport au
nombre d’instances résolues.

Ce résultat donne du crédit au théorème du ”No Free
Lunch” [20]. Nous pensons également que la fonction
d’aggrégation ne peut pas être unique pour tous les
jeux de données, de ce fait qu’il est nécessaire d’explo-
rer la combinaison efficace des mesures préférées.

4.2 Instances communes résolues

Dans le tableau 4, l’intersection entre deux mesures
de pertinece donne le nombre d’instances communes
résolues par chaque mesure. Par exemple, LBD et
SIZE résolvent 219 instances en commun, tandis que
234 instances sont résolues par LBD et DegComp.
Nous pouvons voir que notre approche résout en com-
mun le plus grand nombre d’instances avec chacune
des mesures aggrégées. Plus précisément, pour cha-
cune des mesures, le nombre d’instances résolues en
commun avec une autre mesure est plus petit que le
nombre d’instances résolues en commun avec notre ap-
proche.

Pour plus de détails, le tableau 5 donne le nombre
d’instances communes résolues par les mesures de
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Mesures LBD SIZE CVSIDS DegComp

LBD 236 234
SIZE 219 230 225
CVSIDS 233 221 240 238
DegComp 248

Table 4 – Instances résolues communément sur la
SAT-RACE 2015.

pertinence considérées. Ce tableau permet de voir le
nombre d’instances communes résolues par 1, 2, 3
ou 4 mesures. Par exemple, les 4 stratégies utilisées
dans l’expérimentation de notre approche résolvent en
commun 218 instances, tandis que 44 instances ne
sont résolues par aucune des stratégies. Nous pou-
vons observer que 1, 1, 5, et 5 sont respectivement
les nombres d’instances résolues uniquement par LBD
and CV SIDS, SIZE etDegComp. De plus, il n’existe
aucune instance résolue en commun par les trois stra-
tégies (LBD, SIZE et CV SIDS) et non résolue par
notre approche DegComp.

Mesures DegComp ¬DegComp

CVSIDS ¬CVSIDS CVSIDS ¬CVSIDS

LBD SIZE 218 1 0 0
¬SIZE 1 1 1 1

¬ LBD SIZE 3 3 0 5
¬SIZE 3 5 1 44

Table 5 – Détails des instances communes résolues
sur la SAT-RACE 2015.

4.3 Mesures combinées

Le tableau 6 donne le nombre d’instances résolues
avec notre approche de dominance respectivement en
fonction du nombre de mesures utilisées dans la rela-
tion de dominance. De ce tableau, nous pouvons voir
que le nombre d’instances résolues en utilisant 2 me-
sures (au lieu de 3) dans la relation de dominance est

toujours plus petit que le nombre d’instances résolues
(248) en utilisant les 3 mesures.

Mesures LBD SIZE CVSIDS DegComp

LBD 236
SIZE 223 230
CVSIDS 239 242 240
DegComp 248

Table 6 – Combinaison de deux mesures sur la SAT-
RACE 2015.

4.4 Pourcentage de clauses supprimées

Au cours de nos expériences, nous calculons à
chaque étape de réduction, le pourcentage de clauses
supprimées, c’est-à-dire le nombre de clauses dominées
(qui sont supprimées) sur le nombre total de clauses
apprises à cette étape. Ceci permet d’obtenir un pour-
centage moyen de clauses apprises supprimées par ins-
tance résolue. En prenant toutes les instances résolues
de la SAT-RACE 2015, la moyenne des pourcentages
moyens de clauses apprises supprimées est égale à 0.36
avec un écart-type de 0.16.

Les figures 3 et 4 traçent pour chaque instance ré-
solue de la SAT-RACE 2015 (axe-X), le pourcentage
moyen de clauses apprises supprimées (courbe de cou-
leur rouge avec l’axe Y de gauche) contre respective-
ment le temps total de résolution et le temps moyen
de résolution (courbe de couleur verte avec l’axe Y de
droite). Pour chaque instance résolue, le temps moyen
de résolution est obtenu en divisant son temps total
de résolution par le nombre de réductions éffectuées
avant de résoudre l’instance.

La courbe de couleur rouge des pourcentages moyen
de clauses apprises supprimées présente une forte va-
riation des pourcentages de réduction de 0.11 à 0.89,
avec une valeur moyenne égal à 0.36 et un écart-type
de 0.16. Il ressort de cette figure que le pourcentage
moyen de clauses apprises supprimées est inférieur à
50% sur 200 instances parmi les 248 instances résolues.
Notre stratégie actuelle qui utilise une seule clause
non dominée à chaque étape de réduction est satis-
faisante par rapport au temps d’exécution, même s’il
est possible d’étendre cette stratégie pour une réduc-
tion avec plusieurs clauses non dominées. La courbe
des pourcentages moyens de clauses apprises suppri-
mées montre également 17 intances ayant un pourcen-
tage moyen de clauses apprises supprimées égal à 0.
Ces 17 instances correspondent aux instances résolues
par le solveur sans avoir à réduire la base des clauses
apprises.

La figure 3 montre d’une part, les instances dont
les temps de résolution sont petits mais avec un pour-
centage moyen élevé de clauses apprises supprimées, et

Actes JFPC’2017

174



d’autre part, les instances dont les temps de résolution
sont élevés mais avec un faible pourcentage moyen de
clauses apprises supprimées. La même remarque est
aussi valide avec la figure 4 où nous utilisons le temps
moyen de résolution au lieu du temps total de résolu-
tion.

Ceci montre clairement que le nombre de clauses
apprises supprimées à chaque étape de réduction n’est
pas le seul composant des solveurs SAT qui influe sur
le temps de résolution d’une instance SAT donnée.
D’autres composants clés des solveurs SAT CDCL tels
que les polices de redémarrage [11] et les heuristiques
de selection des variables basées sur les activités [15]
ont aussi une influence sur le temps de résolution.
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Figure 3 – Pourcentage moyen de clauses ap-
prises supprimées vs temps de résolution pour
chaque instance.
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Figure 4 – Pourcentage moyen de clauses
apprises supprimées vs temps de résolution
moyen pour chaque instance.

5 Conclusion et Perspectives

Dans ce papier, nous proposons une approche qui
traite le problème de la gestion de la base des clauses
apprises. Nous avons montré que l’idée de la relation
de dominance entre mesures de qualité des clauses ap-
prises est un bon moyen pour tirer profit de chaque me-
sure. Cette approche n’est pas altérée par l’abondance
des mesures pertinentes qui ont fait l’objet de plusieurs
travaux. L’approche proposée évite un autre problème
non trivial qui est celui de déterminer la quantité de
clauses apprises à supprimer à chaque étape de réduc-
tion de la base des clauses apprises.

Les résultats expérimentaux montrent que l’exploi-
tation de la relation de dominance améliore les per-
formances des solveurs SAT CDCL, au moins sur les
instances de la SAT-RACE 2015. Pour le cas de la
compétition SAT 2016, nous devons encore trouver
une bonne relation de dominance. Les catégories d’ins-
tances sont également un problème qui devrait être
exploré.

A notre connaissance, c’est la première fois que la re-
lation de dominance a été utilisée dans le domaine de
la satisfiabilité pour améliorer les performances d’un
solveur SAT CDCL. Notre approche ouvre des pers-
pectives intéressantes. En effet, toute nouvelle mesure
de pertinence de clauses apprises peut être intégrée
dans la relation de dominance.
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Résumé

Le Problème de la Somme Coloration Minimum
(MSCP) est un problème de coloration qui associe à
chaque couleur un poids. L’objectif du problème MSCP
est de déterminer une coloration minimisant la somme5

des poids des couleurs. MSCP a des applications dans
différents domaines tels que la planification ou le pro-
blème VLSI. Le nombre minimal de couleurs nécessaire
à l’obtention d’une solution optimale pour MSCP est ap-
pelé la force du graphe G, notée s(G). Une bonne borne10

supérieure de s(G) permet de réduire significativement la
taille de l’espace de recherche de MSCP. Dans ce papier,
nous proposons deux nouvelles bornes supérieures, UBA

et UBS , de s(G) pour des graphes généraux. Les résul-
tats expérimentaux réalisés sur les instances DIMACS et15

COLOR montrent que notre approche améliore signifi-
cativement les bornes de la force pour ces instances, no-
tamment UBS qui améliore la borne supérieure de s(G)
pour 70 graphes sur 74.

Abstract20

The Minimum Sum Colouring Problem (MSCP) is
a vertex colouring problem with a weight associated to
each colour. The aim of the MSCP is to find an optimal
colouring of the vertices of a graph G with the mini-
mum sum of the associated weights of the used colours.25

The MSCP has important applications in fields such as
scheduling and VLSI design. The minimum number of
colours in an optimal solution of the MSCP for G is cal-
led the chromatic strength of G and is denoted by s(G).
Tight upper bounds of s(G) allow to significantly reduce30

the search space when solving the MSCP. In this paper,
we propose two new upper bounds, UBA and UBS , of
s(G) for general graphs based on an abstraction of all
possible colourings of G formulated as an ordered set
of non-increasing positive integer sequences. The results35

of experiments on the standard benchmarks DIMACS
and COLOR show that our new bounds are significantly

∗Papier doctorant : Clément Lecat est auteur principal.

tighter than those previously published in the literature :
UBS improves the upper bound for 70 graphs out of 74.

1 Introduction40

Le problème de la Somme Coloration Minimum
(MSCP) d’un graphe est un problème d’optimisation
combinatoire NP -difficile [15], dont l’objectif est d’as-
socier, en respectant la contrainte de voisinage, une
couleur pondérée à chaque sommet d’un graphe G tel45

que la somme des poids soit minimale. La somme as-
sociée à une coloration optimale de MSCP est appe-
lée la somme chromatique d’un graphe, notée Σ(G).
Le nombre minimal de couleurs nécessaire à l’obten-
tion d’une solution optimale pour MSCP est appelée50

la force d’un graphe, notée s(G).
Les différents travaux relatifs à MSCP peuvent être

classés en deux catégories. La première catégorie re-
groupe l’ensemble des résultats théoriques permet-
tant à partir de caractéristiques structurelles de cer-55

taines familles de graphes d’extraire différentes bornes
de Σ(G) ou s(G) [1, 10, 20, 28]. La seconde ca-
tégorie regroupe les différentes méthodes de réso-
lution comprenant les méthodes incomplètes telles
que les métha-heuristiques, les heuristiques [2, 13,60

19, 24, 27] et les méthodes complètes telles que le
Branch and Bound [16]. Cependant, à notre connais-
sance, les meilleures techniques de résolution de MSCP
consistent à modéliser ce dernier en un autre pa-
radigme tel que la logique propositionelle (weigh-65

ted MinSAT/MaxSAT)[16] et la programmation par
contraintes [16, 22]. L’espace de résolution de MSCP
est fortement dépendant du nombre de couleurs ini-
tiales considéré. En effet, dans l’ensemble des mé-
thodes citées précédemment, à l’exception de weighted70

MinSAT/MaxSAT, la taille de l’espace de recherche de

177



MSCP est de k|V |, k étant le nombre de couleurs initia-
lement considéré. Dans le cas d’une modélisation en lo-
gique propositionnelle (weighted MinSAT/MaxSAT),
la taille de ce dernier est 2k×|V |. Par conséquent, l’éla-75

boration d’une bonne borne supérieure pour s(G) est
essentielle à la résolution de MSCP.

Différentes bornes pour la force d’un graphe ont été
établies dans la littérature pour certaines familles de
graphes, telles que les arbres, les graphes d’intervalles80

ou les k-arbres partiels [10, 15, 23, 25]. Dans le cas
général, peu de méthodes permettent d’extraire une
borne pour la force. À notre connaissance, seules deux
bornes ont été proposées, dans [23] et dans [7]. Dans
ce papier, nous proposons deux nouvelles bornes supé-85

rieures pour s(G) pour des graphes généraux, appelées
UBA et UBS , extraites de l’exploration d’une abstrac-
tion de l’ensemble des colorations de G appelée motifs.

Un motif est une séquence décroissante d’entiers po-
sitifs, où chaque entier représente la cardinalité d’un90

sous-ensemble de sommets du graphe G partageant
une même couleur. La notion de motif a été intro-
duite dans [3, 4] pour la résolution de MSCP pour des
graphes de type P4-sparse et dans [17] pour borner

la somme chromatique. À notre connaissance, elle n’a95

jamais été utilisée pour borner s(G). Les résulats ex-
périmentaux realisés sur les benchmarks DIMACS et
COLOR [5, 9] montrent que UBA et UBS améliorent
significativement la borne supérieure de s(G) en com-
paraison des résultats montrés dans [7, 23]. De plus,100

pour 8 graphes, UBS a permis de déterminer la valeur
optimale de la force.

Ce papier est organisé comme suit. La section 2 dé-
finit le problème MSCP et présente différentes notions
autour de la force. La section 3 présente l’état de l’art105

de s(G) et propose différentes propriétés sur les mo-
tifs permettant d’introduire UBA et UBS . La section
4 compare UBA et UBS aux bornes connues de la lit-
térature sur un ensemble d’instances. Pour terminer,
la section 5 conclut ce papier.110

2 Définitions et formulations

2.1 Nombre chromatique, somme coloration mini-
male, clique maximum et stable maximum

Soit G = (V,E) un graphe non orienté, où V repré-
sente l’ensemble des sommets (|V | = n) et E ⊆ V 2

115

l’ensemble des arêtes de G. L’ensemble des sommets
adjacents (voisins) de v ∈ V , noté Nv, est défini
comme suit : N (v) = {u | (u, v) ∈ E}. Le degré d(v)
est le nombre de voisins de v i.e. |N (v)|. Le degré d’un
graphe G, noté ∆(G), est max{d(v) | v ∈ V }.120

Une clique C est un sous-ensemble de V tel que
∀u, v ∈ C, (u, v) ∈ E. Le problème de la clique maxi-

mum d’un graphe (MaxClique) consiste à rechercher
une clique dans G dont la cardinalité est maximum.

Un stable S est un sous-ensemble de V tel que125

∀u, v ∈ S, (u, v) 6∈ E. Le problème de stable maxi-
mum d’un graphe G consiste à rechercher un stable
dans G dont la cardinalité est maximum.

Le graphe complémentaire de G est défini comme
suit : G = (V,E), où E = V 2 \ E. Nous remarquons130

qu’une clique de G est un stable dans G et vice versa.
Une coloration d’un graphe G avec k couleurs (k-

coloration) est une fonction c : V 7→ {1, 2, . . . , k} qui
assigne à chaque sommet v ∈ V une couleur c(v). Une
coloration est dite valide si ∀(u, v) ∈ E, c(u) 6= c(v).135

Une k-coloration valide est representée comme suit :
X = {X1, X2, . . . , Xk}, où Xi = {v ∈ V | c(v) = i}
est une classe couleur. Nous remarquons qu’une classe
couleur est un stable de G.

Le nombre de couleurs minimal nécessaire à l’obten-140

tion d’une coloration valide d’un graphe G est appelé
le nombre chromatique de G, noté χ(G). La recherche
du nombre chromatique d’un graphe est un problème
NP -difficile [14].

Pour MSCP, un poids wi = i est associé à chaque145

couleur i. La somme coloration d’une coloration X,
notée Σ(X), est définie comme suit :

Σ(X) = 1× |X1|+ 2× |X2|+ ...+ k × |Xk|
Exemple 1 Considérons le graphe G de la Figure 1.
X = {{a, e}1, {b}2, {c, d, f}3} est une coloration valide
de G telle que les sommets a et e sont colorés avec la150

couleur 1, le sommet b avec la couleur 2 et les som-
mets c, d et g avec la couleur 3. La somme coloration
associée est Σ(X) = 1× 2 + 2× 1 + 3× 3 = 13.

a

b

c

d

e

f

Figure 1 – Graphe simple.

Comme précisé dans l’introduction, l’objectif de
MSCP est de déterminer une coloration valide X telle155

que Σ(G) = min{Σ(X)| X est une coloration valide de
G }.

2.2 Coloration Majeure

Une classe couleur Xi étant un stable, il est possible
de permuter deux classes couleurs Xi et Xj d’une colo-160
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ration X sans en affecter la validité. Ainsi, l’ensemble
des permutations des classes couleurs d’une colora-
tion X forme une classe d’équivalence notée Ψ(X).
Deux colorations de Ψ(X) sont dites symétriques. Ce-
pendant, si l’ensemble des colorations symétriques ont165

un nombre de couleurs identique, il n’en est pas de
même pour la somme coloration. En effet, pour le
graphe G de la Figure 1, la somme coloration de
{{a, e}1, {b}2, {c, d, f}3} est égale à 13 alors que la
somme coloration de {{a, e}1, {c, d, f}2, {b}3} est égale170

à 11. L’objectif de MSCP est de minimiser la somme
des poids, il est donc possible de ne considérer que la
coloration ayant la plus petite somme coloration de
Ψ(X). Une telle coloration est appelée coloration ma-
jeure et se définit comme suit :175

Définition 1 Une coloration majeure, notée Xm, est
une coloration Xm = {X1, X2, . . . , Xk} telle que
|X1| ≥ |X2| ≥ . . . ≥ |Xk|.

Exemple 2 Sur la Figure 1, la coloration X =
{{c, d, f}1, {a, e}2, {b}3} est une coloration majeure.180

Σ(Xm) = 10.

La propriété suivante est une conséquence directe de
la Définition 1.

Propriété 1 Soit Ψ(X) un ensemble de colorations
symétriques d’une coloration X et Xm une colora-185

tion majeure de Ψ(X), alors ∀X ′ ∈ Ψ(X), Σ(Xm) ≤
Σ(X ′).

Ainsi, seules les colorations majeures sont considé-
rées dans la suite de ce papier et sont simplement no-
tées X.190

2.3 Motifs

À toute coloration majeure X de cardinalité k, il est
possible d’associer une séquence décroissante p d’en-
tiers positifs, telle que p = (|X1|, |X2|, . . . , |Xk|). Une
telle séquence est appellée motif de X. Le iieme entier195

de p est noté p[i]. Sa valeur est le nombre de sommets
de la classe Xi : p[i] = |Xi|. La longueur de p est le
nombre de couleurs utilisées par X, notée |p| (|p| = k).
La somme coloration associée à un motif est définie par
l’Équation 1.200

Σ(X) = Σ(p) = 1× p[1] + 2× p[2] + ....+ k× p[k] (1)

Exemple 3 Le motif correspondant à X =
{{c, d, f}1, {a, e}2, {b}3} est p = (3, 2, 1), avec
p[1] = 3, p[2] = 2 et p[3] = 1. Σ(X) = Σ(p) = 10.

Nous remarquons qu’un motif peut être as-
socié à plusieurs colorations majeures. En effet,205

le motif correspondant aux colorations majeures
{{c, d, f}1, {b, e}2, {a}3} et {{a, e, f}1, {b, c}2, {e}3}
de la Figure 1 est p = (3, 2, 1). Ainsi, la considéra-
tion de l’ensemble des motifs permet une réduction de
l’espace de recherche de MSCP.210

Pour un graphe G = (V,E) tel que |V | = n, φ(n)
représente l’ensemble de tous les motifs et φ(n, k) re-
présente l’ensemble des motifs tel que |p| = k. Les
ensembles φ(n, k) dans φ(n) sont triés par ordre crois-
sant de k, alors que les motifs dans φ(n, k) sont triés215

par ordre lexicographique décroissant (Définition 2) :

Définition 2 Soit pk et qk deux motifs de φ(n, k). pk
précède lexicographiquement (ou est plus grand que) qk
ssi pk[1] > qk[1] ou ∃t > 0 tel que pk[x] = qk[x] pour
tout x < t et pk[t] > qk[t].220

L’ordre lexicographique décroissant permet d’assi-
gner un index i à chaque motif de φ(n, k) : pik est le
ième motif de φ(n, k) dans l’ordre lexicographique dé-
croissant. La Table 1 présente l’ensemble des motifs de
φ(8) ainsi que leur somme coloration.225

φ(n,k) p∈ φ(n,k) Σ(p)
φ(8,1) (8) 8

φ(8,2)

(7,1) 9
(6,2) 10
(5,3) 11
(4,4) 12

φ(8,3)

(6,1,1) 11
(5,2,1) 12
(4,3,1) 13
(4,2,2) 14
(3,3,2) 15

φ(8,4)

(5,1,1,1) 14
(4,2,1,1) 15
(3,3,1,1) 16
(3,2,2,1) 17
(2,2,2,2) 20

φ(8,5)
(4,1,1,1,1) 18
(3,2,1,1,1) 19
(2,2,2,1,1) 21

φ(8,6)
(3,1,1,1,1,1) 23
(2,2,1,1,1,1) 24

φ(8,7) (2,1,1,1,1,1,1) 29
φ(8,8) (1,1,1,1,1,1,1,1) 36

Table 1 – φ(8)

La représentation de l’ensemble des motifs de φ(n)
est équivalente au partitionnement d’un entier. Cette
dernière crôıt donc exponentiellement selon n. Hardy
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et Ramanujan dans [8] donne une approximation du
nombre de partitions existantes pour un entier n :230

|φ(n)| ∼ 1

4n
√

3
eπ
√

2n/3 (2)

Il n’est pas nécessaire d’énumérer l’ensemble des mo-
tifs mais seulement un très petit sous-ensemble dans
notre approche. La sous-section suivante présente la
relation de dominance entre deux motifs.

2.4 Relation de dominance235

La relation de dominance, notée �, entre les mo-
tifs de φ(n) est introduite par Bonomo et Valencia-
Pabon [3, 4] pour calculer la somme chromatique pour
un sous-ensemble de la famille des graphes P4-sparses
et pour extraire une borne supérieure de la somme240

chromatique pour l’ensemble des graphes P4-sparses.
Cependant, il est nécessaire d’adapter leur définition
de dominance pour notre approche.

Définition 3 Soit p et q deux motifs de φ(n). p do-
mine q, noté p � q, ssi ∀t tel que 1 ≤ t ≤ min{|p|, |q|},245

t∑
x=1

p[x] ≥
t∑

x=1
q[x].

Exemple 4 Soit p et q deux motifs, tels que p =
(5, 2, 1) et q = (4, 3, 1).
Pour t = 1 : 5 > 4 ;
Pour t = 2 : 5 + 2 ≥ 4 + 3 ;250

Pour t = 3 : 5 + 2 + 1 ≥ 4 + 3 + 1.
Donc p � q.

Nous remarquons que la relation de dominance est
un ordre partiel. En effet, les motifs (3, 1, 1, 1, 1, 1) et
(2, 2, 2, 2) ne sont pas comparables.255

La relation de dominance est intéressante pour
MSCP car elle a une conséquence directe sur la somme
coloration, comme l’indique la Propriété 2.

Propriété 2 Soit un graphe G, p et q deux motifs
associés aux colorations valides X et X ′ de G. Si p �260

q, alors Σ(X) ≤ Σ(X ′).

3 Borne supérieure de la force d’un
graphe

3.1 État de l’art

Dans la littérature, différentes relations ont été éta-265

blies entre les propriétés structurelles d’un graphe G
(degré, nombre chromatique) et sa somme chroma-
tique [1, 4, 11, 26], mais peu de propriétés structurelles
ont permis d’établir une borne supérieure de s(G)
pour un graphe général. La première est une borne270

supérieure triviale proposée par Mitchem et Morriss
dans [23] enoncée dans la Propriété 3.

Propriété 3 Soit un graphe G et ∆(G) son degré.

s(G) ≤ ∆(G) + 1

La seconde, énoncée dans la Propriété 4, fut propo-
sée par Hajiabolhassan et al [7]. Ces derniers consi-
dèrent la cardinalité d’une coloration valide afin de275

borner la force.

Propriété 4 Soit G un graphe, et X une coloration
avec k couleurs.

s(G) ≤
⌈

∆(G) + χ(G)

2

⌉
≤
⌈

∆(G) + k

2

⌉

D’autres travaux ont permis de borner la force pour
certaines familles de graphe telles que les arbres [15,
23], les k-arbres partiels [10] ou encore les graphes d’in-
tervalles [25]. Ces bornes sont données dans les Pro-280

priétés 5, 6, 7 et 8.

Propriété 5 Soit T un arbre de n sommets. s(T ) est
borné par Ω(log(n)).

Propriété 6 Soit T un arbre et ρ la cardinalité de
l’ensemble des sommets du chemin maximum de T .

s(T ) ≤ 1 +
⌈ρ

2

⌉

Propriété 7 Soit un k-arbre partiel G de n sommets.
s(G) est borné par Ω(k × log(n)).285

Propriété 8 Soit un graphe d’intervalles G.

s(G) ≤ 2× χ(G)− 1

3.2 Principe de construction de UBA et UBS

Soit X une coloration valide d’un graphe G et p le
motif associé à X. L’objectif est de déterminer kt ∈
[1..n] tel que pour tout motif q de φ(n) avec |q| ≥ kt,

p � q (cf. Équation 3).290

∀q ∈ fkt =
n⋃

x=kt

φ(n, x), p � q (3)

Nous remarquons que l’ensemble fkt (Équation 3)
n’est pas vide. En effet, il contient au minimum le mo-
tif trivial (1, 1, . . ., 1) de φ(n, n) pour kt = n. Comme
∀q ∈ fkt , p � q d’après la Propriété 2, fkt ne contient
aucune coloration valide dont la somme coloration est295

inférieure à celle de p. Par conséquent, kt est une borne
supérieure de s(G).
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3.3 UBA, une borne supérieure algébrique de s(G)

La construction de la borne algébrique UBA s’ap-
puie sur un ensemble de propriétés de la relation de300

dominance dans l’ensemble ordonné de motifs φ(n).

Propriété 9 Soit G = (V,E), tel que |V | = n, et un
entier k ≤ n. Le motif p1

k = (n − k + 1, 1, 1, . . . , 1)
domine tout motif de φ(n, k).

Preuve 1 Soit q ∈ φ(n, k). Alors, ∀t tel que 1 ≤ t ≤305

k,
k∑

x=t+1
p1
k[x] ≤

k∑
x=t+1

q[x] car p1
k[x] = 1 ≤ q[x] quand

x > 1. Par conséquent,
t∑

x=1
p1
k[x] = n −

k∑
x=t+1

p1
k[x] ≥

n−
k∑

x=t+1
q[x] =

t∑
x=1

q[x].�

Propriété 10 Soit G = (V,E) avec |V | = n, k et
k′ deux entiers tels que 1 ≤ k < k′ ≤ n. Le motif310

p1
k = (n − k + 1, 1, 1, . . . , 1) domine p1

k′ = (n − k′ +
1, 1, 1, . . . , 1).

Preuve 2 Puisque n− k + 1 > n− k′ + 1, ∀t tel que

1 ≤ t ≤ k,
t∑

x=1
p1
k[x] ≥

t∑
x=1

p1
k′ [x].�

D’après la Propriété 9 et la Propriété 10, le motif p1
k315

domine tout motif lui succédant dans φ(n). Donc la
relation suivante est vérifiée : ∀q ∈ φ(n) tel que |q| ≥
k, Σ(p1

k) ≤ Σ(q). La somme coloration associée à un

motif p1
k est donnée par l’Équation 4.

Σ(p1
k) = (n− k + 1) +

k∑

x=2

x =
1

2
k2 − 1

2
k + n (4)

Soit X une coloration valide et kt le plus petit320

nombre de couleurs tel que :

Σ(p1
kt) ≥ Σ(X) (5)

En considérant l’Équation 4, l’Équation 5 devient

1

2
k2
t −

1

2
kt + n− Σ(X) ≥ 0 (6)

L’Équation 6 est valide ssi

kt ≥
1 +

√
1 + 8× (Σ(X)− n)

2
(7)

Notre borne algébrique UBA est définie par l’Équa-
tion 8.325

UBA = max(

⌈
1 +

√
1 + 8× (Σ(X)− n)

2

⌉
− 1, |X|)

(8)

Nous remarquons que UBA ne considère aucune in-
formation structurelle de G. Afin d’améliorer cette
borne, nous proposons dans la prochaine sous-section
de considérer, en plus d’une coloration valide du
graphe, la valeur de son stable maximum.330

3.4 UBS, une borne supérieure algorithmique de
s(G)

Comme mentionné dans la Section 2 une clique
maximum de G est un stable maximum de G. Notre
nouvelle borne algorithmique, UBS , est basée sur la335

cardinalité de la clique maximum de G trouvée par
le solveur IncMaxCLQ [18]. La construction de la
borne supérieure de la force UBS , s’appuie sur la Pro-
priété 11.

Propriété 11 Soit α(G) la cardinalité du stable340

maximum de G. Tout motif p, tel que p[1] > α(G),
ne peut correspondre à une coloration valide de G.

En conséquence, tout motif p de φ(n) tel que p[1] >
α(G) peut être exclu de l’espace de recherche. De plus,
nous remarquons qu’étant donné deux classes couleurs345

Xi et Xj d’une coloration X, tel que i < j, il est par-
fois possible de transférer un sommet x de Xj à Xi

afin d’obtenir une nouvelle coloration X ′. Clairement,
Σ(X ′) < Σ(X). Nous appelons cette transformation
de p, left-shifting. Cependant, une opération de left-350

shifting n’est pas toujours réalisable. En effet, il est né-
cessaire que la résultante d’une telle opération reste un
motif, c’est-à-dire, une suite d’entiers décroissante, tel
que ∀x < |p|, p[x] > 0. Ainsi, un motif de φ(n, k) qui
ne peut être transformé en un autre motif de φ(n, k)355

par une opération de left-shifting sans incrémenter le
premier entier est appelé motif majeur.

Intuitivement, un motif majeur de φ(n, k) contient
le nombre maximum (β) d’entiers égal à son premier
entier, noté λ (

⌈
n
k

⌉
≤ λ ≤ n − k + 1). Le nombre360

n− β × λ de sommets restant doit être partitionné en
k − β entiers positifs. Donc, β est l’entier maximum
satisfaisant n − β × λ ≥ k − β, ou β ≤ n−k

λ−1 après
exclusion du motif trivial (1, 1, . . ., 1) et en supposant

que λ > 1. Donc, β =
⌊
n−k
λ−1

⌋
.365

Nous définissons formellement un motif majeur dans
la Définition 4.

Définition 4 Soit λ et β deux entiers tels que
⌈
n
k

⌉
≤

λ ≤ n − k + 1 et β =
⌊
n−k
λ−1

⌋
. Un motif majeur de

φ(n, k) est un motif pik avec les propriétés structurelles370

suivantes :

1. pik[x] = λ, si 1 ≤ x ≤ β;

2. pik[x] = n− β × λ− (k − β − 1), si x = β + 1;

3. pik[x] = 1, si β + 1 < x ≤ k.
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Exemple 5 Si nous nous rapportons à la Table 1, les375

motifs majeurs de φ(8, 4) sont (5, 1, 1, 1), (4, 2, 1, 1),
(3, 3, 1, 1), (2, 2, 2, 2). Pour le motif (4, 2, 1, 1), λ =
4, β = 1 et pour le motif (3, 3, 1, 1), λ = 3, β = 2.

Les propriétés suivantes sont des conséquences de la
structure des motifs majeurs.380

Propriété 12 Si p et q sont deux motifs de φ(n, k)
tels que p est majeur et p[1] = q[1] alors p � q.

Preuve 3 Soit β =
⌊
n−k
p[1]−1

⌋
. Puisque p est majeur,

nous avons p[1] = p[2] = . . . = p[β] = q[1] ≥ q[2] ≥
. . . ≥ q[β]. Donc, ∀t tel que 1 ≤ t ≤ β,

t∑
x=1

p[x] ≥385

t∑
x=1

q[x].

De plus, ∀t tel que β + 1 ≤ t < k, nous avons p[t+
1] = p[t + 2] = . . . = p[k] = 1 ≤ q[k] ≤ q[k − 1] ≤
. . . ≤ q[t + 1]. Donc,

t∑
x=1

p[x] = n −
k∑

x=t+1
p[x] ≥ n −

k∑
x=t+1

q[x] =
t∑

x=1
q[x].390

Donc, p � q.

Propriété 13 Soit p et q deux motifs majeurs de
φ(n, k). Si p[1] > q[1], alors p � q.

Preuve 4 Soit βp =
⌊
n−k
p[1]−1

⌋
et βq =

⌊
n−k
q[1]−1

⌋
. Il est

clair que βp < βq. Nous avons p[1] = p[2] = . . . =395

p[βp] > q[1] = q[2] = . . . = q[βp]. Par conséquent, ∀t
tel que 1 ≤ t ≤ βp,

t∑
x=1

p[x] >
t∑

x=1
q[x].

De plus, ∀t tel que βp + 1 ≤ t ≤ k, nous avons p[t+
1] = p[t + 2] = . . . = p[k] = 1 ≤ q[k] ≤ q[k − 1] . . . ,≤
q[t + 1], implique que la

t∑
x=1

p[x] = n −
k∑

x=t+1
p[x] ≥400

n−
k∑

x=t+1
q[x] =

t∑
x=1

q[x]. Donc, p � q. �

Les motifs de φ(n, k) sont triés dans l’ordre lexi-
cographique décroissant. Donc, la Propriété 12 et la
Propriété 13 ont pour conséquence qu’un motif ma-
jeur de φ(n, k) domine tout motif lui succédant dans405

φ(n, k) (Propriété 14). La somme coloration associée
à un motif majeur pik, tel que pik[1] = α(G), est donc
minimale dans φ(n, k) pour G.

Propriété 14 Soit pik ∈ φ(n, k) un motif majeur et

pjk ∈ φ(n, k) un motif tel que j > i. Alors, pik � pjk.410

La Propriété 15 est fondamentale pour la construc-
tion de UBS . En effet, cette dernière introduit la rela-
tion de dominance entre un motif majeur et tout motif
de φ(n).

Propriété 15 Soit k et k′ deux entiers tels que k < k′415

et fk′ =
n⋃

y=k′
{φ(n, y)}. Si pik est un motif majeur alors

∀q ∈ fk′ tel que q[1] ≤ pik[1], pik � q.

Preuve 5 Soit β =
⌊

n−k
pik[1]−1

⌋
. Puisque pik est majeur,

nous avons pik[1] = pik[2] = . . . = pik[β] ≥ q[1] ≥ q[2] ≥
. . . ≥ q[β]. Par conséquent, ∀t tel que 1 ≤ t ≤ β,420

t∑
x=1

pik[x] ≥
t∑

x=1
q[x].

De plus, ∀t tel que β+ 1 ≤ t ≤ k, nous avons pik[t+
1] = pik[t + 2] = . . . = pik[k] = 1 ≤ q[k] ≤ q[k −
1] ≤ . . . ≤ q[t+ 1] (q est une séquence d’entier positif

décroissante), implique
t∑

x=1
pik[x] = n −

k∑
x=t+1

pik[x] ≥425

n−
k∑

x=t+1
q[x] =

t∑
x=1

q[x]. Donc, pik � q. �

Étant donnée une coloration X d’un graphe G, il
suffit de déterminer le plus petit k pour lequel il existe
un motif majeur pik, avec pik[1] = α(G), tel que Σ(X) <
Σ(pik). En effet, d’après la Propriété 15, ∀q ∈ φ(n), tel430

que q[1] < pik[1] et |q| ≥ k, pik � q. Ainsi, rien ne sert
de considérer plus de k−1 couleurs, aucune coloration
avec une somme inférieure ne pourra être trouvée dans
cette partie de l’ensemble des solutions.

L’Algorithme 1, UBS(n, α,X), calcule suivant435

ce principe une borne supérieure de la force d’un
graphe de n sommets, dont le stable maximum (ou
une borne supérieure) est α∗ et pour lequel nous
disposons d’une coloration valide X. La fonction
constructMajorMotif(λ, k) construit un motif ma-440

jeur p ∈ φ(n, k), tel que p[1] = λ, comme précisé dans
la Définition 4. La fonction computeSumColoring(p)
calcule la somme coloration associée au motif p
(Équation 1). La complexité de ces deux fonctions est
en O(k). Puisque k ≤ n, la complexité de l’Algorithme445

1 est donc en O(n2).

Nous notons que si l’extraction d’une clique maxi-
mum d’un graphe G est NP -difficile, il est cependant
plus facile de résoudre le problème MaxClique que de450

déterminer le nombre chromatique ou la somme chro-
matique d’un graphe G. En effet, l’extraction d’une
clique maximum d’un graphe aléatoire de densité 0, 5
tel que |V | = 200 ne prend que quelques secondes.
Cependant, aucun algorithme exact n’est capable de455

trouver le nombre chromatique ou la somme chroma-
tique pour un tel graphe en un temps raisonnable.

4 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous comparons notre borne su-
périeure algébrique (UBA) et algorithmique (UBS) de460
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Algorithme 1 : UBS(n, α∗, X)

Entrées : n le nombre de sommets d’un graphe
G, α∗ la cardinalité (ou une borne
supérieure) du stable maximum de G
et X une coloration valide de G

Sorties : Une borne supérieure de s(G)
1 début
2 SUM ← 0 ;
3 k ← |X| ; /*initialise k */
4 λ← α∗;
5 tant que SUM ≤ Σ(X) faire
6 k ← k + 1 ;
7 si λ > n− k + 1 alors
8 λ← n− k + 1;

9 p← constructMajorMotif(λ, k);
10 SUM← computeSumColoring(p);

11 retourner k − 1;

la force d’un graphe avec la borne proposée par Hajia-
bolhassan et al. [7] (UBhmt). Pour déterminer la car-
dinalité d’un stable maximum de G, nous cherchons
la clique maximum du graphe complémentaire G à
l’aide du solveur IncMaxCLQ [18]. Bien que le pro-465

blème de stable maximum soit NP -difficile, nous re-
marquons que pour un grand nombre de graphes, la
solution optimale est obtenue instantanément. Quand
il n’est pas possible de déterminer la solution opti-
male en un temps raisonable, une borne supérieure de470

α(G) est utilisée. Nous avons mené nos expérimenta-
tions sur un processeur Intel Westmere Xeon E7-8837
de 2.66GHz sur les célèbres benchmarks COLOR [9]
et DIMACS [5].

Le tableau 2 montre les résultats expérimentaux.475

Pour chaque graphe G, sont représentés dans les dif-
férentes colonnes, le nombre de sommets |V |, la den-
sité du graphe d, la meilleure borne connue du nombre
chromatique k∗ [6, 13, 21] (entre parenthèses quand
k∗ n’est pas optimale), la meilleure borne connue de480

la somme chromatique Σ∗ [12, 13], le degré du graphe
∆(G), la meilleure borne supérieure connue pour la
cardinalité du stable α∗ de G (entre parenthèses quand
α∗ n’est pas optimale). Times est le temps en secondes
pour déterminer α∗, UBhmt le résultat de la borne de485

Hajiabolhassan et al. (Propriété 4), UBA le résultat
de notre borne algébrique et UBS le résultat de notre
borne algorithmique.

Les résultats du tableau 2 montrent que notre simple
borne algébrique UBA permet d’améliorer la borne su-490

périeure de la force pour 43 instances sur 74. Pour
notre borne UBS , nous améliorons considérablement
la borne supérieure de la force pour 70 instances sur
74. Pour les graphes de la famille inithx, les résul-

tats de UBhmt sont respectivement 278, 286 et 287,495

pour UBS 72, 48 et 48 (UBA 75, 54 et 53). Nous pou-
vons donc considérer 200 couleurs de moins pour la
résolution de MSCP pour ces graphes. De plus, pour
8 instances (le450 5c, le450 5d, myciel3, queen5 5,
queen7 7, queen8 12, flat300-20-0 et flat1000-50-0)500

UBS= k∗ = χ(G) ce qui permet de prouver l’opti-
malité de la force. UBhmt donne de meilleurs résultats
que UBS pour les graphes DSJC500.1, DSJC1000.1,
games120, miles250. Une des raisons est que la qua-
lité de notre borne supérieure de α(G) est trop faible505

sur certaines instances. Mais pour la quasi totalité des
instances, ces résultats montrent l’efficacité de notre
borne UBS dans la réduction du nombre de couleurs
à considérer lors de la résolution de MSCP.

5 Conclusion510

Dans ce papier, nous nous sommes intéressés à la
force s(G) d’un graphe général G, définie comme le
nombre minimal de couleurs nécessaire pour atteindre
une solution optimale de MSCP. Nous avons proposé
deux nouvelles bornes supérieures de s(G), UBA et515

UBS , basées sur une coloration X valide de G et la
notion de motifs. Nous avons premièrement établi un
ordre total parmi tous les motifs de G, puis construit
UBA et UBS en identifiant un motif dont la somme
coloration est supérieure à celle de X qui domine les520

motifs lui succédant.
Contrairement à UBA qui n’exploite aucune pro-

priété structurelle de G, UBS considère la cardinalité
du stable maximum deG combinée à la notion de motif
majeur. Les résultats ont montré que sur les instances525

DIMACS et COLOR, UBA et UBS permettent d’amé-
liorer (de manière importante pour UBS) la borne su-
périeure de la force face à celle proposée par Hajiabol-
hassan et al.

Une des perspectives de nos travaux est d’intégrer530

plus de propriétés structurelles afin d’améliorer UBS
et de développer des algorithmes efficaces pour la ré-
solution de MSCP.
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Graph |V | d k∗ Σ∗ ∆(G) α∗ Times UBhmt UBA UBS
DSJC125.1 125 0.094 5 326 23 34 0 14 21 11
DSJC125.5 125 0.502 17 1012 75 10 0 46 43 29
DSJC125.9 125 0.898 44 2503 120 4 0 82 69 58
DSJC250.1 250 0.103 8 970 38 44 117 23 38 21
DSJC250.5 250 0.503 (28) 3210 147 12 0 88 77 50
DSJC250.9 250 0.896 72 8277 234 5 24 153 127 105
DSJC500.1 500 0.099 (12) 2836 68 (85) 1039 40 69 52
DSJC500.5 500 0.501 (48) 10886 286 13 16 167 145 81
DSJC500.9 500 0.901 (126) 29862 471 5 84 299 243 185
DSJC1000.1 1000 0.099 (20) 8991 127 (175) 1540 74 127 111
DSJC1000.5 1000 0.500 (83) 37575 551 15 408 317 271 150
DSJC1000.9 1000 0.899 (222) 103445 924 6 223 573 453 347

le450 5a 450 0.056 5 1350 42 (94) 2430 24 43 13
le450 5b 450 0.056 5 1350 42 (96) 1083 24 43 15
le450 5c 450 0.097 5 1350 66 90 2 36 43 5
le450 5d 450 0.096 5 1350 68 90 2 37 43 5
le450 15a 450 0.080 15 2632 99 75 45 57 67 51
le450 15b 450 0.080 15 2632 94 78 7 55 67 52
le450 15c 450 0.165 15 3487 139 41 1602 77 78 50
le450 15d 450 0.165 15 3505 138 41 2266 77 79 50
le450 25a 450 0.081 25 3153 128 91 0 77 74 64
le450 25b 450 0.081 25 3365 111 78 0 68 77 66
le450 25c 450 0.171 25 4515 179 47 24 102 91 74
le450 25d 450 0.172 25 4544 157 43 82 91 91 72
queen5 5 25 0.533 5 75 16 5 0 11 11 5
queen6 6 36 0.460 7 138 19 6 0 13 15 10
queen7 7 49 0.404 7 196 24 7 0 16 18 7
queen8 8 64 0.361 9 291 27 8 0 18 22 10
queen8 12 96 0.300 12 624 32 8 0 22 33 12
queen9 9 81 0.325 10 409 32 9 0 21 26 11

queen10 10 100 0.296 11 553 35 10 0 23 31 12
queen11 11 121 0.272 11 733 40 11 0 26 35 14
queen12 12 144 0.252 12 943 43 12 0 28 40 15
queen13 13 169 0.234 13 1191 48 13 0 31 46 16
queen14 14 196 0.219 14 1482 51 14 0 33 51 18
queen15 15 225 0.205 15 1814 56 15 0 36 57 19
queen16 16 256 0.193 16 2193 59 16 0 38 63 21

myciel3 11 0.363 4 21 5 5 0 5 5 4
myciel4 23 0.280 5 45 11 11 0 8 7 6
myciel5 47 0.218 6 93 23 23 0 15 10 8
myciel6 95 0.169 7 189 47 47 0 27 14 11
myciel7 191 0.130 8 381 95 95 0 52 20 15

fpsol2 i 1 496 0.094 65 3403 252 307 0 159 77 75
fpsol2 i 2 451 0.085 30 1668 346 261 0 188 50 46
fpsol2 i 3 425 0.096 30 1636 346 238 0 188 50 46
inithx.i.1 864 0.050 54 3676 502 566 0 278 75 72
inithx.i.2 645 0.067 31 2050 541 365 0 286 54 48
inithx.i.3 621 0.072 31 1986 542 360 0 287 53 48
mulsol.i.1 197 0.203 49 1957 121 100 0 85 60 59
mulsol.i.2 188 0.221 31 1191 156 90 0 94 45 44

Continue sur la page suivante. . .
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Graph |V | d k∗ Σ∗ ∆(G) α∗ Times UBhmt UBA UBS
mulsol.i.3 184 0.232 31 1187 157 86 0 94 45 44
mulsol.i.4 185 0.231 31 1189 158 86 0 95 45 44
mulsol.i.5 186 0.230 31 1160 159 88 0 95 45 43
school1 385 0.258 14 2674 282 41 2 148 68 45

school1-nsh 352 0.236 14 2392 232 39 0 123 64 43
zeroin.i.1 211 0.185 49 1822 111 120 0 80 57 56
zeroin.i.2 211 0.159 30 1004 140 127 0 85 40 39
zeroin.i.3 206 0.167 30 998 140 123 0 85 40 39

anna 138 0.052 11 276 71 80 0 41 17 14
david 87 0.108 11 237 82 36 0 47 18 15
huck 74 0.111 11 243 53 27 0 32 19 16
jean 80 0.080 10 217 36 38 0 23 17 15

games120 120 0.089 9 443 13 22 0 11 26 15
flat300-20-0 300 0.476 20 3150 160 15 0 90 76 20
flat300-26-0 300 0.482 26 3966 158 12 0 92 86 36
flat300-28-0 300 0.483 28 4238 162 12 0 95 89 49
flat1000-50-0 1000 0.490 50 25500 520 20 263 285 222 50
flat1000-60-0 1000 0.492 60 30100 524 17 296 292 242 77
flat1000-76-0 1000 0.493 76 37164 532 15 466 304 269 145

miles250 128 0.047 8 325 16 44 0 12 20 14
miles500 128 0.143 20 705 38 18 0 29 34 25
miles750 128 0.259 31 1173 64 12 0 48 46 38
miles1000 128 0.395 42 1666 86 8 0 64 56 47
miles1500 128 0.639 73 3354 106 5 0 90 81 77

Table 2: Comparaison de notre borne algébrique (UBA) et notre borne
algorithmique (UBS) face à la borne de Hajiabolhassan et al. [7] (UBhmt)
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Résumé
Pour résoudre les problèmes de satisfaction de

contraintes pondérés, les méthodes basées sur une dé-
composition arborescente constituent une approche inté-
ressante selon la nature des instances considérées. Sou-
vent, les décompositions exploitées visent à réduire la
taille maximale des clusters, connue comme étant la lar-
geur de la décomposition. En effet, l’intérêt de ce pa-
ramètre est lié à son importance par rapport à la com-
plexité théorique de telles méthodes. À ce niveau, Min-
Fill constitue l’heuristique de référence pour le calcul de
décompositions. Cependant, son intérêt pratique pour
la résolution de problèmes demeure limité au vu de ses
multiples défauts, notamment au niveau de la restriction
de la liberté de l’heuristique de choix de variables.

Ainsi, nous proposons, dans un premier temps, d’ex-
ploiter de nouvelles décompositions pour le problème
d’optimisation sous contraintes. Le but de ces décom-
positions est de capturer des critères permettant d’aug-
menter l’efficacité de la résolution. Dans un second
temps, nous proposons d’exploiter ces décompositions
plus dynamiquement dans le sens où la résolution d’un
sous-problème ne se baserait sur la décomposition que
lorsque cela semble utile. Les expérimentations réalisées
montrent l’intérêt pratique des nouvelles décompositions
ainsi que l’apport de leur exploitation dynamique.

Abstract
When solving weighted constraint satisfaction pro-

blems, methods based on a tree-decomposition consti-
tute an interesting approach depending on the nature
of the considered instances. The exploited decomposi-
tions often aim to reduce the maximal size of the clus-
ters, which is known as the width of the decomposition.
Indeed, the interest of this parameter is related to its
importance with respect to the theoretical complexity
of these methods. However, its practical interest for the
solving of instances remains limited if we consider its
multiple drawbacks, notably due to the restriction im-
posed on the freedom of the variable ordering heuristic.

So, we first propose to exploit new decompositions
for solving the constraint optimization problem. These
decompositions aim to take into account criteria allo-
wing to increase the solving efficiency. Secondly, we pro-
pose to use these decompositions in a more dynamic
manner in the sense that the solving of a sub-problem
would be based on the decomposition only when it seems
useful. The performed experiments show the practical
interest of these new decompositions and the benefit of
their dynamic exploitation.

1 Préliminaires

Le problème de satisfaction de contraintes pondéré
(Weighted Constraint Satisfaction Problem (WCSP))
offre un cadre général permettant de modéliser et de
résoudre efficacement toute sorte de problèmes issus
du monde réel comme par exemple, les problèmes
d’allocation de fréquence [4] ou certains problèmes
de bio-informatique [22]. Notre objectif, dans ce pa-
pier, est d’améliorer l’efficacité des algorithmes résol-
vant ce problème grâce à des approches structurelles.
Pour commencer, nous rappelons la définition d’une
instance WCSP :

Définition 1 Une instance WCSP est définie par un
triplet (X, D, W ) avec :
• un ensemble X = {x1, ..., xn} de n variables,
• un ensemble D = {Dx1 , ..., Dxn

} de domaines
finis de valeurs, à raison d’un domaine par va-
riable,

• un ensemble W de fonctions de coût de taille
e. Une fonction de coût portant sur les variables
{xi1 , xi2 , . . . , xik

} est une fonction qui associe à
chaque tuple de Dxi1

× Dxi2
× . . . × Dxik

un
entier compris entre 0 et k avec k le coût maxi-
mum associé à un tuple complètement interdit
(c’est-à-dire qui exprime une contrainte dure).
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Afin de simplifier le propos, dans la suite de la pré-
sentation, nous ne considérerons, que le cas des ins-
tances binaires, c’est-à dire des instances dont chaque
fonction de coût porte sur au plus deux variables. Tou-
tefois, ce travail peut s’étendre sans problème au cas
des instances non binaires. Dans la partie expérimen-
tale, nous exploiterons d’ailleurs indifféremment des
instances binaires et des instances non binaires. Par
la suite, nous noterons wij la fonction de coût binaire
portant sur les variables xi et xj , wi la fonction de
coût unaire portant sur la variable xi et w∅, la fonc-
tion de coût d’arité nulle qui correspond à un coût que
doivent payer toutes les affectations.
Le coût d’une affectation complète (v1, . . . , vn) ∈

Dx1 × . . .×Dxn
est définie par w∅ +

∑
xi∈X wi(vi) +∑

wij∈W wij(vi, vj). Étant donnée une instance, le pro-
blème de satisfaction de contraintes pondéré consiste
à trouver le coût minimum associé à une affectation
complète. Ce problème d’optimisation est bien connu
pour être NP-difficile.
La résolution des instances s’effectue généralement

par le biais d’algorithmes de type séparation et évalua-
tion (Branch and Bound). Ces algorithmes exploitent
traditionnellement deux bornes notées, souvent clb et
cub, qui représentent respectivement un minorant et
un majorant du coût optimum. Ils procèdent en éten-
dant progressivement une affectation tant que le mino-
rant courant clb est inférieur au majorant courant cub.
Ce faisant, l’obtention d’une affectation complète per-
met de mettre à jour le majorant courant avec la valeur
de la dite affectation. Ce majorant peut être initialisé
avec la valeur k ou grâce à une méthode incomplète.
L’efficacité d’une telle approche dépend grandement
de la qualité du minorant utilisé à chaque nœud de la
recherche. Sur ce point, de nombreux progrès ont été
accomplis, ces dernières années, notamment grâce à la
définition de différentes formes de cohérences locales
[6, 9, 8, 5].
La plupart des travaux effectués dans le cadre du

problème WCSP reposent sur des algorithmes de type
séparation et évaluation basés sur un parcours en pro-
fondeur de l’espace de recherche. Très récemment, une
approche hybridant un parcours le meilleur d’abord
et un parcours en profondeur a été proposée dans [1].
Elle possède notamment l’avantage de pouvoir fournir,
à tout instant, un minorant global ainsi qu’un majo-
rant du coût optimum. Son efficacité pratique est telle
qu’elle surclasse, en général, les approches existantes.
Une autre alternative consiste à exploiter la struc-

ture de l’instance. Cette structure peut être représen-
tée par un graphe, appelé graphe de contraintes, dont
les sommets correspondent aux variables et dont les
arêtes lient deux sommets dont les variables corres-
pondantes participent ensemble à une fonction de coût

x1

x2 x3 x4

x5 x6

x7 x8

x9

x10

x11

x1 x3 x4E0

x3 x4 x5 x6

E2

x5 x6 x7

E3

x5 x6 x8

E4

x2 x3

E1

x4 x9 x10

E5

x10 x11

E6

(a) (b)

Figure 1 – Un graphe (a) et une de ses décomposi-
tions arborescentes optimales (b).

binaire de W . Pour exploiter cette structure, certaines
méthodes [16, 23, 11, 1] reposent sur la notion de dé-
composition arborescente de graphes [20] pour identi-
fier des sous-problèmes indépendants.

Définition 2 Une décomposition arborescente d’un
graphe G = (X, C) est un couple (E, T ) où T = (I, F )
est un arbre (I est un ensemble de nœuds et F un en-
semble d’arêtes) et E = {Ei : i ∈ I} une famille de
sous-ensembles de X, telle que chaque sous-ensemble
(appelé cluster) Ei est un nœud de T et vérifie : (i)
∪i∈IEi = X, (ii) pour chaque arête {x, y} ∈ C, il
existe i ∈ I avec {x, y} ⊆ Ei, et (iii) pour tout
i, j, k ∈ I, si k est sur le chemin entre i et j dans
T , alors Ei ∩ Ej ⊆ Ek. La largeur d’une décomposi-
tion arborescente est égale à maxi∈I |Ei|−1. La largeur
arborescente dite tree-width w de G est la largeur mi-
nimale pour toutes les décompositions arborescentes de
G.

La figure 1 présente un graphe et une de ses décom-
positions arborescentes dont la largeur est 3.

L’utilisation d’une décomposition arborescente per-
met alors de décomposer le problème original en plu-
sieurs sous-problèmes, d’exploiter des bornes locales
de meilleure qualité et d’éviter certaines redondances
dans le calcul grâce à l’enregistrement de certaines
informations. D’un point de vue théorique, l’intérêt
d’une telle approche réside dans sa complexité en
temps qui est généralement de l’ordre de O(n.e.dw++1)
(avec w+ la largeur de la décomposition arborescente
exploitée) tandis que les méthodes classiques ont une
complexité en O(n.e.dn). D’un point de vue pratique,
l’exploitation simultanée des décompositions arbores-
centes et des cohérences locales a conduit à définir des
méthodes ayant une efficacité remarquable, dépassant
celles des méthodes classiques [11, 1]. Cette efficacité
dépend, en partie, des décompositions employées.
Le plan de cet article est le suivant. Dans la sec-

tion suivante, nous abordons les méthodes de calcul
de ces décompositions. Puis, dans la section 3, nous
décrivons comment exploiter dynamiquement une dé-
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composition dans le cadre de la résolution d’instances
WCSP. Enfin, dans la section 4, nous évaluons l’inté-
rêt pratique de certaines décompositions ainsi que l’ap-
port des décompositions dynamiques avant de conclure
dans la section 5.

2 Calcul de décompositions arborescentes

Calculer une décomposition optimale (c’est-à-dire
de largeur minimum) est un problème NP-difficile [2].
Aussi, le calcul d’une décomposition arborescente est
souvent réalisé par le biais de méthodes heuristiques.
Dans ce contexte, la méthode Min-Fill [21] fait office
de référence. Grâce à elle, les décompositions arbo-
rescentes ont déjà été exploitées avec succès pour ré-
soudre des instances WCSP [1]. Pour autant, leur po-
tentiel n’a pas été pleinement exploité notamment du
fait de la qualité des décompositions calculées. En ef-
fet, Min-Fill, par exemple, a été conçue pour calculer
une décomposition de largeur la plus petite possible,
et rien ne garantit que la décomposition produite soit
adaptée du point de vue de la résolution d’instances
WCSP. D’ailleurs, très récemment, il a été montré,
dans [15, 12], que les décompositions produites par
Min-Fill n’étaient pas dépourvues de défauts du point
de vue de la résolution d’instances du problème de
décision CSP et que l’emploi de décompositions spé-
cifiques conduisaient souvent à résoudre plus efficace-
ment les instances.
Dans [12], un cadre générique, appelé H-TD-WT

(pour Heuristic Tree-Decomposition Without Triangu-
lation), a été proposé afin de calculer des décomposi-
tions arborescentes adaptées selon des critères donnés.
Nous rappelons maintenant ce cadre. Étant donné un
graphe G = (X, C) à décomposer, la première étape de
H-TD-WT (ligne 1 dans l’algorithme 1) calcule un pre-
mier cluster, noté E0, à l’aide d’une heuristique. X ′ qui
représente l’ensemble des sommets déjà considérés est
initialisé à E0 (ligne 2). On notera par X1, X2, . . . Xk

les composantes connexes du sous-graphe G[X\E0] in-
duit par la suppression dans G des sommets de E0

1.
Chacun de ces ensembles Xi est inséré dans une file
d’attente F (ligne 4). Pour chaque élément Xi retiré
de F (ligne 6), Vi note l’ensemble des sommets de
X ′ qui sont adjacents à au moins un sommet de Xi

(ligne 7). Vi constitue un séparateur dans le graphe
G puisque la suppression de Vi dans G déconnecte G
(Xi étant déconnecté du reste de G). Nous considérons
alors le sous-graphe de G induit par Vi et Xi, c’est-à-
dire G[Vi ∪ Xi]. L’étape suivante (ligne 8) peut être
paramétrée à l’aide d’une heuristique. Elle recherche
un sous-ensemble de sommets X ′′i ⊆ Xi tel que X ′′i ∪Vi

1. Le sous-graphe G[Y ] de G = (X, C) induit par Y ⊆ X est
le graphe (Y, CY ) où CY = {{x, y} ∈ C|x, y ∈ Y }.

Algorithme 1 : H-TD-WT
Entrées : Un graphe G = (X, C)
Sorties : Un ensemble de clusters E0, . . . Em d’une

décomposition arborescente de G
1 Choix d’un premier cluster E0 dans G

2 X′ ← E0
3 Soient X1, . . . Xk les composantes connexes de G[X\E0]
4 F ← {X1, . . . Xk}
5 tant que F 6= ∅ faire /* calcul d’un nouveau cluster Ei */
6 Enlever Xi de F

7 Soit Vi ⊆ X′ le voisinage de Xi dans G

8 Déterminer un sous-ensemble X′′i ⊆ Xi tel qu’il existe au
moins un sommet v ∈ Vi tel que N(v, Xi) ⊆ X′′i

9 Ei ← X′′i ∪ Vi

10 X′ ← X′ ∪X′′i
11 Soient Xi1 , Xi2 , . . . Xiki

les composantes connexes de
G[Xi\Ei]

12 F ← F ∪ {Xi1 , Xi2 , . . . Xiki
}

sera un nouveau cluster Ei de la décomposition. Cela
peut être garanti s’il existe au moins un sommet v de
Vi tel que tous ses voisins dans Xi figurent dans X ′′i .
Plus précisément, si N(v, Xi) = {x ∈ Xi : {v, x} ∈ C},
nous devons garantir l’existence d’un sommet v de Vi

avec N(v, Xi) ⊆ X ′′i . Nous définissons alors un nou-
veau cluster Ei = X ′′i ∪ Vi (ligne 9). Puis, nous ra-
joutons à X ′ les sommets de X ′′i (ligne 10), avant de
calculer les composantes connexes du sous-graphe issu
de la suppression des sommets de Ei dans G[Xi], com-
posantes qui sont alors rajoutées à la file F (ligne 11).
Ce processus est répété jusqu’à ce que la file F soit
vide.
Au final, H-TD-WT calcule une décomposition ar-

borescente du graphe G = (X, C) sans triangula-
tion en temps polynomial (à savoir en O(n(n + e))).
Bien sûr, comme pour Min-Fill, aucune garantie n’est
offerte quant à l’optimalité de la largeur obtenue.
Par contre, dans le cadre de la résolution d’ins-
tances (W)CSP, un choix judicieux de paramètres peut
conduire à produire des décompositions plus adaptées
que celles produites par Min-Fill. Parmi les paramètres
envisageables, on peut citer, par exemple, la connexité
des clusters, la taille des clusters produits ou encore
la taille des séparateurs (c’est-à-dire des intersections
entre clusters). Nous considérons, par la suite, les trois
déclinaisons suivantes proposées dans le cadre de la ré-
solution du problème de décision CSP et qui visent à
rendre la résolution plus efficace :
— H2 [14] qui garantit que tous les clusters produits

sont connexes,
— H3 [12] qui identifie des parties indépendantes

dans le graphe et les sépare aussitôt que possible
en effectuant un parcours en largeur à partir des
sommets de Vi,

— H5 [13] qui vise à produire des décompositions
dont les séparateurs entre clusters sont de taille
au plus S.
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Figure 2 – Ensemble de clusters de la décomposition :
initial (a) lorsque Ej est fusionné avec sa descendance
(cluster E′j) (b) lorsque Ej est exploité (c).

Une fois une décomposition arborescente calculée,
elle peut être exploitée de façon statique comme dans
[23, 11, 1] ou de manière dynamique comme présenté
dans la section suivante.

3 Exploitation dynamique de la décompo-
sition

Nous visons à exploiter la décomposition arbores-
cente plus intelligemment en évitant de l’utiliser sys-
tématiquement. En effet, selon la nature de l’instance
à résoudre, sa résolution grâce à des méthodes n’ayant
pas recours à une décomposition peut être très efficace.
Cela s’explique par les améliorations qu’ont connues
ces méthodes notamment en s’associant aux tech-
niques dites adaptatives. Ces techniques permettent de
faire des choix plus judicieux pendant la résolution en
tenant compte de l’état courant de la résolution mais
aussi des états précédents. Ce faisant, elles sont ca-
pables de guider la recherche vers les parties les plus
problématiques. Grâce à elles, par exemple, une heu-
ristique de choix de variables basée sur les conflits va
se concentrer sur les variables jugées les plus perti-
nentes et les plus difficiles. Nous citons à l’appui l’in-
térêt de guider la recherche grâce à la pondération des
contraintes et l’enregistrement des conflits [3], ou grâce
à la notion d’activité des variables [18] ou leur im-
pact [19]. Ces techniques profitent aussi de l’absence
de contraintes engendrées par l’usage d’une décompo-
sition. En effet, l’exploitation d’une décomposition in-
duit un ordre partiel sur les variables qui impose des
restrictions à l’heuristique de choix de variables et li-
mite potentiellement l’intérêt des techniques adapta-
tives. D’ailleurs, ces techniques peuvent parfois s’avé-
rer inutiles si l’ordre induit par la décomposition est
total aboutissant à un choix de variables statique avec
tous les inconvénients que cela pourrait engendrer par
rapport à un choix de variables dynamique. En plus
de leur association avec les techniques adaptatives, ces
algorithmes ont connu une amélioration remarquable

au niveau de leur stratégie de recherche. Plus précisé-
ment, dans [1], la combinaison de deux stratégies de
recherche, à savoir le parcours en profondeur (DFS) et
le parcours le meilleur d’abord (BFS) a amélioré signi-
ficativement la résolution des problèmes d’optimisa-
tion sous contraintes. Naturellement, si les limitations
imposées par la décomposition au niveau de l’heuris-
tique de choix de variables sont très restrictives, l’effi-
cacité pratique de cette hybridation peut s’en retrou-
ver détériorée. En revanche, l’utilisation d’une décom-
position peut être parfois très bénéfique pour la réso-
lution. C’est essentiellement le cas des instances qui
présentent des propriétés structurelles intéressantes.
En particulier, l’enregistrement des informations au
niveau des séparateurs entre les clusters permet d’éla-
guer des parties de l’espace de recherche et de rendre
la résolution plus efficace. Dans le cadre de l’optimi-
sation, ces enregistrements permettent de mémoriser,
pour chaque sous-problème considéré, les meilleures
bornes inférieure et supérieure calculées, ou mieux en-
core, son optimum. Afin de concilier ces deux points
de vue, nous proposons d’exploiter la décomposition
dynamiquement d’une façon plus flexible et plus ap-
propriée au vu du contexte courant de la résolution.
Cela permet de s’adapter progressivement à la nature
de l’instance à résoudre. La forme de dynamicité que
nous proposons dans ce cadre est une utilisation de
la décomposition vis-à-vis d’un sous-problème justifiée
par une stagnation de la recherche sans décomposition.
En d’autres termes, la décomposition n’est utilisée que
lorsque son utilisation semble pertinente.

L’algorithme BTD+DYN (voir l’algorithme 2) se
base sur l’algorithme BTD-DFS proposée dans [11]
et repris dans [1]. Les modifications apportées repré-
sentent une adaptation de l’algorithme afin de prendre
en compte l’exploitation dynamique de la décomposi-
tion. Les deux algorithmes se basent sur une décompo-
sition arborescente calculée en amont de la résolution
et qui est enracinée en un cluster racine Er. En ce qui
concerne BTD-DFS, la décomposition induit un ordre
partiel sur les variables. Si Ej est le cluster courant, le
choix de la prochaine variable s’effectue soit parmi les
variables non instanciées du cluster Ej , soit, une fois
le cluster Ej entièrement instancié, parmi les variables
non instanciées d’un cluster fils de Ej (celui-ci étant
choisi de manière heuristique parmi tous les fils de Ej).
Comme la décomposition ne change pas pendant la ré-
solution, il est en de même pour l’ordre partiel sur les
variables. Cependant, BTD+DYN exploite la décom-
position différemment. Plus précisément, la décompo-
sition calculée initialement ne sera exploitée pour un
sous-problème donné que si la résolution sans décom-
position est jugée inefficace. Prenons l’exemple de la
décomposition de la figure 2(a) représentée par l’en-
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Algorithme 2 : BTD+DYN (A, Ei, V, Vdesc, clb, cub)
Entrées : L’affectation courante A, le cluster courant Ei, la

borne inférieure clb
Entrées-Sorties : L’ensemble V des variables non instanciées

de Ei, l’ensemble Vdesc des variables non
instanciées de Desc(Ei), la borne
supérieure courante cub

1 si F usion(Ei) alors
2 V ′ := Vdesc

3 sinon
4 V ′ := V

5 si V’ 6= ∅ alors
6 x :=dépiler(V ′) /* Choisir une variable de V ′ */
7 Mettre à jour V et Vdesc

8 a :=dépiler(Dx) /* Choisir une valeur */
9 Appliquer la cohérence locale au sous-problème

Pi|A ∪ {(x = a)}
10 clb′ := max(clb, lb(Pi|A ∪ {(x = a)}))
11 si clb′ < cub alors
12 cub :=BTD+DYN(A ∪ {(x = a)}, Ei, V, Vdesc,

clb′, cub)
13 si max(clb, lb(Pi|A)) < cub alors
14 Appliquer la cohérence locale au sous-problème

Pi|A ∪ {(x 6= a)}
15 clb′ := max(clb, lb(Pi|A ∪ {(x 6= a)}))
16 si clb′ < cub alors
17 cub := BTD+DYN (A ∪ {(x 6= a)}, Ei, V,

Vdesc, clb′, cub)

18 sinon
19 si ¬F usion(Ei) alors
20 S := F ils(Ei)
21 /*Résoudre les fils dont l’optimum n’est pas connu */

tant que S 6= ∅ et lb(Pi|A) < cub faire
22 Ej :=dépiler(S) /* Choisir un cluster fils */
23 si LBPj |A < UBPj |A alors
24 cub′ := min (UBPj |A, cub− [lb(Pi|A)

−lb(Pj |A)])
25 cub′′ := BTD+DYN (A, Ej , Ej\(Ei ∩ Ej),

Desc(Ej)\(Ei ∩ Ej), lb(Pj |A), cub′)
26 Mettre à jour LBPf |A et UBPf |A en se

basant sur cub′′

27 cub := min(cub, wi
∅ +

∑
Ej∈F ils(Ei)

UBPj |A)

28 sinon
29 cub := min(cub,

∑
Ej∈Desc(Ei)

wj

∅)

30 retourner cub

semble de clusters E = {Ei, Ej , Ek, El, Em, En}. Soit
Ej le cluster courant et A l’affectation courante sur
Ej∩Ei. On s’intéresse au sous-problème Pj |A enraciné
en Ej induit par l’affectation A du séparateur Ej ∩Ei

avec Ei le cluster parent de Ej . La résolution du sous-
problème Pj |A n’utilisera pas forcément la décomposi-
tion, soit l’ensemble des clusters {Ej , Ek, El, Em, En}.
En effet, au début, la résolution est basée sur le cluster
E′j résultant de la fusion du cluster Ej avec ses des-
cendants Ek, El, Em et En. Cette fusion consiste en
une mise en commun de toutes les variables de la des-
cendance de Ej (voir la figure 2(b)). Ainsi E′j contient
toutes les variables de la descendance de Ej . En ce qui
concerne l’heuristique de choix de variables, elle ac-
quiert une liberté totale quant au choix des variables

suivantes sur la descendance de Ej . À ce niveau, deux
cas se présentent :
— Le sous-problème Pj |A est facilement résolu en

se basant sur E′j . Dans ce cas, l’exploitation de
la décomposition ne semble pas utile.

— La résolution de Pj |A est au contraire inefficace.
Dans ce cas, l’exploitation de la décomposition
semble judicieuse. Le cluster Ej est alors réex-
ploité et le même raisonnement est répété au ni-
veau du cluster Ek qui sera au début considéré
fusionné avec sa descendance formant le cluster
E′k comme le montre la figure 2(c).

Quant aux clusters feuilles (c’est-à-dire n’ayant pas
de fils, comme En), BTD+DYN se comporte comme
BTD-DFS. À noter que ce raisonnement est refait pour
chaque nouvelle affectation de Ei ∩ Ej . Ce choix est
motivé par le fait qu’une affectation A du séparateur
Ei ∩ Ej induit un sous-problème différent de celui in-
duit par une affectation A′. À noter aussi, qu’au ni-
veau du cluster racine Er, BTD+DYN se comporte
comme l’algorithme de base ayant toute la liberté
concernant le choix des variables du problème. Fina-
lement, la décomposition initiale est utilisée complè-
tement (tous ses clusters sont exploités) si à tous les
niveaux BTD+DYN décide d’exploiter le cluster lui-
même plutôt que sa descendance.
L’algorithme BTD+DYN prend en paramètres l’af-

fectation courante A, le cluster courant Ei, l’ensemble
V des variables non affectées de Ei, l’ensemble Vdesc

des variables non affectées de la descendance Desc(Ei)
de Ei (c’est-à-dire l’ensemble des clusters situés dans
le sous-arbre enraciné en Ei, Ei inclus), et les bornes
inférieure et supérieure courantes clb et cub. Il vise à
calculer l’optimum du problème enraciné en Ei et in-
duit par l’affectation A. Deux cas sont possibles :
— Si la valeur de cub retournée est strictement in-

férieure à celle de cub en entrée, alors cub est
l’optimum correspondant à ce problème.

— Sinon, cub définit une borne inférieure de l’opti-
mum.

L’appel initial est BTD+DYN(∅, Er, Vr, Vrdesc
,

lb(Pr|∅), k) avec Vrdesc
l’ensemble des variables de la

descendance de Er, lb(Pr|∅) la borne inférieure initiale
déduite grâce à l’application de la cohérence locale au
problème initial et k le coût maximal. Notons que tout
au long de l’algorithme, wi

∅ désigne la borne inférieure
localisée relative au cluster Ei. Comme BTD-DFS,
BTD+DYN suppose que le problème donné en entrée
est cohérent selon la cohérence locale utilisée et renvoie
son optimum. Les lignes 5 à 17 de BTD+DYN visent
à instancier les variables de V ′ comme le ferait BTD-
DFS pour les variables de V . Un couple (variable, va-
leur), (x, a), est sélectionné selon les heuristiques de
choix de variables et de valeurs employées. Comme le
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type de branchement utilisé est binaire, ce choix se dé-
cline en deux branches x = a (ligne 9) et x 6= a (ligne
14). Pour chaque branche, la cohérence locale est ap-
pliquée au sous-problème enraciné en Ei et induit par
l’affectation courante permettant d’obtenir une borne
inférieure lb. Si le maximum clb′ entre la borne infé-
rieure lb, déduite par la cohérence locale, et la borne
inférieure courante clb, est toujours inférieure à cub,
la recherche continue ; sinon le sous-arbre correspon-
dant est élagué. Les lignes 20 à 27 de BTD+DYN ré-
solvent les sous-problèmes enracinés en chaque cluster
fils Ej de Ei de la même façon que BTD-DFS. Le sous-
problème Pj |A n’est exploré que si son optimum n’est
pas déjà connu. D’ailleurs, BTD-DFS et BTD+DYN
mémorise pour chaque sous-problème Pj |A deux va-
leurs, notées LBPj |A et UBPj |A, repésentant respec-
tivement les meilleures bornes inférieure et supérieure
connues pour Pj |A. Si LBPj |A = UBPj |A, l’optimum
de Pj est déjà calculé. L’appel récursif correspondant
au fils Ej (ligne 25) exploite une borne supérieure ini-
tiale non triviale calculée à la ligne 24 comme expliqué
dans [11]. Il est suivi par une mise à jour de LBPj |A et
de UBPj |A (ligne 26). L’exploration de tous les clus-
ters fils permet enfin de mettre à jour cub. Les simili-
tudes entre BTD-DFS et BTD+DYN rappelées, nous
nous intéressons maintenant aux modifications faites.
La fonction Fusion représente l’heuristique chargée
de faire le choix d’exploiter le cluster Ei ou sa des-
cendance E′i. L’appel à Fusion avec le cluster Ei en
entrée renvoie vrai si et seulement si E′i est exploité.
Sinon, le cluster Ei est exploité et la liberté de choix
de variables est restreinte aux variables de V . L’un des
deux paramètres V ou Vdesc est effectivement utilisé
selon que l’on exploite Ei ou E′i. Le choix entre V et
Vdesc est fait dans les lignes 1 à 4 et est retenu dans
V ′. Ils sont mis à jour convenablement dans la ligne
7. Si V ′ = ∅ et que Ei n’est pas fusionné avec sa des-
cendance, BTD+DYN se comporte comme BTD-DFS
(lignes 20-27). Si V ′ = ∅ et que Ei est fusionné avec sa
descendance, BTD+DYN n’a plus de variables à ins-
tancier vu que toutes les variables de la descendance
de Ei sont déjà affectées. Dans ce cas, BTD+DYN
met à jour cub (ligne 29) en se référant à la borne
inférieure localisée wj

∅ de chaque cluster Ej apparte-
nant à Desc(Ei). Si V ′ 6= ∅ (lignes 5-17), BTD+DYN
se comporte de la même façon indépendamment du
choix de l’exploitation de Ei ou de sa descendance E′i
en essayant d’instancier les variables de V ′.

L’algorithme BTD+DYN est paramétrable par
l’heuristique Fusion qui se charge de décider de passer
de l’exploitation du cluster E′i à Ei, si Ei est le cluster
courant (nous en proposons une dans la partie expéri-
mentale). Un choix pertinent de cette heuristique est,
bien sûr, essentiel pour l’amélioration de la résolution.

L’exploitation dynamique de la décomposition in-
duit un changement au niveau des complexités en
temps et en espace. Le comportement de BTD+DYN
pouvant aller d’un BTD-DFS standard à un clas-
sique DFS, il en résulte que la complexité temporelle
de BTD+DYN est comprise entre O(exp(w++1)) et
O(exp(n)) avec w+ la largeur de la décomposition
calculée en amont de la résolution. Toutefois, il est
possible de limiter cette complexité en utilisant une
heuristique convenable qui se charge d’interdire l’ex-
ploitation des clusters de la descendance à des pro-
fondeurs faibles, comme dans le cas du cluster racine
par exemple. Au niveau de la complexité en espace,
elle est exponentielle en fonction de la taille du plus
grand séparateur exploité au niveau de la décompo-
sition. Donc, dans le pire des cas, la complexité en
espace est la même que celle de BTD-DFS si le plus
grand séparateur de la décomposition est utilisé.

4 Expérimentations

Dans cette section, nous évaluons d’une part l’inté-
rêt pratique du cadre de calcul de décompositions H-
TD-WT et d’autre part l’apport de l’exploitation dy-
namique des décompositions dans le cadre de la réso-
lution des problèmes d’optimisation sous contraintes.
Mais, au préalable, nous décrivons le protocole expé-
rimental suivi.

4.1 Protocole expérimental

Nous considérons les algorithmes HBFS et BTD-
HBFS introduits dans [1] et exploitons leurs implé-
mentations fournies dans Toulbar2 2. HBFS consiste en
une hybridation de la stratégie de recherche qui com-
bine à la fois les avantages du parcours en profondeur
(DFS) et les avantages du parcours le meilleur d’abord
(BFS). HBFS est alors capable de donner à tout mo-
ment une borne inférieure de l’optimum comme BFS
mais aussi une borne supérieure comme DFS. Son in-
tégration avec BTD permet d’exploiter ses caractéris-
tiques au sein de chaque cluster améliorant ainsi le
comportement global de ce dernier.

En ce qui concerne les décompositions, nous consi-
dérons Min-Fill en tant qu’heuristique de l’état de l’art
en utilisant son implémentation fournie dans Toulbar2.
Une deuxième version de Min-Fill est aussi utilisée et
serait référencée par Min-Fillr4 . Elle se distingue de
Min-Fill par l’absence de séparateurs de taille supé-
rieure à 4. En effet, chaque cluster de la décomposi-
tion calculée par Min-Fill partageant plus de quatre
variables avec son père est fusionné avec celui-ci (son

2. Présent dans le répertoire git à https://mulcyber.
toulouse.inra.fr/projects/toulbar2/
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utilisation avec BTD-HBFS correspond à l’algorithme
BTD-HBFSr4 dans [1]). Du côté de H-TD-WT, nous
retenons les décompositions H2 qui garantit d’obtenir
des clusters connexes, H3 qui permet de calculer des
clusters ayant plusieurs clusters fils et H5 pour sa maî-
trise de la taille des séparateurs. L’heuristique H5 est
déclinée en deux variantes notées H25

5 et H5%
5 . H25

5
limite la taille maximale des séparateurs à 25. Quant
à H5%

5 , elle exploite une taille maximale de sépara-
teurs dépendant de l’instance, fixée à 5% du nombre
de variables de l’instance dans la limite d’au moins 4
variables et au plus 50. Les décompositions Hi sont
calculées au sein de notre propre bibliothèque et com-
muniquées à Toulbar2 par l’intermédiaire d’un fichier.
Notons qu’à l’heure actuelle, compte tenu de leur ef-
ficacité pratique [1], HBFS et BTD-HBFS avec Min-
Fillr4 peuvent être considérés comme étant les réfé-
rences en tant qu’algorithmes de résolution des ins-
tances WCSP respectivement sans et avec exploitation
de la structure.
L’exploitation dynamique de la décomposition re-

pose sur une heuristique (F) qui se charge de décider
d’exploiter Ei au lieu d’exploiter toute la descendance
E′i de Ei. L’heuristique F se base sur le retour d’infor-
mation fait par BTD-HBFS. En effet, chaque appel de
BTD-HBFS sur un sous-problème Pi|A prend en en-
trée une borne inférieure clb et une borne supérieure
cub. Si, dans la limite du nombre de backtracks auto-
risé, BTD-HBFS ne réussit à améliorer aucune de ces
deux bornes, F considère que la résolution de Pi|A
n’avance pas et incrémente un compteur qui lui est
propre. Lorsque le compteur relatif à Pi|A atteint une
certaine limite (5 dans nos expérimentations), on ex-
ploite par la suite Ei en stoppant l’exploitation de E′i.
En ce qui concerne la configuration de Toulbar2, un

pré-traitement reposant sur la cohérence d’arc est ap-
pliqué via VAC (pour Virtual Arc Consistency [7])
en plus de l’application de l’algorithme MSD (pour
Min Sum Diffusion) avec 1 000 itérations. La co-
hérence locale est ensuite maintenue pendant la ré-
solution grâce à EDAC (Existential Directional Arc
Consistency [10]). L’heuristique de choix de variables
est dom/wdeg [3] associée à l’heuristique du dernier
conflit [17]. Pour les algorithmes comme BTD, le clus-
ter racine choisi est le plus grand cluster (pour Min-
Fill) ou le cluster maximisant le ratio entre le nombre
de contraintes du cluster et sa taille (pour les autres
décompositions). Les expérimentations ont été réali-
sées sur des serveurs lames sous Linux Ubuntu 14.04
dotés chacun de deux processeurs Intel Xeon E5-2609
à 2,4 GHz et de 32 Go de mémoire.
Nous avons utilisé le benchmark d’instances dis-

ponible à l’adresse http://genoweb.toulouse.inra.
fr/~degivry/evalgm. Il est composé de plus de 3 000

instances incluant entre autres des modèles graphiques
stochastiques de l’évaluation UAI de 2008 et 2010, des
instances de la compétition MiniZinc 2012 et 2013 et
des instances de la compétition PIC 2011. Nous avons
écarté les instances résolues pendant la phase de pré-
traitement pour obtenir au final un benchmark com-
posé de 2 444 instances. Pour chaque instance, chacun
des algorithmes de résolution considérés dispose de 20
minutes (ce temps incluant, le cas échéant, le temps
requis pour calculer une décomposition) et 16 Go de
mémoire.

4.2 H-TD-WT comparée à Min-Fill

Nous comparons, dans cette partie, le comporte-
ment de BTD-HBFS en fonction des différentes décom-
positions exploitées. Au niveau du calcul de décompo-
sitions, nous constatons que le calcul des décomposi-
tions avec Hi (i ∈ {2, 3, 5}) est nettement plus rapide
qu’avec Min-Fill. Plus précisément, le temps total de
calcul de décompositions ne dépasse pas 1 200 s pour
les 2 431 instances décomposées tandis que Min-Fill
requiert 19 044 s pour décomposer 2 415 instances.
Les tables 1 et 2 fournissent le nombre d’instances
résolues et le temps d’exécution cumulé pour BTD-
HBFS avec les décompositions de l’état de l’art et les
décompositions de H-TD-WT. Tout d’abord, notons
que Min-Fill résout le plus petit nombre d’instances en
20 minutes (seulement 1 712 instances). Cela montre
que, malgré la difficulté du problème de l’optimisa-
tion sous contraintes, les heuristiques de décomposi-
tions cherchant uniquement à minimiser la taille des
clusters ne sont pas les plus efficaces. En effet, vu le
faible nombre de variables propres (c’est-à-dire de va-
riables appartenant à un cluster et pas à son cluster
père) dans chaque cluster (souvent une seule variable)
l’heuristique de choix de variables est quasiment in-
utile et l’ordre d’instanciation de variables est presque
statique. Les résultats montrent aussi que les autres
paramètres ont plus d’impacts comme la connexité des
clusters (H2), le nombre de fils d’un cluster (H3) ou la
taille des séparateurs (Min-Fillr4 et H5). Le fait de bor-
ner la taille des séparateurs semble jouer un rôle cru-
cial dans l’augmentation de l’efficacité de la résolution.
En effet, si BTD-HBFS avec H2 et H3 résout respec-
tivement 1 945 et 1 989 instances, les décompositions
dont la taille de séparateurs est bornée permettent de
résoudre plus de 2 000 instances. La comparaison de
Min-Fillr4 avec H5 montre cependant que H5 permet
à BTD-HBFS de résoudre plus d’instances notamment
avec H5%

5 qui résout 2 029 instances contre 2 000 ins-
tances pour Min-Fillr4 . En outre, BTD-HBFS associé
à Min-Fillr4 requiert 98 861 s en temps d’exécution
cumulé contre seulement 58 792 s pour H5%

5 . Notons
enfin que ces résultats sont cohérents avec ceux obte-
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Algorithme Min-Fill Min-Fillr4

#rés. temps #rés. temps
BTD-HBFS 1 712 26 291 2 000 98 861

BTD-HBFS+DYN 1 905 45 450 2 019 74 159

Table 1 – Nombre d’instances résolues et temps d’exécution en secondes pour BTD-HBFS et BTD-HBFS+DYN
selon les décompositions de l’état de l’art.

Algorithme H2 H3 H25
5 H5%

5
#rés. temps #rés. temps #rés. temps #rés. temps

BTD-HBFS 1 945 74 686 1 989 57 254 2 006 56 553 2 029 58 792
BTD-HBFS+DYN 2 023 50 445 2 023 56 978 2 039 52 304 2 038 60 674

Table 2 – Nombre d’instances résolues et temps d’exécution en secondes pour BTD-HBFS et BTD-HBFS+DYN
selon les décompositions de H-TD-WT.

nus pour le problème de décision CSP dans [12].

4.3 BTD-HBFS contre HBFS

Nous comparons BTD-HBFS à HBFS. Nous rete-
nons, dans cette partie, la décomposition H5%

5 qui per-
met d’obtenir les meilleurs résultats avec BTD-HBFS
par rapport aux autres décompositions. BTD-HBFS
résout plus d’instances que HBFS, à savoir 2 029 ins-
tances contre 2 017 instances pour HBFS. En plus,
BTD-HBFS ne nécessite que 58 792 s en temps cumulé
d’exécution contre 84 555 s pour HBFS. Cela peut
s’expliquer essentiellement par les enregistrements ef-
fectués par BTD-HBFS au niveau des séparateurs, à
savoir une borne inférieure et une borne supérieure de
l’optimum d’un sous-problème. De plus, BTD-HBFS
détecte les indépendances entre les sous-problèmes, ce
qui n’est pas le cas de HBFS.

4.4 Évaluation de la dynamicité

Nous évaluons à présent BTD-HBFS+DYN. Les
deux tables 1 et 2 montrent, que quelle que soit
la décomposition exploitée, BTD-HBFS+DYN résout
plus d’instances que BTD-HBFS. L’augmentation du
nombre d’instances résolues peut être considérable.
C’est notamment le cas pour Min-Fill pour lequel une
exploitation dynamique permet de résoudre 1 905 ins-
tances contre 1 712 instances dans le cadre d’une ex-
ploitation statique. L’utilisation de H2 et H3 avec
BTD-HBFS+DYN permet de résoudre 2 023 instances
contre 1 945 et 1 989 résolues par BTD-HBFS. L’ex-
ploitation de Min-Fillr4 et H5 est aussi améliorée avec
BTD-HBFS+DYN par rapport à BTD-HBFS. En par-
ticulier, H25

5 permet de résoudre 2 039 instances, ce
qui constitue le plus grand nombre d’instances réso-
lues parmi toutes les combinaisons d’algorithme de ré-
solution et de décomposition présentées. L’augmenta-
tion du nombre d’instances résolues est souvent ac-

compagnée d’une diminution du temps total d’exécu-
tion, sauf pour Min-Fill, mais cela s’explique naturelle-
ment par le nombre d’instances supplémentaires réso-
lues par BTD-HBFS+DYN par rapport à BTD-HBFS.
En outre, nous nous intéressons à la comparaison de
H25

5 à l’heuristique de l’état de l’art Min-Fillr4 avec
BTD-HBFS+DYN et aussi à la comparaison de BTD-
HBFS+DYN basé sur H25

5 à HBFS. La figure 3(a) pré-
sente une comparaison des temps d’exécution de BTD-
HBFS+DYN avec H25

5 à BTD-HBFS+DYN avec Min-
Fillr4 tandis que la figure 3(b) le compare à HBFS.
Dans les deux cas, BTD-HBFS+DYN associé à H25

5
prouve clairement son intérêt pratique. Pour une com-
paraison plus équitable des temps cumulés d’exécu-
tion, nous nous basons sur le benchmark des instances
résolues à la fois par BTD-HBFS+DYN avec Min-
Fillr4 et par BTD-HBFS+DYN avec H25

5 . Il compte
2 013 instances résolues par BTD-HBFS+DYN avec
Min-Fillr4 en 71 249 s contre seulement 41 372 s
par BTD-HBFS+DYN avec H25

5 . Nous procédons, de
même, pour comparer HBFS et BTD-HBFS+DYN
avec H25

5 . Nous obtenons alors un total de 2 008 in-
tances résolues en 79 020 s par HBFS contre seule-
ment 43 914 s par BTD-HBFS+DYN. Le couplage de
BTD-HBFS+DYN avec H25

5 assure notamment que
les méthodes basées sur la décomposition peuvent être
compétitives vis-à-vis des méthodes n’exploitant pas
la décomposition comme HBFS. Tous ces résultats
montrent que la dynamicité exploitée au niveau de la
décomposition semble permettre à BTD-HBFS+DYN
de mieux s’adapter à la nature de l’instance et d’éviter
de se baser sur une décomposition lorsqu’une résolu-
tion sans décomposition s’avère plus efficace que ce
soit globalement ou localement.

Nous focalisons maintenant nos observations sur
HBFS et BTD-HBFS+DYN associé à H25

5 . Nous écar-
tons à ce stade les instances faciles, voire parfois tri-
viales (c’est-à-dire celles résolues en moins de 10 s
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Figure 3 – Comparaison des temps d’exécution en secondes de BTD-HBFS+DYN avec H25
5 à BTD-

HBFS+DYN avec Min-Fillr4 (a) ou à HBFS (b) pour les 2 444 instances.

par HBFS). Notons que ces instances sont aussi fa-
cilement résolues par BTD-DYN+HBFS vu qu’au ni-
veau du cluster racine BTD-DYN+HBFS se comporte
comme HBFS (lorsqu’on exploite la descendance rela-
tive au cluster racine), avec aussi l’avantage de pouvoir
distinguer les composantes connexes d’une instance
ce qui n’est pas le cas de HBFS. Parmi les 794 ins-
tances restantes, pour 279 instances au moins un clus-
ter feuille de la décomposition est exploité. Autrement
dit, il existe au moins une branche de la décomposition
qui est entièrement exploitée (au sens de l’ensemble de
clusters d’origine de la décomposition). Pour 423 ins-
tances, la décomposition n’est jamais exploitée. Cela
signifie que BTD-DYN+HBFS se comporte comme
HBFS. Pour les instances restantes, la décomposition
est exploitée jusqu’à une certaine profondeur sans pour
autant atteindre un cluster feuille de la décomposition.
Donc, en pratique, BTD-HBFS+DYN peut se com-
porter simplement comme HBFS ou faire des choix
d’exploitation des clusters d’origine de la décomposi-
tion (au lieu de leur descendance) jusqu’à atteindre le
comportement de BTD-HBFS.

Enfin nous comparons les bornes supérieures rap-
portées par HBFS et BTD-HBFS+DYN dans le cas
de dépassement du temps limite. Parmi les 304 ins-
tances qui ne sont pas résolues par HBFS, ni par BTD-
HBFS+DYN, pour 252 instances, la borne supérieure
calculée par BTD-HBFS+DYN est strictement infé-
rieure à celle de HBFS contre seulement 52 instances
pour HBFS. Cela montre que même lorsque l’instance
n’est pas résolue, BTD-HBFS+DYN est capable de
donner des approximations de meilleure qualité que
HBFS.

5 Conclusion

Les décompositions arborescentes ont déjà été ex-
ploitées avec succès pour résoudre des instances du
problème WCSP. Pour autant, leur potentiel n’a pas
été pleinement exploité notamment du fait de la qua-
lité des décompositions calculées. En effet, à l’image
de ce que fait Min-Fill, l’heuristique de référence, leur
calcul vise souvent à minimiser la taille des clusters
(afin de minimiser la borne de complexité théorique
en temps) au détriment de l’efficacité pratique de la
résolution. Aussi, pour y remédier, d’une part, nous
avons exploité le cadre de décomposition H-TD-WT
que nous avons auparavant introduit pour résoudre
des instances du problème de décision CSP. Ce cadre
vise à calculer des décompositions beaucoup plus ra-
pidement mais aussi à capturer des propriétés inté-
ressantes du point de vue de la résolution comme la
maîtrise de la taille des séparateurs avec l’heuristique
H5. L’utilisation conjointe de H5 avec BTD-HBFS a
prouvé l’intérêt de H-TD-WT. En effet, elle a non
seulement permis d’améliorer les performances obte-
nues par BTD-HBFS associé à Min-Fill mais a aussi
conduit à surclasser HBFS. D’autre part, nous avons
proposé une extension de BTD-HBFS, à savoir BTD-
HBFS+DYN, qui exploite la décomposition d’une fa-
çon dynamique. L’idée consiste à n’utiliser la décom-
position sur un sous-problème que lorsque la résolution
sans décomposition semble difficile. Cela évite de res-
treindre inutilement la liberté de l’heuristique de choix
de variables pour des sous-problèmes « faciles ». En
pratique, nous avons montré que BTD-HBFS+DYN
améliore BTD-HBFS, quelle que soit la décomposi-
tion utilisée, en nombre total d’instances et en temps.
Aussi, grâce à cette extension, les algorithmes basés
sur une décomposition présentent davantage d’intérêt
par rapport à ceux non basés sur une décomposition.
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Plusieurs extensions de ce travail semblent perti-
nentes. Par exemple, le calcul de la décomposition fait
en amont de la résolution peut, à son tour, être fait
dynamiquement. Cela semble d’autant plus intéres-
sant que la décomposition n’est pas forcément exploi-
tée avec BTD-HBFS+DYN. De plus, cela permettrait
aussi de calculer des décompositions mieux adaptées
en vue de la résolution que celles calculées uniquement
sur la base de critères structurels. Au-delà, d’autres
heuristiques d’exploitation dynamique de la décompo-
sition sont envisageables.
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Résumé

L’étude de la similarité entre deux structures pro-
téiques a fait l’objet de nombreuses recherches ces der-
nières décennies. Il est admis que des protéines présen-
tant des similarités de structure fortes ont très proba-
blement des fonctions similaires. Aujourd’hui, l’enjeu de
ces recherches est de trouver un moyen d’automatiser la
comparaison et la classification des protéines. Pour at-
teindre cet objectif, différentes méthodes ont été mises
au point et présentées dans la littérature. Parmi celles-
ci, nous nous intéressons plus particulièrement à la mé-
thode dite de ”maximisation du recouvrement des cartes
de contacts”, qui peut être transposée en un problème de
recherche de clique maximum dans un graphe. Dans cet
article nous détaillerons les étapes de cette transposition,
de la modélisation des protéines jusqu’à la résolution du
problème par un algorithme de recherche de clique maxi-
mum appelé LMC qui permet de traiter des graphes de
très grande taille, ce qui est essentielle pour aborder les
benchmarks relatifs à ce problème.

Abstract

The study of proteins structures similarities has been
the subject of numerous works over the past decades. It
is admitted that proteins sharing strong similarities will
have similar functions. Nowadays, the goal of this study
is to find a way to automate the comparison and the clas-
sification of proteins. In order to reach this goal, many
methods have been set up over the years. Among them,
we are especially interested in the Contact Map Overlap
maximization, which transforms the comparison of pro-
teins structures similarities into the search of a maximum
clique (LMC) research in a graph. In this paper we will
detail the steps of this transformation, from the model-
ling of proteins to the resolution of the problem by our
maximum clique finder algorithm LMC. This algorithm

∗Stagiaire Master I

is able to treat very large graphs, essential to deal with
the benchmarks related to this problem.

1 Introduction

Les protéines sont composées de châınes d’acides
aminés, liés par des liens peptidiques dans l’ordre in-
duit par le gène qui code ces protéines. Il existe vingt
acides aminés différents qui entrent dans leur com-
position. Lorsque les protéines sont transcrites, elles
peuvent sous certaines conditions se plier, formant une
structure tri-dimensionnelle propre à chaque type de
protéine. De nombreux biologistes estiment que leurs
fonctions sont liées à cette structure, et qu’il est donc
possible de classer les protéines en fonction de celle-ci.
Ce point de vue s’avère particulièrement intéressant
car il suppose qu’il est possible de prédire les fonctions
de certaines protéines en comparant simplement leurs
structures avec celles de protéines dont on connâıt les
fonctions.

Il existe différentes méthodes de comparaison des
structures, telles que la méthode RMSD (Root Mean
Squared Deviation) proposée par W. Kabsch dans [9],
la méthode de recouvrement des cartes de contact, ou
CMO (Contact Map Overlap), proposée par A. Godzik
dans [6], ou encore une méthode proposée plus récem-
ment par N. Malod-Dognin dans [10] basée sur les dis-
tances internes appelée DAST (Distance-based Align-
ment Search Tool). Dans ce travail, nous nous intéres-
sons particulièrement à la méthode CMO, largement
utilisée dans la littérature pour sa flexibilité, son insen-
sibilité aux translations et aux rotations ou encore ses
scores de similarités en accord avec les classifications
structurales telles que SCOP ou CATH [4].
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Le problème induit par la méthode CMO consiste à
calculer un taux de similarité entre deux structures de
protéines en se basant sur les distances euclidiennes
entre différents composants. Il s’agit d’un problème
NP-difficile [7]. La littérature fait état de nombreuses
études de ce problème, qui ont permis de développer
des méthodes complètes ou incomplètes. Parmi celles-
ci on trouve par exemples des algorithmes basés sur la
programmation linéaire et la relaxation lagrangienne
[1]. D’autres approches ont transposé le problème en
un autre problème NP-diffile, la recherche d’une clique
maximum dans un graphe [5, 11, 13]. La particularité
des graphes qui modélisent le problème par la méthode
CMO est leur très grande taille et leur densité relative-
ment faible. Pour cette raison, nous proposons d’uti-
liser l’algorithme exact de recherche de clique maxi-
mum nommé LMC [8] qui permet de trouver et prou-
ver une clique maximum dans des graphes de plusieurs
dizaines de millions de sommets en un temps raison-
nable. Pour trouver et prouver cette clique maximum,
LMC développe un arbre de recherche en suivant un
schéma branch-and-bound, et utilise un prétraitement
efficace pour éliminer les sommets qui ne peuvent pas
appartenir à une clique maximum et un raisonnement
MaxSAT incrémental pour minimiser le nombre de
branches dans l’espace de recherche.

Dans cet article, nous détaillerons la définition du
problème, puis sa résolution ; des fichiers représentants
les protéines jusqu’à la formation du graphe, permet-
tant ainsi l’utilisation de l’algorithme LMC.

2 Recouvrement des cartes de contacts

Une protéine est une châıne d’acides ami-
nés, que l’on peut représenter par une séquence
(A1, A2, . . . , An). Ces acides aminés sont plus ou moins
proches les uns des autres dans la structure tertiaire de
la protéine, qui correspond au repliement de la châıne
polypeptidique dans l’espace. Dans cette structure, et
indépendamment de la séquence codant la protéine,
des acides aminés non consécutifs peuvent se retrouver
proches en fonction des courbes qu’elle décrit. Cette
situation est illustrée par la Figure 1, qui représente
une protéine fictive composée de sept acides aminés,
dont deux d’entre eux (A2 et A6) se retrouvent proches
alors qu’ils ne sont pas consécutifs. L’objectif de la mé-
thode par maximisation du recouvrement des cartes
de contacts est de mesurer la similarité des structures
tertiaires des protéines en étudiant la proximité de ces
acides aminés non consécutifs.

A1 A2

A3

A4

A5

A6 A7

Figure 1 – Représentation schématique d’une structure
de protéine.

2.1 Définition du problème

La structure tri-dimensionnelle d’une protéine peut
être modélisée par une carte de contact qui représente
les relations de proximités des acides aminés. Une carte
de contacts peut être modélisée par un graphe non
orienté G = (V, E) dont les sommets représentent les
acides aminés de la protéine et dans lequel il existe une
arête (i, j) ∈ E si et seulement si les deux acides ami-
nés Ai et Aj ne sont pas consécutifs dans la séquence
et si la distance euclidienne de leurs carbones alpha est
inférieure à un seuil préalablement défini. La Figure 2
représente la carte de contact d’une protéine hypothé-
tique A. Dans cet exemple, le premier acide aminé est
en contact avec le troisième et le cinquième, mais pas
avec le second ni avec le quatrième. On note que la
valeur de ce seuil peut varier de manière importante
d’une étude à l’autre dans la littérature, allant de 4Å
jusqu’à 20Å [3, 12].

A1 A2 A3 A4 A5

Figure 2 – Carte de contact d’une protéine Ca.

À partir des cartes de contacts de deux protéines A
et B, leur similarité est mesurée par le nombre maxi-
mum de recouvrements entre les cartes de contacts de
A et de B . Un recouvrement est une paire de contacts
telle que les deux extrémités d’un contact dans une
première protéine sont respectivement alignés avec les
extrémités d’un contact dans une seconde protéine. Un
alignement faisable doit respecter deux restrictions :
la restriction d’exclusivité et la restriction d’ordre. La
première impose qu’un acide aminé d’une protéine ne
peut être lié à plus d’un acide aminé dans l’autre pro-
téine. La seconde impose que les alignements ne brisent
pas l’ordre des acides aminés. Prenons quatre acides
aminés Ai, Aj , Ak et Al d’une protéine A et quatre
acides aminés Bi′ , Bj′ , Bk′ et Bl′ d’une protéine B.
Deux contacts (Ai, Aj) et (Ak et Al) de A peuvent
recouvrir deux contacts (Bi′ , Bj′) et (Bk′ , Bl′) de B
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si et seulement si i, j, k et l sont dans le même ordre
que i′, j′, k′ et l′, et que l’alignement induit : Ai à
Bi′ , Aj à Bj′ , Ak à Bk′ et Al à Bl′ est une bijec-
tion. Par exemple, les recouvrements n’est pas pos-
sible si j < k et j′ > k′ ou si i = k et i′ 6= k′. La
solution optimale du problème est celle comportant le
plus de recouvrements, tout en respectant les deux res-
trictions expliquées précédemment. La Figure 3 repré-
sente une solution optimale pour deux protéines hypo-
thétiques A (identique à celle utilisée précédemment)
et B. Elle est optimale car on ne peut pas trouver
plus de recouvrements tout en respectant les restric-
tions d’ordre et d’exclusivité. Les contacts (A1, A3) et
(A1, A5) recouvrent les contacts (B1, B2) et (B1, B4)
respectivement. Les recouvrements induit l’alignement
des acides aminés. Les arêtes plus épaisses représentent
les recouvrements des contacts des protéines et les trai-
tillés représentent l’alignement des acides aminés. Les
deux restrictions impliquent que les les traitillés ne se
croisent pas.

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4

Figure 3 – Solution optimale au problème de maximi-
sation du recouvrement des cartes de contact pour deux
protéine A et B.

2.2 Transposition en un problème de clique maxi-
mum

Le problème de recouvrement maximum peut être
transposé en un problème (NP-difficile) de recherche
de clique maximum dans un graphe. En théorie des
graphes, une clique est un sous-ensemble de sommets
deux à deux adjacents. Une clique maximum d’un
graphe est une clique comportant le plus grand nombre
de sommets. Pour décrire cette transposition, nous
nous appuyons sur l’article de Dawn M. Strickland
[13], qui propose de définir un graphe spécifique, formé
à partir des cartes de contact et dont chaque sommet
représente un recouvrement faisable de deux contacts.
Une clique maximum donne la maximisation du recou-
vrement faisable des cartes de contact.

Pour construire ce graphe, on utilise l’ensemble des
contacts Ca et Cb de deux protéines A et B que
l’on souhaite comparer. On suppose que dans l’un et

l’autre, les contacts sont triés dans l’ordre alphabé-
tique. Pour chaque contact dans Ca, on crée une ligne
de sommets, et pour chaque contact dans Cb, une co-
lonne de sommets. De cette manière on forme une grille
de sommets NP = Ca×Cb, oú chaque sommet corres-
pond à un recouvrement d’un contact (Ai, Aj) dans la
protéine A avec un contact (Bi′ , Bj′) dans la protéine
B, induisant l’alignement de Ai à Bi′ et Aj à Bj′ . Une
arête est formée entre deux sommets du graphe si et
seulement si les quatre alignements représentés par ces
sommets sont tous faisables simultanément. La Figure
4 reprend l’exemple de la Figure 3 et illustre le graphe
obtenu avec les cartes de contact de ces deux protéines
fictives.

A1A3 A1A5 A2A4

B1B2

B1B4

B2B4

Figure 4 – Grille représentant un recouvrement possible.

Une clique dans ce graphe induit un alignement fai-
sable des acides aminés qui n’est pas nécessairement
optimal. Une clique maximum donne un alignement
optimal. Ce graphe spécifique permet donc de transpo-
ser le problème de maximisation du recouvrement des
cartes de contact en problème de recherche de clique
maximum. Grâce à cela, nous serons en mesure d’uti-
liser l’algorithme LMC [8].

3 Procédures et perspectives

Notre objectif est de mettre en œuvre cette méthode
afin de transformer les instances des benchmarks de la
littérature concernant les structures de protéines en
instances pouvant être traitées par le solveur LMC.
Nous prévoyons dans un premier temps de tester la
conversion des instances et leur résolution sur le même
ensemble de protéines que celui utilisé dans l’article de
Dawn M. Strickland [13]. Par la suite, et en fonction
des résultats que nous obtiendrons, nous testerons des
ensembles de protéines plus larges.

La première étape consiste à analyser les fichiers
représentant la structure tri-dimensionnelle des pro-
téines. Ces fichiers proviennent de la Protein Data
Bank (PDB) [2], une très large base de données. Ces
fichiers PDB contiennent les coordonnées en trois di-
mensions des différents atomes constituant les acides
aminés de la protéine. En fonction d’un seuil et de
la distance euclidienne entre les carbones alpha des

Actes JFPC’2017

199



acides aminés, nous formons une matrice d’entiers re-
présentant les contacts entre acides aminés. Lorsque la
distance euclidienne entre les carbones alpha de deux
acides aminés est inférieure à ce seuil, ils sont consi-
dérés comme étant en contact. Une fois achevée, cette
matrice représente une carte des contacts de la pro-
téine. Dans un deuxième temps à partir de deux ma-
trices représentant deux protéines différentes, est créé
le graphe synthétisant les alignements deux à deux
compatibles, suivant la méthode de Dawn M. Strick-
land. À partir de ce graphe, nous utiliserons l’algo-
rithme LMC afin d’en déterminer la clique maximum.

L’algorithme LMC, abréviation pour Large Max
Clique, est très performant sur les graphes constitués
d’un grand nombre de sommets avec une faible den-
sité d’arêtes et semble donc particulièrement intéres-
sant pour traiter les instances de ce problème. C’est un
algorithme suivant un schéma branch-and-bound dont
l’efficacité repose sur une procédure de pré-traitement
qui élimine les sommets ne pouvant faire partis de la
solution et un raisonnement MaxSAT incrémental per-
mettant de minimiser le nombre de branches dans l’es-
pace de recherche.

Le pré-traitement utilise la notion de noyau. Pre-
nons un graphe non orienté G = (V,E). Un noyau
d’ordre k est un sous-graphe G′ dont chaque sommet
a un degré supérieur ou égal à k. L’ordre d’un sommet
v, noté k(v), est l’ordre le plus haut d’un noyau conte-
nant v. Un sommet ne peut appartenir à une clique
de taille plus grande que k(v) + 1. La procédure trie
les sommets de G par degré croissant, calcule l’ordre
de chaque sommet, puis réduit ce graphe en éliminant
les sommets dont l’ordre est inférieur à la taille de la
plus grande clique déjà trouvée de G, permettant de
réduire le nombre de sommets, de dériver une grande
clique initiale et d’obtenir un ordre initial des som-
mets.

LMC minimise le nombre de branches en partition-
nant G en deux sous-graphes : G1 et G2, qui sont ini-
tialement vides, de façon à ce que la taille de la clique
maximum de G1 ne dépasse pas la taille lb de la plus
grande clique déjà trouvée de G. Pour cela, LMC teste
pour chaque sommet v de G suivant l’ordre initial des
sommets si la taille de la clique maximum de G1 avec v
est supérieure à lb, en utilisant un raisonnement Max-
SAT incrémental. Si la réponse est oui, v est ajouté à
G2, sinon, v est ajouté à G1. On dénote l’ensemble des
sommets de G1 (G2) par A et B et le sous-graphe de
G induit par A par G[A]. Notons B = {b1, b2, . . . , bk}.
LMC branche successivement en bi (i = k, k−1, . . . , 1),
pour chercher une clique maximum contenant bi dans
le sous-graphe G[{bk, . . . , bi} ∪A].

Lorsque que nous obtiendrons les résultats du sol-
veur LMC, nous les étudierons et les comparerons à

ceux de la littérature. En fonction de ces résultats,
nous souhaitons également adapter le solveur LMC
pour qu’il traite de façon plus spécifique ces pro-
blèmes, en tirant avantage par exemple des propriétés
du graphe obtenu par la méthode de Dawn M. Strick-
land.
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contraintes

Pierre Talbot∗ Clément Poncelet

Institut de Recherche et Coordination Acoustique/Musique (IRCAM)
Université Pierre et Marie Curie, Paris, France

{talbot,poncelet}@ircam.fr

Résumé

La vérification de modèles consiste à établir la satis-
fiabilité d’une formule logique pour un système donné.
Ceci implique l’exploration des états du système par des
algorithmes de recherche exhaustifs pouvant être cou-
teux. Ces algorithmes sont souvent propres aux outils de
vérification de modèles et, à l’instar de la programma-
tion par contraintes, efficaces seulement pour une classe
de problèmes. Ces outils manquent donc de modula-
rité. Afin de résoudre ce problème, nous proposons le
paradigme de programmation espace-temps, basé sur la
théorie des treillis et la programmation synchrone, qui
considère une stratégie de recherche comme un ensemble
de processus collaborant pour explorer un espace d’état.
Nous utilisons ce langage pour réunir la programmation
par contraintes et la vérification de modèles et explorons
son utilité pour vérifier des propriétés logiques.

Abstract

Model-checking is a paradigm for verifying logic pro-
perties on a given system by exploring exhaustively the
state-space of the system. However, and similarly to
constraint satisfaction problems, there is not a single al-
gorithm working well for all problems. The existing tools
lack of modularity and compositionality. To solve these
problems, we propose spacetime programming, a para-
digm based on lattices and synchronous process calculi
that views search strategies as processes working collabo-
ratively towards the resolution of a CSP. Using this lan-
guage, we investigate relations between model-checking
and constraint programming for verifying properties on
a model.

1 Introduction

La vérification de modèles [1]—model-checking en
anglais—est une technique qui vise à établir la satis-

∗Papier doctorant : Pierre Talbot est auteur principal.

fiabilité de propriétés logiques pour un modèle donné.
De nombreux vérificateurs de modèles ont été implé-
mentés et utilisés en industrie pour vérifier des sys-
tèmes imposants [19, 2, 11]. Malgré cela, le problème
de l’explosion d’espace d’état est fréquemment rencon-
tré et la vérification d’un modèle devient trop couteuse
(en temps ou en espace mémoire).

Pour palier à ce problème, plusieurs techniques et
paradigmes sont utilisés dont la programmation par
contraintes [6, 7, 16]. Les approches existantes pro-
posent des algorithmes efficaces pour une classe spéci-
fique de problème et leurs extensions restent difficiles.
De plus, la combinaison du paradigme par contraintes
avec la vérification de modèle est enchevêtrée et diffi-
cile à comprendre.

Nous proposons d’utiliser spacetime, un paradigme
de programmation basé sur la théorie des treillis et la
programmation synchrone (section 3). Un programme
spacetime considère des stratégies de recherche comme
des processus qui explorent simultanément un espace
d’état. On compose ensuite ces stratégies à l’aide d’un
temps logique, propre au paradigme synchrone, qui
synchronise les processus. De cette façon, nous utili-
sons la programmation par contraintes pour détecter
les états inatteignables d’un modèle (section 4). Dès
lors, l’idée principale est de composer la stratégie de
recherche permettant de montrer la satisfiabilité d’un
problème de contraintes avec celle permettant de vé-
rifier des propriétés sur les états du système.

Ces travaux sont préliminaires et le système pré-
senté dans cet article reste en cours d’implémentation.
Nous avons néanmoins un compilateur d’un fragment
du langage présenté qui permet de spécifier des stra-
tégies d’exploration 1.

1. Disponible publiquement sur github.com/ptal/bonsai.
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2 Préliminaires

2.1 Vérification de modèles

La vérification de modèles [1] consiste à établir la
satisfiabilité d’une formule logique Φ pour un modèle
M donné. Ce problème suppose deux modélisations :
celle du système (sous la forme d’une machine à état
fini) et de la propriété à satisfaire (sous forme d’une
formule logique). Une formule Φ est composée de plu-
sieurs formules atomiques définissant l’ensemble AP
qui est soit une étiquette du modèle—signifiant “mon
état est dans ce nœud”—ou une contrainte sur des va-
leurs de variables (e.g. x > 0). Une méthode d’étique-
tage (couramment dénotée L) retourne pour un état
s de M l’ensemble des formules atomiques satisfaites
par s. Le modèleM est ensuite parcouru pour vérifier,
si pour chaque état s, l’ensemble retourné par L(s)
satisfait la formule Φ. Finalement, le résultat d’une
vérification de modèles est soit la confirmation de la
satisfaction de Φ par le modèleM, soit son infirmation
accompagnée d’un contre-exemple guidant l’utilisateur
depuis un état initial deM jusqu’à un état atteignable
serreur invalidant la propriété Φ.

Les algorithmes de parcours deM sont au centre de
la complexité des vérificateurs de modèle qui pour les
plus simples sont une extension des parcours en pro-
fondeur ou en largeur d’un graphe. En revanche, les
plus compliqués (par exemple [4]) visent à combiner
différents algorithmes d’exploration pour optimiser le
temps et l’espace nécessaire lors du calcul de la satis-
fiabilité de Φ.

Formellement, on définit un modèle M comme un
ensemble de graphes de programme (modélisant le
graphe de flux de contrôle -CFG- et les synchronisa-
tions de chaque programme) : PGi = 〈Loc,Effect, ↪→
, Loc0, g0〉i sur un même ensemble d’actions Actτ ,
d’instructions Stmt et de variables V ar, où :

(i) Loc est un ensemble de nœuds (en anglais loca-
tions) ;

(ii) Effect : Stmt × Eval(V ar) → Eval(V ar) est un
ensemble de fonctions d’effets ;

(iii) ↪→: Loc×Cond(V ar)×Act×Stmt ×Loc est l’en-
semble de transitions ;

(iv) Loc0 ⊆ Loc est un ensemble des nœuds initiaux ;

(v) g0 ∈ Cond(V ar) est un ensemble de conditions
initiales sur les variables de PGi.

Avec Cond(V ar) l’ensemble des conditions booléennes
sur l’ensemble V ar et Eval(V ar) la fonction d’éva-
luation de variables. On notera ` −−−−→g:a:α

`′ pour
〈`, g, a, α, `′〉 ∈↪→ avec ` le nœud source et `′ le nœud
cible d’une transition, g sa garde (la condition pour
la prise de cette transition) et a (resp. α) l’action de
communication (resp. l’effet) de celle-ci.

La sémantique d’un ensemble de graphes de pro-
gramme est définie par un système de transition
TS qui décrit le comportement de n programmes
PG1‖ . . . ‖PGn s’exécutant en parallèle. TS est défini

par 〈~S,Act,→, ~I, AP,L〉 où : (i) ~S = 〈s1, . . . , sn〉
avec si : Loci × Eval(V ar) est une paire consti-
tuée d’un nœud du programme PGi et des valeurs
de ses variables ; (ii) Act =

⋃
i∈[1...n]Acti ∪ τ

est l’ensemble des actions des programmes avec
l’action τ spécifiant les transitions internes d’un
système ; (iii) →: ~S × Act × ~S sont les transitions

possibles définies ci-après ; (iv) ~I = 〈I1, . . . , In〉
le vecteur d’états initiaux, (v) AP =

⋃
APi

est l’ensemble des propositions atomiques, et
(vi) L(〈`, η〉) = {`} ∪ {g ∈ Cond(V ar) | η |= g} est
la fonction d’étiquetage retournant les propositions
atomiques satisfaites pour un état s = 〈`, η〉 ∈ ~S. Les
transitions → sont définies par les règles suivantes :

si = 〈`i, ηi〉 −−−−→g:τ :α

i
〈`′i, η′i〉 = s′i ηi |= g

〈s1, . . . , si, . . . , sn〉 −→τ 〈s1, . . . , s′i, . . . , sn〉

avec η′i = Effect(α, ηi)

si = 〈`i, ηi〉 −−−−−−→gi:a?:αi

i
〈`′i, η′i〉 = s′i ηi |= gi

sj = 〈`j , ηj〉 −−−−−→gj :a!:αj

j
〈`′j , η′j〉 = s′j ηj |= gj

〈s1, . . . , si, . . . , sj , . . . , sn〉 −→a 〈s1, . . . , s′i, . . . , s′j , . . . , sn〉

avec η′k = Effect(αk, ηk) pour k = i, j et a ∈ Act.

Nous définissons la fonction post(~S) = {` −−−−→g:a:α
`′|s =

〈`, η〉 ∈ ~S ∧ 〈`, η, g, a, α, `′, η′〉 ∈→} qui pour un en-

semble d’états ~S retourne toutes les transitions actives
des graphes de programmes sous-jacents.

Pour représenter nos propriétés à vérifier, nous
considérons dans ce papier un sous-ensemble de la lo-
gique du temps arborescent—plus connue sous le nom
de computation tree logic (CTL) [3]. Une formule CTL
se décompose en deux parties : les propriétés sur les
états, notées Φ, et celles sur les chemins, notées ϕ.
Nous utilisons la syntaxe classique pour les états et
le chemins sur l’ensemble des propositions atomiques
AP :

Φ ::= true | a | Φ1 ∧ Φ2 | ¬Φ | ∃ϕ | ∀ϕ

ϕ ::= © Φ | Φ1 U Φ2

avec a ∈ AP .
Pour terminer, nous appelons Sat l’ensemble des

états satisfaisant une formule CTL Φ. Un modèle sa-
tisfait une propriété Φ si ∃i ∈ I | i |= Φ, c’est-à-dire si
au moins un de ses états initiaux satisfait la formule
Φ.
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2.2 Programmation par contraintes

La programmation par contraintes est un paradigme
déclaratif constitué de variables, définies sur des do-
maines, et des relations entre ces variables—appelées
contraintes. On définit un problème de satisfaction de
contraintes—Constraint Satisfaction Problem (CSP)
en anglais—comme un tuple 〈d,C〉 où d est une fonc-
tion des variables vers un ensemble de valeurs, ap-
pelé le domaine de la variable, et C est l’ensemble
des contraintes posées sur les variables. En pratique,
un CSP est résolu en entrelaçant deux étapes : la pro-
pagation qui enlève les valeurs des domaines qui ne
satisfont pas au moins une contrainte, et une étape de
recherche qui permet de faire un choix lorsqu’on est
“bloqué” et de revenir en arrière si le choix était mau-
vais. Dans cette article, on considère les algorithmes
de recherche exhaustifs sur des domaines finis. Nous
donnons quelques définitions mathématiques telles que
trouvées dans [22].

Formellement, on considère un ensemble de variables
X et un ensemble de valeurs V. Une affectation d’une
variable à une valeur est une fonction a : X → V.
On note l’ensemble de toutes les affectations avec l’ex-
ponentiation ensembliste Asn := VX . Une contrainte
c ∈ 2Asn est l’ensemble de toutes les valeurs accep-
tées par cette contrainte. Une affectation a ∈ c est une
solution de la contrainte c. Sans perdre en généralité,
on considère qu’une variable est toujours contrainte
par un domaine et on définit la fonction d tel que
d : X → Asn. Par conséquent, un domaine est un
ensemble d’affectations et est défini par la contrainte
con(d) := {a ∈ Asn | ∀x ∈ X : a(x) ∈ d(x)}. Les solu-
tions d’un CSP 〈d,C〉 sont définies par sol(〈d, C〉) :=
{a ∈ con(d) | ∀c ∈ C : a ∈ c}.

Opérationnellement, les contraintes sont implé-
mentées par des algorithmes de filtrage—appelés
propagateurs—réduisant le domaine des variables. Soit

l’ensemble des domaines Dom := 2V
X

, un propagateur
p est une fonction p : Dom → Dom qui doit vérifier
deux propriétés :

(P1) Contractant : ∀d ∈ Dom, p(d) ⊆ d ce qui signifie
que p peut seulement réduire les domaines.

(P2) Correct : ∀d ∈ Dom et ∀a ∈ d, p({a}) = {a}
implique a ∈ p(d). Le propagateur p ne peut pas
rejeter des affectations valides.

Le rôle d’un propagateur est donc de réduire les do-
maines mais aussi de vérifier si une affectation est va-
lide. Un propagateur p ∈ P , où P est l’ensemble des
propagateurs, induit une contrainte c tel que cp :=
{a ∈ Asn | p({a}) = {a}}. Un problème de propaga-
tion 〈d, P 〉 est un CSP 〈d, {cp ∈ C | p ∈ P}〉.

Soit un problème de propagation 〈d, P 〉 et
p1, . . . , pn ∈ P , l’étape de propagation consiste à obte-

inputs outputs

synchronous program

push 0..Ndequeue

spacetime extension

local

global

queue

Figure 1 – Extension espace-temps du paradigme
synchrone.

nir un point fixe où d′ ⊆ d, p1(. . . pn(d′)) = d′, c’est-à-
dire que les propagateurs ne peuvent plus réduire les
domaines. La théorie de la propagation étudie des al-
gorithmes permettant d’obtenir ce point fixe le plus
rapidement possible [22].

L’étape de propagation ne permet pas de résoudre
un problème de contraintes. En effet considérons x 6=
y avec x, y = {1, 2}, le propagateur p6= ne peut pas
réduire davantage les domaines sans violer P2. Par
conséquent on doit faire un choix afin d’énumérer les
solutions possibles. La technique usuelle est d’utiliser
une fonction branch : Dom → 2Dom qui divise les
domaines tel que ∀d.sol(d) =

⋃
d′∈branch(d) sol(d

′).

3 Programmation espace-temps

3.1 Définitions

Un ensemble ordonné 〈D,≤〉 est un treillis com-
plet si chaque sous-ensemble S ⊆ D a une plus petite
borne supérieure et une plus grande borne inférieure.
Un treillis complet est toujours borné, c’est-à-dire qu’il
possède un supremum > ∈ D tel que ∀x ∈ D.x ≤ >
et un infimum ⊥ ∈ D tel que ∀x ∈ D.⊥ ≤ x.

Dans cet article, on considère la relation de déduc-
tion x |= y ≡ y ≤ x pour x, y ∈ D qui signifie que
y peut être déduit de x. On parle aussi de l’opération
de jointure x ∨ y qui est égale à la plus petite borne
supérieure de l’ensemble {x, y} dans l’ensemble D. On
note x← y pour x = x ∨ y.

3.2 Paradigme de programmation

La programmation espace-temps—dont nous appel-
lerons le langage spacetime—est un paradigme qui
étend le modèle synchrone [8] avec des variables
définies sur des treillis et un opérateur de non-
déterminisme (dans le sens du backtracking ici). L’exé-
cution d’un programme synchrone est décomposée en
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une séquence d’instants logiques conceptuellement ins-
tantanés. Le programme produit donc des valeurs à
l’instant t en fonction de l’instant t− 1 et de signaux
de l’environnement. Le paradigme synchrone permet
de mettre en parallèle des processus de manière déter-
ministe qui avancent simultanément d’instant en ins-
tant.

En spacetime, on voit un processus comme une
stratégie d’exploration d’un espace d’état et un pro-
gramme comme un ensemble de processus évoluant
de manière synchrone. De plus, nous utilisons des va-
riables avec une structure de treillis ce qui permet aux
processus d’interagir dans l’instant sans que cela pose
les problèmes habituels de deadlock ou d’indétermi-
nisme. En effet, lorsque deux processus écrivent dans
une variable en même temps, la valeur écrite est au-
tomatiquement combinée grâce à l’opérateur de join-
ture du treillis [21]. Ces treillis sont programmés dans
un langage hôte, Java dans notre cas, sous forme de
classes et nous imposons que toutes méthodes sur ces
treillis soient monotones : on ne peut que rajouter de
l’information. Cette idée de méthodes monotones sur
des objets avec une structure de treillis nous vient du
langage BloomL [5] utilisé pour programmer des sys-
tèmes distribués.

Dans la Figure 1, nous voyons dans la partie haute
qu’un programme synchrone répond à des stimulus ex-
ternes et peut stocker des variables dans une mémoire
globale—préservant la valeur des variables au travers
des instants—ou locale à l’instant courant. Afin de re-
présenter le non-déterminisme, nous utilisons une troi-
sième mémoire, sous forme de file, représentant l’es-
pace d’état restant à explorer. À chaque instant, un
nœud est enlevé de cette file et instancié. À la fin
de chaque instant, l’opérateur non-déterministe space

nous permet d’ajouter N éléments dans cette file re-
présentant N nouveaux états successeurs à explorer
dans les prochains instants. Lors de la déclaration
d’une variable, nous utilisons trois attributs afin de
distinguer dans quelle mémoire on stock les variables :
(1) single_time pour les variables dans la mémoire lo-
cale qui sont ré-initialisées à leur valeur d’origine entre
chaque instant ; (2) single_space pour les variables
dans la mémoire globale et (3) world_line pour les
variables se plaçant dans la file. Pour les variables
single_space et world_line, on impose que leur évo-
lution soit monotone pour l’entièreté ou un chemin de
l’exploration de l’espace d’état.

3.3 Un solveur de contraintes minimal

Le paradigme espace-temps est utile pour isoler
les différents composants d’un solveur de contraintes
dans des processus distincts. On considère un sol-
veur basique mais fonctionnel basé sur la bibliothèque

Choco [17]. En particulier, nous considérons les classes
VStore et CStore qui sont des abstractions (sous
forme de treillis) des variables et des contraintes utili-
sées en Choco 2.

Nous utilisons spacetime pour programmer des stra-
tégies d’exploration de l’arbre généré par la résolution
d’un problème de contraintes. Afin de pouvoir compo-
ser des stratégies, nous utilisons l’interface suivante :

interface Search =
proc search;

end

Elle impose aux modules qui vont l’implémenter de
spécifier un processus qui s’appelle search. On utilise
un module principal implémentant cette interface pour
composer les différentes sous-stratégies :

module Solver implements Search =
ref world_line VStore domains;
ref world_line CStore constraints;
proc search =
trap FoundSolution in

par

|| stop on solution()
|| propagation()
|| branch()
end

end

[...]

Ce module reflète la définition mathématique d’un
CSP 〈d,C〉 au travers des variables domains et
constraints. Le mot-clé ref permet de référencer des
variables qui sont des paramètres du module. En ef-
fet, le modèle du CSP est donné en entrée du module
et est défini de manière usuelle à l’aide des méthodes
du système de contraintes sous-jacent. Les différents
composants de l’algorithme d’exploration sont codés
séparément et composés à l’aide de l’instruction pa-
rallèle par. Cet opérateur parallèle est compilé vers
du code séquentiel et n’est donc pas un parallèle au
sens du multithreading. Tous les processus utilisent la
boucle loop P qui exécute le programme P indéfini-
ment. Afin de respecter la condition qu’un instant doit
être “instantané”, il faut que P contienne l’instruction
pause, retardant l’exécution du reste du processus à
l’instant suivant.

Le premier processus permet d’arrêter l’exploration
lorsqu’on a trouvé une solution :

proc stop on solution =
loop

when domains |= constraints then

exit FoundSolution;
end

pause;
end

2. Le code correspondant est relativement court : 200 lignes
de code.
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On utilise l’expression conditionnelle when afin de lan-
cer l’exception FoundSolution lorsqu’on a trouvé une
solution. Quand l’exception est lancée, le corps de l’ins-
truction trap est terminé dans l’instant suivant et
dans ce cas, le programme sera arrêté. L’expression
domains |= constraints est vraie lorsqu’on peut dé-
duire les contraintes du domaines, c’est-à-dire lors-
qu’on a une solution au CSP (on décrit cette relation
plus en détail en section 6).

On délègue la propagation des domaines au solveur
Choco via le code suivant :

proc propagation =
loop

constraints .propagate(domains);
pause;

end

On appelle la méthode propagate sur les contraintes
qui va se charger de réduire les domaines. Cette opé-
ration est bien monotone vu qu’on ne fait que rajouter
de l’information dans les domaines.

Finalement, le processus branch se charge de couper
le domaine des variables :

proc branch =
loop

single_time IntVar x = fail first var (domains);
single_time Integer v = middle value(x);
space

|| constraints <- x.leq(v);
|| constraints <- x.ge(v);
end

pause;
end

end

Ce processus décrit l’arbre de recherche avec une stra-
tégie “fail-first”. Elle choisit la variable x qui a le plus
petit domaine afin de “rater au plus vite” et ne pas
s’aventurer trop loin dans l’arbre—ce qui a un coût
non négligeable. La fonction middle_value permet en-
suite de récupérer la valeur v représentant le milieu du
domaine. Finalement, l’arbre est construit avec l’ins-
truction space qui décrit deux futurs différents : dans
l’un x ≤ v et dans l’autre x > v.

4 Description de l’espace d’état

Nous reprenons les définitions des sections 2.1 et 2.2
pour définir formellement un problème de vérification
de modèles par un problème de programmation par
contraintes. Pour cela nous utilisons le langage spa-
cetime présenté en section 3 et une abstraction du
système de transition ts fournissant les méthodes sui-
vantes :

post retourne l’ensemble des transitions possibles pour
l’état courant du système. Le comportement de
cette fonction suit la définition de la section 2.1

sans se soucier des valeurs des variables (nous pro-
jetons un état du système sur les nœuds courants
des programmes uniquement, dénotés ~̀).

apply applique une transition à l’état courant du sys-
tème. Ceci a pour effet de mettre à jour l’état du
système en fonction de la transition.

4.1 Mise en commun des deux formalismes

L’espace d’état d’un problème de vérification de mo-
dèles doit être compris en terme d’une structure de
treillis. De la sorte, on peut utiliser ce système comme
une variable dans un programme spacetime. Les no-
tations de ces deux formalismes ont l’équivalence sui-
vante : la vérification de modèles utilise les ensembles
V ar, Eval(V ar) dénotés η et Effect qui correspondent
respectivement aux ensembles X , à la fonction d’affec-
tation a et à l’ensemble Asn définis en section 2.2.

Une question importante est de transformer le mo-
dèle vers un programme spacetime correspondant. On
définit le système de transition abstrait ts, de sorte que
chaque variable d’un graphe de programme PG soit
définie sur un domaine. L’union de ces variables forme
donc le premier élément d d’un CSP 〈d,C〉. Les gardes
des transitions peuvent être ajoutées à l’ensemble C
sans traitement particulier. En revanche les affecta-
tions, par exemple x := x + 3, ne peuvent pas être
directement transformées vers une contrainte (car la
contrainte correspondante est insatisfiable). L’idée est
d’utiliser les contraintes de flux [12] et de considérer
une variable x comme un flux de valeurs x1, . . . , xn où
xi est la ième affectation de x. De cette manière l’af-
fectation précédente est transformée vers la contrainte
xi+1 = xi + 3. Ces contraintes de flux permettent de
lier les variables du problèmes de contraintes dans des
états différents du modèle—nous revenons sur ce point
en section 4.2.

L’espace d’état est un treillis de la forme 〈cs, ~̀〉 où :
cs : 〈d,C〉 est le système de contraintes courant, et
~̀ : Locn est l’ensemble des n nœuds actifs de l’état

courant (pour chaque PGi avec 1 ≤ i ≤ n).

L’ordre de ce treillis est défini tel que 〈cs, ~̀〉 ≤
〈cs′, ~̀′〉 si cs < cs′ ou si cs′ = cs alors ~̀ ≤ ~̀′. Ceci
nous permet de détecter que l’on repasse sur un nœud
déjà visité, c’est-à-dire quand (~̀ = ~̀′) sans avoir plus
d’information (cs |= cs′).

On implémente en spacetime le module principale
ModelChecker :

module ModelChecker =
world_line VStore domains;
world_line CStore constraints;
world_line TS ts;
[...]
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À l’instar de Solver (section 3), ce module contient
le CSP courant avec les variables domains et
constraints. Le type de la variable ts est la classe
Java TS fournissant les méthodes post et apply. On re-
marque que ces variables sont déclarées avec l’attribut
world_line ainsi, lors d’un retour en arrière dans l’es-
pace d’état, elles seront automatiquement restaurées.

4.2 Création de l’espace d’état

Une transition sur le treillis traduit “un pas” dans
la vérification du modèle. Selon la définition de post
et avec m la somme du nombre des transitions ac-
tives pour chaque graphe de programme, nous avons
m transitions. Pour notre problème de contraintes, un
pas implique : (i) le calcul des transitions possibles

à partir de l’état courant ~̀, (ii) pour chacune de ces
transitions `i −−−−→g:a:α

`′i :

1. le calcul de l’état cible `′, et,

2. l’ajout de la garde g et affectation α dans l’en-
semble de contraintes : C ′ = C ∧ g ∧ α.

(iii) le calcul du prochain “pas” pour chaque état cible,

avec comme état du treillis 〈cs′, ~̀′〉.
Remarque : Il est possible que deux transitions

soient appliquées (si une communication est présente),
dans ce cas notre système de transition retourne
l’union des deux gardes (g = g1 ∧ g2) et des deux af-
fectations (α = α1 ∧ α2) pour traiter l’étape ii.2.

De ces définitions, on implémente le processus qui
définit l’espace d’état :

module ModelChecker =
[...]
proc model checker =
par

|| next transition ();
|| prune unreachable ();
end

Le processus model_checker lance deux processus
en parallèle : next_transition s’occupe de passer
les transitions suivantes du système ts, et prune_-

unreachable surveille l’état du système courant et
coupe les états non atteignables. Le premier est im-
plémenté comme suit :

proc next transition =
loop

single_time Set<Transition> next transitions =
ts .post(domains, constraints);

space t in next transitions
|| ts .apply(t, domains);

constraints <- t.guards();
constraints <- t.effects();

end;
pause;

end

Le calcul des prochaines transitions est donc géré par
l’appel post sur la variable ts qui retourne un en-
semble de transitions. On visite chacune de ces tran-
sitions dans des instants futurs. En programmation
par contraintes, il s’agit de la fonction branch pré-
sentée à la section 3. On utilise la syntaxe t in

next_transitions pour créer dynamiquement m fu-
turs possibles (et donc passage de transition). On ap-
plique les effets de la transition en réalisant la jonction
des gardes et des effets de la transition courante avec
les contraintes courantes constraints. Cette instruc-
tion modélise le non-déterminisme présent dans une
simulation de modèle lorsque plusieurs transitions sont
applicables ; c’est la séparation de l’espace d’état des
transitions.

Les contraintes jouent un rôle majeur pour dé-
tecter les états inatteignables et vérifier la satisfia-
bilité du problème de contraintes courant. On sait
que résoudre un problème de contraintes nécessite sa
propre exploration d’un espace d’état : dans chaque
état nous calculons une solution du problème de
contraintes courant. On note cependant que le pro-
blème de contraintes n’est pas ré-initialisé et qu’on
repart en fait de la solution précédente, devenue par-
tielle à cause des nouvelles variables de flux générées
et contraintes.

proc unreachable prune =
loop

universe

Solver solver = new Solver(domains, constraints);
solver . solve ();

end

when not(domains |= constraints) then

prune;
end

pause;
end

On utilise l’instruction universe pour encapsuler la
résolution du problème de contraintes. Cette instruc-
tion a pour effet de créer une nouvelle file et d’être
exécutée tant que la file n’est pas vide, qu’une ex-
ception est lancée ou que le programme est terminé.
Ce mécanisme est bien connu dans les langages syn-
chrones sous le terme de raffinement temporel [15]. De
plus, nous verrons en sections 5 et 6 que cette réso-
lution est combinée avec la vérification de propriété
logique. Finalement, si le problème est montré insa-
tisfiable, alors on coupe l’espace d’état courant avec
l’instruction prune, on ne veut pas explorer de transi-
tions supplémentaires.

5 Formule comme stratégie d’exploration

Nous avons vu en section 2.1 que l’algorithme d’ex-
ploration d’un modèle dépend de la formule logique à
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vérifier. Les deux logiques les plus répandues sont Li-
near Temporal Logic (LTL) et Computation Tree Logic
(CTL). Nous nous restreignons à un sous-ensemble de
ces logiques pour vérifier des propriétés de sécurité—
safety en anglais—sur les états du système de transi-
tion. La logique considérée ici est la suivante :

φ ::= c | φ1 ∧ φ2 | ¬φ | ∀♦c | ∃♦c

L’unique atome c ∈ C est une contrainte définie sur
les variables du modèle. On remarque que les quantifi-
cateurs ne peuvent pas apparaitre en séquence et nous
expliquons cette limitation dans la section 5.1. Afin
d’encoder ces formules en spacetime, nous capturons
le comportement d’une formule dans l’interface For-

mula qui sera implémentée par les différents opérateurs
logiques que nous présentons ensuite :

interface Formula =
Consistency consistency;
proc satisfy ;

On voit un processus comme la spécification de la
formule et son implémentation sous forme de straté-
gie explorant l’espace d’états. Le processus satisfy

établit la consistance de la formule et stock le résul-
tat dans la variable consistency. Le treillis Consis-

tency contient les éléments {true, false, bot, top} où
bot ≤ false ≤ top et bot ≤ true ≤ top. La valeur bot

indique donc que la consistance de la formule n’a pas
encore été établie, true que la formule est satisfiable
et false insatisfiable.

Encodage de formules logiques La conjonction est
encodée par un module prenant en paramètre géné-
rique deux autres sous-formules :

module Conjunction<F: Formula, G: Formula>
implements Formula =
single_time Consistency consistency = bot;
ref F f;
ref G g;
proc satisfy =
par

|| f . satisfy () <*> g.satisfy()
|| consistency <- f.consistency.and(g.consistency);
end

On exécute en parallèle les deux sous-formules en ap-
pelant respectivement leur processus satisfy. On re-
marque que ces deux sous-formules sont composées à
l’aide de l’opérateur <*> : si une des deux veut couper
l’arbre—via prune—on doit tout de même attendre
la fin de l’autre processus. Par exemple, un proces-
sus peut établir que sa formule est vraie avant d’ex-
plorer l’entièreté du sous-arbre mais il faut tout de
même continuer l’exploration pour le processus paral-
lèle. Le troisième processus met à jour la consistance
de la conjonction des formules à l’aide de la méthode

and. Elle est programmée comme une conjonction clas-
sique de deux booléens où true ∧ unknown est égal à
unknown. La variable consistency est annotée avec
single_time car la consistance d’une formule n’est
valide que dans l’instant courant.

Le module Negation permet la négation d’une sous-
formule et est implémenté comme suit :

module Negation<F: Formula> implements Formula =
single_time Consistency consistency = bot;
ref F f;
proc satisfy =
par

|| f . satisfy ()
|| consistency <- f.consistency.neg()
end

Similairement à la conjonction on appelle une méthode
sur la variable consistency de la sous-formule qui,
dans ce cas, permet d’inverser la valeur de consistance.

L’encodage des quantificateurs universel et existen-
tiel autorisent la vérification de propriétés dans un che-
min. On se concentre ici sur un sous-ensemble où ∀♦c
(resp. ∃♦c) signifie que tous les (resp. un des) chemins
possèdent un état dans lequel l’atome c est vérifié. On
encode le quantificateur universel de la manière sui-
vante :

module UniversalEventually =
single_time Consistency consistency = bot;
ref Atom f;
proc satisfy =
trap TreeInconsistent in

loop

par

|| f . satisfy ()
|| tree inconsistency ()
|| path consistency()
end

pause;
end

end

proc tree inconsistency =
when f .consistency |= false /\ top then

consistency <- false;
exit TreeInconsistent;
end

proc path consistency =
when f .consistency |= true then

prune;
end

Ce module ne peut être initialisé qu’avec une formule
atomique dû aux restrictions imposées précédemment.
Le sous-processus tree_inconsistency permet de dé-
tecter que l’atome f est faux dans la branche courante
et que donc, la formule du quantificateur universel est
également fausse. La condition top est vraie lorsqu’on
est dans une feuille de l’arbre (l’espace courant est
en échec) et qu’on va revenir en arrière. Dans ce cas,
on peut établir l’inconsistance et stopper le proces-
sus en lançant l’exception TreeInconsistent qui per-
met de sortir de la boucle. À contrario, le processus
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path_consistency détecte que le chemin courant est
consistent et qu’on peut arrêter l’exploration du sous-
arbre courant, d’où l’instruction prune. Grâce à notre
définition de la conjonction, composant les processus à
l’aide de l’opérateur <*>, prune sera locale à la formule
et l’exploration du sous-arbre peut continuer dans un
autre processus.

De manière similaire, nous pouvons définir le quan-
tificateur existentiel :

module ExistentialEventually<F: Formula> =
single_time Consistency consistency = bot;
ref Atom f;
proc satisfy =
trap PathConsistent in

loop

par

|| f . satisfy ()
|| path consistency()
end

pause;
end

end

proc path consistency =
when f .consistency |= true then

consistency <- true;
prune;
exit PathConsistent;

end

Dans ce cas, on cherche à trouver un chemin consistent
et l’on s’arrête dès que l’atome sous-jacent est sa-
tisfiable. On lance également l’exception PathCon-

sistent qui permet de sortir de la boucle et arrêter le
processus.

On termine par le module Atom implémentant
une propriété atomique sous forme de système de
contraintes :

module Atom implements Formula =
single_time Consistency consistency = bot;
ref world_line VStore domains;
ref world_line CStore constraints;
ref world_line CStore property;
proc satisfy =

Entailment ent = new Entailment(model, property);
par

|| ent. entail ()
|| consistency <- ent.consistency
end

Ce module prends trois variables en paramètres : le
CSP avec les variables domains et constraints et la
propriété à vérifier property. La propriété atomique
doit être définie sur les mêmes variables que le mo-
dèle. On cherche ensuite à établir si 〈d,C〉 |= property,
c’est-à-dire si la propriété atomique peut-être dé-
duite de l’état courant. Ce problème de déduction—
entailment en anglais—a une complexité potentielle-
ment dans NP (en fonction du système de contraintes)
et nécessite donc d’être résolu également avec une stra-
tégie d’exploration. On peut réduire le coût de cette
requête de déduction car nous devons de toutes façons

prouver la satisfiabilité du CSP courant. Grâce à la sé-
mantique de composition d’espace de spacetime, nous
pouvons résoudre toutes les requêtes de déduction (gé-
nérées par les atomes) ainsi que la satisfiabilité du pro-
blème en un unique passage dans l’arbre de recherche.

On a vu en section 3 comment implémenter un sol-
veur de contraintes en spacetime et nous pouvons donc
l’utiliser pour ce problème. L’algorithme de déduction
implémenté par le module Entailment est présenté à
la section 6.

5.1 Limitation de spacetime pour LTL et CTL

Nous avons utilisé un fragment restreint des logiques
généralement utilisées en vérification de modèles telles
que LTL et CTL. Prenons l’exemple des opérateurs
“jusqu’à” Φ1 U Φ2 et “suivant”©Φ présents dans les
deux logiques. Le premier est vrai si Φ1 est vrai jus-
qu’à ce que Φ2 soit vrai. Le deuxième est vrai si dans
l’état suivant Φ est vrai. Ces formules agissent donc sur
des chemins de l’espace d’état. Considérons la formule
(©Φ1)UΦ2. On doit vérifier que Φ1 est vrai dans le
prochain état, le problème étant que dans ce prochain
état on devra également vérifier Φ1 ∧©Φ1. Intuitive-
ment, il y a deux manières de traiter le problème :

1. Par redémarrage : on“prends de l’avance”sur l’ex-
ploration dans le premier état pour vérifier ©Φ1.
On explore une partie du sous-arbre (en concor-
dance avec Φ1) et une fois la satisfiabilité établie
ou réfutée, on redémarre l’exploration à partir de
l’état courant.

2. Par duplication : la formule est dupliquée de tel
sorte que dans le second état on vérifie Φ1∧©Φ1.

Pour le moment, le paradigme de programmation
spacetime ne permet pas d’exprimer ces deux compor-
tements facilement. Notamment la duplication de code
n’est pas permise ce qui rend la deuxième proposition
difficile. Une solution serait d’introduire un opérateur
de réplication !P équivalent à P ‖ pause;P ‖ . . . tel
que trouvé dans le π-calcul [13]. Ce problème intéres-
sant est laissé à de futurs travaux.

6 Algorithme de déduction

6.1 Définitions

Lors de la résolution d’un CSP 〈d, P 〉, une optimi-
sation bien connue consiste à enlever les propagateurs
qui ne peuvent plus apporter d’information. Pour cela,
on regarde la relation 〈d, ∅〉 |= 〈d, p ∈ P 〉 que nous no-
terons plus simplement d |=d p. D’un point de vue
algorithmique la relation peut soit être vraie, fausse
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ou ne pas exister :

d �|=d
p =




|=d if ∀a ∈ d, p({a}) = {a}
6|=d if ∀a ∈ d, p({a}) = {}
�|=d

if ∃a1, a2 ∈ d s.t.
p({a1}) = {a1} ∧ p({a2}) = {}

On peut généraliser la relation sur un ensemble
de propagateurs d |=d P ce qui est équivalent
∀p ∈ P .d |=d p. En se basant sur ces définitions, on
peut définir un problème de déduction plus général
〈d, P 〉 |= 〈d, P ′〉 comme suit :

〈d, P 〉 �|= 〈d, P ′〉 =



|= if ∀d′ ∈ sol(〈d, P 〉), d′ |=d P
′

6|= if ∀d′ ∈ sol(〈d, P 〉), d′ 6|=d P
′

�|= if ∃d′, d′′ ∈ sol(〈d, P 〉),
d′ |=d P

′ ∧ d′′ 6|=d P
′

Intuitivement, on peut déduire une information P ′

d’un CSP 〈d, P 〉 si P ′ est valide pour toutes les so-
lutions de ce CSP. La non-déduction 〈d, P 〉 6|= 〈d, P ′〉
signifie qu’on ne pourra jamais déduire P ′ de 〈d, P 〉
même si on rajoute des contraintes dans P . Finale-
ment, on ne sait pas si on peut ou non déduire P ′ dans
le cas où seulement une partie du CSP permet la dé-
duction. Il manque donc des contraintes pour pouvoir
donner une réponse définitive.

6.2 Algorithme

L’algorithme spacetime suivant implémente la défi-
nition mathématique de déduction :

module Entailment =
single_time Consistency consistency = bot;
single_space Consistency entailment = bot;
ref world_line VStore domains;
ref world_line CStore constraints;
ref world_line CStore property;
proc entail =
trap Contradiction in

universe

loop

par

|| entailment on solution()
|| stop on contradiction()
pause;

end

end;
consistency <- entailment

end

proc entailment on solution =
when domains |= constraints then

entailment <- domains |= property;
end

[...]

De même que l’algorithme de satisfiabilité décrit en
section 4, la requête de déduction est locale à un

état du système de transition et il faut donc encapsu-
ler cette résolution dans un univers sous-jacent. Dans
le sous-processus entailment_on_solution, à chaque
fois qu’on est dans un nœud solution, on met à jour
le statut de la déduction avec la variable entailment.
Si entailment est égale à true ou false à la fin, c’est
qu’on a pu établir la (non-)validité de la propriété.
Dans le cas où cette variable est égale à top, c’est que
le résultat ne peut pas encore être établi. Dans ce cas,
on fait une petite optimisation en arrêtant la vérifica-
tion de la propriété courante :

proc stop on contradiction =
when entailment |= top then

prune;
exit Contradiction;

end

Il existe d’autres optimisations notamment en pre-
nant en compte que la vérification d’une propriété peut
se faire sur des nœuds non terminaux dans l’arbre d’ex-
ploration. Nous ne couvrons pas ces optimisations dans
cette article et laissons ce travail pour des travaux fu-
turs.

7 Travaux connexes

La vérification de modèles et la programmation
par contraintes ont souvent été utilisé ensemble, no-
tamment pour transformer la vérification de modèle
dans un CSP. Principalement, de nombreux travaux
utilisent la programmation logique par contraintes
(CLP). On peut également encoder un problème de
vérification de modèles en CLP et ainsi vérifier des
propriétés de sûreté et de vivacité [7, 6, 16]. En par-
ticulier, la sémantique de la logique CTL est encodée
sous forme de clauses de contraintes et le modèle est
abstrait dans un tableau pour réduire le calcul [14].

Ces travaux sont généralement proposés pour ré-
pondre à un problème venant d’une application spé-
cifique. En outre, la plupart des solutions existantes
transforment un problème de vérification de modèle
vers un problème de satisfiabilité de contraintes. Elles
permettent difficilement d’utiliser des idées d’algo-
rithmes d’exploration venant des deux mondes.

Dans un autre registre, considérer un programme
synchrone comme une formule logique a déjà été envi-
sagé pour tester des programmes dans le même para-
digme [20]. Un des avantages de cette approche étant
de rendre la formule programmée plus lisible que dans
une logique comme CTL. Cependant, cette solution est
spécialisée aux systèmes synchrones et ne permet pas
de programmer l’exploration d’un espace d’état.
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8 Conclusion

Nous avons introduit formellement le domaine de
la vérification de modèle et de la programmation par
contraintes. Nous proposons d’utiliser le paradigme
espace-temps afin d’explorer des pistes communes aux
algorithmes d’exploration utilisés par les deux do-
maines. Ceci nous permet de spécifier un algorithme
de vérification de modèles utilisant la programmation
par contraintes pour vérifier les états inatteignables
d’un modèle. De plus, nous considérons la vérification
du système à partir d’une formule logique (basée sur
un sous-ensemble de CTL). L’idée est de voir cette for-
mule logique comme une stratégie d’exploration dans
l’espace d’état. Grâce à spacetime, nous pouvons com-
poser ces formules logiques avec l’algorithme de satis-
fiabilité d’un problème de contrainte. Ainsi, les pro-
cessus spacetime décrivent à la fois le parcours dans le
système de transitions—en appliquant les gardes et af-
fectations des transitions au CSP courant—et la stra-
tégie de recherche pour résoudre la satisfiabilité d’un
sous-ensemble de formules CTL.

Les travaux proposés dans cet article sont prélimi-
naires. Il va sans dire que les travaux futurs sont nom-
breux, le premier étant de terminer l’implémentation
d’un vérificateur de modèles tel que décrit dans cet
article. Le compilateur de spacetime permet de pro-
grammer des stratégies d’exploration et l’implémenta-
tion du vérificateur de modèles basé sur ces stratégies
est en cours de développement.

Une piste de recherche intéressante est de consi-
dérer les algorithmes d’exploration utilisés en vérifi-
cation de modèles. Par exemple, la stratégie de re-
cherche“à changement de contexte limité” [18, 10] per-
met d’obtenir de meilleures contre-exemples en consi-
dérant en premier lieu les chemins où les processus
s’entrelacent le moins. En fait, cette stratégie est une
instance de stratégie bien connue de la programmation
par contraintes : la recherche en profondeur limitant le
nombre d’erreur de l’heuristique—limited discrepancy
search [9].
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Mebsout, and Fatiha Zäıdi. Invariants for fi-
nite instances and beyond. In Formal Methods
in Computer-Aided Design, FMCAD 2013, Port-
land, OR, USA, October 20-23, 2013, pages 61–
68, 2013.

[5] Neil Conway, William R. Marczak, Peter Alvaro,
Joseph M. Hellerstein, and David Maier. Logic
and lattices for distributed programming. In Pro-
ceedings of the Third ACM Symposium on Cloud
Computing, page 1. ACM, 2012.

[6] Giorgio Delzanno and Andreas Podelski. Model
Checking in CLP, pages 223–239. Springer Berlin
Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 1999.

[7] Giorgio Delzanno and Andreas Podelski.
Constraint-based deductive model checking.
International Journal on Software Tools for
Technology Transfer, 3(3) :250–270, 2001.

[8] Nicolas Halbwachs. Synchronous Programming of
Reactive Systems. 1993.

[9] William D. Harvey and Matthew L. Ginsberg. Li-
mited discrepancy search. In IJCAI (1), pages
607–615, 1995.

[10] Gerard J. Holzmann and Mihai Florian. Model
checking with bounded context switching. Formal
Aspects of Computing, 23(3) :365–389, 2011.

[11] Pim Kars. The application of promela and spin
in the bos project (abstract). 1996.

[12] Arnaud Lallouet, Yat Chiu Law, Jimmy HM Lee,
and Charles FK Siu. Constraint programming
on infinite data streams. In International Joint
Conference on Artificial Intelligence, pages 597–
604, 2011.

[13] Robin Milner. Communicating and mobile sys-
tems : the pi-calculus. Cambridge University
Press, 1999.

[14] Ulf Nilsson and Johan Lübcke. Constraint lo-
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Résumé

Les méthodes classiques de résolution de problèmes
de satisfaction de contraintes alternent généralement
deux étapes : la propagation et l’exploration. La propa-
gation réduit les domaines en fonction des contraintes.
Elle peut être vue comme une étape de division de l’es-
pace de recherche en deux parties : le sous-espace in-
consistant, qui est éliminé du processus de résolution et
le sous-espace indéterminé qui contient les solutions du
problème. L’étape d’exploration consiste alors à diviser
le sous-espace indéterminé en plusieurs sous-espaces où
continuer la résolution. Cette étape est implantée dans
la plupart des solveurs de contraintes à l’aide d’heuris-
tiques de coupe qui reposent sur les domaines des va-
riables et/ou les contraintes du problème. Cet article in-
troduit une nouvelle étape dans la résolution appellée
élimination. Elle divise l’espace de recherche en deux
sous-espaces : l’espace indéterminé et l’espace consis-
tant. Elle permet de mieux tirer profit des contraintes
et ainsi d’obtenir des frontières plus pertinentes pour la
résolution. Cette nouvelle étape est basée sur une ob-
servation clé : la partie consistante d’un problème est
équivalente à la partie inconsistante du problème com-
plémentaire. Nous avons implanté cette méthode au sein
du solveur continu AbSolute. Ce solveur mixe des mé-
thodes d’Interpretation Abstraite et de Programmation
Par Contraintes, et la technique d’élimination s’y intègre
bien. Les premiers résultats expérimentaux montrent des
améliorations significatives des performances du proces-
sus de résolution.

Abstract

Classical CSP solving methods often alternate two
steps : propagation and exploration. Propagation reduces
the domains of the variables according to the constraints.
It can be seen as a discrimination of the search space in
two sub-spaces : the inconsistent one that can be dele-
ted from the solving process, and the undetermined one
which may contain the solutions. The exploration step di-

vides the undetermined sub-space into several sub-spaces
in which the search continues. This step is usually im-
plemented in solvers by split heuristics relying onto the
domains of the variables and/or the constraints of the
problem. This article introduces a new step into the
solving process called elimination. It divides the search
space into two sub-spaces : the undetermined one and
the consistent one. It allows the solver to benefit more
from the constraints, thus obtaining more significative
frontiers for the exploration. It is based on a key obser-
vation : the consistent part of a problem is equivalent
to the inconsistent part of the complementary problem.
This new step is implemented in the AbSolute conti-
nuous solver. This solver combines methods from Abs-
tract Interpretation and Constraint Programming. Our
elimination technique can be easily added in it. Preli-
minary results show significative improvements of the
solving process.

1 Introduction

La résolution de CSP implique génréralement l’al-
ternance de deux étapes : la propagation et l’explo-
ration. La propagation réduit les domaines en fonc-
tion des contraintes. L’exploration quant à elle ajoute
des hypothèses afin de diviser le problème en plusieurs
sous-problèmes plus faciles à résoudre. Dans le continu,
la méthode de résolution peut retourner un pavage
de l’espace de recherche à l’aide d’éléments simples
à manipuler (des bôıtes, en général). Ce pavage peut
correspondre à une approximation extérieure ou sur-
approximation des solutions, comme dans le solveur
Ibex [7], ou peut correspondre à une approximation
intérieure ou sous-approximation [8].

Que ce soit dans le discret ou dans le continu, il
n’existe pas une unique façon d’explorer l’espace de
recherche, et différentes heuristiques existent. Ces heu-
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(a) Sous-approximation (b) Sur-approximation

Figure 1 – Comparaison entre la sous-approximation et la sur-approximation.

ristiques utilisent généralement la taille des domaines
et/ou les contraintes afin de déterminer quelle variable
instancier ou quel domaine couper. Dans le discret, les
heuristiques les plus connues sont dom ou fail-first [13]
choisissant la variable avec le plus petit domaine, et
dom+ deg [6], dom/deg [4] et dom/w deg [5] choisis-
sant, toutes les trois, la variable en fonction de la taille
de son domaine et du nombre de contraintes dans les-
quelles elle apparâıt. Dans le continu, les heuristiques
classiques sont largest first [19] choisissant le domaine
de plus grande taille à couper, round robin, où les do-
maines sont traités successivement, ou encore maxi-
mal smear [12] basée sur les dérivées des contraintes
et choisissant le domaine avec la plus grande pente.
Plus récemment, Mind The Gaps [1] reprend l’idée de
[12, 19] et utilise des consistances partielles pour cou-
per les domaines.

Dans cet article, nous proposons d’ajouter une nou-
velle étape à la méthode de résolution continue : l’éli-
mination. Cette phase divise l’espace de recherche en
deux sous-espaces : le premier contenant uniquement
des solutions, et le second pouvant contenir des solu-
tions. Notre méthode de résolution alterne donc trois
étapes, la propagation, l’élimination et l’exploration.
Notre nouvelle étape s’inspire des contracteurs utilisés
dans Ibex ([7]) pour réaliser une exploration plus intel-
ligente, de façon assez similaire à Mind The Gaps [1].
Afin de s’abstraire de la représentation par intervalles
nous ajouterons notre nouvelle étape à la méthode de
résolution abstraite présentée dans [17]. Notons que
cette méthode permet de calculer simultanément une
approximation extérieure et intérieure de l’ensemble
des solutions.

Cet article est organisé comme suit : nous rappelons
dans la section 2 les notions préliminaires d’intrepre-
tation abstraite nécessaires à la compréhension de la
méthode de résolution présentée dans [17]. Nous pré-
sentons cette méthode dans la section 3. La section
4 introduit l’étape d’élimination. Nous nous intéresse-
rons aux performances dans la section 5. La section 6
présente les travaux futurs et la conclusion.

2 Rappels

L’interprétation abstraite (IntAbs) [9] est une théo-
rie générale de l’approximation de la sémantique des
systèmes discrets dynamiques. Sa principale applica-
tion est l’analyse statique de programmes, basée sur la
sémantique. Elle remplace les calculs trop coûteux de
la sémantique réelle par des calculs plus simples, bien
que moins précis, réalisés dans un domaine abstrait
qui écarte les détails non pertinents. De nombreux
domaines abstraits ont été proposés, réalisant divers
compromis coût/précision et adaptés à différents types
d’analyses. En particulier, pour les propriétés numé-
riques, l’IntAbs propose des domaines abstraits numé-
riques [14], qui peuvent représenter et manipuler effi-
cacement des ensembles de points dans un espace vec-
toriel représentant une sur-approximation des états de
programme accessibles. Un élément clé de l’IntAbs est
la dérivation systématique d’une analyse abstraite à
partir de la sémantique concrète par application d’une
opération d’abstraction. Cette abstraction aboutit à
une analyse statique qui est correcte par construction.

3 Résolution abstraite

En PPC, les problèmes de satisfaction de contraintes
(CSP) sont modélisés à l’aide de triplets (X ,D, C) :

— X = {x1, ..., xn}, les variables du problème
— D = {d1, ..., dn}, les domaines de ces variables

tels que xk ∈ dk,∀k ∈ [1, n]
— C = {c1, ..., cm}, les contraintes du problème

où n est le nombre de variables et m le nombre de
contraintes.

Définition 1 (Solution concrète). Une solution d’un
CSP est une instanciation de toutes les variables qui
respecte toutes les contraintes.

3.1 Un peu d’abstraction

On rappelle ici les notions importantes permettant
de définir la méthode de résolution présentée dans [17].
Résoudre un CSP revient à calculer l’ensemble S de ses
solutions. Celui-ci pouvant être trop coûteux à calculer
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(a) Intervalles (b) Octogones (c) Polyèdres (d) Ellipses

Figure 2 – Abstraction d’un ensemble de points avec différents domaines abstraits.

(ou impossible à calculer exactement dans le continu),
il peut être plus intéressant d’en trouver une approxi-
mation. Nous cherchons ainsi à manipuler un ensemble
d’instanciations, représentées par une propriété parti-
culière, plutôt que de les manipuler une à une. Cela se
traduit par la construction d’un recouvrement de l’es-
pace de recherche à l’aide d’une disjonction d’éléments
abstraits (intervalles, octogones ...).

Définition 2 (Solution abstraite). Soit S l’ensemble
des solutions concrètes, on calcule :

— une sur-approximation (ou approximation exté-
rieure) S] de S telle que : ∀s ∈ S ⇒ s ∈ S]

— une sous-approximation (ou approximation inté-
rieure) S] de S telle que : ∀s ∈ S] ⇒ s ∈ S

Une méthode de résolution est dite complète si elle
retourne une sur-approximation, et est dite correcte si
elle retourne une sous-approximation de l’ensemble des
solutions. Dans le continu, les méthodes de résolution
sont généralement complètes.

La figure 1 compare sur un même exemple le ré-
sultat obtenu par sous-approximation (1a) et celui ob-
tenu par sur-approximation (1b). Dans cet exemple on
cherche à approximer une zone (en bleu), on peut voir
que les bôıtes solutions dans la figure 1a sont totale-
ment incluses dans la zone, elles ne contiennent que
des solutions. En revanche, dans la figure 1b, certaines
bôıtes ne contiennent pas que des solutions, on a une
sur-approximation de l’espace des solutions.

Dans les deux cas, on peut juger de la qualité de la
couverture produite par un solveur selon plusieurs cri-
tères. Nous déciderons dans ce travail de se concentrer
sur deux critères :

— Le nombre d’éléments : les solveurs étant sou-
vent utilisés comme première étape d’un traite-
ment spécifique, nous essaierons ici de minimiser
le nombre d’éléments dans la couverture de l’es-
pace, pour faciliter la réutilisation des résultats
du solveur. Les avantages liés à cette réduction
peuvent être important dans le cadre d’applica-
tions d’approximations intérieures où il est plus
intéressant de recouvrir l’espace de peu de ”gros”
morceaux plutôt que de beaucoup de petits.

— La redondance : si les résultats obtenus ne s’in-
tersectent pas entre eux, alors on dit de la résolu-

tion qu’elle est non-redondante. Cette propriété
garantit qu’on ne traite pas plusieurs fois les
mêmes instanciations concrètes et peut être sou-
haitable dans le cadre d’applications à la pein-
ture industrielle, (ne pas peindre plusieurs fois
une même surface), impression 3D, etc.

La méthode de résolution que nous présentons ici est
aussi bien adaptée à une résolution complète que cor-
recte. Elle permet, avec la majorité des domaines abs-
traits utilisés, d’être non-redondante. Aussi, la tech-
nique d’élimination permet sur beaucoup d’exemples
de réduire le nombre d’éléments de la couverture.

3.2 Domaines abstraits

La méthode de résolution définie dans [17] se définit
en transposant les concepts de propagation et d’explo-
ration aux domaines abstraits. Pour approximer l’es-
pace de solutions, elle utilise des opérations sur un
nombre fini d’éléments abstraits. Cette méthode est
paramétrée par un domaine abstrait qui redéfinit les
concepts usuels de programmation par contraintes.

Les domaines abstraits sont fondés sur la notion de
treillis et permettent d’encoder un certain type d’ap-
proximation d’états. Un treillis est un ensemble muni
d’un ordre partiel (relation réflexive, transitive et an-
tisymétrique). Les domaines abstraits doivent de plus
implanter plusieurs opérations nécéssaires à leurs ma-
nipulations (union, intersection, élargissement ...). Ils
sont très largement utilisés en analyse de programmes
[9, 3] et plusieurs domaines, proposant différents com-
promis coût/précision ont été développés.

Le domaine des intervalles, par exemple, permet
d’encoder des relations de la forme :

∧
i ∈ 1..n, ai <

xi < bi où n est le nombre de dimensions de l’espace,
et ai et bi sont des constantes. Le domaine des octo-
gones [16] est plus expressif et autorise des relations
de la forme ±xi ± xj entre les variables.

La figure 2 montre l’abstraction d’un même espace
avec quatre domaines abstraits parmi les plus utilisés :
les intervalles [9], les octogones, les polyèdres [10] et les
ellipsöıdes [11].

Nous donnons ici la définition des domaines abs-
traits tels qu’utilisés dans notre méthode de résolu-
tion :
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Définition 3 (Domaine abstrait). Un domaine abs-
trait est défini par :

— un ordre partiel (E,⊆), (où les éléments de E
sont représentables sur machine),

— une fonction d’abstraction α du domaine des va-
riables vers E,

— une fonction de concretisation γ qui forme une
correspondance de Galois avec α,

— un plus petit élément ⊥,
— un plus grand élément >.

Cette définition classique, fondée sur un ordre par-
tiel, permet d’établir une hiérarchie entre éléments
abstraits. Les domaines abstraits que nous utiliserons
doivent implanter plusieurs fonctions spécifiques à la
résolution de CSP :nous ajoutons à la définition des
domaines abstraits les éléments suivants :

Définition 4 (Domaines abstraits pour les
contraintes).

— un opérateur de consistance : consE : E] → c→
E] (avec c une contrainte du problème),

— un opérateur de coupe ⊕E : E] → E]×· · ·×E],
— une fonction de taille τE : E] → R.

L’ajout d’un opérateur de consistance est nécéssaire
pour l’étape de propagation, tandis que l’opérateur
de coupe permet de définir une étape d’exploration.
Ces opérateurs étant décrits précisément dans [17] et
[18], nous ne les décrirons pas dans le détail. Voici
cependant un rappel de leur usage. L’opérateur de
consistance permet de filtrer des valeurs inconsistantes
des éléments abstraits. L’ajout d’une fonction de taille
nous permet de définir un critère de terminaison. En
effet, l’exploration d’une branche s’arrêtera lorsqu’un
élément abstrait de celle-ci est plus petit qu’une cer-
taine valeur fixée à l’avance.

L’opérateur de coupe permet de continuer la re-
cherche dans un élément après l’étape de propaga-
tion : lorsqu’un élément ne satisfait pas toutes les
contraintes, il est divisé en plusieurs sous-éléments.
Nous ne détaillerons pas les différentes heuristiques de
coupe d’un élément dans cet article, et utiliseront uni-
quement la technique de coupe largest first qui divise
chaque élément en deux, dans un axe perpendiculaire
à la plus longue dimension. Ainsi on peut redéfinir
une méthode de résolution reprenant les principes de
propagation-exploration et basée sur les domaines abs-
traits. L’algorithme 1 donne le pseudo-code de cette
méthode de résolution abstraite.

L’algorithme construit une disjonction d’éléments
abstraits. À chaque étape, l’élément courant est filtré
par rapport aux contraintes à l’aide de l’opérateur de
consistance. S’il ne satisfait pas toutes les contraintes,
il est divisé à l’aide de l’opérateur de coupe et on pro-
page les contraintes dans les éléments résultants. On

Algorithme 1 Résolution paramétrée par un domaine
abstrait A

function solve(D, C, r) . D : domaines, C :
contraintes

sols ← ∅ . solutions trouvées
explore ← ∅ . éléments à explorer

e = init(D) . initialisation

push e in explore

while explore 6= ∅ do
e← pop(explore)
e← filtre(e, C)
if e 6= ∅ then

if τA(e) ≤ r or satisfait(e, C) then
sols ← sols ∪ e

else
push ⊕A(e) in explore

end if
end if

end while
end function

repète récursivement ces étapes jusqu’à ce que les élé-
ments obtenus satisfassent les contraintes ou soient
plus petits qu’un paramètre r de l’algorithme. Si un
élément satisfait toutes les contraintes, on l’ajoute di-
rectement à l’ensemble des solutions intérieures re-
tourné par l’algorithme. Si un élément ne satisfait pas
toutes les contraintes et qu’il est trop petit pour être
divisé, il est ajouté à la liste des solutions si l’on désire
avoir une résolution complète, ou ignoré si l’on désire
avec une résolution correcte.

Les trois fonctions init, filtre et satisfait sont
génériques et ne dépendent pas de la représentation
du domaine abstrait. La fonction init crée un élément
abstrait à partir des domaines initiaux du problème.
La fonction filtre correspond à la boucle de propa-
gation, elle applique la consistance (consA) pour cha-
cune des contraintes. La fonction satisfait quant à
elle vérifie si un élément abstrait est une solution pour
toutes les contraintes, c’est-à-dire si il ne contient que
des solutions. Cette fonction correspond à un contrac-
teur tel que défini dans [7]. Ces fonctions se déduisent
facilement de la consistance utilisée et sont données
par les pseudos-codes 3, 4 et 5 en annexe.

La figure 3 montre le résultat de l’algorithme 1 pour
le CSP suivant :

x1 ∈ [−4, 10]

x2 ∈ [0, 5]

x2 ≤ x21
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Figure 3 – 229 éléments intérieurs, 310 éléments fron-
taliers.

(x1 − 9)2 + (x2 − 1.5)2 > 4

Il est intéressant de noter ici que cette méthode de
résolution permet à la fois de sous-approximer l’es-
pace de recherche en tenant compte uniquement des
éléments intérieurs, ou de le sur-approximer en tenant
compte de tous les éléments retournés. On peut alors
s’intéresser à améliorer la couverture produite par le
solveur. On peut voir sur la figure 3 que certains des
éléments intérieurs pouraient être fusionnés afin d’ob-
tenir de plus grandes boites intérieures. Cette observa-
tion traduit le fait que certaines étapes d’exploration
sont inutiles. L’étape d’élimination part de cette ob-
servation et, en utilisant les contraintes, va essayer de
trouver de plus grandes bôıtes intérieures.

4 Élimination

L’étape de propagation permet de réduire l’espace
de recherche en y retirant des sous-espaces non consis-
tants. Si elle permet alors de sur-approximer l’espace
des solutions, on peut définir un symétrique de cette
opération pour guider la résolution. Dans cette ap-
proche, nous nous intéressons à l’ensemble des instan-
ciations qui ne peuvent être des solutions. Par élimina-
tion, le reste de l’espace de recherche ne peut contenir
que des solutions. Plus précisément, on cherche à sur-
approximer l’ensemble des instanciations qui ne satis-
font pas au moins une contrainte. Nous nous référerons
par la suite à ces instanciations comme les instancia-
tions inconsistantes ou non-consistantes.

Définition 5 (Complémentaire). Soit S le complé-
mentaire des solutions du CSP, c’est-à-dire l’ensemble
des instanciations qui ne sont pas solutions.

Cet espace pouvant être incalculable, nous en calcu-

lons une sur-approximation S
]
. Cette étape est directe

car calculer S
]

revient à faire une étape de propagation
sur la négation des contraintes du CSP.

Nous pouvons alors distinguer dans l’espace de re-
cherche deux sous-espaces :

— l’ensemble des instanciations consistantes inclus
dans S]

S]

S
]

Figure 4 – Étant donnée la contrainte en bleu, la bôıte

S] sur-approxime les solutions et la bôıte hachurée S
]

sur-approxime les inconsistances.

— l’ensemble des instanciations non-consistantes
inclus dans S

]

La figure 4 donne un exemple du complémentaire
pour une contrainte donnée. Selon la contrainte en
bleu, la bôıte S] (en rose) sur-approxime les solutions

et la bôıte S
]

(hachurée en vert) sur-approxime les in-
consistances.

Nous pouvons remarquer que S] \ S] ne contient
que des solutions. De plus, S] peut se définir comme

(S] \S])∪ (S] ∩S]). Nous nous baserons sur cette ob-
servation pour proposer une amélioration de notre mé-
thode de résolution : nous pouvons directement récu-

pérer de notre espace de recherche les valeurs (S]\S]),
celles-ci étant consistantes par définition, et continuer

la résolution dans (S] ∩ S]).
Cette méthode recquiert donc de calculer les espaces

S] ∩ S] et S] \ S]. Elle n’est donc possible que si les
domaines ont un opérateur d’intersection et un opéra-
teur de différence \. La plupart des domaines abstraits
sont clos par intersection et proposent des opérateurs

d’intersection exacts ; calculer S] ∩ S] ne pose aucun

problème. Pour calculer S] \ S], il est nécessaire de
définir un opérateur de différence.

4.1 Opérateur de différence

Dans cette section, nous cherchons à séparer un élé-
ment abstrait e1 en deux sous-parties : une partie dite
consistante, qui satisfait toutes les contraintes du pro-
blème et une partie dite non-consistante, qui ne sa-
tisfait pas au moins une d’entre elles. Ces deux sous-
parties devront recouvrir entièrement e1. Nous déter-
minerons ces deux parties à l’aide d’un second élément
e2 qui sur-approxime la partie non-consistante du pro-
blème. Nous pouvons alors séparer e1 en deux parties :
e1 − e2 et e1 ∩ e2. Nous travaillerons ici avec les équi-
valents abstraits de ces deux valeurs.

Définition 6 (Opérateur de différence). Un opérateur

Actes JFPC’2017

217



c5

c4
c3

c2

c1

P1

P2

(a) Polyèdres de départ (b) Différence redondante (c) Différence non redondante

Figure 5 – Comparaison du résultat de l’opérateur de différence : P1 	 P2

de différence 	 : D] × D] → ℘(D]) est un opérateur
binaire tel que ∀e1, e2 ∈ D] :

1. |e1 	 e2| est finie

2. ei ∈ (e1 	 e2)⇒ ei ∩ e2 = ∅
3. γ(e1) = γ(e1 ∩ e2) ∪ {γ(ei) | ei ∈ (e1 	 e2)}
Grâce à cet opérateur, nous pouvons ajouter direc-

tement le résultat de e1	e2 à l’ensemble des solutions
de la résolution, et continuer la recherche dans e1∩e2.

La première condition permet de s’assurer que la
résolution produit un ensemble fini de solutions. La
deuxième s’assure que l’opérateur est correct, en effet
seules les solutions sont traitées comme des solutions.
Finalement, la troisième condition garantit la complé-
tude de la résolution, aucune solution n’est perdue.

En pratique, l’utilisation de domaines abstraits
convexes classiques (e.g., conjonctions de contraintes
linéaires), à même de représenter la négation de
contraintes, permet l’implantation d’un opérateur de
différence exact.

4.1.1 Pour les domaines convexes

Plusieurs représentations des domaines convexes
sont possibles. Dans [17], la représentation par gé-
nérateurs est utilisée pour calculer les frontières de
l’opérateur de coupe tandis que la représentation sous
forme de contraintes est préférée pour les calculs de
consistance. Nous utiliserons cette seconde représenta-
tion dans cette section. Les domaines abstraits les plus
populaires (intervalles, octogones, polyèdres) peuvent
être définis comme une conjonction de contraintes li-
néaires. En utilisant cette représentation, l’opérateur
de différence est le même pour les polyèdres, les octo-
gones et les intervalles.

Un polyèdre (resp. octogone, intervalle) peut être
défini par P = {c1, ..., cp}, où ci :

∑
ai × xi / bi, avec

/ ∈ {<,≤}. Notons ici qu’il est nécessaire de pou-
voir exprimer des contraintes strictes et des contraintes
larges afin de pouvoir exprimer exactement la négation
des contraintes.

On s’intéresse alors à la définition de la différence
de deux polyèdres P1 \ P2 : on cherche à identifier du
polyèdre P1 ses sous-parties qui n’intersectent pas P2.

Nous définissons dans un premier temps une version
redondante de cet opérateur, i.e., les éléments obtenus
peuvent avoir une intersection non vide.

Définition 7 (Différence de polyèdres). Soient deux
polyèdres P1 et P2 représentés respectivement par les
ensembles de contraintes linéaires C1 et C2. La diffé-
rence de P1 et P2 s’écrit alors comme :

P1 	 P2 , {(P1 ∩ (¬c))|c ∈ C2}

De façon évidente, 	 est un opérateur de différence
pour les polyèdres qui respecte la définititon 6.

Intuition. P1	P2 retourne un ensemble qui à chaque
contrainte de P2 associe un élement. Le nombre de
contraintes de P2 étant fini, l’ensemble est donc fini
(6.1). De plus, par définition de l’intersection, la pro-
priété (6.2) est respectée car chaque élément retourné
est inclu dans P1. Enfin, (6.3) est aussi respectée :
P1 	 P2 peut s’écrire comme P1 ∩ P2. P1 est entiè-
rement couvert par P2 et P1 	 P2 : aucune solution
n’est perdue. Toutefois, cet opérateur présente l’incon-
vénient de retourner une couverture potentiellement
redondante de P1 \P2. Nous proposons alors une amé-
lioration de cette définition pour obtenir une couver-
ture non redondante.

Définition 8 (Différence de polyèdres non redon-
dante). Soient deux polyèdres P1 et P2 représentés res-
pectivement par les ensembles de contraintes linéaires
C1 et C2, avec C2 = {c1, . . . , cp2}. On a alors :

P1	P2 , {(P1 ∩ ci) ∩ (¬cj) | i, j ∈ {1, . . . , p2}, i < j}

Pour des raisons similaires, les propriétés (6.1), (6.2)
et (6.3) de la définition (6) sont aussi respectées. Ici,
nous nous assurons de plus que pour toute paire d’élé-
ments (e1, e2) ∈ P1	P2, e1∩e2 = ∅. Ce résultat est ga-
ranti par la considération suivante : chaque élément de
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(a) Coupe (b) Élimination puis coupe

Figure 6 – Comparaison entre la coupe (figure 6a) et l’élimination suivi d’une coupe (figure 6b)

la disjonction est issu de la négation d’une et une seule
contrainte et de la conjonction des contraintes précé-
dentes de P2. Ainsi, pour tout élément ei de P1 	 P2,
tel que ei est contraint par la négation de la contrainte
ci, on a : ei a une intersection vide avec les éléments
suivant ej de P1 	 P2 tels que j > i car ceux-ci sont
tous contraints par ci.

La figure 5 montre un exemple d’application de
l’opérateur de différence à deux polyèdres. La figure
5a donne les polyèdres P1 et P2 de départ, avec P2 re-
présenté par les contraintes {c1, . . . , c5}. La figure 5b
montre le résultat de l’opérateur de différence redon-
dant, les redondances apparaissent en rose plus foncé
sur la figure. La figure 5c montre le résultat de l’opéra-
teur de différence non redondant et permet de consta-
ter qu’il n’existe plus de zones plus foncées.

Ici, P1	P2 retourne un ensemble de quatre éléments.
P2 est une conjonction de cinq contraintes. La négation
d’une d’entre elles est incompatible avec P1, elle est
ignorée.

Nous avons désormais un nouvel opérateur, avec sa
définition théorique et opérationnelle. Nous pouvons
désormais définir une nouvelle étape dans la résolution
utilisant ce nouvel opérateur.

4.2 Nouvelle étape dans la résolution

Calculer S] \ S] peut permettre de réduire l’espace
de recherche. En effet, lorsque l’on ne peut plus fil-
trer les valeurs non-consistantes du domaine des va-
riables, nous proposons une étape d’élimination avant
l’étape d’exploration. Plutôt que de diviser arbitraire-
ment un élément abstrait, l’élimination permet d’iden-
tifier les parties ne contenant que des solutions. Elle
permet d’ajouter une phase de résolution basée sur les
contraintes elle-mêmes et délaie ainsi la phase de coupe
qui effectue des choix de division plus arbitraires.

Les figures 6a et 6b comparent les résultats d’une
coupe d’un élément et d’une élimination suivie d’une
coupe pour une contrainte. On remarque que la fron-
tière de coupe ne tient pas compte de la contrainte
dans la figure 6a tandis que dans la figure 6b, les bôıtes
ne contenant que des solutions sont d’abord conservées

Algorithme 2 Résolution avec élimination

function solve(D, C, r) . D : domaines, C :
contraintes

sols ← ∅ . solutions trouvées
explore ← ∅ . éléments à explorer
e =init(D) . initialisation
push e in explore

while explore 6= ∅ do
e← pop(explore)
e← filtre(e,C)
if e 6= ∅ then

if τA(e) ≤ r or satisfait(e,C) then
sols ← sols ∪ e

else
enon−cons ← complementaire(e,C)
econs ← e	 enon−cons
for ei ∈ econs do

sols ← sols ∪ ei
end for
push ⊕A(e ∩ enon−cons) in explore

end if
end if

end while
end function

(les bôıtes totalement roses des deux côtés de la pa-
rabole). Puis l’opérateur de coupe, coupe la troisième
bôıte en deux dans la hauteur.

L’algorithme 2 donne le pseudo-code associé à notre
méthode de résolution avec la nouvelle étape d’élimi-
nation. La différence avec l’algorithme 1 apparait en
bleu. La fonction complementaire calcule enon−cons,
une sur-approximation de l’inconsistance. Puis avec
l’opérateur de différence les éléments solutions sont
conservés. Finalement, la résolution continue dans l’es-
pace de recherche indéterminé (e ∩ enon−cons).

La figure 7 montre le résultat de cette méthode sur
le CSP donné précédemment. On peut voir que sur
cet exemple, on obtient pour la même précision : 100
éléments intérieurs et 273 éléments extérieurs en alter-
nant propagation, élimination et exploration, contre
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Figure 7 – Résolution avec élimination : 100 éléments
intérieurs, 273 éléments frontaliers.

223 éléments intérieurs et 310 éléments extérieurs ob-
tenus en alternant propagation et exploration, soit près
de deux fois moins d’éléments intérieurs. On analyse
dans la section suivante plus finement les performances
de notre méthode de résolution.

5 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous expérimentons les perfor-
mances de la méthode de résolution avec élimination.
Nous avons intégré cette technique au sein du sol-
veur AbSolute 1. Celui-ci implante la méthode pré-
sentée initialement dans [17] et la technique d’élimi-
nation s’y incorpore particulièrement bien. En effet,
celle-ci requiert l’implantation notamment d’une opé-
ration de différence ensembliste. Cette opération peut
s’avérer coûteuse avec une représentation classique des
domaines des variables, tandis que l’utilisation de do-
maines abstraits permet de réduire son coût.

5.1 Présentation des problèmes

Les problèmes sélectionnés sont des problèmes de
satisfaction de contraintes, manipulant des variables
continues, qui sont issus du benchmark Coconut 2 et du
benchmark MINLP 3. Les problèmes circle, mickey et
exnewton sont des problèmes classiques d’arithmetique
d’intervalles, les problèmes non-linX et pentagon sont
des applications utilisant des systèmes d’équations non
linéaires. Le problème o32 est un problème impliquant
des constraintes quadratiques non-convexes.

5.2 Analyse

Le tableau 1 donne les résultats de la méthode de
résolution abstraite avec et sans élimination. Pour une
précision fixée de 1e−3 (i.e la taille minimale des élé-
ments retournés), nous nous intéresserons principale-
ment au nombre d’éléments retournés par l’algorithme

1. https://github.com/mpelleau/AbSolute

2. http://www.mat.univie.ac.at/~neum/glopt/coconut/

3. http://www.gamsworld.org/minlp/minlplib/minlpstat.

htm

et au volume couvert correspondant. Les exemples sui-
vants ont été réalisés avec le domaine des intervalles.

Les colonnes 1 et 2 fournissent les informations du
problème résolu, à savoir, son nom et, son nombre de
variables et de contraintes. Le reste du tableau fournit
les informations sur les deux modes de résolution com-
parés. On a respectivement avec et sans élimination :
le temps de résolution en ms (3 et 7, col t), le nombre
d’éléments intérieurs (4 et 8, col #I ), le nombre d’élé-
ments frontaliers (5 et 9, col #E ) et le volume 4 total
couvert, (6 et 10, col V ). La prise en compte — ou non
— d’éléments frontaliers permet d’avoir une résolution
respectivement correcte ou complète.

5.2.1 Résultats

On remarque que sur la majorité des problèmes tes-
tés, la résolution avec élimination permet de réduire
le nombre d’éléments abstraits nécessaires à la cou-
verture de l’espace des solutions. Aussi, notons que
ce gain d’éléments ne se fait pas au détriment du vo-
lume couvert, celui-ci étant extrêmement proche avec
les deux modes de résolution. Aussi, les temps de ré-
solution sont un peu plus longs pour la majorité des
exemples ce qui s’explique par le fait que l’on mani-
pule plus d’éléments abstraits lors de la résolution : en
effet pour chaque élément, la tehnique d’élimination
nécéssite le calcul d’un élément complémentaire. Ces
bons résultats viennent confirmer l’intuition que cou-
per un élément par rapport aux contraintes qu’il ne
satisfait pas est plus intéressant que de le couper ar-
bitrairement sans tenir compte des contraintes. Enfin,
notons ici que l’étape d’élimination permet d’effectuer
moins d’étapes de propagation et d’exploration.

6 Conclusion et travaux futurs

Nous avons présenté dans cet article un opérateur de
différence ainsi que l’étape associée dans la méthode de
résolution. Nous nous somme basés sur la méthode de
résolution introduite dans [17] et [18], celle-ci est géné-
rique et modulaire, basée entièrement sur les domaines
abstraits. Nous y avons intégré un mécanisme d’élimi-
nation permettant d’améliorer ses résultats en vertus
d’un critère quantitatif. Cette technique qui délaie le
choix heuristique de l’exploration permet de mieux ti-
rer profit des contraintes d’un problème pour un temps
de calcul très peu supérieur. L’opérateur de différence
introduit permet dans certains cas de fortement ré-
duire l’espace de recherche et d’affiner les résultats du
solveur. Enfin, soulignons que bien qu’implantée dans

4. Il s’agit du volume d’un hypercube dont le nombre de
dimensions est égal au nombre de variables du problème
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sans elimination avec elimination
problem |X |, |C| t #I #E V t #I #E V
nonlin1 2, 3 410 16529 22001 4.551 491 12474 18525 4.550
nonlin2 2, 3 545 26560 33352 6.088 658 25510 30775 6.088
circle 3, 10 128 2136 4903 5.28 ∗ 10−4 125 1786 4906 5.28 ∗ 10−4

o32 5, 7 7922 1601 103219 1.4 ∗ 10−4 10741 848 108889 1.44 ∗ 10−4

pentagon 11, 17 105 0 11 0.021 200 0 8 0.02
booth 2, 2 342 8419 10753 1.044 421 8419 10753 1.044
mickey 2, 5 129 742 720 2.108 155 632 674 2.107

exnewton 2, 3 158 7170 7245 0.478 190 6830 6834 0.478

Table 1 – Comparaison de la méthode de résolution avec et sans élimination

un solveur spécifique à l’utilisation de domaines abs-
traits, cette technique peut parfaitement être intégrée
à un solveur plus classique.

Nous envisageons de déterminer de façon heuris-
tique quand effectuer une étape d’élimination. En ef-
fet, lorsque les éléments sont petits, l’étape d’élimi-
nation ne conserve que de petites zones solutions et
est plus coûteuse qu’elle n’apporte à la résolution.
De plus, l’élimination étant plus efficace pour cer-
taines contraintes, l’heuristique pourrait ainsi déter-
miner pour quelles contraintes il est plus intéressant
de calculer le complémentaire. Par exemple, certaines
contraintes non convexes peuvent introduire des com-
posantes non consistantes dans l’espace de recherche.
Nous pouvons alors utiliser la technique d’élimination
pour localiser ces zones et mieux orienter la recherche.

Il serait intéressant de comparer les performances
de cette technique avec d’autres domaines abstraits et
d’autres consistances et heuristiques de coupe. Finale-
ment, nous aimerions pouvoir essayer cette technique
au sein d’autres solveurs.
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A Procédures annexes de la méthode de
résolution

A.1 Procédure d’initialisation

Algorithme 3 Procédure d’initialisation

function init(D) . D : domaines des variables
e′ ← ⊥
for i ∈ D do

e′ ← e′ ∪ α(i)
end for
return e′

end function

Cette procédure permet l’initialisation de l’algo-
rithme en sur-approximant les domaines des variables.
Il s’agit de l’union des abstractions des valeurs pos-
sibles des variables.

A.2 Procédure de filtrage

Algorithme 4 Procédure de filtrage

function filtre(e, C) . e : un élément abstrait C :
contraintes

e′ ← e
for ci ∈ C do

e′ ← consA(e′, ci)
end for
return e′

end function

Cette procédure permet le filtrage d’un élément par
rappot à un ensemble de contraintes. On filtre successi-
vement chaque contrainte de l’élément à l’aide de l’opé-
rateur de consistance. Différentes consistances sont
possibles. AbSolute implémente l’algorithme Bottom-

Up, Top-down de [15, §2.4.4] développé indépendam-
ment en PPC sous le nom de HC4-revise de [2].

A.3 Test de satisfaction

Algorithme 5 Test de satisfaction de contraintes

function satisfait(e, C) . e : un élément abstrait
C : contraintes

for ci ∈ C do
if consA(e,¬ci) 6= ⊥ then

return false
end if

end for
return true

end function

Cette procédure prend un élément abstrait et une
liste de contraintes et retourne vrai si et seulement si
l’élément abstrait satisfait toutes les contraintes. On
considère qu’un élément satisfait une contrainte si il
possède une intersection nulle avec la négation des
contraintes. On pourrait être ici plus précis/efficace en
utilisant un test de satisfaction spécifique par domaine
abstrait, mais cette méthode, plus générique facilite
l’implémentation de nouveaux domaines.

A.4 Complémentaire

Algorithme 6 Complémentaire

function complementaire(e, C) . e : un élément
abstrait C : contraintes

e′ ← ∅
for ci ∈ C do

e′ ← e′ ∪ consA(e,¬ci)
end for
return e′

end function

Cette procédure prend un élément abstrait et un
ensemble de contrainte C. Elle retourne un élément e′

inclut dans e correspondant à un espace complémen-
taire de celui definit par les contraintes de C.
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Résumé

L’extraction de motifs fréquents fermés est un des
défis majeurs en fouille de données. Les travaux entre-
pris récemment en extraction de motifs ont mis en avant
l’intérêt d’utiliser les contraintes pour une fouille décla-5

rative. Ces approches se sont montrées très attractives
par leurs flexibilité, mais l’utilisation d’un nombre im-
portant de contraintes réifiées et de variables auxiliaires
posent un sérieux problème quant au traitement des
bases de grandes tailles. Dans ce papier, nous présen-10

tons une contrainte globale nommée ClosedPattern
, qui capture la sémantique particulière des motifs fer-
més pour résoudre efficacement ce problème, sans faire
appel aux contraintes réifiées. Nous proposons un algo-
rithme de filtrage pour la contrainte ClosedPattern,15

qui maintient la consistance de domaine DC en un temps
et espace polynomial.

1 Introduction

La contrainte globale ClosedPattern a pour ob-
jectif de palier à deux problèmes majeurs dans la20

fouille de motifs, à savoir : (i) La rigidité des algo-
rithme classiques [4, 5] pour la prise en compte de
nouvelles contraintes. (ii) La lourdeur du modèle réifié
proposé dans [1, 2]. En effet, la contrainte globale Clo-
sedPattern permet d’extraire les motifs fréquents25

fermés d’une base de transactions donnée, sans faire
appel aux contraintes réifiées. L’espace de recherche
exploré par la contrainte ClosedPattern, est défini
uniquement sur les variables de décision représentant
les items, contrairement à l’approche déclarative [1],30

où le modèle nécessite une autre dimension liée aux

∗Ce papier est un résumé de l’article publié à CP’16 : ”A
Global Constraint for Closed Frequent Patterns Mining” [3]

variables de transactions. La contrainte ClosedPat-
tern repose sur un algorithme de filtrage efficace as-
surant la consistance de domaine sur chaque nœud de
l’arbre de recherche, avec un temps et un espace poly-35

nomiale. L’algorithme de filtrage maintient trois règles
de filtrage qui permettent d’élaguer toutes valeurs in-
consistantes qui ne mènent pas vers un motif fréquent
ou fermés. La résolution établit par la contrainte Clo-
sedPattern est sans retour arrière.40

2 ClosedPattern : Encodage et filtrage

Étant donné n items, soit P le motif fréquent
fermé recherché, encodé à l’aide des variables boo-
léennes P1, ..., Pn représentant les items du motif.
La contrainte globale ClosedPattern assure à la45

fois, la propriété de fréquence minimale et la pro-
priété de fermeture. Soit D la base de transactions
et θ le seuil de fréquence minimale. La contrainte
ClosedPatternD,θ(P ) est satisfaite, si et seulement
si, freqD(P ) ≥ θ ∧ P forme un motif fermé.50

Afin de satisfaire la contrainte ClosedPattern,
nous avons proposé trois règles de filtrage pour ca-
ractériser l’inconsistance des valeurs 0/1 pour chaque
item.

Règle 1 : : Cette règle prend son origine dans55

la notion de merging item proposée dans [6]. Lors-
qu’un item i est présent dans toutes les transactions
qui couvrent l’instanciation partielle courante, alors,
ce genre d’item doit forcement être présent pour for-
mer un motif fermé : 0 /∈ D(Pi).60

Règle 2 : : Cette règle est une règle de base, dérivée
de la propriété d’anti-monotonie de la fréquence. Si
l’ajout d’un item i à l’instanciation partielle courante
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forme un motif non fréquent, alors, cet item doit être
absent : 1 /∈ D(Pi).65

Règle 3 : Cette règle est originale, elle tire son rai-
sonnement des items absents du motif courant. Si la
couverture d’un item i est un sous-ensemble de celle
d’un item k. Ainsi, si l’item k est absent Pk = 0, alors,
l’item i doit également être absent : 1 /∈ D(Pi).70

3 Complexité

Étant donnée une base de transactions D avec n
items et m transactions, et un support minimal θ. L’al-
gorithme de filtrage de la contrainte ClosedPattern
maintient la consistance de domaine, ou prouve l’in-75

consistance dans un temps O(n2 ×m) avec une com-
plexité en espace en O(n×m). L’algorithme de filtrage
maintient la DC sur des variables booléennes à chaque
nœud, ce qui implique que l’arbre de recherche exploré
est un arbre binaire entier. Ainsi, la taille de l’ arbre80

est (2 × nombre de nœuds) - 1. Par conséquent, la
complexité totale pour extraire l’ensemble des motifs
fréquents fermés, noté C, est en O(C × n2 ×m).

4 Expérimentations

Les expérimentations ont été menées sur une série85

de bases de transactions issues du dépôt fimi 1. Les
résultats ont montré une domination nette de Clo-
sedPattern par rapport au modèle réifié en terme
de nombre de nœuds explorés, de nombre de propaga-
tions et de mémoire consommée. Par ailleurs, sur les90

bases de grandes tailles, le modèle réifié n’est pas ca-
pable de charger ces bases en mémoire. En terme de
temps de calcul, ClosedPattern domine le modèle
réifié, mais reste moins performant que l’algorithme
spécialisé lcm.95

Dans une seconde étude expérimentale, nous avons
étudié une voie prometteuse dans la découverte de mo-
tifs ; qui est de poser des contraintes sur un ensemble
de k motifs (k-patterns sets). Dans ce contexte, l’inté-
rêt d’un motif est évalué par rapport à un ensemble de100

motifs. Nous proposons de modéliser et résoudre une
instance particulière, où l’objectif est d’extraire les k
motifs fermés {P1, ..., Pk} tels que :

(i) ∀i ∈ [1, k] : ClosedPattern(P i).
(ii) ∀i, j ∈ [1, k] : P i ∩ P j = ∅.105

(iii) ∀i ∈ [1, k] : lb < |P i| < ub.
Cette étude (Fig.1) montre que ClosedPattern

a un comportement linéaire en variant k, alors que
cp4im suit une échelle exponentielle et va au-delà du
timeout sur les deux bases choisies. L’utilisation de110

lcm avec un post-traitement sur les k combinaisons

1. http ://fimi.ua.ac.be/data/

Figure 1 – k motifs avec ClosedPattern, cp4im, lcm

possibles des motifs fermés est très couteuse et devient
rapidement impraticable.

5 Conclusion

Nous avons proposé la contrainte ClosedPattern115

pour l’extraction de motifs fréquents fermés. Afin de
propager efficacement la contrainte, nous avons défini
trois règles de filtrage qui assurent la DC. Nous avons
conçu un algorithme de filtrage, qui établit la DC avec
une complexité cubique en temps et quadratique en120

espace. Nous avons vu, que ClosedPattern offre un
apport pratique sur les bases de grande taille, ce qui
est un enjeu majeur pour la communauté de fouille.
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Résumé

Le problème de localisation routage (Location Rou-
ting Problem ou LRP) est un problème de logistique qui
peut être vu comme la combinaison de deux problèmes
de décision difficiles, à savoir le problème de tournées5

de véhicules (Vehicle Routing Problem ou VRP) et le
problème de placement de ressources (Facility Location
Problem ou FLP). Le LRP est un problème d’optimisa-
tion combinatoire NP-difficile largement étudié dont le
but est d’optimiser un coût total combinant le coût des10

dépôts ouverts et le coût des routes empruntées. Chaque
dépôt est associé à un unique véhicule, chargé de des-
servir un sous ensemble de clients, en respectant des
contraintes de capacités. Tous les clients doivent être
servis. Dans cet article, nous proposons une modélisa-15

tion du LPR par Programmation par Contraintes. Le but
est de comparer cette approche, à la résolution du LRP
par la Programmation Linéaire Mixte en Nombres En-
tiers. Ce travail est une première étape prospective sur
la pertinence de l’emploi de CSP pour résoudre le LRP,20

pour lequel l’élaboration de bornes est difficile par na-
ture. L’évaluation expérimentale sera mise en œuvre sur
des benchmarks de la littérature.

Abstract

Location routing problem (LRP) is a problem of lo-25

gistic that can be seen as the combination of two difficult
decision problems : the vehicle routing problem (VRP)
and the facility location problem (FLP). LRP is widely
studied NP-hard problem whose goal is to optimize a to-
tal cost combining the cost of open deposits and the cost30

of selected roads. Each deposit has a single associated
vehicle that serves a subset of customers while respec-
ting capacity constraints. All customers must be served.
In this paper we propose to model the LPR by Constraint
Programming and compare this approach with a Mixed35

Linear Programming model. This work is a first pros-
pective step on the relevance of using CSP to solve the
LRP. Experimental evaluations will be done on bench-
marks from the LRP literature.

1 Location-Routing Problem40

L’évolution des modes de consommation, le déve-
loppement du commerce électronique, mais aussi les
changements de types de productions industrielles (sé-
ries plus courtes) ont favorisé dernièrement le dévelop-
pement du transport de marchandises. La gestion de45

cette activité soulève le problème de la construction
d’un système de distribution efficace. Ceci comprend
le choix des dépôts où les marchandises sont stockées
ainsi que le calcul des tournées de véhicules nécessaires
à la distribution de ces marchandises. Ces deux points50

sont étroitement liés et si une solution optimale doit
être trouvée, ils ne peuvent être résolus séparément. Ce
problème est un problème NP-difficile que l’on trouve
sous le nom de « problème de localisation-routage »(lo-
cation routing problem - LRP) dans la littérature. Il55

est généralement traité soit, de manière approchée par
des heuristiques et/ou des métaheuristiques comme
les algorithmes évolutifs pour les instances de grandes
tailles [1, 6, 7], soit de manière exacte sous forme de
Programmation Linéaire Mixte en Nombres Entiers60

(PLM) ou encore par des techniques de branch-and-
bound pour les instances plus petites [8, 3, 4].

Dans les multiples formes que peut prendre le LRP,
différents paramètres sont considérés comme les capa-
cités et le nombre de véhicules disponibles (la flotte),65

les capacités des dépôts, la disponibilité des clients,
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Figure 1 – Exemple de problème avec 3 dépôts et 6
clients

Figure 2 – Exemple de solution

certaines contraintes de synchronisation, etc. Dans cet
article, nous supposons que nous avons un véhicule dis-
ponible sans limite de capacité pour chaque dépôt qui
lui possède une contrainte de capacité. Nous disposons70

donc d’un ensemble I = {1, . . . , n} de clients toujours
disponibles à servir et d’un ensemble K = {1, . . . ,m}
de dépôts. À chaque client i ∈ I est associée une de-
mande Qi. Chaque dépôt k ∈ K possède un coût d’ou-
verture Ok et une capacité maximale Ck. Les routes75

considérées relient les clients entre eux et les dépôts
aux clients. On note A = (I × I) ∪ (I ×K) ∪ (K × I)
l’ensemble de ces routes. Chaque route (i, j) ∈ A pos-
sède un coût d’emprunt Di,j . La capacité maximale
d’un dépôt peut être dépassée avec une pénalité uni-80

taire fixée par la constante α. La figure 1 présente un
exemple, comprenant 6 clients et 3 dépôts ainsi que les
routes possibles. Une solution possible à cet exemple
est présentée figure 2 dans laquelle le dépôt 8 est fermé.

Nous présentons dans cet article un travail prélimi-85

naire sur une modélisation du LRP, sous forme de CSP
afin de le comparer au modèle mathématique PLM.
Nous utiliserons le solveur Choco[10] pour résoudre un
ensemble d’instances de la littérature. Nous compare-
rons ces résultats à ceux que nous avons obtenus par90

une modélisation du LRP en PLM dont la résolution
a été confiée au solveur CPLEX[5].

2 Modèle CSP

Notre modèle de CSP est directement inspiré du mo-
dèle de De Backer et al. [2] pour des problèmes de95

tournées de véhicules. Pour le LRP, nous devons inté-
grer la multiplicité des dépôts et donc des tournées. À
chaque dépôt ouvert correspond une tournée. Pour la
construction de ces tournées, nous considérerons que
chaque dépôt est dédoublé en deux sites : startk qui100

définit le début de la tournée associée au dépôt k et
endk la fin. start et end sont respectivement indexés
par {n+1 . . . n+m} et {n+m+1 . . . n+2m}. Pour plus
de lisibilité, les ensembles d’index sont définis comme
suit :105

– N = {1 . . . n} (les clients) ;
– M = {1 . . .m} (les dépôts) ;
– S = {n+ 1 . . . n+m} (les départs de dépôt) ;
– E = {n+m+1 . . . n+2m} (les arrivées de dépôt) ;
– T = N ∪ S ∪ E (ensemble de tous les sites).110

2.1 Variables

Nous utiliserons dans ce modèle trois types de va-
riables : pour la construction des tournées, pour l’af-
fectation des dépôts et celles afférentes à la fonction
objectif.115

Très classiquement, les variables basiques de succes-
sion succi donnent le successeur direct de i dans la
tournée à laquelle il appartient. succi ∈ N ∪ E, ∀i ∈
N ∪ S. Pour énoncer les contraintes de sous-tours
qui évitent la formation de sous-cycles à l’intérieur120

d’une tournée (i.e. cycles sans dépôt), nous intro-
duisons les variables θi qui donnent à chaque client
et à chaque dépôt (dédoublé), un numéro d’ordre :
θi ∈ [1..n+m], ∀i ∈ N ∪ E, et θi = 0, ∀i ∈ S.

Pour les affectations des clients aux dépôts, la va-125

riable bydepi ∈M donne l’index du dépôt dont la tour-
née associée dessert le client i ∈ N . On trouve donc
dans bydep l’ensemble des dépôts ouverts.

Les variables associées à la fonction objectif sont les
suivantes : qi est la quantité cumulée des demandes130

satisfaites dans la tournée après avoir servi le client
i ∈ T avec qi = 0, ∀i ∈ S et di est la distance parcou-
rue dans la tournée pour arriver jusqu’au client i. di ∈
[1 . . . DMAX ], ∀i ∈ N ∪ E et di = 0,∀i ∈ S. DMAX

est une borne supérieure de la distance maximale par-135

courue : DMAX =
∑
i∈J∪I max{Di,j ;∀(i, j) ∈ A}. La

distance totale de la tournée associée au dépôt k est
donc représentée par dn+m+k.

2.2 Fonction objectif

Le coût qui doit être minimisé dans le LRP est la140

somme des coûts associés aux distances parcourues,
plus la somme des coûts associés à l’ouverture des dé-
pôts plus la somme des pénalités de dépassement de
capacité des dépôts ouverts. La somme des distances
parcourues est également la somme des longueurs de145
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toutes les tournées. La fonction de coût est formelle-
ment exprimée dans l’équation 1.

min
∑

k∈bydep
dn+m+k +

∑

k∈bydep
Ok +

α×
∑

k∈bydep
max(qn+m+k − Ck, 0)

(1)

2.3 Les contraintes

Les contraintes de notre modèle reprennent les deux
sous-problèmes du LRP, le problème de routage d’une150

part et le problème d’affectation des clients aux dépôts
d’autre part. À cela s’ajoute les contraintes cumula-
tives de livraison pour les violations de capacité des
dépôts et de longueur des tournées, qui toutes deux
interviennent dans la fonction objectif.155

Cette première famille de contraintes (équations 2
et 3) intègre les contraintes basiques de succession
pour la construction des tournées et la conservation
du flot, ainsi que les contraintes permettant l’exclu-
sion des sous-tours.

AllDifferent({succi|i ∈ N ∪ S}) (2)

AllDifferentExcept0({θi|i ∈ N ∪ E})
θi = 0, ∀i ∈ S

θsucci > θi, ∀i ∈ N ∪ S
(3)

Les contraintes d’affectation des clients aux dépôts
(équation 4) permettent de s’assurer que toutes les
tournées partent et arrivent à un même dépôt.

bydepn+k = k, ∀k ∈M
bydepn+m+k = k, ∀k ∈M

bydepsucci = bydepi, ∀i ∈ N ∪ S
(4)

Les contraintes cumulatives de livraison (équa-
tion 5) permettent de calculer, pour chaque tournée,
la quantité totale de demandes servies, qui, dans notre
problème peut dépasser la capacité maximale du dépôt
concerné.

qi = 0, ∀i ∈ S
qsucci = qi +Qsucci , ∀i ∈ N ∪ S

(5)

Les contraintes cumulatives des distances parcou-
rues (équation 6) permettent d’évaluer le coût du rou-
tage.

di = 0, ∀i ∈ S
dsucci = di +Di,succi , ∀i ∈ N ∪ S

(6)

L’objectif de cette étude est l’utilisation de ce para-
digme de programmation qu’est la programmation par
contrainte, pour résoudre le LRP. Nous le comparerons
au modèle de PLM de la section suivante.

3 Modèle Programme Linéaire Mixte160

Le programme linéaire exposé dans ce paragraphe
est celui que nous utiliserons pour comparer les deux
approches de modélisation et de résolution. Il est issu
des travaux de synthèse proposés dans [9]. Les va-
riables sont de type entier et booléen. Nous utilisons165

pour celui-ci les mêmes données de base, énoncées dans
la section 1.

3.1 Variables et Notations

Les variables

– xe = 1 Si la route e ∈ A est utilisée170

– uk = 1 Si le dépôt k ∈ K est ouvert
– yik = 1 Si le client i ∈ I est servi par le dépôt
k ∈ K

– θi ∈ [1, |I|] : ordre du client i ∈ I dans sa tournée.
Ces variables, comme pour le CSP, permettent de175

ne pas engendrer de sous-tours.

Les notations

– Soit V ′ ⊆ V, δ+(V ′) est l’ensemble des arcs e =
(i, j) avec i ∈ V ′ et j 6∈ V ′

– On écrira δ+(i) plutôt que δ+({i}) si V ′ = {i}.180

– ∀e ∈ A, e = (i, j), π+(e) = j

3.2 Fonction objectif

La fonction objectif est de même composition que
celle énoncée dans le CSP. Elle est le cumul du coût lié
au déplacements, du coût d’ouverture des dépôts et de185

la somme des pénalités pour dépassement de capacité
des dépôts. L’équation 7 représente ce coût global à
minimiser.

min
∑

e∈A
xe.de +

∑

k∈K
uk.Ok+

α×
∑

k∈K
max(

∑

i∈I
yik.qi − Ck, 0)

(7)

3.3 Les contraintes

Comme pour le CSP, les contraintes peuvent être
groupées par famille relativement au sous-problème de
routage ou d’affectation auquel elles se réfèrent. Les
équations de 8 à 12 modélisent les contraintes d’affec-
tations des clients aux dépôts. Elles assurent respecti-
vement qu’un client n’est servi que par un seul dépôt,
qu’un dépôt ouvert sert au moins un client, qu’un dé-
pôt fermé ne sert aucun client. Pour les deux dernières
elles assurent la consistance de l’affectation par rap-
port aux tournées, à savoir que tous les clients d’une
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même tournée sont affectés à un même dépôt.

∀i ∈ I,
∑

k∈K
yik = 1 (8)

∀k ∈ K,
∑

i∈I
yik ≥ uk (9)

∀k ∈ K, ∀i ∈ I, yik ≤ uk (10)

∀(i, j) ∈ I × I, ∀k ∈ K, yik − yjk ≤ 1− xij (11)

∀(i, j) ∈ I × I, ∀k ∈ K, yjk − yik ≤ 1− xij

∀i ∈ I, ∀k ∈ K, xik + xki ≤ 2× yik (12)

Les équations de 13 à 16 modélisent les contraintes190

de routage. Elles assurent respectivement qu’une seule
route arrive et part d’un site client, que les tournées ne
sont construites qu’à partir de dépôts ouverts et enfin
qu’il n’y ait pas de sous-tours dans ces tournées.

∀i ∈ I,
∑

j∈V \{i}
xij = 1 (13)

∀j ∈ I,
∑

i∈V \{j}
xij = 1 (14)

∀k ∈ K,
∑

i∈I
(xik + xki) = 2.uk (15)

∀i ∈ I, ∀e ∈ δ+(i)∩A′, θi + xe ≤ θπ+(e) + |I|.(1− xe)
(16)

4 Expérimentations et perspectives195

Notre objectif est l’implémentation du modèle CSP
avec le solveur Choco[10]. Ce modèle sera dans un pre-
mier temps testé sur les instances proposées par Alba-
reda et al [1]. Ce benchmark pour le LRP est com-
posé de 450 instances avec un nombre de clients va-200

riant de 10 à 30, et un nombre de dépôts de 5 à 10.
La pénalité unitaire de dépassement de capacité est
fixée à α = 1000 ([1]). Il sera nécessaire de définir
une stratégie de recherche pertinente. Nous compare-
rons les résultats obtenus avec Choco aux solutions (et205

bornes) atteintes par CPLEX[5] puisque c’est, sur ces
instances, que nous avons le plus de points de com-
paraisons de part leurs tailles. Nous pourrons ensuite
étendre nos expérimentations aux instances proposées
par Tuzun et Burke [11] avec de, 100 à 200 clients,210

et de 10 à 20 dépôts et les instances de Prodhon et
Prins [9] avec de, 20 à 200 clients, et de 5 à 10 dépôts.

Références

[1] M. Albareda-Sambola, J.A. Diaz, and E. Fernàn-
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CRIL-CNRS, Université d’Artois, F-62307 Lens Cedex, France

{boudane,jabbour,sais,salhi}@cril.fr

Résumé

L’extraction des règles d’association à partir de bases
de données transactionnelles est une tâche bien étu-
diée en fouille de données. Plusieurs algorithmes effi-
caces ont été proposés. Cependant, le nombre de règles
extraites peut être énorme. Plusieurs travaux ont atta-
qué l’extraction d’un petit ensemble de règles d’associa-
tion jugées les plus pertinentes. Dans cet article, nous
adressons le problème d’énumération des règles d’asso-
ciation minimales non redondantes largement considéré
comme étant l’une des variantes les plus intéressantes.
Nous présentons d’abord son encodage en formule pro-
positionnelle dont les modèles correspondent aux règles
minimales non redondantes. Ensuite, nous montrons que
l’ensemble des générateurs minimaux, utilisé dans l’ex-
traction des règles non redondantes, peut également être
encodé dans ce cadre. Des expérimentations sur de nom-
breux jeux de données montrent que notre approche per-
met d’obtenir de meilleures performances par rapport
aux techniques spécialisées.

Abstract

Discovering association rules from transaction data-
bases is a well studied data mining task. Many effective
techniques have been proposed over the years. However,
due to the huge size of the output, many works have ta-
ckled the problem of mining a smaller and relevant set of
rules. In this paper, we address the problem of enumera-
ting the minimal non-redundant association rules, widely
considered as one of the most relevant variant. We first
provide its encoding as a propositional formula whose
models correspond to the minimal non redundant rules.
Then we show that the set of minimal generators used
for extracting non-redundant rules can also be encoded
in this framework. Experiments on many datasets show
that our approach achieves better performance with res-
pect to the state-of-the-art specialized techniques.

∗Papier doctorant : Abdelhamid Boudane est auteur princi-
pal.

1 Introduction

La fouille des règles d’association à partir des bases
de données transactionnelles est un problème qui a
reçu beaucoup d’attention depuis son introduction par
Rakesh Agrawal et al. dans [1]. Après sa première ap-
plication sur l’analyse des paniers de consommation,
plusieurs autres domaines d’application ont été iden-
tifiés comme la bioinformatique, le diagnostique médi-
cal, la détection d’intrusion, la fouille du web, l’ana-
lyse des documents et l’analyse des données scienti-
fiques. Ce large spectre d’applications a permis à ce
type d’analyse d’être appliquée sur une variété de jeux
de données à savoir les données séquentielles, spatiales
et les graphes. L’extraction des règles d’association
est une tâche très intéressante car elle est maintenant
considérés comme un élément constitutif de plusieurs
autres problèmes d’apprentissage tels que la classifica-
tion, la régression et le clustering.

La plupart des approches ont mentionné que la tâche
classique de fouille de règles d’association produit un
très grand nombre de règles [2, 5, 6, 14, 18]. L’énorme
taille de cet ensemble de règles extraites n’aide pas
l’utilisateur à récupérer facilement des informations
pertinentes. Cette observation a conduit à plusieurs
définitions de la redondance qui ont été utilisées afin
de limiter le nombre de règles d’association. De ce fait,
de nombreuses contributions se sont concentrées sur
l’élimination des règles redondantes tout en mainte-
nant l’ensemble des règles pertinentes appelées règles
d’association non-redondantes (minimales). Plusieurs
types de règles non redondantes ont été introduits
tels que la base générique [2], La base informative [2],
la base informative et générique [6], Conditions mi-
nimales et Conséquences maximales (MMR) [14] et
l’ensemble des règles représentatives [13] qui couvre
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toutes les règles d’association. Pour éliminer les règles
redondantes, la plupart des approches partagent les
deux étapes suivantes : (1) trouver l’ensemble des gé-
nérateurs minimaux et les itemsets fermés. (2) générer
les règles confiantes en considérant les deux ensembles
déjà extraits dans la première étape.

Récemment, des approches déclaratives ont été pro-
posées pour aborder plusieurs tâches de fouille de don-
nées à travers la programmation par contraintes (CP)
et la satisfiabilité propositionnelle (SAT) [7, 8, 11, 12,
15]. Dans [3], les auteurs ont proposé un nouveau cadre
pour fouiller les règles d’association en une seule étape
en utilisant la satisfiabilité propositionnelle conduisant
à une approche concurrentielle par rapport aux tech-
niques spécialisées. Encouragés par ces résultats, Nous
proposons dans cet article d’étendre ce cadre pour ex-
traire les règles minimales non redondantes. La redon-
dance est éliminée élégamment en utilisant de nou-
velles contraintes combinées à d’autres listées dans [3].
Nous montrons que deux types de règles non redon-
dantes peuvent être abordées. De plus, une restriction
de notre encodage peut être utilisée pour extraire les
générateurs minimaux.

2 Préliminaires

2.1 Logique Propositionnelle et Problème SAT

Nous définissons maintenant la syntaxe et la sé-
mantique de la logique propositionnelle. Soit Prop un
ensemble dénombrable de variables propositionnelles.
Nous utilisons les lettres p, q, r, etc pour noter les
éléments de Prop. L’ensemble de formules proposition-
nelles, noté Form, est défini par induction à partir de
Prop, la constante ⊥ désignant le faux, la constante
> désignant le vrai et en utilisant les connecteurs
logiques ¬, ∧, ∨, →. On utilise V ar(φ) pour noter
l’ensemble des variables propositionnelles apparaissant
dans une formule φ. Le connecteur d’équivalence↔ est
défini par φ↔ ψ ≡ (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ).

Une formule φ dans une forme normale conjonctive
(CNF) est une conjonction de clauses. Une clause est
une disjonction de littéraux et un littéral est une va-
riable propositionnelle positive (p) ou négative (¬p).
Les deux littéraux p et ¬p sont appelés complémen-
taires.

Une interprétation I d’une formule propositionnelle
φ est une fonction qui associe à chaque variable p ∈
V ar(φ) une valeur I(p) ∈ {0, 1} (0 correspond à faux
et 1 à vrai). Un modèle ou un impliquant d’une formule
φ est une interprétation I qui satisfait φ c-à-d I(φ) =
1. Le problème SAT consiste à décider si une formule
CNF donnée admet un modèle ou non.

2.2 Règles d’Association

Soit Ω un ensemble fini non vide de symboles, appe-
lés items. A partir de maintenant, nous supposons que
cet ensemble est fixé. Nous utilisons les lettres a, b, c,
etc pour noter les éléments de Ω. Un itemset I sur Ω
est défini comme étant un sous ensemble de Ω, c-à-d
I ⊆ Ω. Nous utilisons 2Ω pour désigner l’ensemble des
itemsets sur Ω et nous utilisons les lettres majuscules
I, J , K, etc pour noter les éléments de 2Ω.

Une transaction est une paire ordonnée (i, I) où i
est un nombre naturel appelé identifiant et I est un
itemset, c-à-d (i, I) ∈ N × 2Ω. Une base de données
transactionnelles D est un ensemble fini non vide de
transactions (D ⊆ N × 2Ω) où chaque identifiant fait
référence à un itemset unique.

Étant donnée une base de données transaction-
nelles D et un itemset I, la couverture de I dans
D, notée C(I,D), est définie comme suit : {i ∈ N |
(i, J) ∈ D et I ⊆ J}. Le support de I dans D, noté
Supp(I,D), correspond à la cardinalité de C(I,D) c-
à-d Supp(I,D) = |C(I,D)|. Un itemset I ⊆ Ω tel que
Supp(I,D) > 1 est un itemset fermé si pour tout item-
set J avec I ⊂ J , Supp(J,D) < Supp(I,D).

Exemple 1 Soit la base de données transac-
tionnelles D représentée dans la Table 1. On a
C({c, d},D) = {1, 2, 3, 4, 5} et Supp({c, d},D) = 5
tandis que Supp({f},D) = 3. L’itemset {c, d}
est fermé alors que {f} ne l’est pas car
Supp({f},D) = Supp({c, d, f},D).

tid Transactions
1 c d e f g
2 c d e f g
3 a b c d
4 a b c d f
5 a b c d
6 c e

Table 1 – Base de Données Transactionnelles D

Nom Règles d’association Support Confiance
r1 {a} → {b} 3/6 1
r2 {a} → {b, c, d} 3/6 1
r3 {c} → {d} 5/6 5/6
r4 {c, d} → {e, f, g} 2/6 2/5

Table 2 – Quelques Règles d’Association

Dans ce travail on s’intéresse au problème de fouille
de règle d’association (MAR). Une règle d’association
est un pattern de la forme X → Y où X (appelé anté-
cédent) et Y (appelé conséquence) sont deux itemsets
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disjoints. Dans MAR, le prédicat qui mesure l’impor-
tance d’une règle est défini en utilisant les notions de
support et de confiance. Le support d’une règle d’asso-
ciation X → Y dans une base de données transaction-
nelles D est Supp(X → Y,D) = Supp(X∪Y,D)

|D| . Il per-

met de déterminer combien une règle est applicable
dans une base D, c-à-d la fréquence d’occurrence de
la règle. La confiance de X → Y dans D est définie

comme suit : Conf(X → Y,D) = Supp(X∪Y,D)
Supp(X,D) . Elle

donne une estimation de la probabilité conditionnelle
de Y sachant X. A partir de maintenant, on utilise
Supp(X → Y ) et Conf(X → Y ) pour noter le sup-
port et la confiance de la règle X → Y .

Une règle d’association valide est une règle avec un
support et une confiance supérieurs ou égaux au seuil
de support minimal (minsupp) et au seuil de confiance
minimum (minconf) respectivement. Etant donné une
base de données transactionnelles D, un seuil mini-
mum de support minsupp et un seuil minimum de
confiance minconf, le problème de fouille de règles
d’association consiste à calculer l’ensemble suivant :
MAR(D,minsupp,minconf) = {X → Y | X,Y ⊆
Ω, Supp(X → Y,D) > minsupp, Conf(X → Y,D) >
minconf}

La Table 2 illustre certaines règles d’association
avec leurs supports et confiances correspondants. Par
exemple, Supp({a} → {b}) = 3

6 et Conf({a} → {b}) =
1.

3 Fouille de Règles d’Association Basée
sur SAT

Dans cette section, nous examinons brièvement
l’approche récente proposée dans [3] pour la fouille
des règles d’association via la satisfiabilité proposi-
tionnelle (SAT). L’idée de base consiste à modéliser
cette tâche de fouille en une formule propositionnelle
dont les modèles correspondent exactement aux
règles d’association recherchées. Dans cet encodage,
deux ensembles de variables booléennes sont utilisés
pour représenter les items des règles d’association
X → Y et les transactions. Ensuite, le support et
la confiance d’une règle d’association sont capturés
par des inéquations linéaires sur les variables boo-
léennes associées aux transactions. Afin de définir
l’encodage basé sur SAT, nous fixons, sans perte de
généralité, un ensemble Ω de n items, une base de
données transactionnelles D = {(1, I1), . . . , (m, Im)}
où ∀i ∈ {1,m}, Ii ⊆ Ω, un seuil minimum de support
minsupp et un seuil minimum de confiance minconf .

Pour capturer les deux parties de chaque règle d’as-
sociation, nous associons à chaque item a deux va-
riables booléennes notées xa et ya. Les variables de

la forme xa (resp. ya) Sont utilisées pour représenter
l’antécédent (resp. conséquent) de chaque règle candi-
date. Ensuite, pour représenter la couverture de X et
X∪Y , chaque identifiant de transaction i ∈ {1,m} est
associé à deux variables propositionnelles pi et qi. Les
variables de la forme pi (resp. qi) sont utilisées pour
représenter la couverture de X (resp. X∪Y ). Plus pré-
cisément, étant donnée une interprétation booléenne
B, la règle d’association correspondante, notée rI , est
X = {a ∈ Ω | I(xa) = 1} → Y = {b ∈ Ω | I(yb) = 1},
la couverture de X est {i ∈ {1,m} | I(pi) = 1}, et
la couverture de X ∪ Y est {i ∈ {1,m} | I(qi) = 1}.
L’encodage SAT du problème d’énumération des règles
d’association consiste en un ensemble de contraintes
définies comme suit.

(
∨

a∈Ω

xa) ∧ (
∨

a∈Ω

ya) (1)

∧

a∈Ω

(¬xa ∨ ¬ya) (2)

∧

i∈1..m

¬pi ↔
∨

a∈Ω\Ii
xa (3)

∧

i∈1..m

¬qi ↔ ¬pi ∨ (
∨

a∈Ω\Ii
ya) (4)

∑

i∈1..m

qi > m×minsupp (5)

∑
i∈1..m qi∑
i∈1..m pi

> minconf (6)

Les deux clauses de la formule 1 expriment que X
et Y ne sont pas des ensembles vides. La formule (2)
permet d’exprimer X ∩ Y = ∅. Elle est simplement
définie en imposant que les deux variables xa et ya ne
peuvent pas être vraies en même temps pour chaque
item a. La troisième contrainte est utilisée pour re-
présenter la couverture de l’itemset correspondant à
la partie gauche de la règle d’association candidate.
Étant donné un itemset X, nous savons que l’identi-
fiant de la transaction i n’appartient pas à C(X,D) si
et seulement s’il existe un item a ∈ X tel que a /∈ Ii.
Cette propriété est représentée par la contrainte (3)
qui exprime que pi est faux si et seulement si X
contient un item qui n’appartient pas à la transaction
i. De la même façon, la formule (4) permet de capturer
la couverture de X ∪ Y .

Pour préciser que le support de la règle candidate
doit être supérieur ou égal au seuil fixé minsupp (en
pourcentage), et que la confiance est supérieure ou
égale à minconf , nous utilisons les contraintes (5) et
(6) exprimées par des inéquations linéaires 0/1.
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Pour étendre la tâche de fouille au règles d’associa-
tion fermées, les contraintes suivantes sont ajoutées
pour exprimer que X ∪ Y est un itemset fermé [9] :

∧

a∈Ω

((
∧

i∈1..m

qi → a ∈ Ii)→ xa ∨ ya) (7)

Cette formule signifie que, pour tout item a ∈ Ω,
si nous avons C(X ∪ Y,D) = C(X ∪ Y ∪ {a},D), qui
est encodé avec la formule

∧
i∈{1,m} qi → a ∈ Ii, alors

nous obtenons a ∈ X ∪Y , qui est encodé avec xa ∨ ya.

4 Règles d’Association Minimales Non
Redondantes

Dans cette section, nous présentons notre encodage
du problème d’extraction des règles non-redondantes
vers la satisfiabilité propositionnelle. D’abord, Nous
nous concentrons sur la représentation intéressante qui
correspond au règles d’association minimales non re-
dondantes (MNRs) [14, 2].

Définition 1 Une règle d’association r : X → Y est
une règle minimale non-redondante ssi il n’y a pas de
règle d’association r′ : X ′ → Y ′ différente de r telle
que (i) Supp(r) = Supp(r′), (ii) Conf(r) = Conf(r′)
et (iii) X ′ ⊆ X et Y ⊆ Y ′.

Exemple 2 Considérons à nouveau les règles d’asso-
ciation données dans la table 2. Dans cet ensemble de
règles, r2 : {a} → {b, c, d} est une règle minimal non
redondante tandis que r1 : {a} → {b} ne l’est pas.

Dans la proposition 1, nous soulignons que toutes les
règles d’association minimales non redondantes sont
fermées.

Proposition 1 Si r : X → Y est une règle minimale
non redondante dans une base de données transaction-
nelles D alors X ∪ Y est un itemset fermé dans D.

Preuve 1 Supposons que X ∪ Y n’est pas un item-
set fermé. Alors, il existe un item a /∈ X ∪ Y tel que
Supp(X ∪Y,D) = Supp(X ∪Y ∪{a},D). Considérons
maintenant la règle r′ : X → Y ∪ {a}. Nous obte-
nons clairement Supp(r) = Supp(r′) et Conf(r) =
Conf(r′) puisque Supp(X ∪ Y,D) = Supp(X ∪ Y ∪
{a},D). Ainsi, r n’est pas une règle minimale non re-
dondante et nous obtenons une contradiction.

Autrement dit, les règles d’association minimales non
redondantes sont des règles fermées dans lesquelles les
antécédents sont minimales par rapport à l’inclusion
ensembliste. En utilisant cette propriété, les auteurs
de [2] ont proposé une caractérisation des antécédents
des règles minimales non redondantes, appelées géné-
rateurs minimaux.

Définition 2 (Générateur Minimal) Étant donné
un itemset fermé X dans une base de données tran-
sactionnelles D, un itemset X ′ ⊆ X est un généra-
teur minimal de X ssi Supp(X ′,D) = Supp(X,D)
et il n’y a pas de X ′′ ⊆ X tel que X ′′ ⊂ X ′ et
Supp(X ′′,D) = Supp(X,D).

Les algorithmes usuels utilisent l’ensemble des
itemsets fréquents et fermés avec les générateurs mi-
nimaux pour extraire l’ensemble des règles minimales
non redondantes. Alors, les approches existantes pour
la fouille des règles minimales procèdent en deux
étapes. Dans notre approche, on propose d’étendre
l’encodage SAT proposé dans [3] pour extraire les
règles d’association minimales non redondantes en
une seul étape.

Afin de définir un encodage SAT du problème d’énu-
mération des règles d’association minimales non re-
dondantes, il suffit d’étendre l’encodage décrit dans
la Section 3 avec la formule qui oblige chaque an-
técédent à être un générateur minimal. À cette fin,
nous utilisons une formule qui représente le fait que
si Supp(X → Y,D) = Supp(X \ {a} → Y,D), alors a
doit être exclus de X c-à-d a /∈ X. Cependant, Nous
écrivons la contraposition de cette propriété. En effet,
la formule (8) exprime que pour tout item a, si a ap-
partient à X alors le support de X est inférieur à celui
de X \ {a}.

On utilise EMNR(D,minsupp,minconf) pour noter
l’encodage (1) ∧ (2) ∧ (3) ∧ (4) ∧ (5) ∧ (6) ∧ (7) ∧ (8).

La validité de EMNR(D,minsupp,minconf) vient
directement de la proposition suivante :

Proposition 2 La règle d’association r : X → Y est
une règle minimale non redondante ssi r est une règle
d’association fermée, et |X| = 1 ou, pour tout item
a ∈ X, Supp(X,D) < Supp(X \ {a},D).

Preuve 2
Partie ⇒. En utilisant la proposition 1, nous savons
que r est une règle d’association fermée. Supposons
qu’il existe un item a ∈ X tel que Supp(X,D) =
Supp(X \ {a},D). Alors, r′ : X \ {a} → Y ∪ {a} est
une règle d’association fermée telle que Supp(r,D) =
Supp(r′,D) et Conf(r,D) = Conf(r′,D). Ainsi, nous
avons une contradiction puisque r est une règle d’as-
sociation minimale non redondante.
Partie ⇐. En utilisant le fait que r est une règle d’as-
sociation fermée, nous savons qu’il n’y a pas de règle
d’association r′ : X ′ → Y ′ telle que X ∪ Y ⊂ X ′ ∪ Y ′
et Supp(r,D) = Supp(r′,D). De plus, sachant que
Supp(X,D) < Supp(X \ {a},D) pour chaque a ∈
X, nous obtenons Conf(X \ {a} → Y ∪ {a},D) <
Conf(r,D) pour chaque a ∈ X. En conséquence, r est
une règle d’association non redondante.
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(
∧

a∈Ω

xa →
∨

(i∈1..m, a6∈Ii)
(

∧

b/∈Ii∪{a}
¬xb)) ∨ (

∑

b∈Ω

xb = 1) (8)

(
∧

a∈Ω

(xa →
∨

(i∈1..m, a6∈Ii)
¬zi)) ∧ (

∧

i∈1..m

(¬zi →
∑

b/∈Ii
xb ≤ 1)) ∨ (

∑

b∈Ω

xb = 1) (9)

(¬x1 ∨ s1) ∧ (¬xn ∨ ¬sn−1) ∧
∧

1<i<n

(¬xi ∨ si) ∧ (¬si−1 ∨ si) ∧ (¬xi ∨ ¬si−1) (10)

(¬x1 ∨ s1) ∧ (y ∨ ¬xn ∨ ¬sn−1) ∧
∧

1<i<n

(¬xi ∨ si) ∧ (¬si−1 ∨ si) ∧ (y ∨ ¬xi ∨ ¬si−1) (11)

La validité de notre encodage signifie qu’une
interprétation booléenne I est un modèle de
EMNR(D,minsupp,minconf) si et seulement si X =
{a ∈ Ω | I(xa) = 1} → Y = {b ∈ Ω | I(yb) = 1} est
une règle d’association minimale non redondante.

Proposition 3 L’encodage
EMNR(D,minsupp,minconf) est valide.

Preuve 3 ça provient de la validité de l’encodage
(1) ∧ (2) ∧ (3) ∧ (4) ∧ (5) ∧ (6) ∧ (7) en respectant
le problème de génération des règles d’association fer-
mées, la proposition 2 et le fait que (8) exprime que
Supp(X,D) < Supp(X \ {a},D) pour chaque a ∈ X.

Notons que la contrainte (8) n’est pas une formule
CNF. Afin d’éviter l’explosion en terme de nombre de
clauses résultantes de la transformation de (8) en CNF,
des nouvelles variables peuvent être ajoutées pour re-
présenter les sous formules de la forme

∧
b/∈Ii∪{a} ¬xb

i.e., zi ↔
∧
b/∈Ii∪{a} ¬xb. Toutefois, en utilisant cette

transformation, le nombre de clauses résultantes est
en O(m × |Ω|2) ce qui peut rendre l’énumération des
modèles beaucoup plus difficile. Pour limiter le nombre
de clauses, nous proposons la transformation exprimée
dans la formule (9) qui est équivalente à la propriété
capturée par (8).

En effet, cette transformation vient du fait que
(
∧
b/∈Ii∪{a} ¬xb) est équivalente à (

∑
b/∈Ii xb ≤ 1) dans

le cas où Ii ne contient pas a. En conséquence, (9) ex-
prime exactement les exigences de (8). Les variables
additionnelles zi permettent d’obtenir un encodage ef-
ficace.

Notons que (9) peut être encodée en O(m × |Ω|)
plutôt que O(m× |Ω|2) de la formulation précédente.
Une contrainte linéaire de la forme

∑n
i=1 xi ≤ 1 peut

être encodée linéairement [16] en utilisant des variables
additionnelles comme le montre la formule ( 10).

Ainsi, la contrainte (¬y → ∑n
i=1 xi ≤ 1) est enco-

dée en rajoutant y à chaque clause de (10). Cepen-
dant, cela peut ralentir le processus de la propagation

unitaire. En effet, lorsque plus qu’une variable xi est
affectée à vrai, y ne se déduit pas pour être vrai di-
rectement par propagation unitaire. Pour augmenter
la puissance de la propagation unitaire, il faut ajou-
ter y uniquement au clauses binaires négatives de (10)
comme le montre la formule (11).

Il convient de noter qu’on peut utiliser certaines
des contraintes ci-dessus pour énumérer tous les géné-
rateurs minimaux. Comme mentionné précédemment,
les générateurs minimaux sont les antécédents des
règles minimales non redondantes. En conséquence,
l’encodage (3) ∧ (5) ∧ (9) (limité à X) permet d’avoir
tous ces générateurs minimaux.

Une autre notion de règles non redondantes a été
définie dans le travail de M. Zaki [18]. C’est légèrement
différent des règles représentatives définies dans [13].
Ce problème consiste à extraire des règles d’association
, appelées les règles les plus générales (MGR), qui ont
le plus petit antécédent et le plus petit conséquent (en
termes d’inclusion) dans une classe d’équivalence de
règles (avec le même support et la même confiance)

Définition 3 [18] Une règle d’association r : X → Y
est une règle non redondante ssi il n’y a pas de règle
r′ : X ′ → Y ′ différente de r tels que (i) Supp(r) =
Supp(r′), (ii) Conf(r) = Conf(r′) et (iii) X ′ ⊆ X et
Y ′ ⊆ Y .

Contrairement à la notion de non redondance expri-
mée par la définition 1, la contrainte de fermeture sur
X ∪Y est évidemment omise par la définition de Zaki.

Exemple 3 Considérant à nouveau les règles d’asso-
ciation de la Table 2. r2 : {a} → {b, c, d} est redon-
dante tandis que r1 : {a} → {b} ne l’est pas.

La proposition 4 donne une caractérisation des règles
d’association non redondantes de Zaki.

Proposition 4 Etant donnée une règle d’association
r : X → Y dans une base de données transactionnelles
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D, r est une règle non redondante ssi (i) |X| = 1
ou ∀a ∈ X, Supp(X \ {a},D) > Supp(X,D) ; et (ii)
|Y | = 1 ou ∀b ∈ Y , Supp(X∪Y ) < Supp(X∪Y \{b}).

Preuve 4
Partie ⇒. Supposons que |X| > 1 et qu’il existe
a ∈ X tel que Supp(X \ {a},D) = Supp(X,D).
Alors, Supp(X \ {a} → Y,D) = Supp(r,D) tient. De
plus, nous avons Supp(X ∪ Y \ {a},D) = Supp(X ∪
Y,D). Ainsi, nous avons Conf(X \ {a} → Y,D) =
Conf(r,D). En conséquence, nous avons une contra-
diction puisque r est une règle non redondante et nous
obtenons la propriété (i).

Supposons maintenant qu’il existe b ∈ Y tel que
|Y | > 1 et Supp(X ∪ Y \ {b},D) = Supp(X ∪ Y,D).
Alors, Conf(X → Y \ {b},D) = Conf(X → Y,D)
tient. De plus, nous avons Supp(X → Y \ {b},D) =
Supp(X → Y,D). Ainsi, en utilisant le fait que
r est une règle non redondante, nous avons une
contradiction et nous obtenons la propriété (ii).

Partie ⇐. Supposons que r est une règle non re-
dondante. Alors , il existe a ∈ X ∪ Y tel que
Supp(X \ {a} → Y,D) = Supp(r,D) si a ∈ x, et
Conf(X → Y \ {a},D) = conf(r,D) sinon. Ainsi,
nous avons Supp(X \ {a},D) = Supp(X,D) si a ∈ X,
et Supp(X ∪Y ) = Supp(X ∪Y \{b}) sinon. En consé-
quence, en utilisant les propriétés (i) et (ii) nous avons
une contradiction. Donc, r est non redondante.

En utilisant la caractérisation donnée par la
Proposition 4, il suffit d’ajouter à l’encodage
EMNR(D,minsupp,minconf), sans contrainte de fer-
meture, la nouvelle contrainte (12) qui représente la
propriété (ii) pour avoir un encodage qui correspond
au règles non redondante de Zaki.

Il convient de noter que la contrainte (12) est très si-
milaire à (8). La différence réside dans le fait que nous
utilisons les variables pi pour résonner sur la couver-
ture de X ∪ Y et non pas Y . En outre, on peut facile-
ment voir que (12) peut être encoder en une formule
CNF de la même façon que (8).

5 Expérimentations

Dans cette section, nous présentons une évalua-
tion expérimentale comparative de l’approche propo-
sée avec des algorithmes spécialisés dans l’extraction
des règles d’association. Nous considérons la tâche de
fouille de règles d’association minimales non redon-
dantes (MNR).

Pour énumérer l’ensemble des modèles de la formule
CNF résultante, nous suivons l’approche de [3]. L’al-
gorithme d’énumération des modèles proposé est basé

sur une procédure de recherche DPLL. Dans nos ex-
périmentations, l’heuristique de choix de variable se
concentre en priorité sur les variables X et Y respec-
tivement pour sélectionner celle qui sera affecté par la
suite. La puissance de cette approche consiste à utiliser
la structure des littéraux observés pour effectuer effi-
cacement la propagation unitaire. Notons également
que les contraintes (5) et (6), dédiées à la fréquence et
à la confiance, sont gérées dynamiquement sans trans-
formation en forme CNF conduisant à un algorithme
d’énumération de modèles hybride SAT-CSP. En ef-
fet, les inégalités linéaires (5) et (6) Sont gérées et
propagées à la volée, comme se fait généralement en
programmation par contraintes. Chaque modèle de la
formule propositionnelle, encodant la tâche de fouille
de règles d’association, correspond exactement à une
règle d’association en considérant la valeur de vérité
des variables propositionnelles qui encodent l’antécé-
dent (X) et le conséquent (Y ) de cette règle.

Dans ces expérimentations, SAT4MNR indique
notre solveur basé sur SAT pour la fouille des règles
d’association minimales non redondantes. De plus,
nous considérons SAT4MNR-D qui partitionne la re-
cherche comme dans [10]. Cela se fait comme suit : Soit
Ω = {a1, . . . , an}, on transforme le problème en n pro-
blème de fouille où chacun encode les règles X → Y
tel que {a1 . . . , ai−1} 6⊂ X et ai ∈ X. On note aussi
SAT4MGR notre solveur basé sur SAT pour la fouille
des règles les plus générales (Définition 3).

Afin d’évaluer la performance de notre approche
SAT dédiée à la fouille des règles minimales non re-
dondantes, Nous comparons notre solveur à deux sol-
veurs spécialisés dans l’extraction de règles d’associa-
tion, à savoir CORON 1 et SPMF 2 [4]. CORON et
SPMF sont deux outils implémentés en Java qui in-
tègrent une riche collection d’algorithmes de fouille de
données. Pour les règles d’association minimales non
redondantes, nous comparons notre approche à l’al-
gorithme ZART implémenté dans CORON et SPMF.
ZART est l’un des plus récents et efficaces algorithmes
de l’état de l’art pour l’énumération des règles d’as-
sociation minimales non redondantes [17]. Rappelons
que ZART trouve les règles minimales non redondantes
en deux étapes. Tout d’abord, l’ensemble de tous les
itemset fermés et fréquents ainsi que les générateurs
minimaux sont extraits rapidement. Ensuite, L’identi-
fication des règles non redondantes est effectuée. Cette
procédure à deux étapes consomme plus de temps.

Pour évaluer les performances de l’approche propo-
sée, on varie le support et la confiance de 5% à 100%
avec un intervalle de taille 5. Ainsi, un ensemble de
400 configurations est généré pour chaque jeu de don-

1. Coron : http ://coron.loria.fr/site/system.php
2. SPMF : http ://www.philippe-fournier-viger.com/spmf/
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∧

a∈Ω

ya → (
∨

(i∈1..m, a6∈Ii)
(pi ∧

∧

b/∈Ii∪{a}
¬yb)) ∨ (

∑

b∈Ω

yb = 1) (12)

nées . Toutes les expérimentations ont été effectuées
sur une machine Intel Xeon quad-core avec 32GB de
RAM et une fréquence de 2.66 Ghz. On fixe une limite
de temps de 15 minutes de temps CPU pour chaque
instance (configuration).

Résultats : La Table 3 décrit nos résultats compa-
ratifs. Nous rapportons dans la colonne 1 les nom des
jeux de données et leurs caractéristiques entre paren-
thèses : nombre d’items (#items), nombre de transac-
tions (#trans) et la densité. Pour chaque algorithme,
on rapporte le nombre de configurations résolues (#S),
et le temps moyen de résolution (avg.time en se-
condes). Pour chaque instance non résolue, le temps
est mis à 900s (limite de temps). Dans la dernière ligne
de la Table 3, on donne le nombre d’instances résolues
et le temps CPU moyen global en secondes.

Selon ces résultats, SAT4MNR surpasse les deux
solveurs spécialisés CORON et SPMF. Il résout 488
configurations de plus que CORON et 920 de plus
que SPMF. SAT4MNR-D est le meilleur sur tous les
jeux de données en termes de nombre de configura-
tions résolues et en temps CPU moyen, à l’exception
de mushroom où CORON est meilleur en temps mais
SAT4MNR-D résout toutes les configuration. Remar-
quons que pour mushroom, le nombre de règles d’as-
sociation minimales non redondantes est très limité.
Cela explique pourquoi SAT4MNR n’est pas meilleur
que CORON sur ce jeu de données. Par exemple,
pour le jeu de données anneal, SAT4MNR est remar-
quablement efficace. Il résout environ 100 configura-
tions de plus que CORON et environ 200 configura-
tions de plus que SPMF. On peut aussi remarquer
que pour le jeu de données Lymph, SAT4MNR-D ré-
sout toutes les configurations en un temps moyen de
7s tandis que CORON et SPMF ne peuvent pas ré-
soudre toute les configurations et ils prennent beau-
coup de temps comparés à SAT4MNR-D. Plus gé-
néralement, plus la densité des données est élevée,
meilleures sont les performances de SAT4MNR. Il est
intéressant de noter que le partitionnement du pro-
blème de fouille permet de pousser davantage les per-
formances de SAT4MNR. En effet, SAT4MNR-D per-
met d’obtenir de meilleures performances c-à-d 168
instances résolues et le temps de résolution moyen est
améliorée de 235.15 à 215.31. SAT4MGR résout moins
de configurations que SAT4MNR car l’ensemble de
règles minimales non redondantes est connu pour être
plus réduit comparé à celui des règles les plus générales
non redondantes.

La Figure 1 représente le comportement de l’ap-
proche considérée pour l’extraction de règles d’asso-
ciation sur deux jeux de données représentatifs Anneal
et kr − vs − kp. Les résultats sont obtenus en va-
riant un paramètre, tout en maintenant les autres
fixés. Lorsque le seuil minimum de support diminue,
le temps nécessaire pour trouver toutes les règles aug-
mente. Remarquons que pour CORON et SPMF le
temps augmente rapidement comparé à SAT4MNR-D.
Pour anneal, SPMF (resp. CORON) n’est pas capable
d’extraire toutes les règles non redondantes lorsque le
seuil minimum de support est inférieur à 85%(resp.
65%). Par contre, avec SAT4MNR et SAT4MNR-D il
est possible d’obtenir toutes les règles pour toutes les
valeurs du seuil minimum de support. Pour kr-vs-kp,
Il est important de noter que le temps nécessaire pour
extraire les règles augmente considérablement pour
SPMF et CORON même pour une confiance élevée.
Par exemple, quand le support minimum va de 100%
à 80% le temps est multiplié au moins par un facteur
de 10. Une telle augmentation est très limitée pour
SAT4MNR et SAT4MNR-D.

Finalement, la Table 4 présente la variation du rap-
port entre le nombre de règles classiques (pures), les
règles fermées, les règles non redondantes les plus gé-
nérales et les règles minimales non redondantes pour le
jeu de données kr-vs-kp. Comme on peut l’observer, le
nombre de règles minimales non redondantes est plus
petit que celui des règles non redondantes les plus gé-
nérales. Ce dernier est plus petit que le nombre des
règles d’association fermée, qui est en soi plus petit
que celui des pures. Par exemple, lorsque le seuil mi-
nimum de support est égal à 40%, les règles d’associa-
tion minimales non redondantes présentent 2.85% de
toutes les règles d’association classiques tandis que les
règles non redondantes les plus générales représentent
environ 3.90%.

6 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons proposé une nouvelle
approche pour la découverte des règles d’association
minimales non redondantes. On a montré que les règles
non redondantes avec un minimum d’antécédents et un
maximum de conséquences peuvent être capturées en
modélisant ce problème en un problème de satisfaibi-
lité propositionnelle (SAT). On a démontré que notre
approche est déclarative et flexible. En effet, on a mon-
tré que les générateurs minimaux peuvent être extraits
en utilisant des contraintes similaires. On a également
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SAT4MNR-D SAT4MNR CORON SPMF SAT4MGR

jeux de données avg. avg. avg. avg. avg.
(#items, #trans, density) #S time(s) #S time(s) #S time(s) #S time(s) #S time(s)
Audiology (148, 216, 45%) 21 854,82 21 854.87 20 855.01 20 855.00 20 855.00
Zoo-1 (36, 101, 44%) 400 0.23 400 0.27 400 1.35 373 108.60 400 0.71
Tic-tac-toe (27, 958, 33%) 400 0.34 400 0.14 400 0.24 400 0.20 400 0.61
Anneal (93, 812, 45%) 279 337.25 248 405.82 160 591.39 80 724.46 221 461.05
Australian-c (125, 653, 41%) 298 265.74 278 309.32 251 352.01 220 417.94 263 358.40
German-c (112, 1000, 34%) 354 149.03 328 212.58 321 206.34 278 294.45 304 272.88
H-cleveland (95, 296, 47%) 331 200.28 317 235.79 271 307.57 240 368.21 286 289.28
Hepatitis (68, 137, 50%) 360 140.69 343 170.89 286 284.09 260 331.57 315 228.13
Hypothyroid (88, 3247, 49%) 150 615.13 126 649.22 104 681.52 80 751.23 109 676.03
kr-vs-kp (73, 3196, 49%) 198 504.62 172 556.85 168 552.04 140 627.64 158 583.25
Lymph (68, 148, 40%) 400 6.78 400 19.21 357 131.07 280 316.78 395 37.15
Mushroom (119, 8124, 18%) 400 146.87 389 77.02 400 3.81 360 97.25 354 181.89
P-tumor (31, 336, 48%) 400 2.08 400 4.61 400 4.15 379 87.66 400 8.11
Soybean (50, 650, 32%) 400 0.36 400 0.20 400 0.61 380 48.51 400 2.26
Vote (48, 435, 33%) 400 5.43 400 30.46 364 87.56 380 84.82 372 111.06

Total 4790 215.31 4622 235.15 4302 270.58 3870 340.94 4397 271.05

Table 3 – Règles d’Association Non Redondantes : SAT4MNR vs CORON vs SPMF
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Figure 1 – Résultats des testes : Anneal et kr-vs-kp

montré comment capturer les règles non redondantes
avec un minimum d’antécédents et un maximum de
conséquences. L’évaluation expérimentale montre que
Notre approche proposée offre de meilleures perfor-
mances que les techniques de fouille spécialisées.

Comme perspectives, on envisage aborder la ques-
tion de l’extraction des règles les plus générales ayant
des itemsets adjacents [18] en utilisant la satisfiabilité
pour avoir une représentation compacte de l’ensemble
des règles non redondante les plus générales.

Références

[1] Rakesh Agrawal, Tomasz Imielinski, and Arun
Swami. Mining association rules between sets of

items in large databases. In Proceedings of SIG-
MOD’93, pages 207–216, 1993.

[2] Yves Bastide, Nicolas Pasquier, Rafik Taouil,
Gerd Stumme, and Lotfi Lakhal. Mining minimal
non-redundant association rules using frequent
closed itemsets. In Computational Logic - CL
2000, volume 1861, pages 972–986, 2000.

[3] Abdelhamid Boudane, Säıd Jabbour, Lakhdar
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Résumé

Dans ce papier, nous proposons une nouvelle ap-
proche permettant de définir de nouvelles classes trai-
tables pour le problème de la satisfiabilité proposition-
nelle (SAT). L’idée de base consiste à transformer une
instance SAT en une instance du problème de recherche
d’un stable maximum dans un graphe. Dans ce contexte,
et sans perte de généralité, nous considérons les formules
propositionnelles mises sous forme normale conjonctive,
où les clauses sont soit positives, soit binaires négatives.
Des classes traitables sont ensuite dérivées de l’exis-
tence d’un algorithme polynomial pour le problème de
recherche d’un stable maximum pour certaines classes
de graphes comme les graphes sans étoiles (claw-free)
et les graphes parfaits (perfect graphs). Nous montrons,
en particulier, que le problème bien connu des pigeons
(Pigeon Hole problem) appartient à une de ces classes
traitables. Finalement, nous proposons une nouvelle ca-
ractérisation des modèles minimaux dans le plus grand
fragment considéré en se basant sur le problème de re-
cherche d’un stable maximum.

Abstract

In this paper, we propose a new approach for defi-
ning tractable classes for the propositional satisfiability
problem (in short SAT). The basic idea consists in trans-
forming SAT instances into instances of the problem of
finding a maximum independent set. In this context, we
only consider propositional formulæ in conjunctive nor-
mal form where each clause is either positive or binary
negative. Tractable classes are obtained from existing
polynomial time algorithms for the problem of finding a
maximum independent set in the case of different graph
classes, such as claw-free graphs and perfect graphs. We
show, in particular, that the pigeonhole problem belongs
to one of the defined tractable classes. Furthermore, we
propose a characterization of the minimal models in the
largest considered fragment based on the maximum in-
dependent set problem.

∗Papier doctorant : Yazid M. Boumarafi est auteur principal.

1 Introduction

Depuis plusieurs années le problème de la satisfia-
bilité des formules propositionnelles (SAT : décider
si une formule propositionnelle sous forme normale
conjonctive admet ou non un modèle) fait l’objet de
plusieurs travaux très avancés sur les deux plans (pra-
tique et théorique) en informatique, il est l’un des
problèmes centraux dans la théorie de complexité et
l’informatique en général. Sur le plan pratique, ces
dernières années ont connues une percée remarquable
dans la résolution du problème SAT, les solveurs mo-
dernes sont capables de résoudre différents types d’ins-
tances avec plusieurs centaines de milliers de variables
et des millions de clauses. Sur le plan théorique, SAT
est le premier problème à avoir été prouvé NP-complet
[10]. Cela n’a pas empêché l’identification de plusieurs
classes de formules propositionnelles pour lesquelles la
résolution de SAT est polynomial. Ces classes sont ap-
pelées traitables ou polynomiales, parmi ces classes,
nous citons : les formules de Horn [17], les formules
Horn renommables [26], les formules Q-Horn [5], les
formules Krom [25].

La caractérisation de nouvelles classes traitables est
très importante pour SAT et aussi pour l’IA (Intelli-
gence Artificielle). En effet, de nombreux problèmes en
IA peuvent être réduits à SAT. Par exemple, plusieurs
systèmes de représentation des connaissances sont ba-
sés sur les formules de Horn pour lesquelles SAT peut
être résolu en temps linéaire. De plus, dans la compila-
tion de connaissances des formules générales sont par-
fois approchées par des formules traitables (exemple
[36, 4, 7]).

Nous pensons également que l’extension des frag-
ments polynomiaux actuels de SAT pourrait constituer
un pas en avant dans la compréhension de l’efficacité
pratique des solveurs SAT. La caractérisation de nou-
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velles classes traitables aiderait à mieux comprendre
la traitabilité / intraitabilité des instances SAT.

En dépit du fait que les problèmes NP-complet
connus admettent leurs propres classes traitables, il y a
peu de travaux portés sur la recherche de leurs contre-
parties en SAT. Par exemple plusieurs algorithmes
résolvent en temps polynomial des problèmes pour
des graphes appartenant à des classes spéciales. Par
exemple, plusieurs problèmes connus admettent des al-
gorithmes polynomiaux pour les graphes parfaits [20],
convexes et cordaux [15], sans AT [37] et sans étoiles
[18] (voir [6] pour un résumé). Dans [31], les auteurs
montrent que les formules CNF avec des hypergraphes
β-acycliques peuvent être résolues en temps polyno-
mial. On peut également mentionner plusieurs classes
traitables récentes mises en évidence par différents au-
teurs dans les problèmes de satisfaction des contraintes
(CSP) (voir par exemple [12]).

En exploitant la réduction polynomiale, l’un des
outils fondamentaux de la théorie de la complexité,
nous donnons une caractérisation de nouvelles classes
traitables en SAT en exploitant les résultats obte-
nus par [30, 28] dans le problème de recherche d’un
stable de taille maximum qui est traitable dans le
cas de certaines classes de graphe (les graphes sans
étoile). Sans perte de généralité, nous considérons
une formule propositionnelle mise sous forme normale
conjonctive (CNF) constituée uniquement d’un en-
semble de clauses positives et d’un ensemble de clauses
binaires négatives (PBN). Chaque formule CNF peut
être transformée en une formule PBN en utilisant la
transformation de Tseitin, nous pensons que les for-
mules PBN sont plus adaptées pour établir des liens
directs avec les problèmes en théorie des graphes et
le problème de satisfaction de contraintes (CSP). Par
exemple, l’encodage direct [38] (direct encoding) d’un
CSP binaire en une CNF est une formule PBN. En pre-
nant en compte les occurrences des variables dans l’en-
semble des clauses positives, nous définissons une hié-
rarchie des formules propositionnelles. Notre approche
de caractérisation de nouvelles classes traitables est
basée sur la réduction du problème SAT de chaque
fragment de la hiérarchie au problème de recherche
d’un stable de taille maximum. Ceci nous permet
de trouver les contreparties équivalentes de quelques
classes traitables du problème de recherche d’un stable
de taille maximum. Nous montrons aussi que le graphe
correspondant à la formule CNF représentant le pro-
blème des pigeons appartient à une classe particu-
lière de graphes, la classe des graphes sans étoile. En
résumé, nous proposons une nouvelle approche per-
mettant de définir de nouvelles classes traitables pour
SAT, en transformant une instance SAT en une ins-
tance du problème de recherche d’un stable maximum.

De plus, nous proposons une caractérisation des mo-
dèles minimaux dans le plus grand fragment de la hié-
rarchie considérée, basée sur le problème de recherche
d’un stable maximum. Cette caractérisation est utili-
sée pour mettre en évidence une connexion avec le pro-
blème du calcul des modèles minimaux, central dans
de nombreux systèmes de raisonnement en Intelligence
Artificielle, comme la circonscription propositionnelle
[29, 27], le diagnostic minimal [34, 16]. Cette dernière
contribution nous permet de montrer la richesse des
liens et connexions entre différents problèmes.

Ce papier est organisé de la manière suivante. Après
quelques préliminaires sur la logique propositionnelle
et le problème SAT, nous présentons notre hiérar-
chie des formules PBN. Une présentation incrémen-
tale des classes traitables associées aux différents frag-
ments de la hiérarchie est présentée en partant du
fragment le plus spécifique. Nous décrivons ensuite
notre caractérisation des modèles minimaux dans le
plus grand fragment de la hiérarchie. Ensuite, nous
discutons quelques travaux connexes, principalement
ceux proposés dans le contexte des problèmes de satis-
faction des contraintes avant de conclure.

2 Logique propositionnelle et problème
SAT

Nous supposons que le lecteur connâıt les principaux
concepts de la logique propositionnelle. Ainsi, nous li-
mitons notre présentation à certaines notations utili-
sées dans ce papier. Une formule propositionnelle en
forme normale conjonctive (CNF) est une conjonction
(∧) de clauses, une clause est une disjonction (∨) de
littéraux. Un littéral est une variable propositionnelle
(p), appelée littéral positif, ou une variable proposi-
tionnelle négative (¬p), appelée littéral négatif. Une
clause est binaire si elle contient uniquement deux lit-
téraux. Une clause est positive (resp. négative) si elle
contient uniquement des littéraux positifs (resp. néga-
tifs). Une formule CNF est un ensemble de clauses, une
clause est un ensemble de littéraux. La taille d’une for-
mule CNF φ correspond à

∑
c∈φ |c| où |c| est le nombre

de littéraux dans la clause c. Soit S un objet syn-
taxique, nous utilisons P(S) pour désigner l’ensemble
des variables propositionnelles apparaissant dans S.
Une interprétation booléenne I d’une formule φ est
une fonction allant de P(φ) vers {0, 1} (0 correspond
à faux et 1 correspond à vrai). Un modèle d’une for-
mule φ est une interprétation booléenne I qui satisfait
φ, i.e. I(φ) = 1. Une formule φ est dite consistante s’il
existe un modèle pour φ. Le problème SAT consiste à
décider si une formule CNF donnée admet ou non un
modèle.
Soient ci et cj deux clauses contenant x et ¬x respec-
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tivement. Une résolvante de ci et cj sur x est définie
par r = ci ∪ cj\{x,¬x}. Notons que r est une consé-
quence logique de ci ∧ cj i.e. chaque modèle de ci et
cj est un modèle de r. La règle de résolution est dé-
finie comme le processus de génération d’une clause
(appelée résolvante) à partir de deux clauses.

3 Formules PBN

Dans cette section, nous décrivons les fragments des
formules propositionnelles que nous considérons.

Définition 1 (Formule PBN). Une formule φ en
forme CNF est dite PBN si chacune de ses clauses est
soit une clause positive ou une clause binaire négative.
L’ensemble des clauses positives (resp. négatives) est
noté Pos(φ) (resp. Nég(φ)).

PBN− SAT

SPBN− SAT

IPBN− SAT
(NP − complet)

Figure 1 – Une hiérarchie des fragments syntaxiques
de SAT

Pour transformer une formule CNF en une formule
equi-satisfiable PBN, il existe plusieurs méthodes.
Parmi ces méthodes, la transformation de Tseitin, en
effet, il suffit d’associer pour chaque littéral négative
l une variable propositionnelle notée rl, et remplacer
toute clause de la forme p1∨p2∨...∨pm∨¬q1∨...∨¬qn
par l’ensemble : {p1∨p2∨...∨pm∨r¬q1∨...∨r¬qn ,¬q1∨
¬r¬q1 , ...,¬qn ∨ ¬r¬qn}. De toute évidence, décider de
la satisfiabilité d’une formule PBN reste NP-complet.

Maintenant, on définit deux types particuliers de
formule PBN, en se basant sur les occurrences des lit-
téraux positifs. Une formule SPBN est une formule
PBN où chaque clause positive a au plus un littéral
en commun avec toutes les clauses positives, or dans
les formules IPBN, l’intersection des clauses positives
donne l’ensemble vide (pas de littéraux en commun).

Définition 2 (Formule SPBN). Une formule SPBN
est une formule PBN où, pour chaque c ∈ Pos(φ),
|P(Pos(φ) \ {c}) ∩ c| 6 1

Définition 3 (Formule IPBN). Une formule IPBN
est une formule PBN où, pour chaque c, c′ ∈ Pos(φ)
avec c 6= c′, c ∩ c′ = ∅.

Exemple 1. La formule suivante est une formule
SPBN : (p∨ q)∧ (p∨ r)∧ (p∨ s)∧ (t∨u)∧ (¬q∨¬r)∧
(¬r ∨ ¬s) ∧ (¬p ∨ ¬u). En effet, chaque clause posi-
tive a au plus un littéral en commun avec les clauses
positives restantes.

Considérant maintenant le problème des pigeons, at-
testant qu’il est impossible de mettre b pigeons dans
n pigeonniers avec b > n. On note phpbn le problème
des pigeons avec b pigeons dans n pigeonniers. Cook a
prouvé que le problème des pigeons admet une preuve
courte dans le système de preuve par résolution éten-
due [11]. Une preuve courte existe également en utili-
sant une résolution par symétrie [1, 3]. Le problème des
pigeons phpbn peut être exprimé en utilisant la formule
IPBN suivante φphpbn :

n∨

j=1

pij , 1 6 i 6 b (1)

¬pij ∨ ¬pkj , 1 6 i < k 6 b and 1 6 j 6 n (2)

Où pij = 1 si et seulement si le pigeon i est dans le
pigeonnier j.

En effet, chaque clause positive de φphpbn n’a aucun
littéral en commun avec les autres clauses positives.
Dans ce qui suit, nous montrons que décider de la
satisfiabilité de la formule φphpbn appartient à une
classe traitable que nous définirons.

Pour faciliter la notation, nous utilisons PBN-SAT,
SPBN-SAT et IPBN-SAT pour désigner le problème
SAT dans le cas d’une formule PBN, une formule
SPBN et une formule IPBN respectivement.

Proposition 1 (IPBN-SAT). Le problème IPBN-SAT
est NP-complet.

Preuve. Vu que le problème SAT est dans la classe
NP, alors IPBN-SAT l’est aussi. Nous montrons main-
tenant que IPBN-SAT est NP-difficile, en utilisant le
problème de coloration d’un graphe.

Il est connu que le problème de décider si un graphe
admet une 3-coloration est un problème NP-difficile.
Soit G = (V,E) un graphe non orienté tel que V re-
présente l’ensemble de ses sommets et E l’ensemble
de ses arêtes. Une 3-coloration du graphe G corres-
pond à une partition de l’ensemble V en 3 ensembles
P = {Vc1, Vc2, Vc3} de tel sorte que deux sommets
dans le même sous ensemble ne sont pas adjacents,
et Vc1, Vc2, et Vc3 font référence à trois couleurs diffé-
rentes c1, c2 et c3 respectivement. Pour encoder le pro-
blème 3-coloration d’un graphe en une formule IPBN,
on associe une variable propositionnelle pciv à chaque
sommet v coloré avec la couleur ci. On a I(pciv ) = 1,
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si le sommet v est coloré avec ci et I(pciv ) = 0 sinon.
Donc, le codage est défini comme suit :

∧

v∈V
pc1v ∨ pc2v ∨ pc3v (3)

∧

{v,v′}∈E
(¬pc1v ∨¬pc1v′ )∧(¬pc2v ∨¬pc2v′ )∧(¬pc3v ∨¬pc3v′ ) (4)

Clairement, la formule (3) est un ensemble de
clauses positives indépendantes, et par conséquent,
(3) ∧ (4) est une formule IPBN. Donc IPBN-SAT est
un problème NP-complet.

Il est aussi intéressant de noter que la NP-
complétude d’un problème IPBN-SAT peut également
être obtenue à partir des problèmes de satisfaction
des contraintes. En effet, l’encodage direct [38] de
tout CSP binaire en une formule CNF est une formule
IPBN.

Un littéral pure est un littéral dont le littéral
opposé n’apparait pas dans la formule CNF, la règle
des littéraux pures consiste à supprimer les clauses
contenant les littéraux pures dans la formule CNF.
Intuitivement, une formule CNF est satisfiable si et
seulement si la formule CNF obtenue après l’applica-
tion de la règle des littéraux pures est satisfiable. A
partir de maintenant, nous considérons seulement les
formules PBN ne contenant aucun littéral pure.

Pour satisfaire une formule propositionnelle, il suf-
fit de satisfaire un littéral dans chaque clause. Soit φ
une formule PBN, on utilise R(φ) pour noter la for-
mule PBN φ ∪ {¬p ∨ ¬q | p 6= q et ∃c ∈ Pos(φ) tel
que {p, q} ⊆ c}. Nous montrons dans la proposition
suivante que nous avons besoin de satisfaire seulement
un littéral dans chaque clause positive.

Proposition 2. Soit φ une formule SPBN, φ est sa-
tisfiable si et seulement si R(φ) est satisfiable.

Preuve. Vu que φ est un sous ensemble de R(φ), si
R(φ) est satisfiable alors φ est satisfiable. Supposant
maintenant que φ est satisfiable, et soit I un modèle de
φ. Pour une clause positive c ∈ Pos(φ), `c,I désigne
un littéral positif dans c tel que (i) I(`c,I) = 1 et
(ii) si |P(φ \ {c}) ∩ c| = 1 et I(P(φ \ {c}) ∩ c) = 1
alors `c,I = P(φ \ {c}) ∩ c. Soit I ′ une interprétation
booléenne de R(φ) définie comme suit :

I ′(p) =

{
1 si ∃c ∈ Pos(φ), p = `c,I
0 sinon

Il est évident que I ′ satisfait exactement un littéral
dans chaque clause positive de φ, en effet, supposant

qu’il existe une clause positive contenant deux litté-
raux distincts p et q tel que I ′(p) = I ′(q) = 1. Donc c
partage les littéraux p et q avec d’autres clauses posi-
tives. Contradiction, car φ est une formule SPBN. Par
conséquent, I ′ est un modèle de R(φ).

Nous présentons nos résultats de la maniére sui-
vante, d’abord nous décrivons une approche de carac-
térisation des classes traitables pour IPBN-SAT, en
suite nous généraliserons ces classes pour SPBN-SAT
et enfin nous généraliserons notre approche pour la
caractérisation des classes traitables pour PBN-SAT.

4 Classes traitables pour IPBN-SAT

Dans cette section, nous définissons une classe trai-
table pour les formules IPBN-SAT. Notre approche
consiste en la transformation d’une instance de IPBN-
SAT en une instances du problème de recherche d’un
stable de taille maximum. Ce dernier admet une solu-
tion en un temps polynomial pour certaines classes de
graphe. En particulier, on montre que l’instance repré-
sentant le problème des pigeons appartient à une classe
traitable définie par cette approche. Soit φ une formule
IPBN,GP

φ dénote le graphe non orienté correspondant,
où {p, q} ∈ E si et seulement si les variables p et q ap-
partiennent à la même clause dans φ, i.e., ∃c ∈ φ tel
que {p, q} ⊆ P(c). A titre d’exemple, le graphe corres-
pondant à la formule suivante est représenté dans la fi-
gure 2 : (p∨q∨r)∧(s∨t)∧(¬q∨¬s)∧(¬r∨¬s)∧(¬r∨¬t)

p

q

r

s

t

Figure 2 – Un graphe associé à une formule IPBN

Considérons un graphe non orienté G = (V,E). Un
stable est un sous-ensemble de sommets S ⊆ V deux
à deux non adjacents, i.e., pour chaque v, v′ ∈ S avec
v 6= v′, {v, v′} /∈ E. Un stable maximum de G est un
sous-ensemble de sommets, le plus grand possible, tel
que les éléments de ce sous-ensemble ne soient pas voi-
sins. On utilise α(G) pour désigner un stable maximum
de G. Le problème de recherche d’un stable maximum
dans un graphe est un problème NP-difficile [6].

Par exemple, pour le graphe G représenté dans la fi-
gure 2 : α(G) = 2 et ses stables maximums sont {p, s},
{p, t} et {q, t}.
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Théorème 1. Soit φ une formule IPBN, φ est satis-
fiable si et seulement si α(GP

φ ) > n où n = |Pos(φ)|.

Preuve. Partie ⇒. En utilisant la proposition 2, φ
est satisfiable si et seulement si R(φ) l’est. Soit I un
modèle de R(φ) et S = {p ∈ P(φ) | I(p) = 1}. Vu que
I satisfait exactement un littéral dans chaque clause
positive, |S| > n est vérifié. Rappelons que les littéraux
des clauses positives sont disjoints. Il suffit maintenant
de montrer que S est un stable de GP

φ . Supposant que

p, q ∈ S tel que {p, q} est une arête dans GP
φ , alors la

clause ¬p ∨ ¬q appartient à R(φ). Donc soit I(p) = 0
ou bien I(q) = 0, contradiction.

Partie ⇐. Soit S un stable maximum de GP
φ tel

que |S| > n et soit I une interprétation booléenne de
φ définie comme suit :

I(p) =

{
1 si p ∈ S
0 sinon

En utilisant la définition de GP
φ , I satisfait les clauses

binaires négatives. En effet, pour chaque ¬p ∨ ¬q ∈
N ég(φ), on a : p /∈ S ou bien q /∈ S, car {p, q} est une
arête de GP

φ . De plus, I satisfait au plus un littéral
dans chaque clause positive, donc, vu que S ⊆ P(φ)
et |S| > n, I satisfait les clauses positives.

Considérons à nouveau l’exemple précédent de la
formule IBPN φ (son graphe corréspondant est repré-
senté dans la figure 2). en utilisant le théorème 1, φ
est satisfiable vu que le nombre de clauses positives
est égal à 2 et α(GP

φ ) = 2. Le stable maximum {p, s}
induit le modèle {p, s,¬q,¬r,¬t} de φ.

Plusieurs algorithmes de complexité polynomiale
ont été proposés pour le problème de recherche d’un
stable maximum pour certaines classes de graphe,
comme les graphes sans étoile, graphes parfaits,
graphes avec clique de largeur limitée [30, 21, 2, 6, 14].
Par conséquent, le théoréme 1 montre qu’on peut ob-
tenir une classe traitable pour IPBN-SAT à partir du
problème de recherche d’un stable de taille maximum.
Considérons par exemple, la classe de graphes sans
étoile. Un graphe G = (V,E) est sans étoile si aucun
sommet n’a trois voisins non adjacents par paire, i.e.,
pour chaque v ∈ V , s’il existe trois sommets distincts
v1, v2, v3 ∈ V tel que {{v, v1}, {v, v2}, {v, v3}} ⊆ E,
alors au moins une de ces arêtes {v1, v2}, {v2, v3} et
{v1, v3} appartient à E. Une étoile est un sous-graphe
induit par quatre sommets où un des sommets a trois
voisins non adjacents par paire. On dit qu’une formule
IPBN φ est sans étoile si le graphe correspondant est
sans étoile.

Théorème 2 (IPBN-SAT sans étoile). Le problème
consistant à vérifier la satisfiabilité d’une formule
IPBN sans étoile est traitable

Preuve. Une conséquence directe du théorème 1 et le
fait que le problème de recherche d’un stable de taille
maximum dans la classe de graphes sans étoile est trai-
table.

Il est évident que vérifier si un graphe non orienté est
sans étoile ou non est traitable. On obtient le théorème
suivant :

Théorème 3. La vérification si une formule CNF est
sans étoile est traitable.

Considérant le problème de pigeons, dans la propo-
sition suivante, nous montrons que vérifier la satisfia-
bilité de l’instance du problème des pigeons appartient
à IPBN-SAT dont la formule CNF est sans étoile.

Proposition 3. Le problème des pigeons est une ins-
tance de IPBN-SAT sans étoile.

Preuve. Comme cité précédemment, la formule CNF
φphpbn représentant le problème des pigeons est
une formule IPBN. Soit p, q, r, s différents sommets
dans le graphe correspondant G = (V,E) tel que
{{p, q}, {p, r}, {p, s}} ⊆ E. Si deux des variables q, r, s
appartiennent à la même clause positive, donc le sous
graphe induit composé de ces quatre sommets n’est
pas une étoile. Considérant maintenant le cas où
q, r, s appartiennent à des clauses positives distinctes,
alors deux variables parmi q, r et s représentent le
même pigeonnier pour deux pigeons différents, vu que
{{p, q}, {p, r}, {p, s}} ⊆ E. Par conséquent, une des
clauses négatives suivantes : ¬q ∨ ¬r,¬q ∨ ¬s,¬r ∨ ¬s
est dans φPHP b

n
. Donc le sous graphe composé de ces

quatre sommets n’est pas une étoile.

Il est intéressant de noter qu’il existe des classes
de graphe, autres que des graphes sans étoile, carac-
térisant des classes traitables dans le problème de re-
cherche d’un stable maximum et qui peut être reconnu
en temps polynomial. Par exemple, les graphes biparti,
qui sont des graphes parfaits, peuvent être reconnus en
temps polynomial.

5 Classes traitables pour SPBN-SAT

Dans cette section, une extension des résultats pré-
cédents est présentée afin de caractériser des classes
traitables pour les formules SPBN. En effet, nous mon-
trons que chaque instance de SPBN-SAT peut être tra-
duite en une instance du problème de recherche d’un
stable maximum. L’idée principale consiste à prendre
en compte le nombre d’occurrences des littéraux en
commun entre les clauses positives.

Soit φ une formule PBN et p ∈ P(φ), on note par
Nb(p, φ) la valeur |{c ∈ Pos(φ) | p ∈ c}|, de plus, on
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v1p v2p v3p

vq vr vs

vu vt

Figure 3 – Un graphe associé à une formule SPBN

associe un ensemble de Nb(p, φ) éléments noté S(p, φ)
à chaque variable p ∈ P(φ), tel que pour chaque p, q ∈
P(φ) avec p 6= q, S(p, φ) ∩ S(q, φ) = ∅.

Soit φ une formule PBN, on note GO
φ = (V,E) le

graphe non orienté associé à la formule φ, avec V =⋃
p∈P(φ) S(p, φ) et pour chaque v, v′ ∈ V , {v, v′} ∈ E

si et seulement s’il existe p, q ∈ P(φ) tel que p 6= q,
v ∈ S(p, φ), v′ ∈ S(q, φ) et p et q appartiennent à la
même clause.

Par exemple, le graphe présenté dans la figure 3 cor-
respond à la formule SPBN de l’exemple 1. L’ensemble
des sommets V est obtenu en prenant en compte
l’union de S(x, φ) pour chaque x ∈ P(φ). A titre
d’illustration, S(p, φ) = {v1p, v2p, v3p}, les variables res-
tantes apparaissent uniquement une seule fois dans
les clauses positives (S(q, φ) = {vq}). Concernant les
arêtes, on a les variables p et q qui appartiennent à
la même clause, donc on ajoute des arêtes entre les
occurrences de p ({v1p, v2p, v3p}) et q ({vq}).

Proposition 4. Soit φ une formule PBN, GO
φ =

(V,E) son graphe associé, p ∈ P(φ) et v ∈ S(p, φ).
Si M est un stable maximum tel que v ∈ S, alors
S(p, φ) ⊆M .

Preuve. Supposant qu’un sommet v′ ∈ S(p, φ) existe,
tel que v 6= v′ et v′ /∈M . Alors, il existe v′′ ∈M tel que
{v′, v′′} ∈ E vu que M est un stable maximum. Donc
par définition {v, v′′} ∈ E est vérifié, contradiction.

Le théorème 4 est une généralisation du théorème 1.
En utilisant la proposition 2, il suffit de satisfaire un
seul littéral dans chaque clause positive pour avoir un
modèle pour une formule SPBN, en combinant cette
propriété avec la proposition 4 on obtient une réduc-
tion d’une instance SPBN-SAT vers une instance du
problème de recherche d’un stable maximum.

Théorème 4. Soit φ une formule SPBN, φ est satis-
fiable si et seulement si α(GO

φ ) > n où n = |Pos(φ)|.

Preuve. La preuve est similaire à celle du théorème 1,
la seule différence réside dans le fait de prendre en
compte les occurrences des littéraux positifs vu que
les clauses positives partagent au plus un littéral dans
les formules SPBN.
Partie ⇒. En utilisant la proposition 2, φ est satis-
fiable si et seulement si R(φ) l’est. Soit I une inter-
prétation booléenne tel que I(R(φ)) = 1 et S = {v ∈
S(p, φ) | p ∈ P(φ) et I(p) = 1}. Vu que I satisfait
les clauses positives, |S| > n est vérifié. Rappelons
que les clauses positives partagent au plus un litté-
ral. Supposant maintenant qu’il existe deux sommets
v, v′ ∈ S tel que {v, v′} est une arête dans GO

φ . Donc,
il existe une clause contenant ¬p∨¬q dans R(φ) telle
que v ∈ S(p, φ) et v′ ∈ S(q, φ). Contradiction, car
I(p) = 0 ou I(q) = 0.
Partie ⇐. Soit M un stable maximum de GO

φ avec
|M | > n. On définit une interprétation booléenne I de
φ comme suit :

I(p) =

{
1 si S(p, φ) ⊆M
0 sinon

Puis, en utilisant la définition de GO
φ , I satisfait les

clauses binaires négatives car, pour chaque ¬p ∨ ¬q ∈
N ég(φ), S(p, φ) ∩M = ∅ ou S(q, φ) ∩M = ∅. De plus
M ⊆ ⋃p∈P(φ) S(p, φ) et en utilisant la proposition 4,

on a soit S(p, φ) ⊆M ou S(p, φ)∩M = ∅ pour chaque
p ∈ P(φ). De plus, en utilisant la définition de GO

φ ,
pour chaque c ∈ Pos(φ) et pour chaque p, q ∈ c avec
p 6= q, S(p, φ) ∩M = ∅ ou S(q, φ) ∩M = ∅. Donc, I
satisfait au plus un littéral dans chaque clause positive.
Vu que |M | > n on déduit que I satisfait les clauses
positives de φ.

Reprenons la formule SPBN φ donnée dans
l’exemple 1, son graphe associé GOφ est repré-
senté dans la figure 3. L’ensemble de sommets
S = {v1p, v2p, v3p, vt} est un stable maximum de GOφ .
En utilisant le théorème 4, φ est satisfiable vu qu’elle
contient 4 clauses positives et α(GOφ ) = 4. Le modèle
de φ induit par S est {p, t,¬q,¬r,¬s,¬u}.

Comme avec le théorème 1, le théorème 4 nous per-
met de définir des classes traitables pour le problème
SPBN-SAT en utilisant des classes traitables dans le
problème de recherche d’un stable maximum.

6 Classes traitables pour les formules
PBN

Une généralisation de nos précédents résultats sera
présentée dans cette section. Pour cela, nous définis-
sons une classe particulière des formules PBN, que
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nous appelons Clause-Couverte PBN (CC-PBN), gé-
néralisant celle des formules SPBN. Cette généralisa-
tion permet aux clauses positives d’une formule PBN
de partager plus d’une variable.

Soit ψ un ensemble de clauses positives et p une
variable propositionnelle. C(p, ψ) représente l’ensemble
de clauses de ψ où p apparâıt, i.e., C(p, ψ) = {c ∈ ψ |
p ∈ c}. On dit que C(p, ψ) est la couverture de p dans
ψ.

Définition 4 (Formule CC-PBN). Une formule CC-
PBN φ est une formule PBN où, pour chaque p, q ∈
P(φ) avec p, q ∈ c pour une clause c ∈ Pos(φ), on a
C(p, Pos(φ)) ⊆ C(q, Pos(φ)) ou bien C(q, Pos(φ)) ⊆
C(p, Pos(φ)).

Autrement dit, Une formule CC-PBN est une
formule PBN où pour chaque deux littéraux distincts
dans une clause positive, la couverture de l’un est
incluse dans celle de l’autre dans la partie positive.

Il est clair que les formules SPBN sont des formules
CC-PBN. En effet, si φ est une formule SPBN alors
pour chaque clause c ∈ Pos(φ), il existe un littéral p
tel que {c} est un sous ensemble de C(p, Pos(φ)), i.e.,
C(p, Pos(φ)) ⊃ {c}.

Exemple 2. La formule φ suivante est une formule
CC-PBN :
(p1 ∨ p2 ∨ p3 ∨ p4)∧
(p1 ∨ p2 ∨ p3 ∨ p5)∧
(p1 ∨ p2 ∨ p6 ∨ p7)∧
(p1 ∨ p8 ∨ p9 ∨ p10)∧
(¬p1 ∧ ¬p4)∧
(¬p3 ∨ ¬p7)∧
(¬p5 ∨ ¬p6)∧
(¬p2 ∨ ¬p10).

Il est clair que C(p3, Pos(φ)) ⊂ C(p2, Pos(φ)) ⊂
C(p1, Pos(φ)) et les autres variables apparaissent une
seule fois dans Pos(φ).

Nous montrons qu’il suffit de satisfaire exactement
un littéral dans chaque clause positive afin d’obtenir
un modèle pour une formule CC-PBN.

Proposition 5. Soit φ une formule CC-PBN, φ est
satisfiable si et seulement si R(φ) est satisfiable.

Preuve. Il suffit de monter que si φ est satisfiable alors
R(φ) l’est aussi, l’inverse est trivial. Soit I un modèle
de φ et � un ordre sur P(φ) satisfaisant les propriétés
suivantes : pour chaque p, q ∈ P(φ), si C(q, Pos(φ))
est un sous ensemble de C(p, Pos(φ)) (C(q, Pos(φ)) ⊂
C(p, Pos(φ))) alors p � q. Pour une clause positive

c ∈ Pos(φ), `c,I désigne la plus petite variable propo-
sitionnelle dans c en respectant � tel que I(`c,I) = 1.
Soit I ′ une interprétation booléenne de R(φ) définie
comme suit :

I ′(p) =

{
1 si ∃c ∈ Pos(φ), p = `c,I
0 sinon

Sachant que, pour chaque p, q ∈ P(φ) avec p, q ∈ c et
c ∈ Pos(φ), on a C(p, Pos(φ)) ⊆ C(q, Pos(φ)) ou bien
C(q, Pos(φ)) ⊆ C(p, Pos(φ)), I satisfait exactement un
littéral dans chaque clause positive. Par conséquent I ′
est un modèle de R(φ).

Généralisant le théorème 4, en combinant la propo-
sition 4 et la proposition 5.

Théorème 5. Soit φ une formule CC-PBN, φ est sa-
tisfiable si et seulement si α(GO

φ ) > n où n = |Pos(φ)|.

Preuve. La preuve est similaire à celle du théorème 4.
Partie ⇒. La preuve est obtenue en remplaçant la
proposition 2 par la proposition 5 et en utilisant les
mêmes arguments.
Partie ⇐. C’est exactement les mêmes arguments et
l’interprétation booléenne suivante obtenue à partir
d’un stable M de GO

φ est un modèle de φ, si la taille
du stable est supérieure ou égale à n :

I(p) =

{
1 si S(p, φ) ⊆M
0 sinon

Pour tous les fragments de la hiérarchie, IPBN,
SPBN et CC-PBN, le théorème 5, nous permet de
trouver les contreparties SAT des différentes classes
traitables du problème de recherche d’un stable maxi-
mum.

7 Connexion avec les modèles minimaux

Le problème du modèle minimal a des applications
importantes dans l’IA, comme la circonscription pro-
positionnelle et le diagnostic minimal [29, 34]. Nous
présentons ici une caractérisation des modèles mini-
maux dans le cas des formules CC-PBN en utilisant le
problème de recherche d’un stable maximum.

Soient I et I ′ deux interprétations d’une formule
propositionnelle φ. I est dit plus petit que I ′, noté
I � I ′, si {p ∈ P(φ) | I(p) = 1} ⊆ {p ∈ P(φ) |
I ′(p) = 1}.

Définition 5. Soit φ une formule propositionnelle et
I un modèle de φ. I est dit modèle minimal de φ s’il
n’existe pas de modèle strictement plus petit que I
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Proposition 6. Soit φ une formule CC-PBN et I un
modèle de φ. I est un modèle minimal de φ si et seule-
ment si I satisfait exactement un littéral dans chaque
clause positive.

Preuve. Partie ⇐. Supposons qu’il existe un modéle
I ′ de φ tel que {p ∈ P(φ) | I ′(p) = 1} ⊂ {p ∈
P(φ) | I(p) = 1}. Alors, on obtient une contradic-
tion vu qu’il existe au moins une clause dans Pos(φ)
non satisfaite. En effet, vu que I satisfait exactement
un littéral dans chaque clause positive, les clauses po-
sitives qui contiennent les littéraux dans {p ∈ P(φ) |
I(p) = 1} \ {p ∈ P(φ) | I ′(p) = 1} ne sont pas satis-
faites par I ′. Nous rappelons que nous considérons que
les formules PBN ne contenant aucun littéral pure.
Partie ⇒. Supposons qu’il existe une clause posi-
tive dans Pos(φ) contenant deux littéraux p et q tel
que I(p) = I(q) = 1. Vu que φ est une formule
CC-PBN, on sait que C(p, Pos(φ)) ⊆ C(q, Pos(φ)) ou
C(q, Pos(φ)) ⊆ C(p, Pos(φ)). On considère, sans perte
de généralité, C(p, Pos(φ)) ⊆ C(q, Pos(φ)). Donc, l’in-
terprétation I ′ suivante est un modèle de φ : I ′(p) = 0
et I ′(r) = I(r) pour chaque variable propositionnelle
r 6= p. Donc, I n’est pas un modèle minimal de φ,
contradiction.

Théorème 6. Soit φ une formule CC-PBN et I une
interprétation booléenne de φ. I est un modèle mi-
nimal de φ si et seulement si α(GO

φ ) = |Pos(φ)|
et
⋃
p∈E S(p, φ) est un stable maximum de GO

φ où
E = {p ∈ P(φ) | I(p) = 1}.

Preuve. Partie ⇐. En utilisant le théorème 5, on sait
que φ est satisfiable vu que α(GO

φ ) = |Pos(φ)|. De plus
I est un modèle de φ (preuve du théorème 5). Avec la
proposition 6, I est un modèle minimal de φ vu que
I satisfait exactement un littéral dans chaque clause
positive (α(GO

φ ) = |Pos(φ)|).
Partie ⇒. En utilisant la proposition 6, I satis-
fait exactement un littéral dans chaque clause posi-
tive. Donc, |⋃p∈E S(p, φ)| = |Pos(φ)| et

⋃
p∈E S(p, φ)

est un stable de GO
φ = (V,E). Avec la définition

de GO
φ , on sait que chaque sommet de V est soit

dans
⋃
p∈E S(p, φ) soit adjacent à un sommet de⋃

p∈E S(p, φ). Ainsi, ce stable est un stable maximum

de GO
φ .

8 Travaux connexes

Plusieurs travaux ont étudié les relations de résolu-
tion, d’inférence et de traitabilité entre le problème
SAT et le problème de satisfaction de contraintes
(CSP) en utilisant plusieurs encodages (par exemple
[38, 32]). La relation entre notre approche et les CSP

binaires ne concerne que le fragment le plus spéci-
fique de la hiérarchie, les formules IPBN. En effet, ce
fragment particulier concerne les formules PBN où les
clauses positives ne partagent pas de variables. Notre
approche l’étend, en introduisant des formes imbri-
quées obtenues en considérant quelques propriétés sur
les occurrences de variables dans la partie positive
d’une formule PBN. En analysant la partie positive
des formules PBN, des résultats sur la traitabilité du
problème peuvent être obtenus. C’est le point le plus
important de ce papier.

Il est bien connu que la résolution d’une instance
CSP binaire P est équivalente à trouver un stable
dans le complément de la microstructure de P [33].
Il est également bien connu qu’une instance CSP bi-
naire peut être codée comme une instance IPBN-SAT
en utilisant l’encodage direct et inversement [38]. Par
conséquent, des classes traitables du problème de re-
cherche d’un stable maximum pour différentes classes
de graphes peuvent être utilisées pour caractériser des
classes traitables en CSP [8, 13]. Donc, des classes
traitables dans IPBN-SAT peuvent être dérivées de
la même manière.

Rappelons que la microstructure d’une instance
CSP binaire est le graphe (V,E) où V est l’ensemble
des affectations possibles de valeurs aux variables et E
relie toutes les paires d’affectations possibles. Le com-
plément de la microstructure est le complément de ce
graphe. Il est intéressant de noter que la représenta-
tion de la microstructure joue un rôle important dans
la caractérisation des classes traitables dans les CSP,
en imposant des conditions dans la microstructure (par
exemple [35, 9]). Plus généralement, plusieurs résultats
sont obtenus grâce à des réductions polynomiales entre
différents problèmes NP-complet ou NP-difficile (par
exemple [24]). Citons par exemple les travaux de Jégou
et Paris [23], où une instance SAT est représentée sous
la forme d’un graphe non orienté issu d’une transfor-
mation polynomiale de SAT en problème de la clique.
En exploitant les propriétés bien connues des graphes
cordaux, les auteurs caractérisent une nouvelle classe
traitable pour SAT. Une classe traitable bien connue,
appelée les formules CNF appariées [19], est caracté-
risée par des notions de la théorie de graphe. Une for-
mule CNF est appariée si son graphe biparti associé
(dont les sommets sont des clauses et des variables, et
les arêtes relient les variables aux clauses où elles appa-
raissent) contient un couplage (matching) qui couvre
toutes les clauses. D’autres réductions polynomiales
d’un problème π à un problème π′ sont également uti-
lisées pour bénéficier des techniques de résolution de
π′. Citons par exemple la réduction du problème de re-
cherche d’un stable maximum dans un graphe au pro-
blème de satisfiabilité minimum (MINSAT) proposé
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par Ignatiev et al. [22].

9 Conclusion et perspectives

Dans ce papier, nous avons proposé un nouveau
cadre pour caractériser de nouvelles classes traitables
pour le problème SAT. Sans perte de généralité, nous
nous concentrons sur une forme particulière de for-
mules booléennes avec seulement des clauses posi-
tives et des clauses binaires négatives. Nous avons dé-
fini une hiérarchie de fragments caractérisés par des
contraintes spécifiques sur les occurrences des variables
positives. Pour chaque fragment et pour chacune de ses
formules propositionnelles, on donne une réduction à
un graphe, où la satisfiabilité de cette formule est équi-
valente à l’existence d’un stable maximum de taille su-
périeure ou égale au nombre de clauses positives. Cette
propriété vient du fait que dans la forme des formules
considérée nous avons seulement besoin de satisfaire
un littéral dans chaque clause positive. Cette forme
nous permet de caractériser de nouvelles classes trai-
tables à partir des algorithmes polynomiaux existants
du problème de recherche d’un stable maximum dans
certaines classes de graphes, comme les graphes sans
étoile et les graphes parfaits. De plus, nous proposons
une caractérisation des modèles minimaux basées sur
le problème de recherche d’un stable maximum.

Notre approche peut être utilisée pour trouver de
nouveaux liens entre le problème de la satisfiabilité
propositionnelle, la théorie des graphes et les pro-
blèmes de satisfaction des contraintes. La détermina-
tion d’autres propriétés sur la partie positive des for-
mules PBN pourrait mener à de nouvelles classes trai-
tables.
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Schrijver. The ellipsoid method and its conse-
quences in combinatorial optimization. Combina-
torica, 1(2) :169–197, 1981.

[22] Alexey Ignatiev, Antonio Morgado, and Joao
Marques-Silva. On reducing maximum inde-
pendent set to minimum satisfiability. In 17th
International Conference on Theory and Applica-
tions of Satisfiability Testing (SAT’2014), pages
103–120, 2014.

[23] Philippe Jégou and Lionel Paris. A new formula
rewriting by reasoning on a graphical representa-
tion of SAT instances. In Eighth Symposium on
Abstraction, Reformulation, and Approximation,
SARA 2009, Lake Arrowhead, California, USA,
8-10 August 2009, 2009.

[24] Richard M. Karp. Reducibility among Combina-
torial Problems, pages 85–103. Springer US, Bos-
ton, MA, 1972.

[25] Melven R. Krom. The decision problem for a class
of first-order formulas in which all disjunctions
are binary. Mathematical Logic Quarterly, 13(1-
2) :15–20, 1967.

[26] Harry R. Lewis. Renaming a set of clauses as a
horn set. J. ACM, 25(1) :134–135, January 1978.

[27] Vladimir Lifschitz. Computing circumscription.
In Proceedings of the 9th International Joint
Conference on Artificial Intelligence (IJCAI’85),
pages 121–127, 1985.

[28] Vadim V. Lozin and Martin Milanič. A poly-
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Résumé

Le Model Checking est une méthode de vérification
formelle très populaire dans le milieu industriel, en rai-
son de son automatisation et de sa faculté à produire
une trace d’exécution courte lorsqu’il existe un compor-
tement non désiré. Le model checking borné (BMC) et
la k-induction sont deux méthodes paramétrées, allant
de pair. Elles sont toutes les deux très dépendantes de
l’efficacité de leur procédure de décision sous-jacente, gé-
néralement un solveur SAT/SMT, en raison notamment
de leur propension à générer des formules de plus en
plus grandes. Ces formules ont une caractéristique par-
ticulière : elles peuvent être trivialement partitionnées
en 3 ensembles, dont l’un possède une structure symé-
trique. Dans cet article, nous proposons d’exploiter cette
structure symétrique en dupliquant les clauses apprises
par le solveur. Cette idée fut déjà proposée peu après
l’introduction de BMC, mais rapidement abandonnée à
cause de sa tendance à surcharger le solveur SAT avec
un nombre trop important de clauses. Nous proposons
d’étendre la duplication pour la k-induction et suggérons
une méthode simplifiée, i.e. sans incidence sur le solveur,
pour détecter les clauses duplicables. En outre, nous
montrons qu’en sélectionnant soigneusement les clauses
à dupliquer et à quels temps les dupliquer, nous obte-
nons des gains intéressants dans notre model checker,
ce qui va à l’encontre de l’idée communément admise.

Abstract

Model Checking is a well-established formal verifica-
tion method in industry, mainly because of its automa-
tion and its ability to produce short execution trace when
a bug is found. Bounded Model Checking (BMC) and k-
induction are both parameterized methods, working to-
gether, and relying almost entirely on their underlying
decision procedure, e.g. SAT/SMT solver. The formulas
generated by those methods can be trivially partitioned
into 3 sets, and such that one of these set is perfectly
symmetric. In this paper, we propose to exploit this sym-
metry to replicate learnt clauses. This was already sug-
gested in the early years of BMC, but quickly left aside

because of its tendency to overburden the solver with
too many clauses. In this paper, we extend replication
to k-induction and propose a simpler but sound strategy
to detect replicable clauses. Moreover, we show that by
carefully selecting learnt clauses to replicate and where
to replicate them, we can observe an interesting progress
in our model checker.

1 Introduction

Le model checking est une technique de vérification
formelle très utilisée dans le milieu industriel, pour
vérifier les circuits électroniques, ou plus généralement
les systèmes informatiques dits critiques. Ceci est prin-
cipalement dû à son caractère automatique et à sa ca-
pacité de générer de courtes traces d’exécution menant
à un comportement non désiré (bug). Le model che-
cking borné (BMC) [4] est une méthode paramétrée
qui vérifie exhaustivement, dans un système, l’absence
de chemins d’une taille donnée menant à un mauvais
état. Il s’agit d’une des premières applications indus-
trielles et certainement du premier succès historique
des solveurs SAT (avec la planification). Cependant,
BMC est un algorithme orienté vers la recherche de
contre-exemple et n’est généralement pas utilisé pour
en prouver l’absence 1, ce qui a conduit à l’introduction
de la k-induction [12], qui est basée sur le principe de
récurrence, et ajoute donc un critère de terminaison :
l’idée est de montrer que, lorsque le système vérifie le
comportement souhaité pendant un nombre de cycle
donné (cette hypothèse est fournie par BMC), alors
on ne peut plus atteindre un mauvais état. Les perfor-
mances de ces deux méthodes de model checking sont
très dépendantes des performances de la procédure de
décision sous-jacente, ici le solveur SAT.

1. En effet, il est très difficile de déterminer la profondeur
séquentielle d’un système.
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Ces méthodes, générant des formules SAT extraor-
dinairement grandes (pouvant dépasser plusieurs mil-
liards de clauses et des millions de variables), ou de-
mandant des milliers d’appels SAT sur une même ins-
tance, ont poussé un changement de paradigme dans
la conception des solveurs SAT. Les solveurs SAT ”mo-
dernes”, ou Conflict-Driven Clause Learning (CDCL)
[11] ont été initialement conçus pour résoudre de telles
instances.

Ce papier s’inscrit dans une lignée de travaux visant
à interconnecter le model checker et le solveur SAT.
Plus précisement, l’objectif est d’améliorer les perfor-
mances du solveur en utilisant des éléments d’informa-
tions de plus haut niveaux, i.e. disponible au niveau du
model checker. Aux prémices de BMC, plusieurs idées
ont émergé [13, 14, 16] :

1. Réutilisation des clauses apprises lors des appels
successifs BMC avec une profondeur de plus en
plus grande : SAT incrémental.

2. Remplacement de l’heuristique de sélection des
variables dans le solveur par un ordre statique
basé sur le modèle, e.g. brancher en priorité sur
les entrées.

3. Exploiter la structure symétrique de la formule
BMC pour dupliquer les clauses apprises par le
solveur.

La résolution incrémentale est, de nos jours, utili-
sée dans presque tous les model checkers effectuant
BMC et la k-induction. La sélection des variables fut
abandonnée en faveur de VSIDS [11] ayant une plus
grande adaptabilité, fournissant ainsi de meilleurs per-
formances de manière générale. Dans cet article, nous
nous intéressons plus particulièrement à la duplication
de clauses. Cette dernière fut abandonnée en raison de
sa propension à générer beaucoup de clauses dupli-
quées, ce qui entraine une surcharge du solveur et par
conséquent ralentit la propagation. Notre regain d’in-
térêt pour cette technique provient de deux nouvelles
caractéristiques des solveurs SAT récents : la suppres-
sion aggressive de la base de données des clauses ap-
prises et le score LBD (Literal Block Distance) per-
mettant d’évaluer la qualité des clauses [1]. Les contri-
butions de ce papier sont les suivantes :

— Extension de la duplication des clauses à l’al-
gorithme ZigZag (BMC et k-induction), tout en
considérant les contraintes de chemin simple.

— Simplification de la méthode de caractérisation
des clauses duplicables, en d’autres mots, com-
ment déterminer si une clause est duplicable ou
non.

— Sélection des clauses à dupliquer en fonction de
leur taille et de leur score LBD, ainsi que le choix
de la base de données dans laquelle ajouter ces
clauses dupliquées.

Le reste de l’article est organisé comme suit. Dans
un premier temps, nous rappelons les principes géné-
raux des solveurs SAT et des algorithmes de vérifica-
tion de modèle. Dans la partie 3, nous présentons de
façon informelle la duplication et nous faisons un état
de l’art des critères de duplicabilité. Dans la partie 4,
nous proposons une nouvelle approche pour détecter
les clauses duplicable et appliquons cette méthode à
l’algorithme ZigZag. Dans la partie 5, nous vérifions
expérimentalement l’efficacité de cette approche. En-
fin, nous concluons dans la dernière partie.

2 Définitions

Le problème de satisfaisabilité (SAT) est un pro-
blème NP-complet qui vise à déterminer s’il existe une
affectation de valeurs aux variables d’une formule pro-
positionnelle rendant cette formule vraie. Malgré sa
complexité théorique intrinsèque, les progrès récents
dans sa résolution en pratique en ont fait une des mé-
thodes les plus utilisées pour résoudre les problèmes
difficiles, notamment dans le milieu de la vérification
formelle.

Une formule propositionnelle est constituée d’un
ensemble de variables booléennes, des constantes lo-
giques : > (vrai, 1) et ⊥ (faux, 0), et des opérateurs
logiques : ¬ (non), ∨ (ou), ∧ (et). Un littéral est
une variable ou sa négation : x, ¬x. Une clause est
une disjonction de littéraux, e.g. x ∨ ¬y ∨ z. Une for-
mule est dite sous forme normal conjonctive (CNF)
si elle est une conjonction de clause, e.g. (x ∨ ¬y ∨
z) ∧ (¬x) ∧ (y ∨ z). Nous pouvons également consi-
dérer une clause comme un ensemble de littéraux,
e.g. {x,¬y, z}, et une CNF comme un ensemble de
clauses : {{x,¬y, z}, {¬x}, {y, z}}. Une affectation des
variables est une fonction associant à chaque variable
une valeur booléenne. Une affectation satisfait une for-
mule si la formule s’évalue à > en substituant chaque
variable par sa valeur associée.

2.1 Principes généraux des solveurs SAT

Un solveur SAT est souvent utilisé comme une
bôıte noire très optimisée, résolvant le problème SAT.
Cette utilisation en ”bôıte noire” est d’ailleurs l’une
des raisons du succès de SAT. La plupart des sol-
veurs prennent ainsi en entrée une formule sous forme
CNF et sont capables de produire une affectation des
variables si la formule est satisfaisable, sans aucune
connaissance sur le sens des variables et des clauses
encodées (en général : certaines approches specialisées
ne rentrent pas dans ce cadre). Les solveurs plus ré-
cents peuvent également produire une preuve de non-
satisfaisabilité. Cependant, pour être capable par la
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suite de caractériser si une clause est duplicable ou
non, nous avons besoin d’introduire quelques notions
essentielles des solveurs modernes.

Un des premiers solveurs SAT, DP [7], éliminait les
variables une par une, à l’aide de la règle de réso-
lution, jusqu’à trouver la clause vide (UNSAT), ou
jusqu’à ce que la formule devienne vide (SAT). Ce-
pendant, en raison du problème de l’explosion com-
binatoire en mémoire, cette technique fut rapidement
abandonnée en faveur de la recherche avec saut arrière
(DPLL [6]). Notons tout de même que l’élimination
de variables reste une étape de pré-traitement quasi-
indispensable dans tous les solveurs modernes. L’éli-
mination d’une variable consiste simplement à effec-
tuer toutes les résolutions possibles sur cette variable,
puis à retirer de la formule toutes les clauses contenant
cette variable, et ajouter toutes les clauses des résolu-
tions. En d’autres termes, l’élimination de la variable
x dans la formule Σ se résume à appliquer ce pseudo-
algorithme : D’abord, partitionner Σ en 3 ensembles
Σ\x l’ensemble des clauses ne contenant pas la variable
x, Σx l’ensemble des clauses contenant le littéral x et
Σ¬x l’ensemble des clauses contenant le littéral ¬x.
Puis, supprimer toutes les occurrences de x et ¬x dans
Σx et Σ¬x, et enfin reconstruire Σ = Σ\x∧ (Σx∨Σ¬x).
Pendant l’étape de pré-traitement, l’élimination de va-
riables est usuellement appliquée sur toutes les va-
riables pour lesquelles le nombre de clauses de la for-
mule n’augmente pas lorsque celles-ci sont éliminées.
Ce processus préserve la satisfaisabilité de la formule
originale.

Avec l’introduction des algorithmes modernes de ré-
solution du problème SAT, dit CDCL [8, 11, 15], l’ap-
prentissage de clauses devient l’élément clef des sol-
veurs. Cependant, un solveur CDCL peut apprendre
plus de 5000 clauses par seconde, c’est pourquoi, il est
rapidement devenu crucial de mettre en place des stra-
tégies de gestion pour les bases de données des clauses
apprises. Dans Minisat [8], les auteurs ont proposés de
supprimer les clauses qui étaient les moins vues lors des
dernières analyses de conflit. Avec l’idée de mesurer la
distance entre les blocs de littéraux (LBD), Glucose
[2] a introduit une nouvelle façon de classer et donc de
supprimer les clauses.

Dans les solveurs modernes, lorsqu’une affectation
partielle des variables (générée à l’aide de décisions et
de propagations) produit un conflit, i.e. une contra-
diction sur l’affection d’une variable, une analyse de
ce conflit est effectuée. A partir de cette analyse, une
clause est apprise pour éviter de regénérer la même
affectation partielle. Intuitivement, chaque clause ap-
prise est obtenue par des étapes de résolutions sur un
sous-ensemble de clauses propagées au dernier niveau
de décision. Des étapes additionnelles de résolutions,

utilisées pour réduire la taille de la clause apprise,
peuvent également être effectuées (voir [5] pour une
référence complète). Le système de score LBD est re-
lativement simple. Le score d’une clause est le nombre
de niveaux de décisions distincts de chacun des litté-
raux de la clause. Dans Glucose, les clauses de LBD
2 sont appelées Glues Clauses, et ne sont jamais sup-
primées de la base de données des clauses apprises. Le
reste des clauses apprises sont régulièrement suppri-
mées de la base de données, en fonction d’un classe-
ment basé sur leur score LBD. Afin de donner un ordre
de grandeur, lors d’une exécution de Glucose, 95% des
clauses apprises peuvent être supprimées au cours de
la résolution.

2.2 Model Checking

Le Model Checking est une technique automatique
et exhaustive de vérification formelle, qui détermine
si un modèle vérifie une propriété donnée. Les pro-
priétés expriment un comportement particulier du sys-
tème que l’on souhaite vérifier, et sont généralement
définies en logique temporelle. Dans cet article, nous
considérons uniquement les modèles représentant des
systèmes de transitions booléens à états finis, générale-
ment utilisés pour représenter les circuits séquentielles.
En outre, nous nous limitons aux propriétés sous la
forme d’assertion, e.g. de la forme AGp en CTL*.

Un système de transitions à états finis est un 4-
uplet M = 〈V, I, T, P 〉, où V est un ensemble de va-
riables booléennes, I(V ) et P (V ) sont des formules sur
V représentant, respectivement, l’ensemble des états
initiaux et l’ensemble des états vérifiant la propriété.
T (V, V ′) est la relation de transition, i.e. une formule
sur V , V ′ caractérisant les transitions acceptées du sys-
tème. V ′ = {v′ | v ∈ V } est la version prime de l’en-
semble V , généralement utilisée pour représenter les
variables au cycle suivant. De la même façon, lorsque
nous déplions la relation de transition plusieurs fois,
nous utilisons Vi = {vi | v ∈ V } pour définir les mêmes
ensembles que V avec renommage des variables. Un
état du système est une affectation des variables de
V . Les affectations satisfaisant une formule sur V re-
présente donc un ensemble d’états du système. Nous
utilisons Bad(V ) = ¬P (V ) pour exprimer l’ensemble
des mauvais états du systèmes, i.e. qui contredisent le
comportement désiré (la propriété). Un système admet
un contre-exemple s’il est possible d’atteindre un mau-
vais état, en partant des états initiaux et en appliquant
répétitivement la relation de transition. A l’inverse, on
dit que la propriété est vérifiée ou prouvée, s’il n’existe
pas de chemin partant des états initiaux et terminant
dans un mauvais état. Autrement dit, l’ensemble des
états atteignables du système est disjoint de l’ensemble
des mauvais états.
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2.2.1 BMC

Le model checking borné est un algorithme paramé-
tré orienté vers la recherche de contre-exemples [4]. In-
tuitivement, l’idée est de construire une formule qui est
satisfaisable si le système peut atteindre un mauvais
état en k transitions. BMC est très efficace pour trou-
ver des contre-exemples, mais il est difficile de trouver
un k suffisamment grand pour garantir que la pro-
priété est vérifiée pour tous les états atteignables du
système, tout en étant suffisamment petit pour être ré-
solu en pratique 2. La définition formelle de BMC est
la suivante :

BMCk = I(V0) ∧
k−1∧

i=0

T (Vi, Vi+1) ∧Bad(Vk)

Cette formule est ensuite encodée en CNF et sa sa-
tisfaisabilité est déterminée à l’aide d’un solveur SAT.
Cependant, cette définition ne permet pas de s’assu-
rer qu’il n’existe pas de contre-exemple de profondeur
inférieur à k. C’est pourquoi, BMC est généralement
exécuté de façon incrémental, i.e. en résolvant BMCk
pour k = 0, 1, . . .∞, jusqu’à ce qu’un contre-exemple
soit trouvé ou que les ressources disponibles soient
epuisées. Une autre approche, moins utilisée, consiste
à étendre Bad(Vk) à

∨k
i=0Bad(Vi).

2.2.2 k-induction

Le principe d’induction pour un système de transi-
tions est relativement simple, il s’effectue en 2 étapes :

1. S’assurer que les états initiaux vérifient la pro-
priété (cas de base), formellement :

I(V )⇒ P (V )

ou en formulation SAT :

I(V ) ∧ ¬P (V ) |= ⊥

2. Puis, s’assurer qu’en appliquant la relation de
transition sur l’ensemble des états vérifiant la
propriété, alors les états suivants vérifient éga-
lement la propriété (hérédité), formellement :

P (V ) ∧ T (V, V ′)⇒ P (V ′)

ou en formulation SAT :

P (V ) ∧ T (V, V ′) ∧ ¬P (V ′) |= ⊥

Intuitivement, l’induction, qui est équivalente à la 1-
induction, montre que si la propriété est vraie pour un

2. Le nombre d’états du système est évidemment suffisant
mais généralement impossible à résoudre en pratique.

cycle donné alors il n’est pas possible d’atteindre un
mauvais état en une transition. En d’autres termes,
la propriété P est un ensemble dit inductif dans le
système de transition, i.e. pour tout état vérifiant P ,
l’ensemble des états atteignables en une transition vé-
rifie également P . Ainsi, par récurrence, P est vrai
pour l’ensemble du système.

Cependant, les propriétés sont rarement inductives,
ce qui signifie que la formule d’hérédité est satisfai-
sable. Aucune conclusion ne peut donc être tirée. L’hy-
pothèse de récurrence doit alors être renforcée. La k-
induction, introduite dans [12], propose de la renforcer
en augmentant le nombre de cycles consécutifs pour
lesquels P est vrai. BMC est alors utilisé comme base
du raisonnement, assurant que la propriété est vraie
pour les k premiers cycles du système. Puis, l’hérédité
en k-induction consiste à vérifier que si la propriété
est vraie pendant k cycles consécutifs alors elle reste
vraie au cycle suivant. Ainsi, la propriété est prouvée
pour l’ensemble du système. Formellement, l’hérédité
est définie telle que :

k-ind =
k−1∧

i=0

[
P (Vi) ∧ T (Vi, Vi+1)

]
∧Bad(Vk)

2.2.3 Algorithme ZigZag

L’algorithme ZigZag introduit dans [9] consiste sim-
plement à combiner BMC et la k-induction dans un
seul solveur SAT. En effet, les formules générées par
BMC et la k-induction possèdent une grande partie
commune, et le solveur peut ainsi profiter, en partie,
des clauses apprises lors des appels précédents. L’al-
gorithme se résume donc à résoudre consécutivement
k-induction et BMCk, avec k = 0, 1, . . .∞, jusqu’à ce
qu’une formule BMC devienne satisfaisable — il existe
alors un contre-exemple — ou qu’une formule k-ind
soit insatisfaisable, dans ce cas la propriété est vérifiée
pour le système.
Afin de bien illustrer le déroulement de l’algorithme,
voici, dans l’ordre, les premiers appels consécutifs du
solveur. Par souci de clarté, nous utilisons Ii, Pi pour
représenter I(Vi), P (Vi) et Ti,j pour T (Vi, Vj).

0-ind :
[
Bad0

]

BMC0 :
[
I0
]
∧
[
Bad0

]

1-ind : P0 ∧ T0,1 ∧
[
Bad1

]

BMC1 :
[
I0
]
∧ P0 ∧ T0,1 ∧

[
Bad1

]

2-ind : P0 ∧ T0,1 ∧ P1 ∧ T1,2 ∧
[
Bad2

]

BMC2 :
[
I0
]
∧ P0 ∧ T0,1 ∧ P1 ∧ T1,2 ∧

[
Bad2

]

...
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Les crochets sont utilisés pour mettre en avant les par-
ties de la formule qui sont temporaires. Ces parties
sont généralement activées/désactivées à l’aide de lit-
téraux d’activation. Un littéral d’activation est un lit-
téral que l’on ajoute à une ou plusieurs clauses afin
de pouvoir utiliser ce littéral pour modifier la prise
encompte de ces clauses (en permettant de les sa-
tisfaire trivialement). Supposons, par exemple, C =
{¬act, x, y} une clause ajoutée à un solveur S, en for-
çant alors l’affectation de act à > dans S, on oblige
le solveur à prendre en compte la contrainte x ∨ y et
à l’inverse en forçant act à ⊥, le solveur peut assigner
librement x = ⊥, y = ⊥ en même temps.

2.2.4 Contraintes de chemin simple

Les contraintes de chemin simple, aussi appelées
contraintes sans boucle, sont ajoutées à la formule de
k-induction afin de rendre l’algorithme complet. Elles
sont utilisées pour spécifier que chaque état du système
dans le chemin construit pour la k-induction doit être
différent 3 (Voir [12] pour plus de détails.).

En général, les contraintes tous différents génèrent
beaucoup de clauses, même lorsque l’introduction de
variables est permise. Les auteurs de [9] ont alors pro-
posé de générer ces contraintes à la demande. Au-
trement dit, lorsque le solveur nous fournit une af-
fectation des variables satisfaisant une formule de
k-induction, celle-ci est examinée. Ainsi, s’il existe
deux états identiques dans l’affectation fournie, une
contrainte est ajoutée et le solveur relancé.

Cette partie décrit succinctement la fonction des
contraintes de chemin simple. Ces contraintes sont
ajoutées dans presque tous les model checkers effec-
tuant la k-induction, il est donc primordial de les consi-
dérer dans notre approche. Néanmoins, le seul point
important dans le contexte de ce papier est l’introduc-
tion de nouvelles variables pour ces contraintes, qui
peuvent interférer lors de la duplication.

3 Duplication

Nous présentons d’abord, intuitivement, le fonction-
nement de la duplication dans BMC, puis nous don-
nons quelques détails sur les approches utilisées.

3.1 Structure symétrique et duplication

La duplication de clauses est basée sur la structure
symétrique des formules. Les formules générées par

3. Seules les variables représentant les mémoires sont consi-
dérées.

BMC contiennent une partie symétrique :

I0 ∧ T0,1 ∧ T1,2 ∧ · · · ∧ Tk−1,k︸ ︷︷ ︸
Partie symétrique

∧¬Badk

En d’autres mots, si on ignore les parties concernant
les états initiaux et les mauvais états, la formule est
parfaitement symétrique. En effet, il s’agit simplement
de la répétition (k fois), ce que l’on appelle parfois
le dépliage, de la relation de transition. Cela signifie
que si le solveur CDCL déduit une nouvelle clause
en ne faisant des résolutions que sur la partie sy-
métrique, alors cette nouvelle clause peut être dupli-
quée à d’autres cycles en renommant simplement les
variables. Ces clauses dupliquées empêcheront alors
peut-être la même affectation partielle de se produire
dans un autre cycle, et accèlerera ainsi potentiellement
la résolution du problème.
La notation C[i,j] spécifie que la clause C a été dé-
duite à l’aide de résolution ne faisant intervenir que des
clauses provenant des relations de transition et tel que
le plus petit (respectivement grand) indice de cycle de
l’ensemble des variables utilisées est i (respectivement
j). Supposons par exemple, que lors de la résolution de
BMC3, le solveur apprenne la clause C[0,2] à partir de
clauses provenant uniquement des relations de transi-
tion T0,1 et T1,2, alors celle-ci peut être dupliquée pour
T1,2 et T2,3 en renommant ses variables :

I0 ∧ ︸ ︷︷ ︸
C[0,2]

T0,1 ∧
C[1,3]︷ ︸︸ ︷

T1,2 ∧ T2,3T1,2 ∧ T2,3 ∧ ¬Bad3

avec C[0,2] = {x0,¬y1, x2} et C[1,3] = {x1,¬y2, x3}.
La première étape de la duplication se produit donc
directement à l’intérieur du processus d’apprentissage
du solveur SAT. Ainsi, le solveur est maintenant ca-
pable d’apprendre plusieurs clauses par conflit.

En outre, comme BMC est effectué dans un contexte
incrémental, une nouvelle relation de transition sera
ajoutée au solveur après chaque appel résolu. En sau-
vegardant les clauses duplicables, ces clauses peuvent
alors être dupliquées pour cette nouvelle relation de
transition avant même de déterminer la satisfaisabi-
lité de la formule BMC suivante. En reprenant notre
exemple précédent, la clause C[2,4] peut être ajoutée,
avant d’établir la satisfaisabilité de BMC4 :

I0 ∧ ︸ ︷︷ ︸
C[0,2]

T0,1 ∧
C[1,3]︷ ︸︸ ︷

T1,2 ∧ T2,3T1,2 ∧ T2,3 ∧ T3,4︸ ︷︷ ︸
C[2,4]

∧Bad4

Cette seconde étape requiert un plus haut niveau de
supervision, extérieur au solveur SAT, et s’effectue di-
rectement dans l’algorithme de model checking. La
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principale difficulté réside donc dans la caractérisation
des clauses apprises, à savoir est-ce que cette clause est
duplicable et à quels cycles peut-elle être dupliquée.

3.2 Conditions de duplication

Dans les premières tentatives de duplication, une ap-
proche consistait à inciter l’apprentissage des mêmes
clauses à des cycles différents en forçant l’affecta-
tion des variables pour mener à des conflits ayant
comme conséquence l’apprentissage des clauses sou-
haitées. Une autre méthode consistait à dupliquer les
clauses même si c’est celles-ci n’étaient pas duplicables
et de vérifier lors d’un résultat insatisfaisable si les
clauses dupliquées n’avaient pas changé la satisfaisabi-
lité de l’instance. A noter que la duplication de clauses
non duplicables ne peut entrâıner que des faux néga-
tifs 4. Cependant, ces deux méthodes sont beaucoup
trop coûteuses en terme de performance, et donc même
si un gain est apporté par les clauses dupliquées, il est
annhilé par ce coût.

Par la suite, l’approche qui fut retenue consiste
à marquer les clauses avec 3 informations addition-
nelles :

1. un marqueur pour déterminer si la clause est du-
plicable, i.e. ne dépend pas des états initiaux ou
des mauvais états, et n’a pas été déduite à partir
de clauses non duplicables.

2. deux marqueurs pour définir le plus petit et le
plus grand cycle dont la clause dépend.

Ainsi, lors d’un conflit, si toutes les clauses utilisées
lors de l’analyse du conflit sont marquées comme étant
duplicables, alors la nouvelle clause l’est aussi. En
outre, le plus petit (respectivement grand) cycle de
la nouvelle clause correspond au minimum (respecti-
vement maximum) des cycles des clauses impliquées
dans le conflit.

La démonstration de la validité de la duplication
consiste simplement à montrer que toutes les clauses
permettant d’inférer la clause dupliquée se trouvent
également dans la formule. En d’autres termes, toutes
les clauses utilisées dans l’analyse de conflit pour ap-
prendre la clause que l’on souhaite dupliquer, sont éga-
lement présentes (modulo renommage) aux cycles où
la clause est dupliquée. L’ensemble de ces travaux sont
décrits dans [13, 14, 16].

4 Duplication pour l’algorithme ZigZag

La duplication de clauses en model checking n’a
pour le moment été expérimentée que pour BMC. Or,

4. En effet, l’ajout de contraintes ne peut pas rendre la for-
mule satisfaisable si elle ne l’était pas.

la structure de la formule de k-induction s’y prête tout
autant, voir plus, car la formule ne contient pas la
contrainte des états initiaux. Cependant, comme la k-
induction est toujours associée à BMC, nous proposons
d’étendre la duplication à l’algorithme ZigZag (partie
2.2.3).

La structure de la formule de l’algorithme ZigZag
est la même que celle de BMC :

[
¬actInit ∨ I0

]
∧
k−1∧

i=0

[
Pi ∧ Ti,i+1

]
∧
[
¬actBad ∨Badk

]

Les conditions de duplication sont donc applicables en
suivant le même procédé. Cependant, lors de nos pre-
mières expérimentations, nous avons observé que la
méthode de marquage des clauses avait un effet pré-
judiciable sur les performances du solveur. Les opé-
rations nécessaires pour calculer les marqueurs sont
pourtant élémentaires. Néanmoins, à chaque analyse
de conflit les marqueurs de toutes les clauses qui ont
mené aux conflits doivent être comparés. Or, comme
ces conflits peuvent se produire plus d’un millier de fois
par seconde, les effets en deviennent non négligeables.

Nous proposons une nouvelle approche qui utilise
les littéraux d’activation comme marqueur de duplica-
bilité. Nous supprimons également la notion de mar-
queurs de cycles. De cette façon, nous n’avons plus à
gérer le moindre marqueur. Par conséquent, nous ob-
tenons une méthode très simple à mettre en place et
les performances du solveur ne sont pas impactées.

L’idée consiste à profiter des littéraux d’activation
qui sont ajoutés aux clauses des états initiaux et des
mauvais états. Lors de l’analyse d’un conflit, le pro-
cessus d’apprentissage du solveur va obligatoirement
ajouter un des littéraux d’activation à la clause apprise
si celle-ci est déduite à partir des états initiaux ou des
mauvais états. En effet, sans l’affectation des littéraux
d’activation, aucun conflit impliquant les états initiaux
et les mauvais états ne peut se produire. Ainsi, lorsque
le solveur apprend une clause dépendante de ces états
non duplicables, elle contiendra forcément au moins
un des littéraux d’activation. Le critère de duplicabi-
lité se réduit donc, dans un premier temps, à la pré-
sence ou non d’un littéral d’activation dans une clause
apprise. En outre, afin de nous libérer des marqueurs
de cycle, nous choississons de nous restreindre à la du-
plication incrémentale. Cela revient alors à considérer
toutes clauses duplicables comme ayant un marqueur
minimum l’indice de cycle 0 et comme marqueur maxi-
mum l’indice de cycle courant. La duplication s’effec-
tue alors uniquement au niveau du model checker.

Pour résumer, nous proposons donc une approche
ne nécessitant qu’une modification infime du solveur.
Pour chaque clause apprise, il suffit de vérifier si elle
contient un littéral d’activation, si ce n’est pas le cas,
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Fonction ZigZag
ajouterClauses(I0 ∨ ¬act I)
for i ∈ 0 . . .∞ do

ajouterClauses(¬Pi ∨ ¬act Badi)
if solve(act Badi) == UNSAT then

return 0 . P est vérifié
if solve(act I, act Badi) == SAT then

return 1 . Contre-exemple

ajouterClauses(Pi)
ajouterClauses(Ti,i+1)
dupliquerClauses(i+ 1)

Procédure dupliquerClauses(k)
for all cl ∈ clauses duplicables do
. l étant le cycle au cours duquel c est apprise
ck ← shiftVariables(c, k − l)
ajouterClauses(ck)

Algorithme 1: ZigZag avec duplication

elle est duplicable. On sauvegarde alors cette clause
en lui associant l’indice du cycle courant auquel elle
est apprise. Au niveau du model checker, il est né-
cessaire d’être en mesure de retrouver pour chaque
variable : son cycle et la même variable à un cycle
différent. Enfin, entre chaque appel successif au sol-
veur, l’ensemble des clauses sauvegardées est dupliqué
comme pour l’exemple suivant : Soit cl = {xi, yj} une
clause duplicable, l le cycle auquel c a été apprise, et
i, j les cycles des variables x, y, et k le cycle auquel
on souhaite dupliquer c, on a i, j ≤ l < k. La ver-
sion dupliquée de c s’obtient simplement en ajoutant
la différence k − l aux indices de cycle des variables :
ck = {xi+k−l, yj+k−l}. L’algorithme 1 illustre le dé-
roulement de l’approche proposée au niveau du model
checker.

La restriction de duplication au niveau du model
checker permet de s’émanciper des marqueurs de cycle
et fournit également un avantage supplémentaire : elle
permet de limiter le nombre de clauses dupliquées, ce
qui est le principal inconvénient de la duplication et
donc notre objectif premier.

Contraintes de chemin simple à la demande

Comme évoqué précedemment, il est primordial de
considérer ces contraintes, si l’on souhaite que la dupli-
cation soit adoptée. Cette technique permet l’ajout de
nouvelles variables de façon imprévisible, par le fait
qu’elles soient générées à la demande. Ces nouvelles
variables n’ont donc pas nécessairement d’équivalent
dans les autres cycles. La solution que nous avons
adoptée pour préserver la satisfaisabilité de la formule
consiste à ne pas dupliquer les clauses contenant une

variable introduite par ces contraintes. Pour résumer,
une clause est considérée comme duplicable si elle ne
contient ni une variable introduite par les contraintes
de chemin simple, ni un littéral d’activation.

5 Résultats Expérimentaux

Afin de valider expérimentalement notre approche,
nous avons implémenté un model checker prenant en
entrée des modèles au format standard AIGER [3], et
constitué des composants suivants :

— Pré-traitement des modèles AIG fournissant les
fonctionnalités habituelles, i.e. propagation de
constantes, règles de réécritures (idempotence,
contradiction, subsumption, etc.), équivalence
structurelle, cône d’influence.

— Elimination des variables à haut-niveau, ce qui
permet de désactiver l’élimination des variables
au niveau du solveur, afin de ne pas ajouter une
clause dupliquée contenant une variable élimi-
née.

— Algorithme ZigZag (BMC/k-induction)
— Contraintes de chemin simple à la demande
— Duplication des clauses apprises suivant le prin-

cipe décrit dans la partie 4
— Utilisation du solveur SAT Glucose [2] comme

procédure de décision
Notre hypothèse est la suivante : la suppression ag-

gressive de clauses et la sélection des clauses à dupli-
quer permettent de limiter la perte de performance
dûe à un trop grand nombre de clauses dupliquées.
Afin de la vérifier, nous avons défini un ensemble de
stratégies : Ref, O, L, OG5, LG5, O5, L5, tel que :

— Ref correspond à la référence, i.e. sans duplica-
tion.

— O et L signifient que les clauses dupliquées sont
ajoutées, respectivement, dans la base de don-
nées des clauses originales et dans la base des
clauses apprises.

— 5 exprime que seules les clauses de tailles infé-
rieures ou égales à 5 sont dupliquées.

— G5 indique qu’en plus des clauses de tailles infé-
rieures ou égales à 5, les glues clauses sont éga-
lement dupliquées.

A noter que lorsque les clauses sont dupliquées dans
la base de données des clauses apprises, nous don-
nons aux clauses dupliquées le même score LBD que
la clause dont elles sont issues, ainsi les glues clauses
dupliquées ne sont jamais supprimées.
Nous avons ensuite exécuté toutes ces stratégies sur un
ensemble de 513 problèmes (benchmarks), provenant
de la dernière compétition de model checking hard-
ware (HWMCC 2015), en fixant le temps d’exécution
maximal à une heure et la mémoire maximale autori-
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Ref O L OG5 LG5 O5 L5

IND 305 312 308 300 300 302 302
CEX 108 102 104 112 112 112 110
PRO 92 91 93 93 93 91 93

PRF 29 28 31 34 31 33 31
TPS 170 255 124 108 125 118 114

Table 1 – Résultats des différentes stratégies de dupli-
cation des clauses apprises sur l’ensemble des instances
HWMCC15.

sée à 8Go.

L’ensemble des résultats résumés se trouvent dans
le tableau 1. La figure 1 correspond également à ces
résultats sous la forme plus classique d’un cactus plot,
dans lequel nous n’avons pas dessiné toutes les stra-
tégies, par souci de clarté. La ligne IND du tableau
correspond au nombre de problèmes pour lesquels le
résultat reste indéterminé après le temps imparti ou
lorsque la mémoire nécessaire dépasse le seuil autorisé.
CEX indique le nombre de modèles pour lesquels notre
outil a trouvé un contre-exemple. La ligne PRO repré-
sente le nombre de modèles pour lesquels la propriété
a été prouvée. La ligne PRF correspond à la moyenne
de la somme des profondeurs atteintes pour les 178
problèmes les plus difficiles, i.e. qui ont atteint la li-
mite de temps sans dépasser une profondeur de 100.
Il s’agit là d’une alternative au score utilisé pour la
deep track lors de la compétition, qui nous parâıt plus
significative 5. Enfin, la ligne TPS est la moyenne de
la somme des temps nécessaires pour résoudre 92 pro-
blèmes non triviaux. C’est-à-dire ceux pour lesquels le
temps d’exécution est supérieur à 10 secondes et qui
ont été résolus par toutes les stratégies, afin de n’en
désavantager aucune.

Analyse des résultats

Tout d’abord, on observe une détérioration des per-
formances et du nombre d’instances résolues lorsque la
duplication est effectuée pour toutes les clauses. Que
celle-ci soit effectuée dans les bases de données des
clauses originales ou apprises. Ceci même en restrei-
gnant la duplication au niveau du model checker et en
n’infligeant aucune pénalité au solveur avec la gestion
de la duplication. On peut également noter que la sup-
pression aggressive a tout de même un impact positif
lorsque toutes les clauses sont dupliquées.
Ensuite, on remarque que si on limite la duplication
aux clauses de taille 5, quelque soit la base de données

5. A noter que l’ordre est semblable avec les scores utilisés
pendant la compétition.

Figure 1 – Cactus plot – Nombre d’instances résolues
par les différentes stratégies.

dans laquelle on duplique ces clauses, les performances
sont meilleures en terme d’instances résolues, de pro-
fondeurs moyennes, et de temps moyens.
Enfin, si on ajoute la duplication des glues clauses, le
nombre d’instances résolues augmente encore légère-
ment. De plus, les profondeurs et temps moyens sont
encore meilleurs, lorsque l’on effectue la duplication
(des glues clauses et des clauses de taille maximale
5) dans la base originale, ce qui est relativement inat-
tendu. Cela signifie probablement que certaines clauses
très utiles, ayant un LBD supérieur à 2, sont éliminées
lors de la suppression des clauses apprises.
On peut donc en conclure que la meilleure stratégie
à adopter consiste à appliquer une sélection drastique
des clauses que l’on souhaite dupliquées et de conserver
celles-ci indéfiniment, plutôt qu’opter pour une straté-
gie où plus de clauses sont dupliquées mais où elles
risquent d’être supprimées.

6 Conclusion

Dans cet article, nous étendons la duplication pour
l’algorithme ZigZag, i.e. une combinaison de BMC et
k-induction dans un seul solveur SAT, en considérant
les contraintes de chemin simple à la demande qui
sont nécessaires pour la complétude de l’algorithme.
Nous proposons une solution simple pour la détec-
tion des clauses duplicables, très facile à mettre en
œuvre. Cette solution a l’avantage de n’avoir aucun
impact préjudiciable sur les performances du solveur
SAT. Nous montrons également qu’en sélectionnant les
clauses à dupliquer à l’aide du score LBD et de leurs
tailles, nous sommes capable d’améliorer les perfor-
mances de notre model checker.
En outre, des améliorations sont encore possibles, no-
tamment : la mise en place d’une politique particu-
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lière de suppression des clauses dupliquées, basée par
exemple sur leur activité. D’autres critères pourraient
également être utilisés pour discriminer les clauses à
dupliquer, e.g. SBR (Size-Bounded Randomized, [10]).
Nous pensons également à étendre la duplication à la
méthode d’interpolation ou encore essayer de dupli-
quer les scores d’activités des variables.
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Résumé

Les Constraint Games définissent un cadre pour
exprimer et résoudre des jeux statiques à l’aide de la
programmation par contraintes. Ils fournissent une re-
présentation compacte et donc peuvent exprimer des
jeux plus conséquents. Dans cet article, nous étudions
des heuristiques de choix de variable et de valeur
spécifique aux Constraint Games. Nous montrons à
travers nos expérimentations que les stratégies habi-
tuellement utilisées en programmation par contraintes
peuvent être amélioré en créant de nouvelles heuris-
tiques dédiés pour les jeux.

1 Introduction

La théorie des jeux [3] est un paradigme pour représenter
des interactions entre plusieurs agents (ou joueurs) pouvant
avoir des objectifs conflictuels. Ces derniers doivent choisir
simultanément une action à réaliser (ou stratégie), pour ob-
tenir une récompense (ou utilité). On peut noter que l’utili-
sation d’une fonction d’utilité est la façon classique de dé-
finir une préférence en théorie des jeux. Le but de chaque
agent est de maximiser son utilité en réalisant une de ses
actions possibles. Lorsqu’aucun agent n’est capable d’aug-
menter son utilité en changeant sa stratégie de manière
unilatérale, un équilibre de Nash est atteint. Ce concept
est l’un des plus fondamental en théorie des jeux et a no-
tamment été utilisé avec succès dans de nombreuses situa-
tions telles que dans les télécommunications ou en écono-
mie. Généralement, les utilités et les stratégies des joueurs
sont représentées à l’aide de matrices. Malheureusement,
la taille d’une telle représentation croit exponentiellement,
rendant impossible la représentation de jeux importants. Ce
challenge est d’autant plus important avec l’apparition de

nouveaux besoins en théorie des jeux dans certaines appli-
cations mobile telle que Waze [1]. Cette dernière permet de
diriger efficacement ses utilisateurs sur la route en fonction
de leurs préférences et du trafic en temps réel. Waze utilise
la théorie des jeux pour guider au mieux ses utilisateurs
et plus précisément tente de se rapprocher d’une situation
d’équilibre maximisant leur utilité afin d’éviter à ses uti-
lisateurs de pouvoir regretter le choix de route donné par
l’application. Ces besoins ont motivé l’introduction de re-
présentation plus compacte telles que les Graphical Games
[9], les Boolean Games [6], Actions Graph Games [8],
ou plus récemment les Constraints Games [13, 12, 14].
Ces derniers fournissent une représentation compacte des
jeux en modélisant les préférences des joueurs à l’aide de
la programmation par contraintes. Cependant, même si la
représentation de jeux important est maintenant possible,
trouver un équilibre de Nash reste NP-Complet [4] dans
le cas général et ΣP2 -complet pour les Boolean Games ou
les Constraint Games. Malgré cela, dans certaines appli-
cations en temps réel, il est intéressant de trouver rapide-
ment un premier équilibre de Nash. Pour cela, l’étude des
heuristiques a potentiellement un impact important. L’or-
ganisation de cet article est la suivante : après avoir rappelé
les pré-requis, nous nous intéresserons à l’étude d’heuris-
tiques dédiées aux Constraint Games, nous évaluons en-
suite les différentes méthodes et enfin nous discuterons des
perspectives.

2 Théorie des jeux

Dans cet article, nous nous intéressons seulement aux
jeux statiques à information parfaite et complète. Un jeu
est un triplet G = (P, A, u) avec P un ensemble fini
de joueurs. L’ensemble A = (Ai)i∈P où Ai 6= ∅ cor-
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respond à l’ensemble des actions pouvant être jouées par
le joueur i. Nous appelons stratégie l’action choisi par le
joueur i et profil de stratégies un tuple s = (si)i∈P où
si ∈ Ai correspondant à l’ensemble des actions conjointes
des joueurs. L’ensemble des profils de stratégies est noté
AP . Les fonctions d’utilité sont données par u = (ui)i∈P
où ui : AP → R est l’utilité du joueur i. On note par
s−i un profil de stratégies pour tous les joueurs hormis le
joueur i, et par (si, s−i) = s le profil de stratégie obtenu
par la concaténation de si et s−i. Sans perte de généralité,
nous supposons que chaque joueur souhaite maximiser son
utilité. La représentation standard de la fonction d’utilité
d’un joueur correspond à une matrice à n dimensions qui
définit en extension les valeurs de la fonction d’utilité du
joueur.

Example 1 (Location Game). Ce jeu est variante de [7]. Deux
vendeurs de glace désirent choisir un emplacement sur une plage
pour installer un stand. Chaque stand peut être placé sur un
emplacement numéroté de 1 à 3. On note ei ∈ {1, 2, 3} la va-
riable de décision du joueur i correspondant à son emplacement
choisi. Chaque vendeur i a fixé le prix d’une glace à pi et on
suppose qu’il y a un client à chaque emplacement. Les clients
choisissent le vendeur minimisant l’addition de la distance plus le
coût d’achat d’une glace. Pour faciliter la lecture de cet exemple,
nous fixons le prix de tous les vendeurs à 0.

Lorsque deux vendeurs sont au même endroit alors ils se par-
tagent à part égale la récompense. Ce jeu peut être traduit sous
forme matricielle comme dans la figure 1 où le premier nombre
correspond à l’utilité du joueur 1 et le second au joueur 2. On
peut noter que les matrices des joueurs sont identiques. La re-
présentation complète d’un tel jeu est contenu dans 2× 32 = 18
entiers. Le Location game peut facilement être étendu à n joueurs.

Le concept élémentaire de solution dans les jeux sta-
tiques est appelé Équilibre de Nash en Stratégies Pure
(PNE) et correspond à une situation où aucun joueur n’a in-
térêt à changer sa stratégie unilatéralement. Une meilleure
réponse d’un joueur i correspond à l’action du joueur
donnant l’utilité maximale connaissant l’action des autres
joueurs qui eux ont déjà fixé leur stratégie. En d’autres
termes un équilibre de Nash est une situation dans laquelle
chaque joueur a répondu avec une meilleure réponse. La
figure 2 donne un exemple de déviation du joueur 1 vers sa
meilleure réponse. Par exemple, sachant que le deuxième
joueur a mis son stand à l’emplacement numéro 3, le pre-
mier joueur peut augmenter son utilité et atteindre une

e1 = 1 e1 = 2 e1 = 3

e2 = 1 ( 3
2
, 3
2

) (2, 1) ( 3
2
, 3
2
)

e2 = 2 (1, 2) ( 3
2
, 3
2

) (1, 2)
e2 = 3 ( 3

2
, 3
2

) (2, 1) ( 3
2
, 3
2

)

FIGURE 1 – Utilité des joueurs sous forme normale dans le
jeu du Location Game

FIGURE 2 – Exemple de déviation dans le Location game

meilleure réponse en se déplaçant vers le second empla-
cement.

Le jeu du Location Game a 1 PNE. Celui-ci se produit
lorsque les joueurs choisissent tous les deux le deuxième
emplacement (e1 = 2, e2 = 1). On voit que celui-ci ne
correpond ni à la meilleure utilité possible pour le joueur
1, ni pour le joueur 2.

3 Constraint Games

Les Constraint Games [12, 14] permettent de représen-
ter les jeux de manière compacte en utilisant la program-
mation par contraintes afin de représenter les fonctions
d’utilité des joueurs. Dans les Constraint Games, les stra-
tégies d’un joueur sont représentées à l’aide des variables
qu’il possède et son utilité par une condition d’optimisa-
tion. Un Constraint Game est un 5-uplet (P, V,D,G, opt)
où P est un ensemble fini de joueurs, V un ensemble
fini de variables composé d’une famille d’ensembles dis-
joint (Vi)i∈P pour chaque joueur et d’un ensemble VE
de variables existentielles disjoint des variables des autres
joueurs. Le domaine D est défini comme pour un CSP, et
G = (Gi)i∈P est une famille de CSP sur V représentant
l’objectif de chaque joueur devant être satisfait en maximi-
sant leur condition d’optimisation opti, ∀i ∈ P . Le couple
(objectif, condition d’optimisation) définit l’utilité.

Les Constraint Games permettent de représenter facile-
ment les contraintes dures qui définissent des situations qui
sont globalement impossibles ou interdites [16]. Pour cela,
on ajoute un CSP C au 5-uplet définissant un Constraint
Game. Les contraintes dures ont un intérêt lors de la mo-
délisation d’un problème, par exemple dans le Location
Game, nous pouvons modéliser le fait que les deux ven-
deurs ne peuvent pas occuper le même emplacement en
ajoutant la contrainte e1 6= e2. Les PNE et les meilleures
réponses sont seulement cherchés dans l’espace satisfaisant
les contraintes dures.

Une variable x ∈ Vi est dite contrôlée par le joueur i.
En ce qui concerne les variables existentielles, nous ne les
considérons dans cet article que fonctionnellement déter-
minée par une affectation des variables de décision. Ainsi
l’état d’un problème est complètement déterminé par l’af-
fectation totale des variables de décision (et en particulier
la valeur de l’objectif est connue). Quand un profil s satis-
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fait l’objectif Gi d’un joueur i, l’utilité ui de ce joueur est
donnée par la valeur de la variable devant être maximisé :
ui(s) = opti. Si un profil s ne peut satisfaire l’objectif Gi,
alors ce profil n’est jamais préféré par le joueur i. Dans ce
cas, il est équivalent de considérer que la valeur de l’utilité
associée est ui(s) = −∞.

Example 2 (Suite du Location Game). Nous pouvons définir le
Location Game à n joueurs par un Constraint Game.

— li : définit l’emplacement choisi par le joueur i.
— costic : définit le coût que le client c doit payer s’il choisit

le vendeur i.
— minc : définit le coût minimal que le client c doit payer

pour sa glace.
— choiceic : variable booléenne qui vaut 1 si le client c choi-

sit le vendeur i.
— benefiti : définit le bénéfice du vendeur i.
— nbMinc définit le nombre de vendeur ayant un coût mini-

mal.
Le Location Game peut facilement être modélisé par un
Constraint Game où chaque vendeur veut maximiser son profit.

— P = {1, . . . , n}
— ∀i ∈ P, Vi = {li}
— ∀i ∈ P, D(li) = {1, . . . ,m}
— les contraintes dures C sont les suivantes :

— les vendeurs occupent des emplacements différents :
all_different(l1, l2, . . . , ln)

— ∀i ∈ P, ∀c ∈ [1..m], costic = |c− li|+ pi
— ∀c ∈ [1..m], minc = min(cost1c, . . . , costnc)
— ∀c ∈ [1..m], choiceic = 1↔ minc = costic
— ∀c ∈ [1..m], nbMinc =

∑n
i=1 choiceic

— ∀i ∈ P , Gi contient la contrainte suivante : benefiti =
pi.

∑
c∈[1..m]

choiceic
nbMinc

— ∀i ∈ P , le critère d’optimisation est Opti =
max(benefiti)

Dans les Constraint Games, les notions de meilleure ré-
ponse et de PNE restent inchangées par rapport à ceux des
jeux définis sous forme matricielle. De plus nous rappe-
lons que déterminer si un jeu possède un PNE dans un
Constraint Game est ΣP2 -complet [12].

Peu d’algorithmes ont été proposé pour trouver l’en-
semble des PNE. Le solveur Gambit [10] propose une pro-
cédure d’énumération pour trouver les PNE appelée enum-
pure. Cette procédure vérifie simplement si tous les pro-
fils de stratégies sont ou non des PNE. Le principal inté-
rêt de cet algorithme est qu’il fournit une recherche com-
plète et donne en sortie tous les équilibres. Cet algorithme
n’a été amélioré que récemment par l’algorithme Conga
[12, 14] pour les Constraint Games. Conga 1.0 [12] est
un algorithme par recherche arborescente mémorisant les
meilleures réponses déjà trouvées afin de les réutiliser pour
réduire l’espace de recherche. La version 2.0 [14] améliore
l’algorithme initial en définissant les préférences comme
des contraintes globales et en proposant un mécanisme de
propagation. D’autres algorithmes ont été proposés pour un
cadre similaire à celui des Constraint Games appelé Asy-
metric DCOP [5, 17], mais aucun ne permet de modéliser

les contraintes dures.
Cependant, même si la recherche de toutes les solutions

a été améliorée, aucune nouvelle méthode n’a été proposée
pour la recherche d’un premier équilibre.

4 Heuristique de recherche dédiée pour
les jeux

Les heuristiques de recherche définissent l’ordre de sé-
lection des variables et des valeurs lors de la résolution
d’un problème. Ces dernières ont un impact important tant
sur la recherche d’une première solution que la résolution
complète d’un problème puisqu’elles guident l’exploration
de l’arbre de recherche. Beaucoup de travaux ont été effec-
tués sur les heuristiques en Programmation par Contraintes
[2, 11]. Cependant, elles ont été proposé pour tenir compte
de la satisfiabilité des contraintes et non des spécificités
liées aux jeux. Nous proposons ici une heuristique de re-
cherche adaptée à la recherche d’un premier équilibre de
Nash dans les Constraints Games.

L’idée est donc de proposer une heuristique évitant le
plus possible aux joueurs d’avoir à regretter leurs choix et
donc de vouloir changer leurs stratégies pour une meilleure
réponse. Néanmoins, analyser le regret d’un joueur tout
au long du parcours de l’arbre de recherche est difficile
car pour connaitre la valeur exacte de celui-ci, il faudrait
obtenir une affectation complète des variables des autres
joueurs et ensuite effectuer un parcours complet sur les va-
riables du joueur afin de déterminer la différence d’objectif
pour le choix de chaque stratégie. Effectuer une telle opéra-
tion reviendrait à résoudre le jeu en entier. C’est pourquoi
nous proposons de mesurer l’impact du choix du joueur
par l’augmentation de la borne minimale de l’utilité as-
sociée à l’affectation de ses variables de décision. En ef-
fet, meilleure sera l’utilité associée à la variable de dé-
cision du joueur, moins celui-ci aura de chance d’obtenir
de meilleure réponse. Plus formellement pour un joueur i,
on définit l’impact associé à l’affectation d’une de ses va-
riables de décision xj par :

σi/xj=k = Objiafter
LB

−Objibefore
LB

Avec Objibefore
LB

et Objiafter
LB

correspondant respective-
ment à la borne minimale i avant et après l’affectation de
la variable x à la valeur k. Pour chaque joueur, nous mesu-
rons son regret global pour chaque variable et pour chaque
valeur. Nous déterminons l’impact du regret pour une va-
riable par la somme de toutes ses affectations et choisis-
sons la variable de regret maximal. Pour éviter d’obtenir
une somme strictement croissante et donc de choisir tou-
jours la même variable au même noeud de recherche, nous
ajoutons un facteur de vieillissement à la manière de [11].
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4.1 Evaluation expérimentale

Pour effectuer l’évaluation expérimentale, nous avons
implanté un solveur pour les Constraint Games basé sur
Choco 4 [15]. Celui-ci permet d’utiliser plusieurs variables
de décision par joueur, de réutiliser toutes les contraintes
globales de Choco et réutilise directement la recherche de
Choco. Nous comparons notre heuristique Game Impacts
(GI) avec des stratégies bien connues en Programmation
par Contraintes telles que Lexicographic Order avec un
choix de valeur à la borne minimale (LLB), à la borne
maximale (LUB), Activity (A), Dom/wdeg (DW). Nous
avons exécuté les expérimentations sur un serveur Linux
Intel Xeon e5-2690, disposant de 256Go de RAM. Pour
évaluer notre méthode, nous avons utilisé le jeu du Lo-
cation Game en 2 dimensions. Dans celui-ci, les joueurs
doivent simplement choisir la position de leur emplace-
ment à l’aide de deux coordonnées. Un client ira vers le
vendeur le plus proche selon la distance euclidienne.

Game Param. LLB LUB A DW GI

LG
4.4.4 1.36 1.36 0.14 1.67 0.33
5.5.5 163.34 166.02 22.26 890.70 6.45
6.6.6 – – – – 661.71

TABLE 1 – Temps d’exécution des différentes heuristiques
sur le Location Game en 2 dimensions

Le tableau 1 décrit les temps des différentes méthodes en
secondes. Lorsqu’une méthode dépasse un temps d’exécu-
tion de 15 minutes, elle est arrêtée (ceci est indiqué par
–). La colonne paramètre décrit les paramètres du jeu. Le
premier nombre donne le nombre de joueurs et les deux
suivants les dimensions X et Y du plan considéré. Les ré-
sultats obtenus sont encourageant. En effet, notre nouvelle
heuristique permet d’obtenir plus rapidement un premier
équilibre de Nash que les stratégies habituellement utili-
sées en CP grâce à sa spécificité lié aux jeux et plus parti-
culièrement à la recherche d’équilibre de Nash. Cependant,
ces résultats doivent être confirmés avec plus d’expérimen-
tations sur divers types de problèmes.

5 Discussion

Dans cet article, nous avons présenté un travail préli-
minaire sur l’étude d’heuristiques dédiées à la recherche
d’un premier équilibre de Nash dans les Constraint Games.
Nous avons montré que notre nouvelle heuristique permet-
tait d’obtenir plus rapidement un premier équilibre de Nash
en prenant en compte l’évolution des objectifs des joueurs
tout au long de la recherche. Les résultats sont plutôt en-
courageant, mais nécessitent d’être approfondis avec plus
d’expérimentations.
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Résumé

Le problème de positionnement d’antennes dans les
réseaux cellulaires est un problème connu dans le do-
maine de la télécommunication. Il consiste à choisir
parmi un ensemble de sites candidats, les meilleurs em-
placements pour installer les stations de bases de façon
à maximiser la couverture réseau, tout en minimisant le
nombre de stations employées. En théorie, le problème
est NP-difficile. Pour le résoudre dans la pratique, nous
proposons dans ce travail, l’adaptation de deux méta-
heuristiques basées sur la recherche locale : Iterated Lo-
cal Search (ILS)et Breakout Local Search (BLS) et un
nouvel algorithme inspiré de l’algorithme ILS. Ce der-
nier se distingue par un mécanisme de réinitialisation
de la recherche et par sa façon de générer une nouvelle
solution de départ. Pour valider notre approche, nous
avons implémenté, testé et comparé ces algorithmes par
rapport à plusieurs autres méthodes sur une instance
réelle du problème. Les résultats expérimentaux obtenus
montrent que l’approche proposée améliore les perfor-
mances de ces méthodes.

Abstract

The Antenna Positioning Problem is one of the best-
known problem in the field of telecommunication. It
consists of maximising the covered area by using a mi-
nimum set of base stations. This is known to be an Np-
hard optimization problem. To tackle the issue, we used
three algorithms : Iterated Local Search (ILS), Breakout
Local Search (BLS) and a new algorithm that we pro-
pose. The latter was inspired from the algorithm ILS.
The new algorithm proposed is based on local search and

∗Papier doctorant : Benmezal Larbi1 est auteur principal.
†Doctorant en co-tutelle, soutenu par le projet PHC-
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perturbation to explore the search space and it is cha-
racterized by its initialization mechanism. Experiments
have been carried out on a realistic benchmark, the re-
sults show the efficiency of the proposed algorithm.

1 Introduction

Avec l’avancée technologique importante, le besoin
des services offerts par les opérateurs de télécommuni-
cation ne cesse d’augmenter. En effet, ces services oc-
cupent le centre de nos habitudes quotidiennes. Avec
ces besoins croissants, ces opérateurs se doivent d’of-
frir un réseau capable de les couvrir. D’autre part, le
caractère économique de ces fournisseurs de services
exige la diminution des coûts d’installation.

La bonne planification des réseaux cellulaires est
l’un des moyens permettant de satisfaire ces exigences.
En effet, elle permet d’une part, d’assurer un réseau
performant, et d’autre part, d’optimiser l’utilisation
des ressources, généralement limitées. La planification
des réseaux comprend deux principaux problèmes : le
problème de positionnement d’antennes ou APP (An-
tenna Positionning Problem) [5][11] et le problème
d’allocation de fréquences ou FAP (Frequency Assi-
gnment Problem) [6][9].

On s’intéresse dans ce papier au problème de po-
sitionnement d’antennes. Ce dernier englobe un en-
semble de décisions concernant le déploiement des res-
sources physiques dans les réseaux cellulaires. Pour op-
timiser le réseau, il faudrait minimiser le nombre d’an-
tennes utilisées tout en veillant aux performances du
réseau. C’est à dire, installer un nombre minimal d’an-
tennes à des emplacements judicieusement choisis de
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façon à garantir une couverture réseau maximale et un
bruit minimal. Le problème peut s’étendre aussi à la
spécification du type d’antennes et leur paramétrage
(Tilt, Puissance, Azimut).

Le problème est de nature multi-objectif, c’est-à-
dire, on cherche une, ou des solutions qui optimisent
plusieurs objectifs en même temps. Par contre, il peut
aussi être réduit à un problème mono-objectif, dans
ce cas, une fonction objectif doit être conçue. Dans
notre travail nous traiterons seulement deux objectifs :
maximiser la zone couverte par le réseau, et minimiser
le nombre d’antennes employées. Ces deux objectifs
représentent le centre d’intérêt du problème de posi-
tionnement d’antennes dans les réseaux cellulaires. La
difficulté réside dans le fait que ces deux objectifs sont
difficiles à satisfaire en même temps. En plus, le pro-
blème est caractérisé aussi par le nombre important
de solutions possibles. Le problème à résoudre est un
problème d’optimisation combinatoire NP-Difficile.

Plusieurs travaux de recherche ont abordé le pro-
blème et plusieurs méthodes ont été proposées pour le
résoudre dans la pratique. Ces dernières sont généra-
lement des méthodes approchées ; c’est les plus adap-
tées à ce type de problème. Les méthodes exactes ne
peuvent résoudre que des instances de petites tailles.
On ne cherche pas à trouver une solution exacte, mais
on cherche plutôt une solution de bonne qualité dans
un temps raisonnable.

Dans ce travail, nous présentons trois méta-
heuristiques de voisinage pour résoudre le problème
de positionnement d’antennes dans les réseaux cellu-
laires. Tout d’abord, nous adaptons les algorithmes
ILS (Iterated Local search) [10] et BLS (Breakout Lo-
cal Search)[4] pour le problème étudié. Ensuite, nous
présentons un nouvel algorithme que nous proposons.
Ces algorithmes emploient la recherche locale comme
mécanisme d’intensification de la recherche dans la
zone en cours d’exploration, et pour sortir d’un op-
timum local, ils utilisent des mécanismes de pertur-
bation. Cela leur permet de continuer la recherche à
partir d’un autre point, et explorer divers zones dans
l’espace de recherche.

Ce papier est organisé comme suit : Dans la sec-
tion suivante, nous présentons les différents travaux
qui ont été réalisés sur le problème. Nous présentons
dans la section 3, une modélisation du problème ba-
sée sur les hypergraphes, proposée par Mendes et al.
Dans la section 4, nous présenteons les deux adapta-
tions des deux algorithmes de résolution ILS et BLS,
à la suite desquels nous décrivons le nouvel algorithme
que nous proposons. Nous réalisons dans la section 5
une étude expérimentale où nous présentons les résul-
tats obtenus lorsque ces algorithmes sont appliqués sur
une instance réelle du problème. Les conclusions et

perspectives sont données dans la dernière section.

2 Travaux connexes

Plusieurs travaux ont été réalisés dans le domaine.
On peut citer comme exemple les travaux de Reinin-
ger [14] et Reininger et Caminada [15], où, une nou-
velle modélisation du problème a été proposée. Dans
cette dernière, plusieurs fonctions qui représentent di-
vers objectifs et contraintes du problème sont définies,
comme la couverture réseau, le bruit, le trafic pris
en charge, le nombre d’antennes utilisées et d’autres.
Ces fonctions doivent être optimisées. Cette modélisa-
tion reflète bien la nature multi-objectif du problème.
Plusieurs autres travaux ont utilisé cette modélisa-
tion pour traiter le problème, comme dans Meunier
et al.[12], où ils ont utilisé un algorithme génétique
multi-objectif lors de la phase de résolution, et dans
Vasquez et al. [13] où ils ont proposé une approche
en trois phases, basée sur la recherche taboue. Une
première phase de prétraitement, vise à éliminer les
solutions qui utilisent un nombre d’antennes, soit très
petit, soit très grand. La deuxième phase est une phase
de recherche, et la troisième a pour but le paramétrage
des antennes. El-Ghazali et al. [7] se sont aussi basés
sur cette modélisation pour proposer des modèles pa-
rallèles hiérarchiques. Ils ont montré que l’utilisation
de ces derniers peut accélérer la recherche et permet
aussi de trouver des solutions de très bonne qualité. Un
algorithme génétique a été utilisé pour la résolution du
problème.

La modélisation de Reininger est une modélisation
qui reflète bien la nature complexe du problème traité,
dans le sens où elle modélise plusieurs aspects. Néan-
moins, la résolution d’instances basées sur cette mo-
délisation peut être très difficile.

Une autre modélisation a été définie par Calegari et
al. [5]. Contrairement à la modélisation de Reininger et
al., cette modélisation fait abstraction à plusieurs as-
pects techniques du problème, comme les paramètres
d’antennes et les stations mobiles. La zone est modé-
lisée par un graphe biparti, où l’on cherche à trouver
le plus petit ensemble dominant. Deux objectifs seule-
ment sont pris en compte par cette modélisation : la
maximisation de la couverture et la minimisation du
nombre d’antennes employées. Ces deux objectifs sont
représentés par une seule fonction objectif. Donc, le
problème modélisé est un problème mono-objectif.

Plusieurs méthodes ont été appliquées sur des ins-
tances basées sur cette modélisation. On cite par
exemple, l’algorithme génétique et l’algorithme CHC
dans Alba et al. [1,2], et NSGA-II et MOCHC dans
Nebro et al. [3]. Ces deux derniers sont une adapta-
tion multi-objectif des algorithmes GA et CHC afin
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de leur permettre de traiter plusieurs fonctions objec-
tif en même temps. Pour ça, Ils ont défini leurs propre
fonctions à optimiser.

Mendes et al. ont proposé une nouvelle modélisation
dans [11]. Cette dernière améliore celle de Calégari en
proposant de modéliser la surface géographique par un
hyper-graphe au lieu d’un graphe. Une large panoplie
d’algorithmes a été testée dans ce travail sur une ins-
tance réelle du problème.

Dans ce papier on comparera les performances des
algorithmes étudiés avec ceux testés dans le travail de
Mendes et al., en les exécutants sur la même instance.

3 Modélisation du problème

Pour représenter le problème, nous utilisons la mo-
délisation de Mendes, décrite dans [11]. Cette modé-
lisation propose un modèle basé sur la théorie des
graphes pour définir les différentes composantes du ré-
seau.

3.1 Zone géographique

La zone géographique à couvrir est discrétisée pour
avoir en résultat un ensemble fini d’emplacements.
Chaque emplacement est représenté par un point ca-
ractérisé par ses coordonnés x et y. Parmi ces points,
quelques uns sont choisis pour être des sites candidats
à héberger des stations de bases. La zone est composée
de deux types de points :

— Points de type L : ce sont les points qui doivent
être couverts ;

— Points de type M : les points qui représentent
les sites candidats pour héberger les stations de
base.

La zone est modélisée par un hypergraphe H(V,E) tel
que, V est l’ensemble des sommets de l’hypergraphe
H, et E est une partie de P (V ) (l’ensemble des
parties de l’ensemble V ). On appelle les éléments
de E les hyper-arêtes. Une hyper-arête généralise la
notion d’arête, dans le sens où elle permet de relier
plusieurs arrêtes au lieu de deux seulement. Dans
notre cas, l’ensemble V contient tous les points de
la zone géographique ; V = M ∪ L, et E l’ensemble
qui contient toutes les hyper-arêtes qui lient chaque
point de type M avec les points couverts par ce
dernier. Notre hypergraphe peut être vu comme un
ensemble de graphes orientés. Chaque graphe possède
un sommet central. Ce dernier est un point de type
M (représente une station de base) associé avec des
points de l’ensemble V représentant les points qui ce
trouvent dans la cellule formée par cette station de
base.

Fig. 1. Exemple de trois transmetteurs représentés
par un hypergraphe

La figure 1 illustre un exemple de trois transmet-
teurs représentés avec leurs cellules associées (Fig.1.a).
Ils ont été modélisés par un ensemble de graphes
qui associent les transmetteurs avec les points qu’ils
couvrent (Fig.1.b). La représentation de l’hypergraphe
associée est donnée dans la figure (Fig.1.c). On voit
bien la ressemblance entre les cellules formées par les
transmetteurs et leur modélisation par l’hypergraphe.

3.2 Antenne

Des antennes dites Isotropes sont utilisées dans
cette modélisation ; ce sont des modèles théoriques
qui rayonnent uniformément dans toutes les directions.
Une seule antenne seulement de ce type est installée
dans une station de base.

3.3 Fonction objectif

Les deux objectifs à optimiser sont combinés dans
une seule fonction objectif notée f(x). Cette dernière
a été définie dans [5].

f(x)= Tauxdecouverture(x)2

Nombredetransmetteursutilises(x)

Avec :

Taux de couverture(x)=V oisin(M ′,E′)
V oisin(M,E)

tel que
voisins(M,E) = {v ∈ V |∃u ∈M, (u, v) ∈ E}
et M’ est l’ensemble des transmetteurs utilisés par la
solution x. E’ est l’ensemble des hyper-arêtes qui lient
les points de l’ensemble M’ avec leurs points associés

Le problème à résoudre rappel le problème de
couverture par ensembles (Set Covering Problem dans
la littérature originale). Il consiste à trouver un sous
ensemble de sommets de taille minimum qui couvre
tout le graphe. Une seule différence réside dans le but
des deux problèmes, là on ne cherche pas à assurer
une couverture totale de la zone, mais on cherche
plutôt à la maximiser. Le problème est connu pour
être NP-Difficile
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3.4 Solution

Une solution au problème indique pour chaque em-
placement candidat, si une station de base est installée
ou non. Cela peut être modélisé par un vecteur binaire,
où chaque bit représente un emplacement candidat. Si
une station de base est installée dans un emplacement,
son bit associé est alors mis à 1, sinon il est mis à 0.
De ce fait, La taille du vecteur solution est égale au
nombre d’emplacements candidats.

4 Algorithmes d’optimisation proposés

Nous proposons de résoudre le problème de position-
nement d’antennes par trois algorithmes : l’adaptation
de la méthode ILS (Iterated Local Search) de Lourenço
et al. [10], celle de l’algorithme BLS (Breakout Local
Search) de Benlic et al. [4] et un nouvel algorithme que
nous proposons.

Ces algorithmes sont des algorithmes de voisinage
qui utilisent la recherche locale comme moyen d’in-
tensification. D’où la nécessité de définir un voisinage
d’une solution donnée.

Définition Un voisinage N est une fonction N : S →
P (S), tel que S représente l’espace de recherche et
P (S) l’ensemble des parties de S. Le voisinage d’une
solution s ∈ S est l’ensemble des solutions N(s) de
P (S) qui peuvent être obtenues en effectuant un seul
mouvement à partir de s.

Nous avons défini un mouvement guidé par une pro-
priété des réseaux cellulaire. Cette propriété est basée
sur le fait qu’une bonne solution ne possède générale-
ment pas beaucoup d’antennes installées dans un pé-
rimètre trop proche.

Définition Un mouvement à partir d’une solution
s ∈ S sélectionne une station de base non active pour
l’activer, et désactive les autres stations localisées dans
un périmètre de rayon r.

4.1 La méthode ILS adaptée

L’algorithme ILS applique une recherche locale à
partir d’une solution initiale. Cette recherche locale
retourne un optimum local, qui n’est pas forcément la
meilleure solution qui puisse être, mais d’autres solu-
tions de meilleure qualité peuvent bien encore exister.
Pour explorer d’autres zones de l’espace de recherche,
ILS applique à chaque fois une perturbation (ligne 5)
de la solution pour s’échapper de la zone d’attraction.
Pour perturber une solution, on choisit aléatoirement
un nombre L de stations de bases et on change leurs
états. Ensuite, une recherche locale est appliquée pour
tester la qualité d’un autre optimum local.

Algorithm 1 La méthode Iterated Local Search

Require: Une instance du problème
Ensure: La meilleure solution trouvée Sm
1: S0 = GenererSolutionInitiale()
2: S = RechercheLocale(S0)
3: Sm = S
4: while Condition d’arrêt non satisfaite do
5: S′ = Perturbation (S, historique)
6: S” = RechercheLocale(S′)
7: if S” est meilleure que Sm then
8: Sm=S”
9: end if

10: S= CritèreAcceptation(S, S”,historique)
11: end while

ILS réitère le processus à partir d’une solution choi-
sie entre S et S”. La fonction CritèreAcceptation (ligne
10) assure le choix entre ces deux solutions. Cette
fonction peut avoir différentes implémentations. Par
exemple, elle peut être implémentée de façon à choi-
sir toujours la meilleure solution, ou bien de façon à
choisir toujours la nouvelle solution obtenue. Plusieurs
implémentations intermédiaires sont aussi possibles.
Dans ces cas, le paramètre historique peut être un
moyen pour trouver un équilibre entre l’intensification
et la diversification. Par exemple, ce paramètre peut
être le numéro de l’itération courante. Dans ce cas, la
fonction CritèreAcceptation peut se baser sur ce para-
mètre pour faire un choix entre les deux solutions.

Dans notre travail nous avons implémenté une fonc-
tion qui choisi toujours le meilleur optimum entre ceux
rencontrés dans l’itération courante et l’itération pré-
cédente. Ainsi, l’algorithme ILS parcourt les optimums
locaux répartis dans l’espace de recherche et garde
l’historique de la meilleure solution rencontrée.

Après un nombre I d’itérations sans amélioration
de la meilleure solution, ILS réinitialise la recherche
à partir d’une nouvelle solution de départ générée
aléatoirement. Le pseudo-code de la méthode ILS
adaptée est donné dans l’algorithme 1.
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4.2 La méthode BLS adaptée

Algorithm 2 La méthode Breakout Local Search

Require: Une instance du problème, L0 : degré du
saut initial, Ls : degré du saut lors d’une forte
perturbation, T : nombre maximum d’optimums
locaux visités sans amélioration de la meilleure so-
lution Sm.

Ensure: La meilleure solution trouvée Sm
1: S = GenererSolutionInitiale()
2: Sm =S
3: Sp = S {Sp : la solution optimale obtenue lors de

la dernière recherche locale}
4: nbNonAmlioration=0 {Nombre de fois où la so-

lution optimale n’a pas été améliorée}
5: while Condition d’arrêt non satisfaite do
6: S=RechercheLocale(S)
7: if S est meilleure que Sm then
8: Sm =S {m-à-j de la meilleure solution}
9: nbNonAmlioration=0

10: else
11: nbNonAmlioration= nbNonAmlioration+1
12: end if
13: if nbNonAmlioration > T then
14: {la recherche est stagnée, une forte perturba-

tion est nécessaire}
15: L = Ls
16: else
17: if S=Sp {La recherche est retournée vers le

précédant optimum, Le degré de perturbation
est augmenté} then

18: L = L + 1
19: else
20: L = L0
21: end if
22: end if
23: Sp = S
24: S=PerturberSolution(S,L,nbNonAmlioration)
25: end while

L’algorithme BLS suit le même schéma que celui
de l’algorithme ILS, mais possède en plus, un méca-
nisme de perturbation avec une force paramétrable. A
chaque fois que la recherche retourne vers le même op-
timum, la force de perturbation est augmentée (ligne
18). Après un nombre T d’itérations sans améliora-
tion de la meilleure solution, une forte perturbation
est appliquée (ligne 15). Pour perturber une solution,
on choisit aléatoirement un nombre L de stations de
bases est on change leurs états. Le pseudo-code de la
méthode BLS adaptée à notre problème est donné dans
l’algorithme 2.

4.3 Le nouvel algorithme proposé

Nous proposons un nouvel algorithme inspiré des
deux algorithmes ILS et BLS. Notre algorithme utilise
aussi la recherche locale comme moyen d’intensifica-
tion (ligne 7), et la perturbation de la solution pour
apporter une diversification (ligne 22). Notre algo-
rithme possède un mécanisme de réinitialisation (ligne
24)équivalent à la forte perturbation de l’algorithme
BLS, mais diffère par son critère de réinitialisation.
Le pseudo-code de la méthode est donné dans l’algo-
rithme 3.

Deux variables clés sont utilisées par notre algo-
rithme : Sm et S′. La première, enregistre la meilleure
solution trouvée depuis le début de la recherche, et
la deuxième, représente la meilleure solution trouvée
depuis la dernière réinitialisation de la recherche. A
chaque fois que S′ est améliorée, elle est comparée avec
Sm. Si S′ améliore la meilleure solution, alors Sm est
mise à jour. Après un certain nombre P d’itérations
sans amélioration de S′, la force de perturbation est
augmentée (ligne 20). Si malgré cette augmentation S′

n’a toujours pas été améliorée, et que le nombre d’ité-
rations dépasse un nombre I, une réinitialisation est
déclenchée.

4.3.1 Le critère de réinitialisation

Notre algorithme se distingue par rapport à ILS et
BLS par son critère de réinitialisation. En effet, ce der-
nier est guidé par l’état d’évolution de la meilleure so-
lution trouvée depuis la réinitialisation précédente S′,
et non pas par l’état d’évolution de Sm, la meilleure so-
lution trouvée depuis le début de la recherche,comme
dans ILS et BLS (lorsqu’il effectue une forte perturba-
tion).

L’idée de considérer S′ au lieu de Sm est basée sur
le principe qui dit que, plus la recherche avance, plus
la meilleure solution trouvée devient bonne, et devient
difficile à améliorer. Alors, si l’on se base sur Sm pour
réinitialiser la recherche, les réinitialisations devien-
dront très fréquentes, et cela permet d’avantager la
diversification par rapport à l’intensification de la re-
cherche. Par contre, si l’on considère S′ au lieu de Sm,
la balance entre l’intensification et la diversification
sera plus équilibrée. En effet, on sait que S′ est géné-
ralement de moins bonne qualité que Sm, ce qui im-
plique que S′ possède plus de chances d’être améliorée.
Lorsque S′ est améliorée, on se dit que le chemin ex-
ploré peut mener vers des solutions meilleures, donc la
réinitialisation est retardée pour l’explorer d’avantage.
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Algorithm 3 Notre méthode

Require: : Une instance du problème, P :
nombre maximum d’optimums locaux visi-
tés sans amélioration avant la perturbation,
forcePerturbationInitiale : force de perturba-
tion initiale, I : nombre maximum d’optimums
locaux visités sans amélioration avant la réinitia-
lisation.

Ensure: La meilleure solution trouvée Sm
1: S = GenererSolutionInitiale()
2: Sm =S
3: S′ =S {S′ est La meilleure solution trouvée depuis

la dernière réinitialisation}
4: Cpt = 0 {cpt compte le nombre d’itérations sans

amélioration de S′}
5: forcePerturbation= forcePerturbationInitiale
6: while Condition d’arrêt non satisfaite do
7: S=RechercheLocale(S)
8: if S est meilleure que S′ then
9: S′ =S

10: Cpt=0
11: if S′ est meilleure que Sm then
12: Sm =S′ {m-à-j de la meilleure solution}
13: end if
14: else
15: cpt = cpt + 1
16: end if
17: if Cpt < I then
18: if Cpt > P then
19: {La recherche est stagnée, une augmenta-

tion de la force de perturbation est néces-
saire}

20: forcePerturbation=
forcePerturbation+1

21: end if
22: S= Perturber(S, forcePerturbation)
23: else
24: S= RéinitialiserSolution(Sm, nombreEval)

{nombreEval est le nombre de fois où la fonc-
tion objectif a été évaluée depuis le lancement
de l’algorithme}

25: forcePerturbation=
forcePerturbationInitiale

26: Cpt=0
27: S′ =S {Mise à jour de S′}
28: end if
29: end while

4.3.2 La procédure de réinitialisation

Lorsque la recherche est stagnée, et le chemin ex-
ploré ne permet plus l’amélioration de la meilleure so-
lution trouvée, le mécanisme de réinitialisation permet
de redémarrer la recherche à partir d’une nouvelle so-
lution de départ. Cette stratégie permet d’explorer de
nouvelles zones dans l’espace de recherche. Le pseudo-
code de la procédure de réinitialisation est donné dans
l’algorithme 4.

Algorithm 4 Procédure de réinitialisation

Require: Sm :la meilleure solution trouvée,
nombreEval :nombre d’évaluations effectué
jusque là, maxEval : nombre d’évaluations
maximum fixé au lancement de notre algorithme.

Ensure: Nouvelle solution S
1: S = générer une solution aléatoirement
2: for i=0 to i=tailleSolution do
3: Soit rand un nombre aléatoire entre 1 et 100
4: stadeAvancement = nombreEval/maxEval ∗

100 {sadeEvancement représente l’état d’avan-
cement de la recherche}

5: if rand < stadeAvancement then
6: S[i]= Sm[i]
7: end if
8: end for

La procédure de réinitialisation permet de générer
des solutions aléatoires combinées avec la meilleure
solution trouvée Sm. Cette combinaison est basée
sur l’évolution de la recherche. Si la recherche est à
un stade initial, la solution générée s’approche alors
plus de la solution aléatoire. Mais plus la recherche
avance, plus la solution générée s’approche de Sm. Par
exemple, si la recherche est à un stade de 20%, alors la
nouvelle solution aura en moyenne 20% des éléments
de la meilleure solution et 80% de la solution aléa-
toire. Si l’on est à un stade de 90%, alors la nouvelle
solution contiendra en moyenne 90% des éléments de
la meilleure solution. Ainsi, le degré de diversification
apporté par ce mécanisme diminue au fur et à mesure
que la recherche évolue.

5 Résultats expérimentaux

Afin d’évaluer les performances de chaque algo-
rithme, nous les avons exécuté sur une instance réelle
fournie dans [8]. Cette instance est une représentation
de la zone géographique de la ville de Malaga. Cette
zone à une surface de 27,2 km2 discrétisée par une
grille de taille 450 X 300. Ce qui donne au total
135000 points. Chaque point représente une surface
de 15 X 15 m2. Parmi ces points, 1000 sites candidats
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sont répartis sur l’ensemble de la grille. Chaque site
candidat est défini par sa position (x ,y) dans la
grille. Des antennes isotropes de rayon de couverture
égal à 30 points ont été utilisées[11]. La zone étudiée
possède des endroits dont il est impossible d’installer
des antennes. Ces endroits peuvent être, la mer, les
montagnes ...etc., ce qui implique que seulement un
taux de 95,522% de couverture peut être atteint.

Fig. 2. Image correspondant à la zone géographique
à couvrir (ville de Malaga)

5.1 Critère de comparaison

Les trois algorithmes sont comparés par rapport à la
valeur de la fonction objectif de la meilleure solution
trouvée. Pour que la comparaison soit sur la même
base, tous les algorithmes exécutent le même nombre
d’évaluations des solutions. Plusieurs séries d’exécu-
tions pour différents nombres d’évaluations ont été ef-
fectuées. Pour chaque série de test, 10 exécutions ont
été réalisées.

5.2 Paramètres

Plusieurs séries de tests ont été réalisées pour fixer
les meilleurs paramètres pour chaque algorithme. La
valeur de chaque paramètre est donnée comme suit :
ILS : I = 10, L = 5 ; BLS : L0 = 5, Ls = 10, T =
10 ; notre algorithme : forcePerturbationInitiale =
2;P = 3; I = 10.

Les résultats obtenus sont représentés dans le
graphe ci-dessous. L’axe des x représente le nombre
d’évaluations de la fonction objectif et l’axe des y
représente la moyenne des valeurs de la fonction
objectif obtenues lors des 10 exécutions :

Fig. 3. Valeur moyenne de la fonction objectif obte-
nue en fonction du nombre d’évaluations.

Tableau 1. Taux de couverture moyen et nombre
d’antennes moyen employées par les solutions trouvées
par chaque algorithme

Les moyennes des valeurs de la fonction objectif ob-
tenues lors des dix exécutions, montrent que notre al-
gorithme dépasse en général les algorithmes ILS et
BLS qui sont déjà très bien classés par rapport aux
résultats connus [11].

Le tableau 1. montre aussi que notre algorithme per-
met d’atteindre le meilleur taux de couverture pour le
même nombre d’antennes employées.

Mendes et al.[11] ont testé une large panoplie
d’algorithmes sur le même benchmark que nous avons
employé, donc pour valider nos résultats, nous les
avons comparé par rapport aux résultats obtenus par
ces derniers.
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Tableau 2. Résultats de nos trois algorithmes
comparés par rapport à la fonction objectif avec ceux
testés dans [11].

Nos trois algorithmes sont classés respectivement
deuxième, troisième et quatrième devant plusieurs al-
gorithmes testés. Ils ont dépassés plusieurs algorithmes
connus dans la littérature comme l’algorithme géné-
tique(GA), le recuit simulé(SA), PBIL et CHC. Ces
deux derniers sont des algorithmes évolutionnaires.
l’algorithme PBIL est une combinaison entre l’algo-
rithme génétique et l’apprentissage compétitif. L’ap-
prentissage permet de générer les nouveaux individus
de la population. Le second algorithme (CHC), utilise
les opérations des algorithmes évolutionnaires, comme
la sélection et la mutation, toute en se basant sur des
opérateurs spécifiques(sélection élitiste et croisement
perturbateur)qui permettent de générer toujours une
population diversifiée. MS GEPVNS qui est une ver-
sion améliorée de l’algorithme VNS est le seul algo-
rithme qui dépasse nos trois algorithmes en termes de
qualité de solution.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce papier trois algorithmes
pour la résolution du problème de positionnement
d’antennes. Nous avons adapté les algorithmes ILS et
BLS à notre problème et nous avons aussi proposé une
nouvelles approche inspirée de ces deux algorithmes
mais qui diffère par son système de réinitialisation de
la recherche.

Ces algorithmes ont été implémentés, testés et com-
parés par rapport à la valeur moyenne de la fonc-
tion objectif des meilleures solutions trouvées pour un
benchmark réel représentant la ville de Malaga. Ils ont

aussi été comparés avec d’autres algorithmes connus
dans la littérature et les résultats obtenus sont très
prometteurs. En perspective, nous avons plusieurs di-
rections pour améliorer ce travail. Tout d’abord in-
troduire des optimisations sur le mouvement utilisé
en incluant un bruit aléatoire. Nous pouvons aussi in-
troduire ce même principe dans le processus de ré-
initialisation de la nouvelle méthode. Nous sommes
aussi intéressé d’inclure certaines caractéristiques du
voisinage de la méthode VNS dans nos méthodes afin
d’améliorer leurs efficacités. Enfin, étendre notre étude
expérimentale à d’autres instances du problème.
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Résumé

Un défi dans le domaine des problèmes de satisfac-
tion modulo théories (SMT) est de concevoir des outils
à la fois théoriques et pratiques pour que les utilisateurs
puissent bénéficier et utiliser efficacement un large éven-5

tail heuristiques et de mécanismes de résolution au sein
d’un même solveur, tel que le solveur [3]. Toutefois, la
combinaison et le contrôle de ces composants néces-
sitent bien souvent une connaissance experte tant des
domaines sur lesquels reposent les modèles à résoudre10

que des performances attendues et de la pertinence de
chaque élément opérationnel. Ainsi, étant donné un en-
semble d’instances SMT à traiter et un solveur donné, il
convient d’écrire une stratégie de résolution qui définit la
manière dont les mécanismes de simplification, vérifica-15

tion, ou encore de résolution de sous-problèmes, seront
agencés. Cette phase peut être vue comme la concep-
tion de la structure de la stratégie. De plus, un certain
nombres de paramètres doivent également être ajustés
pour assurer un bon comportement et une bonne effica-20

cité du solveur.

Dans cet article, notre objectif est de proposer un
cadre de génération automatique de stratégies, suffi-
samment général pour être utilisé par un utilisateur non
averti ou encore pour améliorer des stratégies proposées25

par des experts. Basée sur la programmation génétique
[4], notre approche permet, à partir de squelettes simples
de stratégies basiques, de construire et d’ajuster de nou-
velles stratégies efficaces, tout en gérant un nombre de
paramètres et d’options possibles très important. Sur un30

ensemble d’instances extraites de la compétition SMT,
nous montrons qu’une telle démarche peut permettre
d’améliorer les performances des stratégies par défaut
du solveur Z3 [2] (développées pour ces compétitions
[1]) et de résoudre de nouvelles instances.35

Cet article a été présenté lors de la conférence
ICTAI 2016 [5].

Références

[1] Clark Barrett, Morgan Deters, Leonardo
de Moura, Albert Oliveras, and Aaron Stump.40

6 years of SMT-COMP. Journal of Automated
Reasoning, pages 243–277, 2013.

[2] Leonardo de Moura and Nikolaj Bjørner. Z3 : An
efficient SMT solver. In Tools and Algorithms for
the Construction and Analysis of Systems, 14th45

International Conference, TACAS 2008., LNCS,
pages 337–340. Springer, 2008.

[3] Leonardo de Moura and Grant Olney Passmore.
The Strategy Challenge in SMT Solving. In Auto-
mated Reasoning and Mathematics, LNCS, pages50

15–44. Springer, 2013.

[4] John R. Koza. Genetic Programming : On the Pro-
gramming of Computers by Means of Natural Se-
lection. MIT Press, Cambridge, MA, USA, 1992.

[5] N. Gálvez Ramı́rez, Y. Hamadi, E. Monfroy, and55

F. Saubion. Evolving smt strategies. In 2016 IEEE
28th International Conference on Tools with Ar-
tificial Intelligence (ICTAI), pages 247–254, Nov
2016.

275



Actes JFPC’2017

276


	Ré-ordonnancement dynamique du traffic ferroviaire en cas de perturbations dans le réseau
	Quentin Cappart, Pierre Schaus

	Filtrage Efficace pour la contrainte Ressource-Coût Tous-Différents
	Sascha Van Cauwelaert, Pierre Schaus

	Filtrage efficace pour la Contrainte Disjonctive avec Temps de Transition regroupés par Famille
	Sascha Van Cauwelaert, Cyrille Dejemeppe, Jean-Noël Monette, Pierre Schaus

	Des approches CP à la conquête de la théorie des bit-vecteurs
	Zakaria Chihani, Bruno Marre, François Bobot, Sebastien Bardin

	Une simple heuristique pour rapprocher DFS et LNS pour les COP
	Julien Vion, Sylvain Piechowiak

	Une famille de règles d'élimination de variables pour les CSP binaires basées sur BTP
	Achref El Mouelhi

	La contrainte globale MinArborescence pour les problèmes d'arborescence de poids minimum
	Vinasétan Ratheil Houndji, Pierre Schaus, Mahouton Norbert Hounkonnou, Laurence Wolsey

	La modélisation pour tous
	Christophe Lecoutre

	Combinaison de nogoods extraits au redémarrage
	Gael Glorian, Frederic Boussemart, Jean-Marie Lagniez, Christophe Lecoutre, Bertrand Mazure

	Extension de Compact-Table aux tables négatives et tables avec tuples courts
	Hélène Verhaeghe, Christophe Lecoutre, Pierre Schaus

	Une approche basée sur SAT pour le problème de satisfiabilité en logique modale S5
	Thomas Caridroit, Jean Marie Lagniez, Daniel Le Berre, Tiago de Lima, Valentin Montmirail

	Algorithme Efficace pour la Fouille de Séquences Fréquentes avec la Programmation par Contraintes
	John Aoga, Tias Guns, Pierre Schaus

	Comparaison de différents modèles de programmation par contraintes pour le clustering conceptuel
	Maxime Chabert, Pierre-Antoine Champin, Amélie Cordier, Christine Solnon

	Contraintes de Classement
	Christian Bessiere, Emmanuel Hebrard, George Katsirelos, Zeynep Kiziltan, Toby Walsh

	Décomposition de contraintes basée sur les propriétés traitables
	Achref El Mouelhi

	Un nouveau VRPTW statique et stochastique  : vers une modélisation en deux étapes plus réaliste
	Michael Saint-Guillain, Christine Solnon, Yves Deville

	Apprentissage de clauses nobetters dans les solveurs séparation et évaluation pour Max-SAT
	André Abramé, Djamal Habet

	Filtrage tardif du BIBD : lorsque la procrastination paie
	Yassine Attik, Jonathan Gaudreault, Claude-Guy Quimper

	Autoriser des tuples interdits pour rendre une instance CSP traitable
	Achref El Mouelhi, Philippe Jégou, Cyril Terrioux

	Améliorer les méthodes de décomposition pour le dénombrement exact de solutions
	Philippe Jégou, Hanan Kanso, Cyril Terrioux

	Optimisation bi-critère de la vitesse le long d'un trajet maritime
	Estelle Chauveau, Philippe Jégou, Nicolas Prcovic

	Vérification de chaînes de Markov à intervalles paramétrés : modélisation en contraintes et résolution
	Anicet Bart, Benoit Delahaye, Eric Monfroy, Charlotte Truchet

	Stratégies de recherche pour les systèmes de contraintes sur les flottants
	Heytem Zitoun, Claude Michel, Michel Rueher, Laurent Michel

	Une contrainte de circuit adaptée aux tournées multiples
	Nicolas Briot, Christian Bessière, Philippe Vismara

	Vers une stratégie de réduction de la base de clauses apprises fondée sur la relation de dominance
	Jerry Lonlac, Engelbert Mephu Nguifo

	Considération des motifs dans la détermination de la force d'un graphe
	Clément Lecat, Corinne Lucet, Chu-Min Li

	Vers une exploitation dynamique de la décomposition pour les CSPs pondérés
	Philippe Jégou, Cyril Terrioux, Hanan Kanso

	Comparaison de structures protéiques  : résolution de la maximisation du recouvrement de cartes de contacts par solveur MaxClique
	Olivier Gerard, Corinne Lucet, Chu-Min Li

	Langage pour la vérification de modèles par contraintes
	Pierre Talbot, Clément Poncelet

	Améliorer la propagation  : l'Importance d'être Inconsistant
	Ghiles Ziat, Marie Pelleau, Charlotte Truchet, Antoine Miné

	ClosedPattern  : Une contrainte globale pour l’extraction de motifs fréquents fermés
	Mehdi Maamar, Christian Bessiere, Patrice Boizumault, Nadjib Lazaar, Yahia Lebbah, Valentin Lemière, Samir Loudni

	Étude de la modélisation en programmation par contraintes pour résoudre le problème de localisation/routage
	Laure Brisoux-Devendeville, Corinne Lucet

	Une approche basée sur SAT pour l'énumération des règles d'association non redondantes
	Abdelhamid Boudane, Said Jabbour, Lakhdar Sais, Yakoub Salhi

	Caractérisation de nouvelles classes traitables en SAT via la théorie des graphes
	Yazid MBoumarafi, Lakhdar Sais, Yakoub Salhi

	Modernisation de la duplication de clauses
	Guillaume Baud-Berthier, Laurent Simon

	Recherche d'heuristique d'équilibre de Nash : quelques résultats préliminaires pour les Constraint Games
	Anthony Palmieri, Arnaud Lallouet

	Une approche à voisinage pour le problème de positionnement d’antennes dans les réseaux cellulaires
	Larbi Benmezal, Dalila Boughaci, Belaïd Benhamou

	Construction et amélioration de stratégies SMT
	Eric Monfroy, Frédéric Saubion, Nicolas Galvez, Youssef Hamadi


