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Introduction généraleLes problèmes de satisfaisabilité d'une formule propositionnelle (SAT) et de satisfactionde contraintes (CSP) sont des domaines de recherche majeurs en intelligence arti�cielle. Leurappartenance à la classe de complexité NP-complet les rend calculatoirement équivalents à denombreux problèmes dont on recherche encore aujourd'hui des algorithmes e�caces, comme parexemple en théorie des graphes, au problème du parcours hamiltonien, de la clique maximum,ou du coloriage de graphes pour ne citer qu'eux. En outre, ces problèmes possèdent d'autresapplications telles que la validation de circuits, la résolution de puzzles logiques, ou la recherchede clés cryptographiques, etc. On comprend alors la motivation d'une grande communauté dechercheurs pour ces problèmes.Si de nombreuses raisons pratiques expliquent l'intérêt de ces problèmes, ils représententégalement un enjeu important de la théorie de la complexité. En e�et, l'extrême simplicité deleur formalisme en fait des instances idéales des problèmes non-déterministes polynomiaux. Larésolution de ces problèmes par un algorithme déterministe en un temps polynomial ou la preuvede son impossibilité aurait pour corollaire une réponse à une question centrale de la théoriede la complexité. Ainsi, au-delà des intérêts pratiques, ces problèmes sont intrinsèquement uneressource pour la discipline informatique.Pour toutes ces raisons, on constate depuis quelques années un important regain d'intérêtpour ces problèmes. En particulier, de nombreuses approches sont proposées dans le but d'élar-gir la classe des instances traitables en pratique. Ces améliorations permettent aujourd'hui derésoudre certains problèmes possédant des milliers, voire des millions de variables. Ainsi, les pro-grès algorithmiques considérables de la programmation par contraintes (PPC) rendent solublesen quelques secondes des problèmes considérés hors de portée il y a peu.Une conséquence naturelle de ces progrès incessants est la modélisation de problèmes detaille de plus en plus importante. Or, quand des formules de grande taille censées être satis-faisables sont prouvées incohérentes, il peut être extrêmement di�cile de déterminer la causedu problème, dans l'espoir de le réparer. En e�et, toutes les contraintes d'un système ne sontpas nécessairement à l'origine de son incohérence, seules quelques-unes d'entre elles peuvent êtrecon�ictuelles et rendre l'ensemble sans solution. Cependant, contrairement aux problèmes co-hérents pour lesquels un modèle est généralement produit, une réponse négative au test de laconsistance d'une formule n'apporte que peu d'informations. Il semble intéressant de déterminerpourquoi un problème est sans solution ; précisément, dans ce cas, on cherche à e�ectuer l'extrac-tion des plus petits ensembles de contraintes contradictoires. La connaissance de tels ensemblesdonne à l'utilisateur de nombreuses informations sur le problème et permet d'en restaurer laconsistance avec un éventuel ordre préférentiel sur les contraintes. Il s'agit donc d'un diagnosticassisté par ordinateur de l'insatisfaisabilité. Malheureusement, il s'agit d'un problème d'une com-plexité extrêmement élevée dans le pire des cas, pour lequel les approches complètes et exactessont souvent inapplicables en pratique. Il semble alors naturel de se diriger vers des méthodesheuristiques. 1



Introduction généraleLes travaux présentés dans cette thèse ont donc pour objectif l'extraction de systèmesminimalement incohérents, dans divers formalismes. Plus précisément, notre attention s'est por-tée sur le développement de techniques algorithmiques capables de circonscrire une ou plusieurscauses d'incohérence en pratique, pour des problèmes issus d'applications réelles.Ce document est composé de trois parties. Tout d'abord, certaines notions essentielles à lacompréhension de ce manuscrit sont énoncées : les dé�nitions usuelles de la logique proposition-nelle, les bases de la théorie de la complexité, ainsi que la dé�nition formelle du problème SATet de quelques unes de ses variantes sont présentées. Un état de l'art concernant les meilleuresméthodes connues pour l'extraction de formules booléennes minimalement inconsistantes (MUS)dans le cadre de la logique propositionnelle est également établi.La deuxième partie est consacrée à notre contribution au cadre clausal booléen. Celle-ciest triple : en e�et, dans un premier temps, nous présentons un nouveau concept permettant deprendre en compte un voisinage partiel des interprétations parcourues par une recherche locale,dans le but de faire l'approximation voire le calcul exact d'un MUS. Ces travaux ont aboutiau développement d'un algorithme, baptisé (A)OMUS, qui est présenté et comparé expérimenta-lement aux meilleures méthodes connues. Une variante constructive est également étudiée d'unpoint de vue théorique puis évaluée à son tour empiriquement. Ensuite, nous montrons commentl'hybridation d'une méthode incomplète à la meilleure approche connue pour le calcul exhaustifde tous les MUS peut permettre à cette dernière d'éviter des appels à des oracles NP et CoNP,lui faisant gagner un ordre de grandeur en temps de calcul. Cependant, même avec cette amélio-ration, le nombre de MUS au sein d'une CNF (exponentiel dans le pire cas) peut rendre ce calculirréalisable en pratique. Aussi, plusieurs méthodes e�caces permettant l'approximation de cetensemble sont introduites. Cette partie se termine par une mise en application des techniquesprésentées à la gestion de l'incohérence des bases de connaissances strati�ées.En�n, la troisième partie porte sur le problème de satisfaction de contraintes (CSP). Dansce formalisme également, de nombreuses approches ont été proposées par le passé pour le cal-cul d'un problème minimalement insatisfaisable (MUC). Dans une première contribution, nousrevisitons le meilleur algorithme connu et proposons des améliorations qui accélèrent son calcul,et étendent en conséquence la classe des problèmes traitables. Ensuite, un nouveau concept quira�ne celui de MUC, dé�ni classiquement par la communauté, est présenté. Celui-ci permet deprendre en considération les tuples du problème et non ses contraintes. La viabilité de ce conceptest démontrée à travers des propriétés qui démontrent que le procédé mis au point permet deréparer un problème sans retrait de contraintes. Des résultats expérimentaux con�rment l'intérêtde l'approche, d'un point de vue pratique.
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Chapitre 1Logique propositionnelle : dé�nitions,propriétés et formes normales
Sommaire 1.1 Dé�nitions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.1.1 Syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.1.2 Sémantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.2 Complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.2.1 Notions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.2.2 Machine de Turing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.2.3 Classes de complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.2.4 Complétude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.1 Dé�nitions préliminairesGrâce au langage, l'homme est capable de décrire des choses, d'exprimer des ordres, dessouhaits, des émotions. Il peut également obtenir des énoncés à partir d'autres énoncés : ceprocédé est appelé raisonnement.La formalisation d'un tel procédé conduit à la naissance de logiques mathématiques. Parmielles, la logique classique des propositions en est le fragment le plus simple. C'est cettelogique qui fait l'objet de ce chapitre.1.1.1 SyntaxeDé�nition 1.1 (atome)Un atome, également appelé variable propositionnelle, est une variable booléenne utilisée pourreprésenter des propriétés de base. Il ne peut prendre que deux valeurs de vérités possibles : vraiou faux (également notées par 1 ou 0, respectivement).Dé�nition 1.2 (connecteur logique)Un connecteur logique est un opérateur permettant de combiner une ou plusieurs variables propo-sitionnelles pour en faire un énoncé complexe. Il est généralement muni d'un entier positif, sonarité. 5



Chapitre 1. Logique propositionnelle : dé�nitions, propriétés et formes normalesDé�nition 1.3 (formule propositionnelle)Une formule propositionnelle est dé�nie inductivement comme le plus petit ensemble pour l'in-clusion tel que :� Toute variable propositionnelle α est une formule propositionnelle.� Soient Σ1,Σ2, ...,Σn des formules propositionnelles et µ un connecteur logique d'arité n.Alors µ(Σ1,Σ2,. . .,Σn) est une formule propositionnelle.Note 1.1On note Var(Σ) l'ensemble des variables propositionnelles qui apparaissent dans une formulepropositionnelle Σ.Remarque 1.1Dans la suite, nous considérons les connecteurs logiques suivants :� les symboles vrai et faux d'arité 0 ;� la négation (¬) d'arité 1 ;� la conjonction (∧), la disjonction (∨), l'implication matérielle (⇒) et l'équivalence (⇔)d'arité 2.Dé�nition 1.4 (formules indépendantes)On désigne par formules indépendantes tout ensemble de formules qui n'ont aucun atome encommun. Autrement dit, Σ1,Σ2, ...,Σn sont des formules indépendantes si et seulement si
∀i, j tel que 1 ≤ i < j ≤ n, Var(Σi) ∩Var (Σj) = ∅Dé�nition 1.5 (taille d'une formule)La taille d'une formule Σ, notée |Σ|, est le nombre d'occurrences de symboles (connecteurs etsymboles propositionnels) utilisés pour l'écrire.Dé�nition 1.6 (littéral)On désigne par littéral tout atome l ou sa négation ¬l. l est appelé littéral positif et ¬l littéralnégatif. On appelle littéral complémentaire de l la négation de l.Dé�nition 1.7 (clause)On appelle clause toute disjonction �nie de littéraux.Remarque 1.2Une clause est dite unaire si elle contient un seul littéral. De la même manière, elle est ditebinaire si elle contient deux littéraux, ternaire si elle en contient 3, et n-aire si elle contient nlittéraux. Une clause de longueur 0 est dite vide. Elle est généralement notée ⊥.Dé�nition 1.8 (cube)Un cube est une conjonction �nie de littéraux. Ces conjonctions sont également appelées termesou monômes.Remarque 1.3Les clauses et les cubes peuvent être représentés comme des ensembles de littéraux. On autorisedonc l'utilisation des symboles ensemblistes sur les littéraux par rapport aux clauses et aux cubes,par abus de notation.Dé�nition 1.9 (subsomption)On dit qu'une clause α est sous-sommée (ou subsumée) par une clause β si et seulement si β ⊆ α.6



1.1. Dé�nitions préliminairesExemple 1.1
c1 = a ∨ ¬b ∨ ¬c ∨ d est sous-sommée par c2 = a ∨ ¬c.Dé�nition 1.10 (clause tautologique)On désigne par clause tautologique toute clause qui contient un littéral a et son complémentaire
¬a. La clause >, symbole du vrai, est également une clause tautologique.Dé�nition 1.11 (clause fondamentale)On nomme clause fondamentale toute clause non tautologique.Dé�nition 1.12 (résolution)Soient c1 et c2 deux clauses fondamentales ayant au moins une variable v en commun, présentedans ces 2 clauses sous la forme de littéraux complémentaires. On appelle résolvante issue de
c1 et c2 la disjonction des littéraux présents dans ces clauses et à laquelle on ôte v et ¬v.Ce procédé est appelé résolution.Dé�nition 1.13 (longueur d'une clause)On appelle longueur d'une clause c le nombre de littéraux distincts qui apparaissent dans c. Onnote cette longueur l(c).Exemple 1.2
c1 = a ∨ ¬b ∨ ¬c ∨ d
c2 = c ∨ d ∨ ¬e ∨ c
l(c1) = 4 ; l(c2) = 3Dé�nition 1.14 (clause positive, négative, mixte)On nomme par clause positive (respectivement négative) toute clause qui ne contient aucun littéralnégatif (respectivement positif). Une clause qui contient à la fois des littéraux positifs et négatifsest appelée clause mixte.Dé�nition 1.15 (clause de Horn)Une clause de Horn est une clause qui contient au plus un littéral positif. Elle est dé�nie commestrictement de Horn si et seulement si elle contient exactement un littéral positif.Dé�nition 1.16 (CNF)Une formule Σ est sous forme CNF (conjunctive normal form) si et seulement si Σ est uneconjonction de disjonctions de littéraux :

nbClauses
∧

i=1
(
l(ci)
∨

ji=1
aji

)Dé�nition 1.17 (DNF)Une formule Σ est sous forme DNF (disjunctive normal form) si et seulement si Σ est unedisjonction de conjonctions de littéraux :
nbCubes

∨
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l(ci)
∧
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Chapitre 1. Logique propositionnelle : dé�nitions, propriétés et formes normales
ω(Σ) ω(Γ) ω(¬Σ) ω(Σ ∧ Γ) ω(Σ ∨ Γ) ω(Σ⇒ Γ) ω(Σ⇔ Γ) ω(Σ⊕ Γ)

faux faux vrai faux faux vrai vrai faux

faux vrai vrai faux vrai vrai faux vrai

vrai faux faux faux vrai faux faux vrai

vrai vrai faux vrai vrai vrai vrai fauxTab. 1.1 � Table de vérité d'une formulePropriété 1.1Toute formule propositionnelle peut être mise sous forme CNF ou DNF. Cependant, la transfor-mation peut nécessiter une croissance exponentionnelle en la taille de la formule initiale.Remarque 1.4De la même manière que les clauses et les cubes peuvent être représentés comme des ensemblesde littéraux, les formules CNF et DNF sont parfois notées comme des ensembles de clauses et decubes, respectivement.Dé�nition 1.18 (littéral pur)Un littéral l est dit pur pour une formule Σ sous forme CNF si et seulement si il apparaît dans
Σ exclusivement positivement ou exclusivement négativement.1.1.2 SémantiqueDé�nition 1.19 (interprétation)En logique propositionnelle, une interprétation ω est une application de l'ensemble V des variablespropositionnelles vers l'ensemble des valeurs de vérité {vrai,faux}.

ω : V → {vrai,faux}La sémantique des connecteurs logiques usuels est dé�nie dans la table 1.1. Il existe d'autresconnecteurs logiques (tel que le NAND de She�er), mais ceux présentés ici sont fonctionnellementcomplets du point de vue du pouvoir d'expression.Note 1.2La sémantique d'une formule Σ dans l'interprétation ω est dé�nie de manière inductive. On ditque les connecteurs sont vérifonctionnels. La valeur de vérité donnée à une formule Σ par uneinterprétation ω est notée ω(Σ).Note 1.3Pour une formule Σ, il existe 2|Var(Σ)| interprétations di�érentes.Dé�nition 1.20 (distance de Hamming)Soient ω et ω′ deux interprétations d'une formule Σ. On note δH(ω,ω′) = {x | x ∈ Var (Σ) et ω(x) 6=
ω′(x)}. La distance de Hamming entre deux interprétations ω et ω′, notée dH(ω, ω′), est alorsdé�nie par |δH(ω,ω′)|.8



1.1. Dé�nitions préliminairesExemple 1.3Soient Σ = a ∨ (b ∧ c), ω = {a,¬b,¬c}, ω′ = {¬a, b,¬c}On a alors dH(ω, ω′) = 2.Remarque 1.5Il est intéressant de remarquer que la notion de distance entre interprétations dé�nie par Ham-ming est une véritable distance mathématique, c'est-à-dire qu'elle véri�e les propriétés suivantes :� symétrie
∀ω, ω′, dH(ω, ω′) = dH(ω′, ω)� séparation
∀ω, ω′, dH(ω, ω′) = 0⇔ ω = ω′� inégalité triangulaire

∀ω, ω′, ω′′, dH(ω, ω′′) ≤ dH(ω, ω′) + dH(ω′, ω′′)Dé�nition 1.21 (interprétation complémentaire)
ω′ est l'interprétation complémentaire de ω si et seulement si ∀α, ω(α) = ¬ω′(α), autrement ditsi dH(ω, ω′) = |ω|.Dé�nition 1.22 (interprétation partielle, incomplète et complète)Soit Σ une formule propositionnelle. On désigne par :� interprétation partielle toute interprétation ω telle que |ω| ≤ |Var(Σ)|� interprétation incomplète toute interprétation ω telle que |ω| < |Var(Σ)|� interprétation complète toute interprétation ω telle que |ω| = |Var (Σ)|Remarque 1.6Quand aucune précision n'est apportée, lorsqu'on parle d'interprétation, on désigne implicitementune interprétation complète.Dé�nition 1.23 (formules équivalentes)On dit que deux formules sont équivalentes (noté ≡) si et seulement si elles prennent la mêmevaleur de vérité pour toutes les interprétations. En d'autres termes, Σ et Γ sont équivalentes siet seulement si ∀ω, ω(Σ) = ω(Γ).Note 1.4On peut déduire de la table 1.1 l'équivalence des formules suivantes :� Σ⇒ Γ est équivalent à ¬Σ ∨ Γ� Σ⇔ Γ est équivalent à (Σ⇒ Γ) ∧ (Γ⇒ Σ) et à (¬Σ ∨ Γ) ∧ (¬Γ ∨ Σ)� Σ⊕ Γ est équivalent à ¬(Σ⇔ Γ)� ¬(Σ ∨ Γ) est équivalent à ¬Σ ∧ ¬Γ� ¬(Σ ∧ Γ) est équivalent à ¬Σ ∨ ¬ΓNote 1.5L'équivalence permet la manipulation syntaxique des formules tout en préservant la sémantique.Ainsi, il existe de nombreuses règles de réécriture sur les formules : soient Σ, Γ et Ψ trois formulespropositionnelles.� la double négation :

¬(¬Σ) ≡ Σ 9



Chapitre 1. Logique propositionnelle : dé�nitions, propriétés et formes normales� l'associativité :
(Σ ∨ Γ) ∨Ψ ≡ Σ ∨ (Γ ∨Ψ)
(Σ ∧ Γ) ∧Ψ ≡ Σ ∧ (Γ ∧Ψ)� la commutativité :

Σ ∨ Γ ≡ Γ ∨ Σ
Σ ∧ Γ ≡ Γ ∧ Σ� l'idempotence :

Σ ∨ Σ ≡ Σ
Σ ∧ Σ ≡ Σ� la distributivité :

Σ ∨ (Γ ∧Ψ) ≡ (Σ ∨ Γ) ∧ (Σ ∨Ψ)
Σ ∧ (Γ ∨Ψ) ≡ (Σ ∧ Γ) ∨ (Σ ∧Ψ)Dé�nition 1.24 (modèle)Soient Σ une formule et ω une interprétation. On dit que ω est un modèle de Σ si ω(Σ) = vrai.On dit aussi que ω satisfait Σ (noté ω � Σ). Toute interprétation qui n'est pas un modèle de Σest appelée contre-modèle de Σ.Dé�nition 1.25 ((in)satisfaisabilité)On dit qu'une formule Σ est satisfaisable (ou consistante) (ou cohérente) si et seulement siil existe une interprétation ω telle que ω(Σ) = vrai. Si Σ n'admet aucun modèle, elle est alorsdite insatisfaisable (ou inconsistante) (ou incohérente).Dé�nition 1.26 (validité)On désigne par formule valide toute formule Σ telle que ∀ω, ω(Σ) = vrai. Une telle formule estégalement appelée tautologie. Une formule valide est notée � Σ.Note 1.6Si Σ est une formule valide, alors ¬Σ est incohérent.Dé�nition 1.27 (conséquence logique)Une formule Σ est une conséquence logique de Γ si et seulement si tout modèle de Γ est un modèlede Σ. On note cela Γ � Σ.Note 1.7En notant M(Σ) l'ensemble des modèles de Σ, on a : si Σ est une conséquence logique de Γ, alors

∀m ∈M(Γ), m � Σ.Note 1.8Si Σ ≡ Γ, alors (Σ � Γ et Γ � Σ).Propriété 1.2Soient deux formules propositionnelles Σ et Γ. On a Σ � Γ si et seulement si la formule Σ ∧ ¬Γest inconsistante.Dé�nition 1.28 (impliqué (premier))Soient Σ une formule CNF et c une clause. c est un impliqué de Σ si et seulement si Σ � c. Deplus, si aucun sous-ensemble de c n'est un impliqué de Σ, alors c est un impliqué premier de Σ.10



1.2. ComplexitéDé�nition 1.29 (impliquant (premier))Soient Σ une formule CNF et m un monôme. m est un impliquant de Σ si et seulement si m � Σ.De plus, si aucun sous-ensemble de m n'est un impliquant de Σ, alors m est un impliquant premierde Σ.Dé�nition 1.30 (formules équi-satisfaisables)Deux formules Σ et Γ sont équi-satisfaisables si et seulement si :
(∃ ω1 tel que ω1 � Σ)⇔ (∃ ω2 tel que ω2 � Γ)Propriété 1.3Deux formules équivalentes sont équi-satisfaisables. La réciproque n'est pas véri�ée.Exemple 1.4Soient Σ et Γ deux formules et l un littéral. Les formules (Σ ∨ Γ) et ((Σ ∨ ¬l) ∧ (Γ ∨ l)) sontéqui-satisfaisables mais pas équivalentes.Propriété 1.4Soient Σ, Γ et Ψ trois formules propositionnelles. On a alors les propriétés suivantes :� ré�exivité : Σ � Σ� équivalence à gauche : si (Σ ≡ Γ et Σ � Ψ), alors Γ � Ψ� transitivité : si (Σ � Γ et Γ � Ψ), alors Σ � Ψ� coupure : si (Σ ∧ Γ � Ψ et Σ � Γ) alors Σ � Ψ� monotonie : si Σ � Γ alors Σ ∧Ψ � ΓDé�nition 1.31 (clause satisfaite, falsi�ée, active)Soit Σ une formule CNF, c une clause de Σ et ω une interprétation partielle de Σ. On dit que :� c est satisfaite par rapport à ω si et seulement si (∃ l ∈ c tel que ω(l) = vrai) ou(∃ ¬l ∈ c tel que ω(l) = faux )� c est falsi�ée par rapport à ω si et seulement si (∀ l ∈ c , on a ω(l) = faux) et(∀ ¬l ∈ c tel que ω(l) = vrai)� si c n'est ni satisfaite ni falsi�ée par rapport à ω, elle est dite active.1.2 ComplexitéLa théorie de la complexité est un des fondements majeurs de l'informatique. Son objectifest de discriminer di�érents problèmes en fonction de leur � di�culté �. Celle-ci est estimée àpartir de la consommation en ressources informatiques requises à la résolution du problème.Il existe deux grands types de ressources : le temps de calcul et la mémoireconsommée. Elles permettent de dé�nir respectivement la complexité temporelle et spatiale.De manière générale, on considère le temps de calcul comme la ressource la plus signi�cative pourun algorithme, la mémoire consommée lui étant très liée. Ainsi, quand on parle de complexité,sauf mention contraire, il sera admis que c'est la complexité temporelle qui est désignée.1.2.1 Notions de baseDé�nition 1.32 (complexité d'un algorithme)Soit n la taille de la donnée en entrée. On dit qu'un algorithme a une complexité en O(P(n)) sià partir d'un certain rang n0, le nombre d'opérations élémentaires (noté f(n)) nécessaires à saréalisation est majoré par un multiple de P(n). 11



Chapitre 1. Logique propositionnelle : dé�nitions, propriétés et formes normalesFormellement, un algorithme K est en O(P(n)) si
∃α ∃n0 ∀n > n0 , fK(n) ≤ α× P (n)Dé�nition 1.33 (algorithme polynomial)Un algorithme est dit polynomial si dans le pire des cas, le nombre d'opérations nécessaires à saterminaison est majoré par un polynôme en la taille n de l'entrée. Clairement, un algorithme Kest polynomial s'il existe un entier i tel que K soit en O(ni).Remarque 1.7Soit P un polynôme et deg(P ) le degré maximal de P . On dit qu'un algorithme en O(P (n)) estd'ordre deg(P ). Ceci est justi�é par le fait que le comportement asymptotique de P ne dépendque de son terme de plus haut degré.Dé�nition 1.34 (algorithme exponentiel)Un algorithme est simplement exponentiel si, en fonction de la taille de son entrée notée n,sa complexité peut s'écrire O(eP (n)) où e est un réel strictement supérieur à 1 et P (n) est unpolynôme en n.Remarque 1.8Dans la suite de document, on utilisera le terme exponentiel plutôt que simplement exponentielpar soucis de concision.Exemple 1.5

fS(n) = n!
fT (n) = 2nSi fS et fT sont deux fonctions représentant le nombre d'opérations de deux algorithmes S et Ten fonction de la taille de leur entrée n, alors ces deux algorithmes sont exponentiels.Dé�nition 1.35 (complexité d'un problème)La complexité d'un problème est la complexité dans le pire des cas du meilleur algorithme pourrésoudre le problème.Par exemple, la complexité du tri interne de données est en O(n × log(n)) bien que laplupart des algorithmes de tri (comme le tri à bulle, le tri sélection ou le tri insertion) soientd'ordre 2 (ou quadratiques). Cependant, il existe des algorithmes de tri en O(n × log(n)) telque le tri fusion et la complexité du problème de tri interne est donc en O(n× log(n)).Dé�nition 1.36 (problème de décision)Un problème de décision est un problème qui ne peut avoir que deux solutions possibles : oui ounon, vrai ou faux, 0 ou 1, etc.Exemple 1.6Soit E un ensemble. Déterminer si x ∈ E est un problème de décision. En e�et, soit x ∈ E,auquel cas la réponse est oui, soit x /∈ E et la réponse est non.Dé�nition 1.37 (problème complémentaire)Soit Ω un problème de décision. On appelle problème complémentaire à Ω le problème qui pourtoute entrée x, retourne vrai si et seulement si Ω(x)=faux.12



1.2. Complexité1.2.2 Machine de TuringUne machine de Turing est un modèle abstrait du fonctionnement des appareils mécaniquesde calcul, tel un ordinateur et sa mémoire, créé en vue de donner une dé�nition au conceptd'algorithme ou de � procédure mécanique �. Ce modèle, essentiel en informatique théorique, estutilisé pour résoudre les problèmes de complexité algorithmique et de calculabilité.Dé�nition 1.38 (machine de Turing)Une machine de Turing [Turing 1937] est un dispositif de calcul constitué de :� un ruban de longueur in�nie discrétisé en cases, chacune d'entre elles pouvant contenirun symbole appartenant à un alphabet �ni Σ ou être éventuellement vide (t) ;� une tête de lecture/écriture pouvant se déplacer d'une case à la fois : vers la gauche (G),la droite (D), ou pas de déplacement (↓) ;� un registre d'état mémorisant l'état courant de la machine de Turing. L'ensemble d'étatspossibles E est toujours �ni et contient entre autre un état initial s ∈ E et un ensembled'états d'arrêt H ⊂ E, ceux-ci pouvant éventuellement être munis d'une sémantique� une table de transitions δ décrivant l'exécution du programme sur la machine. Cettetable indique, en fonction de l'état courant de la machine et du caractère lu par la têtede lecture sur le case courante, comment déplacer la tête de lecture/écriture (une casevers la gauche, une case vers la droite ou pas de déplacement) dans quel état se situe lamachine et quel symbole écrire sur le ruban. Formellement, on a :
δ : E\H × Σ→ (E × Σ× {G,D, ↓})On e�ectue un calcul sur la machine de Turing en plaçant la donnée d'entrée sur le ruban,la tête de lecture/écriture pointant sur la première case contenant la donnée. Le programme sedéroule en suivant la table de transition et ne se termine que lorsque l'exécution conduit à unétat d'arrêt. Le résultat peut alors être connu en consultant l'état d'arrêt dans lequel l'exécutions'est arrêtée (ces états peuvent être munis d'une sémantique) et en lisant le ruban.La thèse Church-Turing postule que tout problème de calcul basé sur une procédure al-gorithmique peut être résolu par une machine de Turing. Cette thèse n'est pas un énoncé ma-thématique, puisqu'elle ne suppose pas une dé�nition précise de procédure algorithmique. Enrevanche, il est possible de dé�nir une notion de � système acceptable de programmation � etde démontrer que le pouvoir de tels systèmes est équivalent à celui des machines de Turing : onparle alors de Turing complétude.On voit ici l'intérêt qu'apporte la machine de Turing : un outil mathématique simplepermettant la simulation de toutes les fonctions calculables par un algorithme, bien que nosordinateurs actuels soient munis d'une mémoire à accès aléatoire. Ce modèle fait en outre ab-traction de langage de programmation et se révèle un outil essentiel en informatique théorique,en particulier pour résoudre les problèmes de complexité algorithmique et de calculabilité.Dé�nition 1.39 (machine de Turing déterministe/non déterministe)Une machine de Turing est dite déterministe si sa table de transition est composée de transitionsdéterministes, c'est-à-dire si c'est une application. A l'inverse, si la table de transitions possèdeau moins une transition permettant d'atteindre deux états di�érents, la machine de Turing estdite non déterministe.Dé�nition 1.40 (machine de Turing à oracle)Le dispositif de calcul d'une machine de Turing peut être muni d'un élément qui lui permet dedécider si un élément x appartient à un langage L en une étape de calcul. Une telle machine estappelée machine de Turing à oracle pour le langage L. 13



Chapitre 1. Logique propositionnelle : dé�nitions, propriétés et formes normales1.2.3 Classes de complexitéDé�nition 1.41 (classe P)Un problème appartient à la classe P s'il peut être décidé par une machine de Turing déterministedont la complexité temporelle est majorée par une fonction polynomiale.Dé�nition 1.42 (classe NP)Un problème appartient à la classe NP s'il peut être codé par une machine de Turing non déter-ministe dont la complexité temporelle est majorée par une fonction polynomiale.Cette classe peut paraître à première vue � aussi di�cile � que la classe P, mais la di�cultéest ici dissimulée derrière le non-déterminisme de la machine de Turing. Pour l'heure, on nesait construire que des ordinateurs déterministes et simuler le fonctionnement d'une machinenon déterministe sur une machine déterministe a été prouvé de complexité exponentielle. Oncomprend alors la grande di�érence entre ces deux classes de complexité.Remarque 1.9Trivialement, on a P ⊆ NP . Il su�t de considérer le déterminisme comme un non-déterminismeparticulier où il n'y a à chaque étape qu'un chemin possible. Par contre, la théorie de la complexiténe permet pas pour l'heure de déterminer s'il y a égalité entre les deux classes ou une inclusionstricte entre P et NP. Cependant, même si la théorie ne possède pas encore de réponse dé�nitiveà cette question, en pratique, il existe des problèmes de classe NP pour lesquels on ne connaîtaucun algorithme polynomial permettant de le résoudre dans le pire des cas. On peut alors fairela conjecture suivante :Conjecture 1.1On conjecture que P 6= NP .Dé�nition 1.43 (classe CoNP)La classe de complexité CoNP est l'ensemble des problèmes dont les problèmes complémentairesappartiennent à la classe NP.Conjecture 1.2On conjecture que NP 6= CoNP .Remarque 1.10On peut prouver facilement que l'on a :
NP 6= CoNP ⇒ P 6= NP .Ainsi, il � su�t � de prouver que la classe NP n'est pas égale à son complémentaire pourégalement conclure quant à l'inégalité entre les classes P et NP .Dé�nition 1.44 (classe DP)Un problème Ω appartient à la classe DP s'il peut être écrit Ω = Ω1 ∩Ω2 avec Ω1 ∈ NP et Ω2 ∈CoNP.Dé�nition 1.45 (classe CL)On note CL l'ensemble des problèmes qui peuvent être codés par une machine de Turing à oracleL et dont la complexité temporelle est polynomiale en fonction de la taille de l'entrée.14



1.2. ComplexitéNote 1.9Soient C1 et C2 deux classes de complexité. On note CC2

1 =⋃

L∈C2
CL

1Note 1.10Soit i un entier positif. On note :� Σp
0=Πp

0=P� Σp
i+1=NPΣp

i� Πp
i+1=CoΣp

i+11.2.4 ComplétudeDé�nition 1.46 (réduction fonctionnelle polynomiale)Soient deux problèmes Ω et Ψ, et un algorithme f qui prend en entrée des instances de Ω et quiretourne des instances de Ψ.
f est appelée réduction fonctionnelle polynomiale si et seulement si :� f est un algorithme polynomial ;� ω est une instance positive de Ω si et seulement si f(ω) est une instance positive de Ψ.Dé�nition 1.47 (complétude)On dit qu'un problème Ω est complet pour sa classe C, si et seulement si pour tout problème
Ψ ∈ C, il existe une réduction fonctionnelle de Ψ vers Ω. Un tel problème est alors dit C-complet.Remarque 1.11Sous l'hypothèse de la conjecture 1.1, il n'existe aucun algorithme déterministe qui puisse ré-soudre un problème NP-complet en temps polynomial dans le pire des cas. Cette classe deproblème possède de nombreux intérêts puisque de nombreux problèmes pratiques sont NP-complets. Parmi eux, on trouve certains problèmes de la théorie des graphes, de plani�cationclassique, d'ordonnancement, etc.
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Chapitre 2Résolution pratique du problème SAT
Sommaire 2.1 SAT : dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Approches complètes : des algorithmes basiques aux solveursmodernes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.2.1 La procédure DP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.2.2 La procédure DLL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.2.3 Heuristiques de choix de variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.2.4 Le restart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232.2.5 Apprentissage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.2.6 Les structures de données paresseuses . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.2.7 Prétraitement de la formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272.3 Approches incomplètes : la recherche locale . . . . . . . . . . . . 272.3.1 Principes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.3.2 Stratégies d'échappement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.1 SAT : dé�nitionLe problème SAT, abréviation de test de SATisfaisabilité d'une formule propositionnellesous forme normale conjonctive, est un axe de recherche majeur en intelligence arti�cielle. Cetintérêt est non seulement théorique, car l'éventuelle résolution de ce problème en temps polyno-mial induit une réponse essentielle à l'une des plus grande question de la théorie de la complexité,mais également pratique, car SAT est la pierre angulaire de nombreuses applications enintelligence arti�cielle telles que la démonstration automatique ou l'inférence non monotone.Par ailleurs, les algorithmes dédiés à SAT sont également utilisés pour traiter des problèmes issusde la véri�cation formelle, de la recherche opérationnelle, de puzzles logiques, etc. On peut donccomprendre pourquoi une grande communauté de chercheurs s'intéressent à ce problème.Dans ce chapitre est dé�ni formellement le problème SAT, ainsi que di�érents problèmesde recherche et d'optimisation qui lui sont liés, puis sont présentées les di�érentes techniquesutilisées en pratique pour leur résolution. Bien que les travaux présentés dans cette thèse n'ont paspour objectif premier la résolution pratique de SAT, les techniques algorithmiques développéess'appuient en grande partie sur les approches existantes pour SAT. Celles-ci sont par conséquentdépeintes dans ce chapitre. 17



Chapitre 2. Résolution pratique du problème SATDé�nition 2.1 (problème SAT)Soit Σ une formule sous forme normale conjonctive (CNF). Le problème de décision SAT consisteà déterminer s'il existe un modèle de Σ.Propriété 2.1SAT est un problème NP-complet [Cook 1971].Dé�nition 2.2 (k-SAT)k-SAT est le problème qui consiste à déterminer la consistance d'une conjonction de clauses delongueur k.Propriété 2.22-SAT appartient la classe P.PreuveUn algorithme de décision de satisfaisabilité pour 2-SAT se base sur la résolution entre lesclauses de l'instance. Or, la résolution de clauses binaires produit des clauses de taille au plus2 et le nombre de clauses binaires pouvant être construites est une fonction quadratique dunombre de variables de l'instance. Un tel algorithme est donc clairement polynomial et montrel'appartenance de 2-SAT à la classe P. �Propriété 2.3
k-SAT (avec k ≥ 3) est NP-complet.Remarque 2.1Dès que l'instance n'est pas composée exclusivement de clauses binaires, le problème passe doncà la classe de complexité supérieure. Il existe cependant de nombreuses autres classes d'instancesSAT qui possèdent un algorithme de reconnaissance de l'appartenance à la classe et de décisionde la satisfaisabilité polynomial. Cette propriété est souvent due à la structure particulière deces instances (comme les instances composées exclusivement de clauses de Horn ou les formulesbien équilibrées), mais leurs champs d'application en sont d'autant restreints.Dé�nition 2.3 (MaxSAT)MaxSAT est le problème d'optimisation associé à SAT. Il s'agit, pour une formule Σ donnée,de déterminer le nombre maximal de clauses de Σ qui peuvent être satisfaites par une mêmeinterprétation.Remarque 2.2Pour une formule CNF Σ satisfaisable composée de n clauses, MaxSAT(Σ)=n.Dé�nition 2.4 (#SAT)Soit une formule Σ sous forme normale conjonctive. #SAT est le problème qui consiste à déter-miner le nombre de modèles de Σ.Dé�nition 2.5 (conséquence)Soient Σ et Γ deux formules de la logique propositionnelle classique. Ce problème consiste àdéterminer si Σ � Γ.Remarque 2.3Comme indiqué dans le chapitre précédent, tester si � Σ � Γ � est équivalent à tester si � Σ∧¬Γest inconsistant �. Cette question est donc réductible au problème complémentaire à SAT, ce quiexplique son appartenance à la classe de complexité CoNP.18



2.2. Approches complètes : des algorithmes basiques aux solveurs modernesFonction DP(Σ : formule CNF) : booléenSi (Σ = ∅) Alors Retourner vrai Fin SiSi (⊥ ∈ Σ) Alors Retourner faux Fin SiChoisir une variable x ∈ Σ ;Faire la résolution avec les clauses contenant x ou ¬x ;Ajouter les clauses résolvantes à Σ ;Supprimer de Σ les clauses contenant x ou ¬x ;Retourner DP(Σ) ;Fin Algorithme 1 � La procédure DP2.2 Approches complètes : des algorithmes basiques aux solveursmodernesOn appelle méthode complète de résolution de SAT toute technique qui permet de détermi-ner en temps �ni la consistance de n'importe quelle formule CNF. Un algorithme naïf de méthodecomplète, appelé � force brute �, consiste à énumérer explicitement les 2|Var(Σ)| interprétationspossibles pour une formule Σ et de tester pour chacune d'entre elles si elle est un modèle de
Σ. Si aucun modèle n'a été trouvé, on peut alors a�rmer que Σ est insatisfaisable. Il est clairqu'une telle méthode ne peut fonctionner que pour des instances de très petite taille. Même munidu plus puissant supercalculateur actuel, cet algorithme ne pourrait déterminer à échelle de viehumaine l'inconsistance d'une formule construite sur 100 variables.De nombreuses méthodes plus e�caces ont été proposées : la méthode des tableaux de[Smullyan 1968], celle des diagrammes de décision binaire de [Akers 1978], mais les méthodes lesplus utilisées en pratique restent indubitablement des variantes des techniques initiées par Davis,Putnam, Logemann et Loveland. Nous étudions donc dans ce paragraphe les approches DP etDLL ainsi que leurs principales améliorations algorithmiques.2.2.1 La procédure DPCet algorithme, proposé par [Davis & Putnam 1960], en une résolution dirigée qui per-met de déterminer si la formule donnée en entrée possède un modèle. Soit Σ la formule sousforme CNF donnée en entrée. Concrètement, l'algorithme véri�e en premier lieu les cas triviauxsuivants :� Σ est la formule vide. Dans ce cas, Σ est satisfaisable.� Σ contient la clause vide, donc elle est insatisfaisable.Si aucun de ces cas ne se présente, l'algorithme sélectionne alors une variable x de Σ, génère toutesles clauses résolvantes en utilisant x puis supprime toutes les clauses contenant une occurrencede cette variable. L'algorithme itère jusqu'à produire la formule vide (SAT), ou une formulecontenant une clause vide (UNSAT). Un de ces cas se produit nécessairement en un temps �ni.La procédure DP est décrite plus précisément dans l'Algorithme 1.Exemple 2.1Soient Σ la formule suivante : Σ = (a ∨ c ∨ b) 19



Chapitre 2. Résolution pratique du problème SAT
∧ (¬a ∨ b)
∧ (c ∨ ¬b)
∧ (¬c ∨ ¬b ∨ ¬a)
∧ (a ∨ ¬c)Appliquons la procédure DP en sélectionnant les variables dans l'ordre alphabétique. Lors dela première itération, les cas triviaux n'étant pas rencontrés, la procédure choisit la variable a,génère les clauses résolvantes, et supprime les clauses contenant a. La formule devient alors :

Σ = (c ∨ b)
∧ (c ∨ ¬b)
∧ (¬c ∨ ¬b)
∧ (b ∨ ¬c)Aucun des cas triviaux ne se présente dans cette formule, l'algorithme est réitèré en choisissantcomme variable b. On obtient : Σ = c ∧ ¬cA la prochaine itération, c sera choisie, et la résolution des deux clauses unitaires � c � et� ¬c � produit la clause vide. En supprimant les clauses où apparaît c, on obtient Σ = ⊥. Al'itération suivante, la procédure DP renvoie donc faux ; Σ est ainsi prouvée incohérente.Malgré sa simplicité conceptuelle, l'approche telle qu'elle est présentée ici est rarementutilisée en pratique. En e�et, l'inconvénient majeur de l'algorithme DP est sa complexité expo-nentielle en temps mais aussi en espace due à la génération des clauses résolvantes. Il est facilede comprendre pourquoi cette méthode n'est pas utilisée sous sa forme originelle et pourquoi desaméliorations ont été faites dans le but d'accroître l'e�cacité de cet algorithme.2.2.2 La procédure DLLLa procédure DLL, proposée en 1962 par Martin Davis, George Logemann et DonaldLoveland [Davis et al. 1962], est une amélioration de la procédure DP. Alors que cette dernièreutilise la résolution pour prouver ou réfuter la consistance d'une instance, la procédure DLL sefonde sur la séparation.Il s'agit d'un algorithme de recherche en profondeur d'abord dans un arbre binaireoù chaque n÷ud correspond à une sous-formule, sa branche gauche à l'a�ection d'une de sesvariables à faux et sa branche droite à son a�ectation à vrai. Les feuilles correspondent, elles,soit à une contradiction, soit à une solution.L'idée est qu'une formule Σ est satisfaisable si et seulement si Σ∧l est satisfaisable ou Σ∧¬lest satisfaisable, ∀l ∈ Var(Σ). Cette procédure choisit donc heuristiquement une variable l de

Σ, puis détermine la consistance des sous-formules obtenues en a�ectant l à vrai puis à faux. Ceprocédé est synthétisé dans l'algorithme 2.L'intérêt de cette méthode réside principalement dans sa complexité spatiale qui n'est pasexponentielle, comme dans la procédure DP, mais polynomiale. Encore aujourd'hui, de nombreuxsolveurs � modernes �, utilisés pour résoudre des instances de grandes tailles, sont basés sur cetteprocédure.Dé�nition 2.6 (espace de recherche)On appelle espace de recherche l'ensemble des interprétations parcourues pour décider si uneformule Σ est consistante ou non.20



2.2. Approches complètes : des algorithmes basiques aux solveurs modernesFonction DLL(Σ : formule CNF) : booléenAppliquer la propagation unitaire ;Si (Σ = ∅) Alors Retourner vrai Fin SiSi (⊥ ∈ Σ) Alors Retourner faux Fin SiChoisir une variable x ∈ Σ ;Retourner (DLL(Σ ∧ x) OU DLL(Σ ∧ ¬x)) ;Fin Algorithme 2 � La procédure DLL
Fonction Propagation_unitaire(Σ : formule CNF) : formule CNF simpli�éeTant que (∃c ∈ Σ tel que taille(c)=1) faireSoit l l'unique littéral non assigné de c ;Supprimer toutes les clauses où apparaît l ;Supprimer toutes les occurrences de ¬l ;FaitRetourner ΣFin Algorithme 3 � La propagation unitaireClairement, la méthode � force brute � énumère plus d'interprétations qu'il ne faut. Dansla plupart des cas, de nombreuses interprétations peuvent être évitées car on peut � deviner �,par exemple grâce à la structure de l'instance, qu'elles ne la satisfont trivialement pas. Éviterde considérer ces interprétations permet de réduire l'espace de recherche et ainsi accélérer lesalgorithmes.La plus élémentaire des simpli�cations qui peut être faite pour éviter de parcourir desinterprétations inutiles est appelée propagation unitaire. Cette opération consiste, tant qu'ilexiste une clause unitaire, à satisfaire son unique littéral. Clairement, les interprétations parcou-rues sont les seules qui peuvent potentiellement satisfaire la formule car a�ecter à son opposé unlittéral qui apparaît dans une clause unitaire conduit nécessairement à une clause vide et donc àune contradiction.Exemple 2.2Soit la formule Σ = (a ∨ ¬b ∨ c) ∧ (a ∨ b) ∧ (a ∨ ¬c) ∧ (¬a ∨ c) ∧ (a ∨ ¬b ∨ ¬c) ∧ (¬a ∨ ¬b ∨ ¬c).En supposant le choix des variables fait par ordre alphabétique, l'arbre binaire de recherche dela procédure DLL est présentée en �gure 2.1. On y voit clairement l'intérêt de la propagationunitaire quant à la réduction de l'espace de recherche. 21



Chapitre 2. Résolution pratique du problème SAT
a¬bc, ab, a¬c,¬ac, a¬b¬c,¬a¬b¬c

¬bc, b,¬c,¬b¬c

a← 0

c,¬c,¬c

b← 1

c← 0

c,¬b¬c

a← 1

¬b

c← 1

b← 0

⊥ L'interprétation ω = {a,¬b, c}est un modèle de la formule
Branches coupées parpropagation unitaire

Fig. 2.1 � Arbre binaire de recherche2.2.3 Heuristiques de choix de variablesRéduire l'espace de recherche permet d'accélérer les méthodes complètes : ceci est claire-ment visible par des simpli�cations telle que la propagation unitaire. Mais un autre critère permetde réduire le nombre d'interprétations à parcourir : la sélection de variables de branchement. Jus-qu'ici, nous avons supposé l'ordre de sélection des variables arbitraire et �xé par avance, mais ilfaut savoir qu'il s'agit d'un facteur déterminant pour l'e�cacité de la procédure DLL, puisqu'unarbre de recherche peut être exponentiellement plus � grand � (en nombre de n÷uds) en fonctionde l'ordre des variables a�ectées. Cependant, sélectionner la variable optimale à brancher à uncertain niveau de l'arbre est un problème NP-di�cile.Il apparaît dès lors qu'il convient plutôt d'estimer le plus précisément possible la variableà a�ecter plutôt que de la calculer : on fait alors appel à une heuristique. Les heuristiquesde choix de variables font l'objet de nombreux travaux dans la littérature, mais elles convergenttoutes dans leur objectif : faire une a�ectation qui produise le plus grand nombre de propagationsunitaires possibles, a�n d'obtenir le sous-problème le plus simple possible à résoudre.Une première heuristique développée dans ce sens a été baptisée � Maximum occur-rences in clauses of Minimum Size � ou MOMS [Goldberg 1979]. Le but de cette heu-ristique est de choisir la variable qui apparaît le plus souvent dans les clauses les plus courtes,a�n de provoquer, autant que possible, des propagations unitaires en cascade. Cette approchepurement syntaxique se révèle relativement e�cace en pratique, bien qu'elle ne se fonde que surla structure du problème. Une amélioration de cette heuristique consiste à lui associer un critèresur l'équilibre de la taille des deux sous-arbres résultants des deux a�ectations potentielles dela variable choisie. Dans ce but, les variables ayant une fréquence d'apparition équilibrée sousforme négative et positive sont privilégiées par l'heuristique [Jeroslow & Wang 1990].On peut également, pour déterminer la variable à brancher, avoir recours à la notion debackbone [Dequen & Dubois 2001]. Une variable appartient au backbone si et seulement si savaleur de vérité est constante dans tous les modèles de l'instance. C'est alors un impliqué premierunaire de l'instance. L'heuristique tente de choisir, en fonction de l'instance et d'une interpré-22



2.2. Approches complètes : des algorithmes basiques aux solveurs modernestation partielle, une variable appartenant au backbone du sous-ensemble de clauses satisfait parl'interprétation partielle. La probabilité pour une variable d'appartenir au backbone est doncestimée en comptant les occurrences de ce littéral dans les clauses satisfaites. Cette heuristique,assez peu utilisée en pratique, se comporte pourtant très bien sur de nombreuses instances.Une autre alternative pour l'heuristique de choix de variable est d'utiliser directementla propagation unitaire pour décider de la variable à � brancher � [Freeman 1995]. Il s'agit,pour chaque variable potentiellement choisie, de l'a�ecter successivement à faux puis à vrai, etde déclencher la propagation unitaire dans chaque cas en comptant le nombre de propagationsengendrées. Ce nombre permet de discriminer parmi les variables, celle dont l'a�ectation pro-voque le plus grand nombre de propagations unitaires. Contrairement à une heuristique commeMOMS, cette méthode est exacte quant au nombre de simplications qui pourront être faitesaprès l'a�ection de chaque variable, et se révèle donc plus e�cace. Bien sûr, elle est aussi beau-coup coûteuse en terme de temps de calcul, puisqu'il faut, pour chaque variable, l'a�ecter puisexécuter la procédure de propagation unitaire. Il faut donc choisir l'heuristique en évaluant lecompromis que l'on souhaite faire entre sa précision et son coût. On peut également utilisercette heuristique uniquement sur un sous-ensemble de variables sélectionnées par une heuristiquemoins coûteuse, comme MOMS, dans le but d'en réduire le coût [Li & Anbulagan 1997].Toutefois, la plupart des solveurs modernes utilisent une nouvelle heuristique estimant dy-namiquement la contrainte exercée par les clauses sur chaque variable de la formule. En pratique,un compteur est associé à chaque variable et quand un con�it apparaît lors de la recherche, celui-ci est analysé et les compteurs des variables impliquées sont incrémentées. Cette heuristique detype con�ict driven, connue sous le nom de VSID (pour Variable State Independent Decaying)[Moskewicz et al. 2001], choisit dès lors la variable non a�ectée ayant le compteur le plus élevé.En e�et, celle-ci est la plus impliquée dans les con�its, et est donc jugée fortement contrainte. Undes inconvénients de cette heuristique est qu'au début de la recherche, aucune indication séman-tique sur les variables de la formule n'est disponible ; des choix arbitraires sont alors e�ectués.Pourtant les premiers choix de variables sont sans doute les plus importants pour la taille del'arbre de recherche. Ce problème est géré par les techniques de � restart �, qui sont présentéesdans le paragraphe suivant.2.2.4 Le restartLes premiers choix e�ectués lors d'une recherche complète sont prépondérants. Ceux-ciin�uencent en grande partie la taille de l'espace de recherche : un mauvais choix en débutde recherche peut donc conduire à un parcours exponentiellement plus long. Avecl'avènement de nouvelles heuristiques dynamiques, choisissant généralement les variables en fonc-tion de leur implication dans les con�its rencontrés, on aimerait pouvoir reconsidérer cespremiers choix. C'est dans ce cadre qu'a été proposée la technique de redémarrage, ou restart.Sommairement, son principe est de recommencer la recherche après un avoir rencontré un cer-tain nombre de con�its [Gomes et al. 1998]. L'idée générale est qu'après une certaine quantité deretours en arrière (ou backtracks), on considère que la recherche ne peut aboutir en un tempsraisonnable, parce que par exemple de mauvais choix ont été faits. Cette dernière est alors stop-pée, puis redémarrée, dans l'espoir qu'avec l'expérience acquise lors des recherches précédentes,l'heuristique dynamique fasse des choix plus judicieux, permettant de parcourir un espace derecherche réduit.Malheureusement, cette stratégie, si elle peut s'avérer e�cace, ôte la propriété de complé-tude à la recherche DLL. Pour pallier cet inconvénient, il a été par la suite proposé d'incrémenterle nombre de con�its à rencontrer avant chaque restart [Baptista & Marques-Silva 2000], a�n23



Chapitre 2. Résolution pratique du problème SATd'assurer la terminaison de l'algorithme. De surcroît, il est également préconisé d'e�ectuer par-cimonieusement des choix de manière aléatoire, de façon à varier l'espace parcouru, et ne pasintensi�er systématiquement la recherche en choisissant toujours les mêmes variables d'un res-tart à l'autre. La combinaison de ces techniques permet de manière générale d'augmenter larobustesse des solveurs actuels, en leur � interdisant � de s'engou�rer dans un espace derecherche démesurément trop grand, s'il existe des choix permettant de le réduire.2.2.5 ApprentissageIl existe de nombreuses techniques permettant de réduire l'espace de recherche et doncd'accélérer la résolution pratique d'instances. Parmi elles, une méthode utilisée par la plupartdes solveurs modernes est appelée apprentissage (cf. par exemple [de Kleer & Williams 1987,Zhang & Malik 2002]). Elle a pour but, lors d'une interprétation partielle infructueuse, d'analyserla clause du con�it, a�n de stocker de nouvelles contraintes (sous forme de clauses appeléesnogoods) qui permettent d'éviter à la méthode de recherche de parcourir plusieurs fois le mêmesous-problème.Plus précisément, le but est d'analyser le chemin courant et les littéraux choisis par l'heu-ristique pour déterminer ceux qui, parmi eux, sont responsables de la contradiction. Quand leslittéraux en question sont identi�és, on e�ectue un saut en arrière non chronologique (non-chronological backtracking) au niveau du dernier littéral a�ecté qui a causé la productionde la clause vide, et non au niveau du dernier littéral choisi comme dans le schéma classique deDLL. Dans le but d'éviter de parcourir plusieurs fois le même sous-problème, une clause conte-nant la négation des littéraux responsables de la contradiction est ajoutée. Il est clair que lesclauses ajoutées par ce procédé sont des conséquences logiques de la formule. Ce sont en fait desrésolvantes particulières de la CNF, des contraintes non exprimées qui sont exhibées à traversces nogoods. Historiquement, depuis l'introduction de cette notion d'apprentissage, l'algorithmeclassique DLL a été rebaptisé DPLL, en référence à l'hybridation implicite avec la procédure DP.Exemple 2.3Soit Σ une formule CNF construite sur 11 variables et contenant 9 clauses telle que :
Σ = ∧ ( a ∨ b ) c1

∧ (¬b ∨ c ∨ d) c2

∧ (¬b ∨ e) c3

∧ (¬d ∨ ¬e ∨ f) c4

∧ (a ∨ c ∨ f) c5

∧ (¬a ∨ g) c6

∧ (¬g ∨ b) c7

∧ (¬h ∨ j) c8

∧ (¬i ∨ k) c9Supposons qu'un solveur muni d'une technique d'apprentissage et de retour-en-arrière nonchronologique soit exécuté avec Σ donnée en entrée. On suppose également que les variables
c, f , h et i soient successivement a�ectées à faux . Une série de propagations unitaires est alorsdéclenchée (a par c5, g par c6, b par c7, d par c2 et en�n e par c3), rendant la clause c4 falsi�ée parl'interprétation courante ω = {a, b,¬c, d, e,¬f, g,¬h,¬i}. Une analyse du graphe d'implication,qui est une structure dédiée à l'enregistrement des causes (reason) de chaque propagation unitaire,permet de déterminer que ni l'a�ectation h ni celle de i n'est en cause dans ce con�it. Ceci est24



2.2. Approches complètes : des algorithmes basiques aux solveurs modernes
c

f

h

i

⊥ ⇒ � c ∨ f �Fig. 2.2 � Élagage par apprentissage et retour-en-arrière non chronologiqueici facilement observable par le fait qu'aucune clause dans laquelle l'une d'elles apparaît n'adéclenché de propagation unitaire. Ce sont les a�ectations ¬c et ¬f qui sont à l'origine de cetéchec.On a donc � (¬c) ∧ (¬f)⇒ (Σ est faux) �, de laquelle on peut déduire par contraposition� (Σ est vrai) ⇒ (c ∨ f) �. Cette nouvelle clause est alors apprise et ajoutée à la formule.Le retour-en-arrière n'est donc pas e�ectué sur la dernière variable de décision (i), car cettenouvelle clause ne serait toujours pas satisfaite, mais au niveau de la dernière variable a�ectéelui appartenant, dans notre exemple f .L'arbre de recherche correspondant est dessiné en �gure 2.2. Celle-ci permet d'observerl'élagage important permis par ces techniques complémentaires, évitant à h et i d'être a�ectéesinutilement à vrai dans ce contexte infructueux.Un problème majeur de cette technique concerne le nombre de nogoods appris. Dans l'ab-solu, l'algorithme est capable d'apprendre une clause pour chaque con�it détecté, et son nombrepeut être exponentiel en fonction du nombre de variables de l'instance. Plusieurs techniquesont été proposées dans le but de ne conserver qu'un nombre polynomial de clauses apprises.On cherche bien entendu à garder les clauses qui ont les valeurs informatives les plus impor-tantes, c'est-à-dire celles qui réduiront par la suite le plus possible l'espace de recherche. L'unede ces techniques consiste à ne conserver que les clauses apprises qui ont une taille inférieureou égale à une longueur donnée [Marques-Silva & Sakallah 1996] ; en e�et, plus une clause estcourte, plus le nombre d'interprétations qui la falsi�e est grand. Cependant, la technique laplus utilisée dans les solveurs modernes est basée sur un compteur pour chacunes des clausesapprises qui est incrémenté dès que la clause correspondante produit une propagation unitaire[Goldberg & Novikov 2002]. Régulièrement, la base de nogoods est purgée de ceux ayant un comp-teur à un bas niveau. Il est ici supposé que les clauses les plus e�caces pour réduire l'espace derecherche le seront également dans le futur de la recherche.Il a été prouvé que cette technique d'apprentissage, couplée avec un nombre non limitéde restarts, est exponentiellement plus e�cace que la seule procédure DLL[Beame et al. 2004]. En pratique également, l'apprentissage permet d'accroître la classe des for-mules traitables, mais son usage est limité par la quantité de mémoire de nos ordinateurs actuels.Il faut donc, comme bien souvent, faire un compromis entre une utilisation complète de cetteméthode et les ressources dont on dispose pour elle. 25



Chapitre 2. Résolution pratique du problème SAT2.2.6 Les structures de données paresseusesLes techniques d'apprentissage, couplées aux heuristiques modernes de choix de variables(la plupart du temps de type fail-�rst), tendent à réduire l'espace de recherche en produisant despropagations unitaires en cascade. Cette opération occupe en pratique plus de 90% du temps decalcul d'un solveur. En conséquence, accélèrer le traitement de la propagation unitaire engendrede manière globale un gain signi�catif pour les approches de type DPLL.Dans ce domaine, de nombreux progrès algorithmiques ont été faits ces dernières années,mais le plus important reste incontestablement la méthode proposée dans [Zhang & Malik 2002].Celle-ci introduit une structure de données de représentation des clauses d'une formule CNF dite� paresseuse � qui permet un traitement de la propagation unitaire d'une complexité moyennesous-linéaire. L'idée est, pour chaque clause d'une formule CNF, de ne pas considérer tous seslittéraux, mais seulement deux d'entre eux qui ne sont pas a�ectés. Tant que deux littéraux dechaque clause ne sont pas a�ectés, aucune propagation unitaire ne peut être produite. Soit Σ uneformule CNF, et c = {α1, α2, ..., αn} une clause n-aire telle que c ∈ Σ. En grisant, entourant etdésignant respectivement les littéraux falsi�és, satisfaits et regardés, la représentation de c parune structure de données paresseuse se fait donc comme suit :� Lorsqu'aucune variable de c n'est a�ectée, seuls deux littéraux de c (le premier et ledernier) sont considérés.
α1 α2 ... αn

↑ ↑� Falsi�er un littéral considéré (ici α1) a pour conséquence de déplacer le curseur vers leprochain littéral de la clause non a�ecté. Lors d'un retour en arrière dans l'arbre, α1peut être désa�ecté et de nouveau regardé à la place de α2.
α1 α2 ... αn

↑ ↑� Au contraire, si l'un des deux littéraux considérés satisfait la clause (ici α1), celle-ci n'estplus tenue à jour jusqu'au backtrack qui rendra cette variable non assignée.
α1 α2 ... αn

↑ ↑� On suppose maintenant α2 satisfait, les autres littéraux étant non a�ectés. N'étant pasconsidérée dans c, la clause est toujours vue comme étant active. Si α1 est falsi�é parexemple, alors α2 est � regardé �, et la procédure s'� aperçoit � que la clause étaitsatisfaite. Le cas dual (où une variable non � regardée � est a�ectée à faux ) est gérée demanière similaire.
α1 α2 ... αn

↑ ↑� En�n, si les deux curseurs pointent vers le même littéral, alors il n'existe pour la clause
c qu'un littéral non a�ecté (les autres étant nécessairement falsi�és). Une propagationunitaire est alors déclenchée.

α1 α2 ... αn

↑↑On peut observer que, lors d'une a�ection de variable, la mise-à-jour de la structure nes'e�ectue que sur un sous-ensemble des clauses contenant une occurrence de cette variable. Pour-tant ce traitement partiel est su�sant pour déclencher les propagations unitaires aux moments26



2.3. Approches incomplètes : la recherche localeopportuns durant le parcours de l'espace de recherche. Ceci explique la rapidité de traitement desa�ectations, et en particulier de la propagation unitaire. Cependant, cette structure de donnéespossède également quelques inconvénients : les clauses n'étant pas considérées dans leur intégra-lité, certains traitements, tels que l'heuristique MOMS, ne sont plus possibles, car ils requièrentune connaissance complète de l'instance après a�ectation(s). Seules les heuristiques sémantiques(telle que la � con�ict driven � VSID) peuvent être appliquées avec les structures de donnéesparesseuses, la structure du problème traité n'étant pas connue.2.2.7 Prétraitement de la formuleTester la satisfaisabilité d'une formule est, comme on l'a vu, un problème di�cile. Cepen-dant, certains traitements polynomiaux peuvent être appliqués à une CNF avant l'exécution dela procédure DPLL, dans le but de la simpli�er et de rendre moins ardue la détermination desa satisfaisabilité. D'autres transformations visent à obtenir une formule plus simple qui n'estpas équivalente, mais équisatisfaisable. Pendant longtemps, ce genre de prétraitement n'a pasété utilisé en pratique car il conduit parfois à une perte d'e�cacité de la formule transforméecomparée à l'originale, mais depuis peu, certains traitements purement syntaxiques de la formulese sont montrés véritablement e�caces en pratique, et ils sont maintenant utilisés pour simpli�erautant que possible la formule avant d'utiliser la procédure DPLLL'un des premiers algorithmes de prétraitement e�cace, appelé 3-Resolution, fait partidu solveur Satz [Li & Anbulagan 1997]. Celui-ci consiste à ajouter à la formule toutes les clausesrésolvantes de taille inférieure ou égale à 3, jusqu'à saturation. De plus, toutes les clauses subsu-mées sont détectées et supprimées de la CNF. Un préprocesseur moins gourmand en ressourcesa ensuite été proposé dans [Brafman 2001]. Du nom de 2-SIM, il a été développé a�n d'améliorerl'e�cacité des solveurs sur les problèmes issus du monde réel, qui contiennent souvent un grandnombre de clauses binaires. Sommairement, l'idée est donc d'utiliser ces clauses binaires pourconstruire un graphe d'implication, duquel on peut déduire des clauses unitaires par le calculde la fermeture transitive. Si de telles clauses sont produites, elles sont propagées et ce procédéest itéré jusqu'à ce qu'un point �xe soit atteint. Plus tard, un nouveau préprocesseur baptiséHyPre a généralisé 2-SIM en utilisant l'hyper-résolution pour déduire de nouvelles clauses binaires[Bacchus & Winter 2003]. De plus, cet algorithme détecte et substitue les littéraux équivalentsde manière incrémentale. En conséquence, HyPre se montre plus e�cace que son prédécesseurpour la plupart des formules traitées. La � classique � procédure DP, basée sur l'élimination devariables par résolution, a également été considérée comme prétraitement d'une CNF. À causede sa complexité exponentielle en espace, un schéma plus faible a été adopté par la procédureNiVER [Subbarayan & Pradhan 2004]. Celle-ci élimine les variables par résolution si ce calcul neconduit pas à augmenter le nombre de littéraux de la CNF. Appliquer NiVER avant de résoudreune formule permet de grandement améliorer les performances des solveurs modernes. Celle-cia ensuite été améliorée par l'utilisation d'une nouvelle règle de substitution et de signatures declauses [Eén & Biere 2005]. Le préprocesseur résultant, nommé SatElite, est maintenant uti-lisé comme étape préliminaire de la plupart des solveurs actuels et est impliqué dans les bonsrésultats des vainqueurs des trois dernières compétitions.2.3 Approches incomplètes : la recherche localeMalgré les améliorations proposées aux méthodes complètes, celles-ci peuvent se révèlertrès coûteuses en terme de temps dans le cas général. Parallèlement à ces techniques, on a doncdéveloppé des méthodes dites incomplètes qui ont pour objectif de trouver un modèle à une27



Chapitre 2. Résolution pratique du problème SATformule s'il en existe un, en un temps polynomial. Pour cela, elles font un parcours de l'espaced'interprétations de manière non systématique pendant un temps donné.Si un modèle est trouvé, la procédure stoppe son exécution et peut répondre que la formuleest satisfaisable ; par contre, si au bout d'un certain nombre d'opérations ou d'un certain temps,la méthode n'a pas trouvé de modèle, elle stoppe son exécution sans pouvoir conclure quant àla satisfaisabilité de la formule. En e�et, ce type de procédure ne garantit pas d'avoir parcourul'ensemble des interprétations d'une formule (même au bout d'un temps excessivement long) :il est donc possible que la formule ait un modèle sans pour autant avoir pu le trouver : c'est lapropriété d'incomplétude de ces méthodes.Il existe di�érents types de méthodes incomplètes, les principaux étant le recuit simulé[Kirkpatrick et al. 1983, Spears 1996], les techniques algorithmiques � génétiques � à base depopulation [de Jong & Spears 1989, Young & Reel 1990, Hao & Dorne 1994], la � survey pro-pagation � [Mézard et al. 2002, Mézard & Zecchina 2002] et la recherche locale. Dans ce para-graphe sont présentées di�érentes techniques de recherche locale, celles-ci étant certainement lesplus connues de toutes les méthodes incomplètes.2.3.1 PrincipesClairement, si les méthodes incomplètes ne parcourent qu'une portion de l'espace de re-cherche, les interprétations considérées ne sont pas choisies au hasard, mais ce sont celles qui sontsusceptibles de conduire à un modèle de l'instance. Soit Σ une formule CNF, ω une interprétationde Σ, on dé�nit alors la fonction objectif f :
f(Σ, ω) = |{c ∈ Σ | ω 2 c}|

f représente donc le nombre clauses fausses de ω(Σ). Lors de la recherche locale, on cherche àminimiser cette fonction. Si pour une interprétation ωS , f(Σ, ωS) = 0 alors cette interprétationest un modèle de la formule : en e�et, aucune clause n'est falsi�ée par cette interprétation, alorstoute clause de la formule est vraie.La fonction objectif présentée ici est donnée en guise d'exemple : d'autres peuvent bien sûrêtre dé�nies, mais la plupart du temps, c'est cette fonction (ou une autre fonction équivalente,commne la maximisation du nombre de clauses satisfaites de la formule) qui est utilisée pourguider la recherche locale.Concrètement, au lancement de la procédure, une interprétation ω0 est générée aléatoire-ment. On considère f(ω0). Si elle est égale à 0, c'est que ω0 est un modèle de la formule, onconclut donc à sa satisfaisabilité. Dans le cas contraire, on considère E = {ω | dH(ω, ω0) = 1} :les interprétations contenues dans cet ensemble sont appelées � voisines � de ω0 car elles ne dif-fèrent de cette dernière que de la valeur de vérité d'un seul atome. On dit qu'on �ippe l lorsquec'est la valeur de vérité de cette variable qui est modi�ée entre une interprétation et sa voisine.L'interprétation ω1 qui succède à ω0 dans la recherche locale est dé�nie ainsi :
ω1 = argmin(ω ∈ Eω0

, f(Σ, ω))Il peut exister plusieurs interprétations dans E minimales par rapport à f . Dans ce cas, on sélec-tionne au hasard une de ces interprétations, ou on utilise une autre fonction pour les discriminer.Si au bout d'un certain nombre de �ips aucun modèle n'est trouvé, la recherche locale stoppeson exécution sans pouvoir conclure à la satisfaisabilité de la formule.De prime abord, la recherche locale telle qu'elle est présentée ici peut paraître une méthodee�cace pour la recherche de modèles d'une instance satisfaisable. En e�et, la procédure, cherchantà optimiser sa fonction objectif, améliore sans cesse l'interprétation courante dans le but de28



2.3. Approches incomplètes : la recherche localetrouver un modèle. Il peut cependant exister des cas où aucun �ip ne diminue le nombre declauses falsi�ées.Dé�nition 2.7 (minimum)Soient Σ une formule et ω une interprétation de Σ. On dit que ω est un minimum de Σ par rapportà la fonction objectif f si aucun �ip de ω ne permet d'augmenter la valeur de f . Formellement :
ω est un minimum de Σ par rapport à f

⇔
∀ωS tel que dH(ωS , ω) = 1, f(Σ, ω) >= f(Σ, ωS)Remarque 2.4On distingue deux types de minima : les minima globaux sont des interprétations telles qu'iln'existe aucune interprétation de la formule permettant d'optimiser la fonction objectif. Pour uneformule satisfaisable et la fonction f présentée précédemment, la valeur du (ou des) minimumglobal est de 0. D'autre part, les minima locaux sont des interprétations telles qu'aucun �ipn'améliore la fonction, mais dont la valeur de cette dernière n'est pas optimale.De manière générale, qu'il soit local ou global, un minimum pose un problème aux méthodesde recherche locale. En e�et, dans un minimum ωM , l'interprétation qui est choisie comme� suivante � est donc celle qui dégrade le moins la fonction objectif. Cependant, il est possibleque dans cette nouvelle interprétation, la meilleure (et qui sera donc prise pour être la suivante)soit ωM . Dans ce cas, l'algorithme étant déterministe, on entre dans un cycle et le parcours del'espace de recherche se réduit à ces deux interprétations. Pour éviter de tomber dans des minima,ces algorithmes ont recours à des stratégies d'échappement.2.3.2 Stratégies d'échappementUne stratégie d'échappement a pour objectif de ne pas faire le choix optimal lors d'unerecherche locale pour sortir d'un éventuel minimum. Il en existe de nombreuses, et c'est engrande partie ces stratégies qui font la distinction entre les di�érentes recherches locales qui ontété proposées. Nous présentons dans ce paragraphe une liste non exhaustive de stratégies parmiles plus connues :� random walk [Selman et al. 1993] : dans le but d'échapper aux minima, il faut éviterd'e�ectuer le �ip optimal à chaque pas. Cependant, pour trouver un modèle, le parcoursde l'espace d'interprétations doit être pertinent, et la méthode de recherche locale appli-quer des coups optimaux un certain nombre de fois. On introduit alors une probabilité

p, et applique l'algorithme suivant :� avec une probabilité p, choisir aléatoirement une variable apparaissant dans une clausefalsi�ée et la �ipper ;� avec une probabilité 1− p, e�ectuer le coup optimal.On peut également imaginer une variante à cet algorithme où on ne restreint pas lechoix de la variable aux clauses falsi�ées mais à l'ensemble des variables. Avec de tellesstratégies, on est assuré de sortir stochastiquement des minima (si p > 0).� la méthode tabou : cette méthode conserve dans une �le appelée � tabou � la liste des
n dernières variables qui ont été �ippées, en interdisant le �ip de toute variable se trou-vant dans cette liste, même si elle représente la meilleure opportunité pour la fonctionobjectif. On sélectionne alors la meilleure variable qui ne soit pas dans cette liste. Cette29



Chapitre 2. Résolution pratique du problème SATtechnique, étudiée dans de nombreux articles (par exemple [Mazure et al. 1997]), s'avèrerelativement e�cace pour échapper aux minima, cependant ses performances dépendentde la taille de la liste tabou, dont la valeur optimale varie en fonction de l'instance àtraiter.� novelty : cette stratégie est une variante de � random walk �, et classe (comme cette der-nière) les variables suivant le nombre de clauses falsi�ées auxquelles elles appartiennent.Soient la meilleure et la seconde meilleure variable selon cet ordre. Si la meilleure variablen'est pas la plus récemment �ippée, alors elle est choisie. Sinon, avec une probabilité p,on choisit la seconde meilleure variable, et avec une probabilité 1− p, on sélectionne lameilleure. Comparativement à Random Walk, dans cette approche, la notion de choixaléatoire d'une variable selon une certaine probabilité a été supprimée au pro�t d'unchoix non-optimal, mais satisfaisant puisqu'il s'agit de la variable qui lui succède dansl'ordre. De nombreuses variantes de novelty ont été proposées (telles que rnovelty ounovelty+), et incluent pour la plupart des stratégies couple-cycle. L'ensemble de cesstratégies est présenté et étudié dans [McAllester et al. 1997].� la recherche locale dynamique : dans cette méthode initiée par [Morris 1993], l'échap-pement des minima locaux est e�ectué à travers une redé�nition de la fonction objectif.En e�et, plutôt que de compter le nombre de clauses falsi�ées par chaque interpréta-tion parcourue, un compteur initialisé à 1 est associé à chaque clause de la formule.Par rapport à ce nouvel élément, la fonction à minimiser est la somme des compteursde chaque clause [Schuurmans et al. 2001]. Ainsi, en début de recherche, cette fonctionest équivalente à celle classiquement dé�nie. Cependant, à chaque fois qu'une clauseest falsi�ée par l'interprétation courante, son compteur est incrémenté de 1. Avec cettemodi�cation dynamique de la fonction objectif, les minima locaux sont progressivementatténués jusqu'à disparaître, même en n'e�ectuant que des �ips optimaux.L'une des dernières implémentations de ce type d'heuristiques est nommée SAPS[Hutter et al. 2002]. En plus d'incrémenter les poids des clauses falsi�ées par chaqueinterprétation parcourue, des opérations supplémentaires sont e�ectuées sur ces comp-teurs. En e�et, lorsque qu'un minimum local est rencontré, avec une probabilité p le poidsde chaque clause est divisé par une constante, de manière à accentuer l'importance desdernières con�gurations rencontrées. Di�érentes variantes de cet algorithme, qui est l'undes plus e�caces à ce jour, ont également été proposées. En particulier, RSAPS estune version dite réactive de cette approche : la probabilité p s'auto-ajuste quand unestagnation dans la recherche est détectée, c'est-à-dire quand aucune amélioration de lafonction objectif n'a pu être obtenue lors des derniers �ips.
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Chapitre 3Formules minimalement insatisfaisables(MUS)
Sommaire 3.1 Dé�nitions et complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.2 Fragments polynomiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.3 Techniques algorithmiques pour la recherche d'une sous-for-mule insatisfaisable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3.1 Recherche de MUS adaptative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3.2 La méthode � AMUSE � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.3.3 Détection par apprentissage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.4 Procédures de minimisation d'une sous-formule insatisfaisable . 383.5 Approches pour le calcul de tous les MUS . . . . . . . . . . . . . 393.6 Autres travaux autour des MUS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41Lorsque le résultat du test de satisfaisabilité d'une formule propositionnelle s'avère positif,la plupart des solveurs fournissent un modèle de la formule. En revanche, lorsqu'une méthodecomplète établit qu'une formule est insatisfaisable, elle ne délivre généralement aucune expli-cation quant aux raisons de ce résultat, au-delà de la constatation qu'aucune interprétation nesatisfait la formule. Or, il est possible que seules quelques clauses soient réellement contradic-toires, rendant l'ensemble de la formule insatisfaisable. De ce point de vue, la localisation ausein de la formule des raisons de son insatisfaisabilité peut se révéler utile dans nombre de do-maines. Illustrons ceci par un exemple. Certaines formules issues du domaine de la conceptionde circuits électroniques expriment à travers une fonction booléenne des contraintes de routage,d'une manière telle que la formule est satisfaisable si et seulement si le circuit correspond à sesspéci�cations. À titre d'exemple, les instances dites FPGA [Nam et al. 1999, Nam et al. 2004]qui ont été utilisées lors des dernières compétitions organisées sur la résolution pratique du pro-blème SAT encodent ce type de problèmes. Si la satisfaisabilité d'une telle formule établit lacorrection du circuit correspondant, son insatisfaisabilité traduit une erreur dans sa conception.Ainsi, idéalement, l'explication de l'insatisfaisabilité devrait permettre de préciser la ou les par-ties défectueuses du circuit. Une telle information de nature diagnostique peut être fournie par lalocalisation de sous-formules insatisfaisables minimales (ou MUS pour �Minimally UnsatisfaisableSubformulae �) d'une formule propositionnelle mise sous forme CNF.31



Chapitre 3. Formules minimalement insatisfaisables (MUS)Dans ce chapitre, nous nous intéressons donc aux travaux réalisés ces dernières années ausujet de la recherche de sous-formules insatisfaisables minimales. Ce domaine a fait l'objet denombreuses recherches cette dernière décennie et des avancées signi�catives ont été obtenues.Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans la prochaine section, nous donnons ladé�nition formelle d'un MUS, ainsi que les résultats de complexité dans le pire des cas quant à larecherche de MUS. La section 3.2 est, quant à elle, consacrée aux approches qui ont été proposéespour découvrir un MUS en temps polynomial pour certaines classes de formules. Ensuite, dansle paragraphe 3.3, les meilleurs algorithmes permettant d'approximer un MUS sont décrits etcomparés. Les procédures les plus e�caces de minimisation d'une sous-formule insatisfaisableen un MUS sont détaillées dans la partie 3.4 de ce chapitre. Le paragraphe 3.5 expose quantà lui les techniques les plus compétitives permettant de calculer tous les MUS d'une formulebooléenne mise sous forme CNF. En�n, diverses autres études liées aux MUS sont regroupéesdans la dernière partie de ce chapitre.3.1 Dé�nitions et complexitéLes sous-formules insatisfaisables minimales (ou MUS pour � Minimally Unsatis�able Sub-formulae �) d'une formule CNF constituent les explications les plus �nes, en termes du nombre declauses, de l'insatisfaisabilité d'une formule, et désignent quelle(s) partie(s) de la formule doiventêtre � réparée(s) � pour en restaurer la satisfaisabilité. On dé�nit un MUS comme suit :Dé�nition 3.1 (Formule Minimalement Insatisfaisable (MUS))Un MUS Γ d'une instance SAT Σ est un ensemble de clauses tel que1. Γ ⊆ Σ ;2. Γ est insatisfaisable ;3. ∀∆ ⊂ Γ, ∆ est satisfaisable.La découverte d'un MUS au sein d'une instance insatisfaisable peut s'avérer d'une grandeutilité pour de nombreuses applications, mais il s'agit malheureusement d'un problème de lourdecomplexité algorithmique. En e�et, le simple fait de décider si une formule CNF est un MUS estDP-complet [Papadimitriou & Wolfe 1988].Exemple 3.1Soit Σ = {¬d∨e, b∨¬c, ¬d, ¬a∨b, a, a∨¬c∨¬e, ¬a∨c∨d, ¬b} une formule CNF composée de 8clauses construites sur 5 variables. Σ est insatisfaisable : en e�et, aucune interprétation ne permetde satisfaire l'ensemble de ses clauses. En outre, l'ensemble ΣM = {a, ¬a∨b, ¬b} est un MUS de
Σ. Pour le prouver, il faut d'abord véri�er son insatisfaisabilité, puis la satisfaisabilité de chacunedes sous-formules de ΣM privée de l'une de ses clauses. On comprend alors son appartenance àla classe DP, qui est composée de l'intersection d'un langage de NP et d'un langage de CoNP.De plus, une formule CNF peut posséder plusieurs MUS. Or, la restauration de la satis-faisabilité d'une formule CNF passe par le retrait d'au moins une clause de chacun de ses MUS.Ceux-ci peuvent être construits sur des ensembles disjoints de clauses, ou en partager certaines.Exemple 3.2Soit la formule Σ de l'exemple précédent. ΣM n'est pas son seul MUS, puisque Σ contientl'ensemble ΣM ′ = {b ∨ ¬c, ¬d, a, ¬a ∨ c ∨ d, ¬b}, lequel consitute un second MUS. Ces 2MUS, représentés avec le reste de la formule par un diagramme de Venn en �gure 3.1 constituent32



3.2. Fragments polynomiaux
a
¬b

¬a ∨ b ¬a ∨ c ∨ d
¬d

b ∨ ¬c

¬d ∨ e

a ∨ ¬c ∨ ¬eFig. 3.1 � Ensemble des MUS d'une formule insatisfaisablel'ensemble des MUS de Σ. Notons que les clauses � a � et � ¬b � appartiennent aux 2 MUS de Σ.Le retrait de l'une d'elles restaure donc la satisfaisabilité de l'ensemble de la formule, puisqu'il� casse � toutes ses sources d'incohérence. Au contraire, la clause � ¬d∨e � n'appartient à aucunMUS et ne participe donc pas à l'insatisfaisabilité de cette formule.Une formule CNF peut donc posséder plusieurs MUS. En fait, elle peut même en contenirun nombre qui est exponentiel par rapport à la taille de la formule, comme le montre la propriétésuivante :Propriété 3.1Dans le pire cas, une formule CNF composée de n clauses possède en e�et C
n/2
n MUS.PreuveSoit une formule CNF insatisfaisable Σ composée de n clauses. A priori, n'importe quel sous-ensemble de Σ peut être une cause de l'incohérence de cette formule, et donc un de ces MUS.Cependant, un MUS ne peut clairement pas en contenir un autre, étant donnée sa minimalité. Leproblème du nombre de MUS dans le pire cas se ramène donc au calcul du plus grand ensembledes parties de Σ, telles qu'aucune d'entre elles n'en contienne aucune autre. Ceci revient donc audénombrement du nombre maximal de sous-ensembles incomparables d'un ensemble à n éléments,qui est connu pour être C

n/2
n . �Ce nombre potentiellement élevé de MUS au sein d'une même formule (pour 100 clauses, ilest de l'ordre de 1028) rend les problèmes qui y sont corrélés d'une complexité algorithmique trèsélevée. Par exemple, tester si une formule appartient à l'ensemble des MUS d'une instance insa-tisfaisable a été prouvé Σp

2-di�cile (une conséquence du théorème 8.2 de [Eiter & Gottlob 1992]).3.2 Fragments polynomiauxNous résumons dans cette section di�érents travaux portant sur la recherche d'un MUSen temps polynomial, pour des classes de formules spéci�ques. Dans [Davydov et al. 1998], unalgorithme polynomial est proposé pour la recherche d'une sous-formule insatisfaisable minimaleayant une dé�cience de 1, la dé�cience étant dé�nie comme la di�érence entre le nombre declauses et de variables d'une formule. Il est clair que tout MUS possède une dé�cience positive[Aharoni & Linial 1986]. D'une manière plus générale, il a été montré que la recherche d'unMUS ayant une dé�cience de k (avec k entier positif) est un problème NP-di�cile [Büning 2000].33



Chapitre 3. Formules minimalement insatisfaisables (MUS)Cependant, dans ce même article, un algorithme polynomial quand la dé�cience du MUS est de 2est proposé. La complexité pour la génération d'une sous-formule minimale ayant une dé�ciencede k a été ensuite établie à nO(k) [Fleischner et al. 2002], où n est le nombre de variables de laformule.Plus récemment, de nouvelles classes de formules ont été montrées polynomiales pour leproblème de la recherche d'un MUS [Bruni 2005]. Cet auteur a établi qu'il est possible extraire unMUS de toute instance satisfaisant une propriété dite � integral property �, moyennant un nombrepolynomial d'opérations par rapport à la taille de la formule. Toutefois, seules quelques classes deformules respectent cette propriété (principalement les formules Horn, Horn-renommables, Hornétendues et bien équilibrées). Assez naturellement, ces instances sont également connues pourêtre � faciles � pour le problème de satisfaisabilité. Cependant, toutes les classes polynomialespour SAT ne le sont pas pour la recherche d'un MUS. Citons par exemple la classe des clausesbinaires.Ces études s'avèrent essentielles, mais malheureusement l'ensemble des formules pour les-quelles elles sont applicables demeure restreint, surtout si l'on considère les formules issues deproblèmes réels. Dans la section suivante, les meilleurs algorithmes connus pour l'approximationd'un MUS sont présentés, et ce pour une CNF quelconque.3.3 Techniques algorithmiques pour la recherche d'une sous-for-mule insatisfaisableBien que le problème de recherche d'un MUS soit d'une complexité algorithmique élevée,en pratique plusieurs voies ont déjà été explorées avec succès. Toutefois, la plupart d'entre ellesne permettent pas de garantir la minimalité de la sous-formule insatisfaisable obtenue. On peutconsidérer ces ensembles de clauses comme des � approximations � de MUS, celles-ci pouvantêtre de plus ou moins bonne qualité, jusqu'à contenir plusieurs MUS dans certains cas. Nousdétaillons dans les paragraphes suivants di�érentes techniques algorithmiques pour la recherched'une sous-formule insatisfaisable à partir d'une formule CNF quelconque.3.3.1 Recherche de MUS adaptativeUne première approche, dite adaptative [Bruni 2003], pour l'approximation d'un MUS estbasée sur un score des clauses calculé par rapport à leur � di�culté �, celle-ci étant ici unepondération donnée à une clause en fonction de l'importance présumée de la contrainte qu'ellereprésente dans la formule. Celle-ci est évaluée par le biais d'un historique lors d'une recherchecomplète sur la formule, ce processus permettant de donner des indications sur la � di�culté àsatisfaire � certaines clauses de cette formule.Concrètement, cet algorithme s'appuie sur une recherche arborescente basée sur les clauseselles-mêmes. À chaque point de choix, une clause Cs est sélectionnée. Pendant la recherche,les variables de cette clause sont a�ectées dans le but de satisfaire Cs, de la façon suivante.Considérons dans un premier temps le littéral α1 ∈ Cs que l'on satisfait. Une recherche complèteest ensuite opérée : si un échec survient, lors du backtrack, le signe de α1 est inversé, et un autrelittéral α2 de Cs est choisi et a�ecté pour satisfaire cette clause. De la même manière si un autrecon�it survient pendant la recherche, le signe de α2 est également inversé. Si Cs est une clausebinaire, on peut conclure à l'incohérence de la branche courante de l'arbre, sinon un troisièmelittéral α3 de Cs est a�ecté pour la satisfaire. Ce procédé est itéré pour tous les littéraux de laclause sélectionnée à un point de choix donné.34



3.3. Techniques algorithmiques pour la recherche d'une sous-formule insatisfaisablePré-traitement d branchements de variables sont e�ectuée dans une recherche complèteen comptant le nombre de visites et d'échecs pour chaque clause. L'ensemble Σ0 initial estvide.Base On ajoute à Σ0 un pourcentage c de clauses de la formule initiale, en classant lesclauses par ordre décroissant de degré de di�culté. On note cet ensemble Σ1. L'ensembledes clauses de la formule non inclues dans Σ1 est noté C1.i-ème itération On e�ectue b branchements de variables dans une recherche complète surl'ensemble Σi. Un des cas suivants se produit alors :� Σi est insatisfaisable. Cet ensemble est alors un sur-ensemble d'un MUS de laformule. L'algorithme stoppe son exécution et retourne Σi.� Aucune réponse après les b branchements. Une contraction est e�ectuée : oncrée un ensemble Σi+1 en prenant un pourcentage c des clauses les plusdi�ciles de Σi.� Σi est satisfait par une interprétation ωi. Il y a alors expansion : on crée unnouvel ensemble Σi+1 en ajoutant à Σi un pourcentage c des clauses de Ck,en sélectionnant en premier lieu les clauses falsi�ées par ωi, puis les clausesles plus di�ciles.Algorithme 4 � recherche de MUS adaptativeUne clause est visitée pendant l'exploration de l'arbre de recherche si une a�ection este�ectuée de manière à la satisfaire. De plus, on dit qu'on échoue sur une clause si une a�ectationdans le but de la satisfaire a produit une clause vide ou si elle-même est devenue vide suite à uneautre a�ectation. La di�culté d'une clause est évaluée par le nombre de fois où elle a été visitéeet le nombre de fois où elle s'est trouvée en échec. En e�et, visiter souvent une clause montre son� importance � dans la formule, alors que son nombre d'échecs est un indice signi�catif quant àla di�culté à la satisfaire. Soit une clause Cj, on note vj le nombre de visites de cette clause, fjson nombre d'échecs et lj la taille de cette clause. Sa di�culté ϕ est alors donnée par la formule
ϕ(Cj) =

vj+fj

lj
.Les clauses sont choisies dans l'ordre suivant : les clauses unitaires sont d'abord sélection-nées, puis on poursuit l'algorithme de manière à satisfaire les clauses les plus � di�ciles �, celles-ciétant choisies grâce à la valeur de ϕ conservée pour chaque clause de la formule CNF. Grâce à cescore, on construit un ensemble Σ de clauses � di�ciles �, cet ensemble étant le MUS supposé. Lasatisfaisabilité de Σ est véri�ée de manière polynomiale (en limitant le nombre de branchementse�ectués). S'il est satisfaisable, on étend cet ensemble avec des clauses de moindre di�culté. Tou-tefois, les clauses falsi�ées (par le modèle trouvé) du reste de l'instance sont ajoutées avec unepriorité plus grande, car elles présentent a priori une di�culté à être satisfaites avec les clausesde l'ensemble considéré. Si en revanche, aucune réponse n'est fournie pour la satisfaisabilité dece sous-ensemble de clauses au bout du nombre de branchements imparti, on suppose l'ensembletrop grand, et on le réduit. On poursuit ainsi jusqu'à ce que Σ soit insatisfaisable. Cet ensembleest alors restitué en tant qu'approximation d'un MUS de la formule originale. L'approximationadaptative d'un MUS est présentée avec plus de précisions dans l'algorithme 4.Le pré-traitement de l'approche adaptative est essentiel, car c'est lui qui permettra destrati�er les clauses en fonction de leur di�culté ϕ. Cette technique d'approximation de MUS35



Chapitre 3. Formules minimalement insatisfaisables (MUS)se révèle e�cace sur plusieurs types d'instances, mais, comme évoqué dans [Bruni 2003], cesperformances sont grandement tributaires des paramètres b, c et d qui doivent être précisémentdé�nis pour chaque formule dans le but de trouver le plus petit sur-ensemble possible d'un deses MUS.3.3.2 La méthode � AMUSE �AMUSE : A Minimally-Unsatisfaisable Subformula Extractor est une méthode pro-posée par Oh, Mneimneh, Andraus et Sakallah dans [Oh et al. 2004]. Contrairement à son in-titulé, la technique présentée ici ne permet pas dans le cas général de détecter un MUS d'uneinstance, mais seulement un sur-ensemble d'un MUS. Le principe de cet algorithme consiste àajouter à chaque clause de la formule une nouvelle variable et à modi�er un algorithme completde recherche de manière à identi�er une sous-formule insatisfaisable à l'aide de ces variablesauxiliaires.Soit Σ une formule CNF insatisfaisable. On note X = Var(Σ) et Y l'ensemble des variablesajoutées à la formule ; si Σ est composé de m clauses, alors |Y | = m. La formule obtenue enajoutant les variables de Y est notée Σ(X,Y ). AMUSE distingue les variables de X et de Y et lestraite di�éremment durant la recherche : précisément, les variables de X sont gérées de manièreclassique, c'est-à-dire a�ectées par le processus de décision ou de déduction, et désa�ectées à lasuite de con�its lors du � backtracking �. Y est vu comme un ensemble de � méta variables �dont le but est de sélectionner les clauses qui forment la sous-formule insatisfaisable. On dit quel'algorithme force une variable de Y à 1 pour indiquer que la clause correspondante est candidatepour la sous-formule insatisfaisable en construction.Pour comprendre le fonctionnement de cet algorithme, notons Xaffecté l'ensemble des va-riables de X qui ont été a�ectées soit par décision soit par déduction. Par ailleurs, on note Yforcél'ensemble des variables Y qui ont été forcées. Initialement, les ensembles Xaffecté et Yforcé sontvides. Au fur et à mesure de la recherche, l'ensemble Xaffecté est étendu. Comme la formule Σconsidérée est contradictoire, à un moment donné de la recherche, une certaine clause ci ∈ Σverra tous ses littéraux appartenant à X falsi�és, obligeant par propagation unitaire l'a�ectationde son littéral yi de manière à la satisfaire. Ceci indique que la clause ci doit être � désactivée �dans le but de trouver un modèle à Σ(X,Y ). On fait alors un retour sur la variable de X quia engendré la propagation unitaire de yi et on a�ecte cette dernière à 1 (pour indiquer qu'elleparticipe potentiellement à une sous-formule insatisfaisable).La recherche est poursuivie jusqu'à ce que la combinaison des variables de X et de Yprovoque un con�it appris sous la forme d'une clause cn. Si la formule donnée en entrée estinsatisfaisable, nous sommes assurés d'obtenir une clause apprise ne contenant que des variablesappartenant à Y : cn est de la forme yi1 ∨ yi2 ∨ ... ∨ yik . Cette clause permet d'identi�er unesous-formule insatisfaisable de Σ de taille k.La méthode AMUSE s'avère relativement e�cace et permet, sur certaines instances, d'obtenirdes sous-formules insatisfaisables qui soient en réalité des MUS. Cependant, comme précisé dans[Oh et al. 2004], elle n'est réellement pertinente que lorsque les MUS d'une instance sont d'unetaille très faible, ce qui réduit son applicabilité e�ective.3.3.3 Détection par apprentissageDi�érentes techniques d'apprentissage à partir des con�its ont été développées par le passé,permettant de réduire en pratique l'espace parcouru des interprétations. De telles méthodespeuvent également être utilisées pour déterminer quel sous-ensemble de clauses de l'instance a36



3.3. Techniques algorithmiques pour la recherche d'une sous-formule insatisfaisable
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Dans cet exemple, les clauses c1, c2, c5, c6, et c10 forment une sous-formule insatisfaisable. Ellessont en e�et les clauses � sources � de la preuve par réfutation de la formule.Fig. 3.2 � Exemple de graphe de résolutionété la source d'un con�it, et peuvent dès lors discriminer certaines clauses comme appartenant àun sous-ensemble insatisfaisable de la formule originale [Zhang & Malik 2003].Informellement, le principe de ce procédé, baptisé zCore, est de conserver un historique surles clauses responsables du processus d'apprentissage. Si durant la recherche, une clause vide estdérivée par apprentissage, il est possible non seulement de conclure l'instance insatisfaisable, maiségalement de connaître, grâce à cet historique, quelles clauses de la formule sont responsablesde sa production. Or, dans le cas général, si une formule est insatisfaisable, toutes ses clauses nesont pas nécessairement utiles à l'obtention de la clause vide par apprentissage, ce qui permetde générer une sous-formule insatisfaisable.A�n de conserver les clauses sources de l'apprentissage d'une nouvelle clause, on utiliseune structure de graphe dirigé acyclique appelé graphe de résolution. Chaque n÷ud de ce graphereprésente une clause, les racines étant les clauses originales de la formule, les n÷uds internes lesclauses apprises durant la recherche. Les arcs, eux, symbolisent la résolution : si par exemple,un arc part d'un n÷ud α vers un n÷ud β, cela signi�e que la clause représentée par le n÷ud
α est l'une des clauses sources de l'apprentissage de la clause représentée par le n÷ud β. Touteclause représentée par un n÷ud interne est le fruit de la résolution de tous ses n÷uds pères. Unexemple de graphe de résolution est présenté dans la �gure 3.2.Pour déterminer les clauses responsables de l'obtention de la clause vide, il su�t de consi-37



Chapitre 3. Formules minimalement insatisfaisables (MUS)dérer les n÷uds racines qui sont ancêtres de la clause vide. En e�et, les clauses racines qui nesont pas des ancêtres de la clause vide ne sont donc pas nécessaires pour construire la preuveobtenue d'insatisfaisabilité, et les supprimer ne remet donc pas en cause cette preuve. Ainsi, cetteméthode nous assure l'obtention d'une sous-formule insatisfaisable.Par ailleurs, une fois une sous-formule obtenue, on peut de nouveau lancer une recherchecomplète avec historique sur cette sous-formule en entrée, dans le but d'obtenir une nouvellepreuve impliquant un nouveau sous-ensemble insatisfaisable de clauses. On peut, en itérant ainsiplusieurs fois cette procédure, produire des sous-formules de plus en plus petites (en termes dunombre de clauses) jusqu'à l'obtention d'un point �xe. Cependant, aucune garantie concernantla minimalité de la sous-formule produite ne peut être apportée.Un inconvénient majeur de zCore réside dans la taille du graphe de résolution. En e�et,celle-ci peut-être assez importante, même pour une formule de taille raisonnable. La solutionapportée est de conserver le graphe de résolution dans un �chier. Ce choix de stockage ne ralentitpas énormément le processus, car les n÷uds du graphe de résolution sont classés dans l'ordretopologique. En e�et, quand une clause est générée par résolution, toutes ses clauses sourcesappartiennent nécessairement déjà au graphe. Cependant, quand la clause vide est dérivée, leparcours dans le graphe se fait dans l'ordre topologique inverse, ce qui pose un problème deperformance, car le parcours en sens inverse d'un �chier placé sur disque est généralement trèsine�cace. Avant ce parcours, la solution utilisée dans [Zhang & Malik 2003] est d'inverser legraphe sur le disque en utilisant un espace tampon. Cette technique d'extraction de sous-formulesinsatisfaisables s'avère relativement e�cace, même sur des instances de grande taille. Cependant,la sous-formule obtenue en tant que point �xe ne présente aucune garantie de constituer unMUS. Récemment, une méthode dérivée de zCore a été proposée [Gershman et al. 2006]. Celle-ci propose en sus une analyse du graphe de résolution dans le but d'éliminer des clauses dusur-ensemble calculé.3.4 Procédures de minimisation d'une sous-formule insatisfaisableLa plupart des méthodes e�caces en pratique ne fournissent pas un MUS mais une sous-formule insatisfaisable qui n'en constitue qu'une approximation. Toutefois, certaines applicationsnécessitent l'obtention d'une formule insatisfaisable qui soit minimale.Une telle application peut par exemple être trouvée dans [Oh et al. 2004], où un problèmede routage codé en logique propositionnelle clausale est montré insatisfaisable. Tandis que saseule incohérence n'o�re aucune information quant à ses causes, un examen plus précis de la CNFpermet la découverte de quatre ensembles minimaux inconsistants de clauses. En particulier, deuxd'entre eux spéci�ent le routage de trois �ux à travers deux canaux, un problème ressemblantà celui des � pigeons �, clairement insatisfaisable. Dans cet exemple, si l'extraction de sous-ensembles inconsistants de la formule originelle peut fournir des informations importantes sur lafaçon dont le problème peut être réparé, seule leur minimalité assure que l'information soit bienacheminée après réparation de chacune des sous-formules extraites.Comme les méthodes heuristiques présentées dans la section précédente ne peuvent garan-tir la minimalité des sous-formules extraites, plusieurs approches permettant de minimiser cesapproximations ont été proposées. Celles-ci sont détaillées dans les paragraphes suivants.Dans [Huang 2005], une première approche pour la minimisation est présentée sous le nomde MUP (Minimal Unsatis�ability Prover). Celle-ci utilise le concept de littéraux � sélecteursde clause � (comme l'approche AMUSE présentée dans la section 3.3.2). Cependant, plutôt qued'ajouter n variables pour une formule contenant n clauses, il est ici suggéré de les augmenter38



3.5. Approches pour le calcul de tous les MUSavec seulement k = dlog(n + 1)e variables. On ajoute ensuite à chaque clause une combinaisondi�érente de littéraux (notés li) en utilisant ces nouvelles variables comme suit : c1 ← c1 ∨ l1 ∨
· · · ∨ lk−1 ∨ lk, c2 ← c2 ∨ l1 ∨ · · · ∨ lk−1 ∨ ¬lk, c3 ← c3 ∨ l1 ∨ · · · ∨ ¬lk−1 ∨ lk, etc.De cette façon, la formule est prouvée insatisfaisable minimale si et seulement si sa version� augmentée � possède exactement n modèles sur les variables ajoutées, car le retrait de chacunede ses clauses restaure dans ce cas la satisfaisabilité de la formule. Ainsi, le problème de laminimalité est réduit à celui du comptage de modèles [Huang 2005]. MUP utilise ensuite desdiagrammes binaires de décision (BDD) pour éliminer des variables. En plus de pouvoir prouverla minimalité d'une formule, MUP est capable de fournir les clauses à retirer pour en obtenirune, dans le cas où la formule donnée en entrée n'est pas insatisfaisable minimale. Toutefois,l'e�cacité de cette méthode dépend largement de la qualité de l'approximation fournie. Ainsi,il est préférable de lui fournir en entrée une approximation obtenue par l'une des méthodesprésentées dans la section 3.3, plutôt qu'une formule CNF originale. Comme son nom l'indique,MUP permet d'a�ner une approximation d'un MUS, mais est peu adaptée pour extraire un MUSd'une large formule insatisfaisable.Une autre approche dédiée à la minimisation d'un MUS a été proposée conjointement àzCore [Zhang & Malik 2003]. L'algorithme, baptisé zminimal, consiste à tester la satisfaisabilitéde l'approximation privée tour-à-tour de chacune de ses clauses. Si la sous-formule obtenue estinsatisfaisable, alors la clause peut être ôtée dé�nitivement de l'approximation. Celle-ci restantincohérente, elle contient encore au moins un MUS. Au contraire, si après le retrait d'une clausel'approximation devient cohérente, alors celle-ci participe nécessairement à toutes les sourcesd'incohérence de l'approximation, et donc à tous ses MUS. Ainsi, zminimal teste les clauses dela formule une-à-une et retourne en �n de procédure un MUS.Ce mécanisme est également bien connu dans d'autres communautés de recherche. Parexemple, cette approche est dite � destructrice � dans le cadre de la résolution de problèmesde satisfaction de contraintes (CSP), car elle consiste à tester la satisfaisabilité du problèmeauquel on retire une contrainte, et de l'ôter dé�nitivement si le problème résultant demeureinsatisfaisable. Le problème est donc progressivement détruit jusqu'à devenir minimal pour l'in-satisfaisabilité. D'autres approches de minimisation qui ont été introduites pour le problème desatisfaction de contraintes peuvent aisément être adaptées au cadre clausal booléen. Celles-cisont décrites dans le paragraphe 7.2.1 page 116.La conjonction d'une méthode d'approximation avec l'un de ces algorithmes de minimi-sation permet d'obtenir une formule minimalement insatisfaisable (MUS) pour de nombreusesformules, qu'elles soient aléatoires ou émanent de problèmes réels.3.5 Approches pour le calcul de tous les MUSDans cette section, nous nous intéressons aux méthodes complètes, dans le sens où celles-cifournissent l'ensemble exhaustif de tous les MUS d'une formule. Bien que dans le pire des cas,cet ensemble possède une cardinalité qui soit exponentielle par rapport à la taille de la formule,il demeure en général d'une taille raisonnable lorsque des formules encodant des problèmes réelssont considérées.Les premières méthodes générales permettant de calculer tous les ensembles minimalementinsatisfaisables d'un système de contraintes sans solution ont été apportées par [Bakker et al. 1993,Han & Lee 1999]. Celles-ci correspondent à di�érentes explorations d'un arbre appelé CS, dont leprincipe est d'énumérer les sous-problèmes inhérents à celui d'origine. Malheureusement, ce typede techniques est limité par l'explosion combinatoire du nombre de sous-formules d'une CNF, et39



Chapitre 3. Formules minimalement insatisfaisables (MUS)se montre très peu e�cace en pratique.Une autre approche pour calculer les ensembles minimaux insatisfaisables de contraintesn'a pas été développée pour le cadre clausal booléen, mais dans celui du data-mining, pour larecherche de patterns spéciaux [Gunopulos et al. 2003]. Cet algorithme, du nom de Dualize AndAdvance (ou DAA) a également été utilisé dans le domaine des contraintes de Herbrand, dans unobjectif de diagnostic d'erreurs et de déboggage de programmes Haskell [Bailey & Stuckey 2005].La méthode se base sur la dualité entre les concepts de MUS et de MSS (pour Maximal satisfai-sable Subformula) ; en e�et, alors qu'un MUS est un sous-ensemble insatisfaisable de contraintestel que chacun de ses sous-ensembles soit satisfaisable, un MSS est un sous-ensemble satisfai-sable de contraintes tel que l'ajout de n'importe quelle autre contrainte de la formule le rendincohérent. En fait, l'ensemble des MUS peut être déduit de celui-ci des MSS, car chacun de cesensemble est un ensemble intersectant minimal (� minimal hitting set �) de l'autre.Dé�nition 3.2 ((minimal) hitting set)Étant donnée une collection d'ensembles Ω construits sur un domaine D, un ensemble intersectantou hitting set de Ω est un ensemble d'éléments de D qui possède au moins un élément communà chaque ensemble de Ω. Formellement :
H est un hitting set de Ω si et seulement si H ⊆ D et ∀S ∈ Ω,H ∩ S 6= ∅De plus, un hitting set est dit minimal si et seulement si aucun élément ne peut lui être ôté sansperdre cette propriété.Cette relation est également connue sous le nom de � hypergraph transversal problem(HTP) �. Ainsi, il su�t de calculer tous les MSS de la formule pour en déduire tous ses MUS.En pratique, DAA calcule les MSS d'une manière directe, incrémentale, en les � grossissant �.Étant donnée une graine, sous la forme d'un ensemble satisfaisable de contraintes (initialiséà l'ensemble vide), un MSS est construit en tentant d'ajouter chaque contrainte restante duproblème à la graine, et en gardant uniquement celles ne créant pas de con�it. Après avoirtraversé toutes les clauses possibles, l'algorithme a construit un ensemble de clauses qui estun MSS, puisque les clauses exclues rendent ce sous-ensemble insatisfaisable. Quand un MSS aété calculé de cette manière, l'ensemble intersectant est calculé de manière à produire un MUSet/ou générer une nouvelle graine. Chaque élément insatisfaisable de l'ensemble intersectant estun MUS ; si un élément est satisfaisable, alors il est utilisé comme graine pour une prochaineitération. [Gunopulos et al. 2003] apporte de plus la garantie que cette graine va conduire à laproduction d'un nouveau MSS. Une fois tous les MSS calculés, l'ensemble intersectant ne produitque des ensembles insatisfaisables, qui sont tous les MUS de la formule, et ne produit donc plusde graine.Cette méthode a été revisitée récemment dans [Li�ton & Sakallah 2005], où une varianteplus e�cace est proposée. Dans cette version de l'algorithme qui construit également l'ensembledes MUS à partir de l'ensemble des MSS par HTP, les deux ensembles ne sont plus calculéssimultanément, mais de manière indépendante, successivement. Cette approche, dont nous pro-posons par la suite une hybridation avec une recherche locale en vue d'améliorer son e�cacité,est décrite précisément dans le paragraphe 5.1.1 page 72.3.6 Autres travaux autour des MUSDe nombreux autres travaux ont été e�ectués autour des MUS, que ce soit au niveau de lacomplexité théorique du problème de leur génération, que de leur application pour des problèmes40



3.7. Conclusionthéoriques (logique non monotone, fusion de croyances, etc.). Dans cette section, nous décrivonssuccinctement quelques autres travaux relatifs au calcul de MUS.Le problème d'optimisation associé à la recherche d'un MUS est celui de trouver le pluspetit MUS d'une formule, en termes du nombre de clauses. Plusieurs approches ont ici encore étéproposées par le passé. Parmi elles, celle introduite dans [Lynce & Marques-Silva 2004] consisteen une simple énumération de formules. Sommairement, un appel à une méthode d'approximationd'un MUS (cf. Section 3.3) est e�ectué, dans le but de calculer une borne maximale quant à lataille du plus petit MUS. Toute sous-formule d'une taille inférieure à cette approximation esttestée pour la satisfaisabilité, et on conserve la plus petite sous-formule prouvée insatisfaisable.Celle-ci est donc le plus petit MUS de la CNF. Toutefois, le nombre de sous-formules étantcombinatoire par rapport à la taille de la formule, cette technique n'est applicable que pour detrès petites formules. Une nouvelle approche plus e�cace pour la génération du plus petit MUS apar la suite été proposée dans [Mneimneh et al. 2005]. Cette méthode est basée sur le principe du� branch & bound �, puisqu'elle itère des solutions MaxSat a�n de calculer une borne inférieureet supérieure sur la taille de ce plus petit MUS. En fonction de ces bornes, la méthode calcule etvéri�e la satisfaisabilité de sous-formules spéci�ques pour obtenir le � SMUS � (pour SmallestMinimally Unsatis�able Subformula), comme dé�ni dans [Mneimneh et al. 2005]. Même si cetteapproche semble être la meilleure actuellement, elle n'est utilisable en pratique que pour de trèspetites CNF, restreignant considérablement ses champs d'application.Une étude plus théorique sur la catégorisation des clauses en fonction de leur rôle dansl'insatisfaisabilité est publiée dans [Kullmann et al. 2006]. En particulier, leur appartenance à unou plusieurs MUS peut déterminer leur classi�cation. Ainsi, on appelle clause nécessaire touteclause appartenant à tous les MUS de la formule. Ces clauses appartiennent à toute réfutationpar résolution de la formule, et leur retrait restaure la satisfaisabilité de celle-ci. Les clausespotentiellement nécessaires appartiennent quant à elles à au moins un MUS de la formule (ouà plusieurs, mais pas à tous les MUS). Leur retrait ne su�t pas à restaurer la satisfaisabilité,mais elles peuvent devenir nécessaires avec le retrait de clauses appropriées dans la formule. Lesclauses n'appartenant à aucune de ces 2 catégories sont dites non nécessaires, et n'appartiennentà aucun MUS. Le retrait de n'importe quelle combinaison de clauses au sein de cet ensemblegarantit de préserver l'insatisfaisabilité de la formule, mais dans ce cas, la complexité de lapreuve par réfutation de cette dernière peut devenir beaucoup plus longue. [Kullmann et al. 2006]fournit d'autres classi�cations, plus �nes, permettant de mieux comprendre les di�érents rôles etpropriétés que peuvent possèder les clauses au sein d'une instance insatisfaisable.3.7 ConclusionLe problème de la génération de sous-formules minimales insatisfaisables (MUS) a faitl'objet de nombreuses études ces dernières années. Des avancées signi�catives dans la résolutionpratique de ce problème ont ainsi pu être observées, à la fois dans l'optique de l'approximationd'un MUS que dans le développement d'algorithmes permettant leur calcul exhaustif. Dans ladeuxième partie de ce document, nos di�érentes contributions à l'extraction de tels ensemblessont dépeintes.
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Deuxième partieExtraction de MUS basée sur larecherche locale
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Chapitre 4Extraction d'un MUS
Sommaire 4.1 La trace, une heuristique pour la détection de zones sur-contraintes 464.1.1 Approcher une sous-formule contradictoire . . . . . . . . . . . . . . 464.1.2 Une heuristique e�cace de choix de variable . . . . . . . . . . . . . 474.1.3 Une aide pour la résolution de problèmes de complexité supérieure 474.2 Voisinage et clauses critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 474.2.1 Quelle portion de l'espace de recherche parcourir ? . . . . . . . . . . 504.2.2 De l'importance de la fondamentalité des clauses . . . . . . . . . . 514.2.3 Conclusions par l'exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.3 AOMUS, un nouvel algorithme pour l'extraction d'une sous-formuleinsatisfaisable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.3.1 � Casser � le problème par le retrait itéré de quelques clauses . . . 524.3.2 Éviter le test répété d'inconsistance . . . . . . . . . . . . . . . . . . 544.3.3 Pondérer les valeurs ajoutées à la trace . . . . . . . . . . . . . . . . 544.3.4 Algorithme et résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . 554.4 De l'approximation à l'exactitude : un nouveau procédé de mi-nimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.4.1 Algorithme basique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.4.2 Détection et utilisation des clauses protégées . . . . . . . . . . . . . 584.4.3 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594.5 Une méthode constructive pour approcher un MUS . . . . . . . 604.5.1 Idée générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 604.5.2 À la recherche de modèles � représentatifs � . . . . . . . . . . . . . 624.5.3 Vers la construction de MUS spéci�ques . . . . . . . . . . . . . . . 654.5.4 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 674.6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69L'extraction d'un MUS au sein d'une formule CNF permet de fournir à l'utilisateur uneexplication minimale (en termes d'ensemble de clauses contenues) à l'incohérence d'une formule.Intuitivement, ce calcul permet de localiser une cause de cette inconsistance, étape pouvants'avérer utile à la réparation de la formule. En outre, de nombreuses applications pratiques, enparticulier dans le domaine du model checking [McMillan 2005] ou de véri�cation de proces-seurs [Andraus et al. 2006], ont récemment été mises en avant par ces communautés, prouvantla grande viabilité de ce concept. 45



Chapitre 4. Extraction d'un MUSDans ce chapitre sont décrites de nouvelles approches algorithmiques permettant l'approxi-mation de formules minimalement insatisfaisables, ou MUS. Ces méthodes tirent leur originalitéde l'utilisation de la recherche locale, alors que la plupart des approches connues sont basées surla procédure DPLL. Nous montrons, par l'établissement de propriétés intéressantes, pourquoi laméthode incomplète peut être d'une grande utilité pour ce problème. De plus, des expérimenta-tions montrent l'e�cacité de ces nouvelles approches sur un grand nombre de problèmes.Les di�érents travaux présentés dans ce chapitre ont fait l'objet de plusieurs publications :[Grégoire et al. 2005, Grégoire et al. 2006b, Grégoire et al. 2006d].4.1 La trace, une heuristique pour la détection de zones sur-contraintesAu-delà de la simple recherche d'un modèle, la recherche locale est depuis quelques annéesétudiée et utilisée pour résoudre d'autres problèmes autour de SAT. En particulier, la façon�exible dont elle parcourt l'espace de recherche o�re un réel attrait pour les heuristiques ; ellepermet en e�et de parcourir un � échantillon � d'interprétations dans l'espace de recherche.De plus, on suppose les interprétations parcourues pertinentes, puisqu'elles sont dirigées parla fonction objectif qui cherche à minimiser le nombres de clauses falsi�ées par l'interprétationcourante. C'est donc sa �exibilité et son e�cacité dans le parcours de l'espace de recherche quifait de la recherche locale un outil particulièrement intéressant pour � sonder � les composantesde la formule (variables ou clauses par exemple), et observer leur comportement.Plus précisément, il a été observé que la recherche locale se montre particulièrement per-tinente pour détecter des zones de l'espace de recherche rendues sur-contraintes par la formuleCNF. Dans les paragraphes suivants, nous présentons quelques exemples d'applications utilisantcette propriété de la recherche locale.4.1.1 Approcher une sous-formule contradictoireDans [Mazure et al. 1998], une heuristique basée sur la recherche locale pour l'approxima-tion de sous-formules insatisfaisables est proposée. Celle-ci se base sur l'inconsistance des MUSqui fournit cette propriété élémentaire :Propriété 4.1Soient Σ une formule CNF insatisfaisable, Γ un MUS de Σ, ω une interprétation complète de Σet c une clause. On a alors :
∀ω,∃c ∈ Γ tel que ω 2 cComme il n'existe aucune interprétation satisfaisant toutes les clauses d'un MUS, dua-lement, pour chaque interprétation il existe au moins une clause du MUS qui est falsi�ée. Àpartir de ce résultat, il est raisonnable de supposer alors que, lors d'une recherche locale, lesclauses les plus souvent falsi�ées sont celles qui constituent le(s) MUS de la formule.Lors d'une recherche locale, on espère ainsi pouvoir les discriminer en comptant, pour chaqueclause, le nombre de fois où elle a été falsi�ée : on appelle cela la trace.Cependant, un problème récurrent à l'attribution de scores est ici présent : à partir de quelniveau considère-t-on les clauses comme faisant partie de la sous-formule insatisfaisable ? Dansl'absolu, cette question ne semble pas posséder de réponse car de nombreux paramètres entrenten jeu. Il s'agit par exemple de considérer le nombre d'interprétations parcourues pendant la46



4.2. Voisinage et clauses critiquesrecherche locale, car c'est avant tout de ce nombre que dépendent les valeurs de la trace, ou lataille des clauses, car celles-ci imposent le nombre d'interprétations qui les falsi�ent.Mais si ces facteurs restent traitables, il en est un qui in�uence majoritairement les résultatsobtenus et que l'on peut di�cilement connaître : la structure intrinsèque de la formule. Celle-ciest en e�et d'une importance capitale pour la recherche locale qui peut être conduite vers certainspoints d'attraction dans l'espace de recherche. Ces points d'attraction sont en grande partie dusaux propriétés structurelles de l'instance, qui peuvent amener certaines clauses d'un MUS à êtrebeaucoup plus souvent falsi�ées que d'autres.On voit donc les di�cultés à déterminer le niveau du score à partir duquel on peut obtenirune sous-formule insatisfaisable. Malgré cela, la recherche locale reste un outil e�cace pourdiscriminer les clauses d'une instance participant à son inconsistance.4.1.2 Une heuristique e�cace de choix de variableLa recherche locale peut également être d'un grand intérêt dans le cadre de la recherchecomplète. Étudiée dans [Crawford 1993] puis [Mazure et al. 1998], la recherche locale peutêtre utilisée comme heuristique de choix de variables : on suppose ici que les variablescontenues dans les clauses souvent falsi�ées sont celles qui permettent de réduire de manière e�-cace l'arbre de recherche ; puisqu'elles possèdent des di�cultés à être satisfaites, elles conduisentlogiquement assez rapidement à des contractions à un niveau peu profond de l'arbre. C'est grâceà cette heuristique qu'a été prouvée pour la première fois l'insatisfaisabilité des formules pseudo-aléatoires AIM-no [Mazure et al. 1998].4.1.3 Une aide pour la résolution de problèmes de complexité supérieureOn peut, de surcroît, résoudre ou approximer des problèmes situés plus haut dans la hié-rarchie polynomiale à partir d'un échec de la recherche locale. Ainsi, dans [Grégoire et al. 2002],un algorithme permet, sous certaines conditions, de produire un sous-ensemble maximalpréféré consistant de clauses d'une formule contradictoire ou de calculer des mo-dèles préférés d'une formule satisfaisable à partir de la trace de la recherche locale. Cestraitements � simpli�és � nécessitent tout de même un nombre restreint d'appels à un solveurSAT mais peuvent être e�ectués de manière pratique grâce aux informations fournies par unerecherche locale préalable.Ces exemples permettent de montrer comment la recherche locale peut être mise à pro�tdans de nombreux problèmes autour de SAT, et notamment dans le cadre de la recherche desous-formules insatisfaisables. Cependant, lors du parcours de la recherche locale, il peut êtreutile de considérer également les interprétations proches de l'interprétation courante dans le butd'approximer les MUS : c'est cette technique qui est étudiée dans le paragraphe suivant.4.2 Voisinage et clauses critiquesDans la suite de ce chapitre, il est admis que les formules considérées sont composées exclusive-ment de clauses fondamentales, c'est-à-dire qu'il n'existe aucune clause contenant un littéral etson complémentaire.L'heuristique présentée dans [Mazure et al. 1998] suggère de compter le nombre de fois oùchaque clause a été falsi�ée durant une recherche locale, dans l'objectif d'approximer un MUS.47



Chapitre 4. Extraction d'un MUSCependant, un grand nombre d'interprétations falsi�ent des clauses n'appartenant à aucun MUS,ce qui réduit l'e�cacité de l'heuristique en terme du nombre de clauses formant une sous-formuleinsatisfaisable. Nous proposons donc de ne pas compter systématiquement chaque clause falsi�ée,mais de tenir compte du voisinage de l'interprétation pour savoir si la clause va être considéréeou non.Dé�nition 4.1 (clause unisatisfaite)Soit c une clause. On dit que c est unisatisfaite par une interprétation ω si et seulement si ωsatisfait un et un seul littéral de c.Dé�nition 4.2 (clause critique)Soit Σ une formule CNF. Une clause c ∈ Σ falsi�ée par une interprétation ω est dite critique si etseulement si l'opposé de chaque littéral de c apparaît dans au moins une clause de Σ unisatisfaitepar ω. Ces clauses unisatisfaites relatives à une clause critique c sont dites liées à c.Exemple 4.1Soient la formule insatisfaisable Σ = {a∨¬b, ¬b∨c, ¬a∨¬b∨¬c, ¬a∨b∨¬c, a∨c, a∨b, ¬a∨b∨c}et l'interprétation ω = {a, ¬b, ¬c}.En considérant l'interprétation ω, la clause falsi�ée ¬a ∨ b ∨ c est critique.Ses clauses liées sont :� pour son littéral ¬a : {a ∨ b , a ∨ c}� pour son littéral b : {¬a ∨ b ∨ ¬c}� pour son littéral c : {¬b ∨ c}On remarque qu'une clause critique peut avoir plusieurs clauses unisatisfaites liées pour un mêmelittéral.Propriété 4.2Soit c une clause critique sous une interprétation ω, alors tout �ip tel que c soit satisfaite conduità falsi�er une clause satisfaite par ω.PreuveImmédiat : par dé�nition, c est critique si et seulement si elle est falsi�ée et l'opposé de chacunde ses littéraux apparaît dans au moins une clause unisatisfaite. Flipper une variable apparaissantdans c conduit donc nécessairement à falsi�er une de ses clauses liées. �On voit donc clairement l'utilité de ces dé�nitions : si une formule Σ possède une clausecritique c sous une interprétation ω, alors aucun �ip ne permet de satisfaire Σ. Il existe dans lecas général des interprétations qui rendent critiques des clauses n'appartenant pas à l'ensembledes MUS de l'instance, mais, ces derniers étant la cause de l'insatisfaibilité de la formule, onestime que les clauses les plus souvent critiques lors d'une recherche locale appartiennent pro-bablement à l'ensemble des MUS. L'idée est donc d'incrémenter le score des clauses critiquespendant la recherche, plutôt que de simplement incrémenter le score des clauses falsi�ées. Unetelle technique peut être facilement implémentée dans un algorithme de recherche locale. Desurcroît, elle implémente une dé�nition qui est une approximation d'une propriété propre auxclauses appartenant aux MUS.Propriété 4.3Soit ω une interprétation optimale pour MaxSat sur une instance Σ. Alors, toute clause falsi�ée
c par rapport à ω appartient à au moins un MUS de Σ et est critique par rapport à ω. De plus,au moins une clause unisatisfaite liée à c appartient également à (au moins) un MUS de Σ.48



4.2. Voisinage et clauses critiquesPreuveChaque clause falsi�ée par rapport à ω appartient à un MUS car ω est optimale pour le nombre declauses satisfaites et au moins une clause par MUS est nécessairement falsi�ée. Le fait que touteclause falsi�ée par rapport à ω est critique est prouvé par la propriété 4.5 car ω est un minimumglobal. De plus, si un �ip permet de satisfaire une de ces clauses, alors on a nécessairement uneautre clause du MUS qui doit être falsi�ée. On a donc trivialement au moins une clause liée auxclauses critiques par rapport à ω qui appartient à un MUS de Σ. �Notre approche est une approximation dans le sens où les clauses critiques et leurs liéessont considérées pendant l'ensemble de la recherche, et pas seulement à la meilleure étape de laprocédure MaxSat. En e�et, être une clause critique n'est un critère ni nécessaire ni su�santpour appartenir aux MUS. Comme l'illustre l'exemple suivant, une clause critique par rapport àune interprétation non-optimale pour MaxSat peut n'appartenir à aucun MUS.Exemple 4.2Soit Σ = {a ∨ d,¬a ∨ ¬b,¬d ∨ e, f,¬e ∨ ¬f}. Clairement, Σ est cohérente. ¬e ∨ ¬f est falsi�éepar rapport à ω = {a, b, d, e, f} et est critique.De plus, une clause appartenant à un MUS peut être falsi�ée par une interprétation ω sanspour autant être critique par rapport à elle.Exemple 4.3Soit la formule minimalement incohérente Σ = {a∨ d, b,¬a∨¬b,¬d∨ e, f,¬e∨¬f}. ¬a∨¬b estfalsi�ée par ω = {a, b, d, e, f} mais n'est pas critique par rapport à cette interprétation.On voit donc bien que, si considérer un voisinage partiel de l'interprétation courante àtravers les clauses critiques implémente une dé�nition propre aux clauses appartenant aux MUSd'une formule, nous n'avons aucune garantie que toutes soient concernées. Or, pour assurerune forme de correction à ce concept, il doit pouvoir être valide pour n'importe quelle clauseparticipant à l'incohérence d'une formule CNF. Ceci est permis par la propriété suivante, quimontre que chaque clause d'un MUS peut être rendue critique par une interprétation particulière :Propriété 4.4Soient Γ un MUS, c une clause telle que c ∈ Γ, ω une interprétation telle que ∀cS(6= c) ∈ Γ,
ω � cS. c est alors critique par rapport à ω.PreuveSoient Γ un MUS et c une clause telle que c ∈ Γ. Par dé�nition, on a Γ \ c satisfaisable. Soit ωun modèle de Γ \ c. Prouvons que c est critique par rapport à ω :� c est falsi�ée : si c n'est pas falsi�ée alors Γ admet comme modèle ω ; Clairement, ceciest impossible, car Γ est un MUS.� c est critique : si une variable apparaissant dans c est �ippée dans ω, alors au moins uneclause de Γ est falsi�ée à son tour puisque Γ est insatisfaisable. Cela signi�e que cettenouvelle clause falsi�ée était unisatisfaite et liée à c. On a donc c critique par rapport à

ω. �Cette propriété garantit, en particulier, l'existence, pour chaque clause appartenant à l'en-semble des MUS, d'une interprétation qui la rende critique et permet de comprendre pourquoiil est intéressant, pour une heuristique approximant des MUS, de considérer le voisinage desinterprétations parcourues au travers des clauses critiques. 49



Chapitre 4. Extraction d'un MUSMalgré tout, la garantie d'au moins une interprétation rendant critique chaque clause d'unMUS est un peu faible : l'espace de recherche est en e�et exponentiel par rapport au nombrede variables de la formule, et trouver cette interprétation relève a priori du hasard. Cependant,sous certaines conditions, on peut minorer de façon plus e�cace ce nombre.Corollaire 4.1Soient Σ une formule insatisfaisable et Γ ⊂ Σ un MUS construit sur un sous-ensemble de va-riables de Σ. Pour toute clause c appartenant à Γ, il existe au moins 2|Var(Σ)|−|Var(Γ)| interpré-tations rendant critique c.PreuveSoit ωP une interprétation complète sur Var(Γ). On sait (cf. propriété précédente) que pourchaque clause c de Γ, il existe dans cet ensemble d'interprétations au moins l'une entre ellesqui rend critique c, indépendamment de l'assignement des autres variables de Var(Σ). Or, pardénombrement, on trouve assez facilement qu'il existe 2|Var(Σ)|−|Var(Γ)| interprétations possiblessi on �xe les variables de Var(Γ). Le corollaire est donc facilement demontré. �On voit qu'il est, en théorie, exponentiellement d'autant plus � facile � de discriminerun MUS s'il est construit sur un sous-ensemble réduit des variables de l'instance. Ce minorants'avère intéressant, car toutes les variables de l'instance ne sont pas nécessairement impliquéesdans l'un de ces MUS. Nous verrons dans le paragraphe suivant, qu'en pratique, ils sont mêmerelativement souvent construits sur un sous-ensemble réduit de ses variables.4.2.1 Quelle portion de l'espace de recherche parcourir ?Si les résultats quant au nombre minimal d'interprétations rendant critiques les clausesdu MUS sont certes encourageants, dans le pire des cas (un MUS construit sur l'ensemble desvariables d'une formule), il peut n'y avoir qu'une seule interprétation qui rende critique uneou plusieurs clauses du MUS. Or, pour pouvoir être approximé, l'ensemble des clauses d'un MUSdoit pouvoir � être critique � un certain nombre de fois. Comment garantir heuristiquementde parcourir un espace de recherche pertinent pour rendre critiques les clauses appartenant àl'ensemble des MUS? Ces interprétations possèdent-elles des propriétés particulières permettantde guider la recherche locale ? La propriété suivante permet de mieux comprendre quelle portionde l'espace de recherche est la plus appropriée à parcourir :Propriété 4.5Dans un minimum (local ou global), l'ensemble des clauses falsi�ées est critique.Preuvepar l'absurde : on suppose que l'on est dans un minimum mais qu'il existe au moins uneclause falsi�ée c qui n'est pas critique. Soit ω l'interprétation courante. Comme c est une clausefalsi�ée mais non critique, alors il existe un littéral l ∈ c tel que son opposé n'apparaît dansaucune clause unisatisfaite par ω. Soit ωS l'interprétation ω où on �ippe la variable � l �. ωSsatisfait donc la clause c sans falsi�er aucune clause satisfaite par ω (puisque l'opposé du littéral
l n'apparaît dans aucune clause unisatisfaite par ω). Il apparaît alors que la fonction objectif(i.e. le nombre de clauses satisfaites par l'interprétation courante) est optimisée en passant de
ω à ωS : ω ne représente donc pas un minimum puisqu'il existe un �ip permettant d'améliorer50



4.2. Voisinage et clauses critiquesla fonction objectif. De cette contradiction, on conclut que dans un minimum, toutes les clausesfalsi�ées sont nécessairement critiques. �Cette propriété suggère que la recherche locale est relativement bien adaptée pour le par-cours de l'espace de recherche rendant critique le plus grand nombre possible de clauses : onconnaît en e�et la tendance de ce type d'algorithme à être � attiré � dans les concavités del'espace de recherche, et rencontrer des di�cultés à en sortir.En outre, pour comprendre le véritable intérêt de cette propriété, il faut rappeler que pourchaque interprétation parcourue, au moins une clause de chaque MUS est falsi�ée. On peut doncdériver assez facilement le corollaire suivant :Corollaire 4.2Dans un minimum (local ou global), au moins une clause de chaque MUS est critique.4.2.2 De l'importance de la fondamentalité des clausesEn préambule de ce paragraphe, nous avons supposé que toutes les clauses des formulessont fondamentales : nous allons voir ici pourquoi cette hypothèse est importante. Considéronsla formule trivialement satisfaisable : Σ = {a ∨ ¬b, b ∨ c,¬a ∨ ¬b∨ c}. On ajoute à cette formulel'ensemble de clause Γ = {¬x ∨ x | x ∈ Var (Σ)}.Soit maintenant l'interprétation ω = {a, b,¬c}. Sous cette interprétation, la clause ¬a ∨
¬b ∨ c est non seulement falsi�ée, mais devient critique, car liée aux clauses contenues dans Γ.Dans les faits, pour toute formule, l'ajout de l'ensemble Γ rend, pour chaque interprétation, touteclause falsi�ée critique : on voit clairement que quelle que soit l'interprétation, les clauses de Γsont unisatisfaites.Considérer des clauses tautologiques invalide la propriété selon laquelle un �ip sur unevariable contenue dans une clause critique falsi�e au moins une clause satisfaite sous l'interpré-tation courante, puisque par construction, les clauses tautologiques sont satisfaites pour touteinterprétation. Il apparaît alors qu'avant d'approximer les MUS d'une formule CNF, il faut veillerà lui ôter l'ensemble de ses clauses non fondamentales (pré-traitement polynomial). Cette mo-di�cation de la formule préserve trivialement la satisfaisabilité de la formule : il y a équivalenceentre la formule avant et après pré-traitement.4.2.3 Conclusions par l'exempleExemple 4.4Soit Σ une formule SAT telle que :

Σ =























































a ∨ b ∨ c, ←
¬b ∨ e,
¬a ∨ b ∨ c,←
¬a ∨ ¬b, ←
a ∨ d,
b ∨ ¬c, ←
¬d ∨ e,
a ∨ ¬b, ←
¬e ∨ ¬f 51



Chapitre 4. Extraction d'un MUS
Σ est insatisfaisable et contient un unique MUS. Les clauses de Σ qui composent ce MUSont été �échées. Soit ω = {¬a,¬b, c, d, e, f} l'interprétation courante explorée par la recherchelocale. b ∨ ¬c et ¬e ∨ ¬f sont les seules clauses de Σ falsi�ées par ω. Les littéraux falsi�és parrapport à ω sont soulignés.Si une heuristique de comptage considère l'ensemble des clauses falsi�ées pour approximerou calculer exactement un MUS, alors ces 2 clauses verront leur compteur incrémenté bien queseule b∨¬c appartienne au MUS de Σ. Considérer un voisinage partiel de l'interprétation couranteen utilisant le concept de clause critique permet de n'incrémenter que cette dernière clause. Enfait, b ∨ ¬c est critique par rapport à ω tandis que l'autre clause falsi�ée ne l'est pas. En e�et,si on �ippe c dans ω, alors a ∨ b ∨ c devient falsi�ée, car elle est unisatisfaite et liée par c à laclause b ∨ ¬c. Un phénomène similaire se produit si b est �ippé. Soulignons que ces 2 clausesunisatisfaites appartiennent également à l'unique MUS de Σ. Au contraire, ¬e ∨ ¬f peut êtresatisfaite en e�ectuant un �ip sans falsi�er aucune autre clause. Elle ne doit donc pas êtreconsidérée pour l'augmentation de son compteur évaluant son appartenance heuristique à unMUS.4.3 AOMUS, un nouvel algorithme pour l'extraction d'une sous-formule insatisfaisableDans cette section est étudié comment, à partir de l'indication heuristique de la recherchelocale couplée à la notion de clause critique, on peut dériver un algorithme pratique pour ladétection d'un MUS au sein d'une formule CNF. Di�érents choix essentiellement pratiques ettechniques sont discutés. En�n, une comparaison expérimentale intensive avec les meilleuresméthodes connues est présentée, et montre l'intérêt de l'approche.4.3.1 � Casser � le problème par le retrait itéré de quelques clausesNous avons vu dans le paragraphe précédent que prendre en compte le voisinage des in-terprétations parcourues par une recherche locale peut permettre de faire l'approximation d'unesous-formule inconsistante dans une formule. Cependant, dans le cadre qui nous intéresse, oncherche à détecter ou, à défaut, approximer un MUS d'une formule et non une sous-formuleinconsistante. Or, dans le cas général, un formule contradictoire peut posséder plusieurs MUSen son sein. Comment discriminer ses MUS si la formule en possède plusieurs ? Ene�et, chaque clause contenue dans un MUS de l'instance va heuristiquement être critique uncertain nombre de fois. Il semble alors di�cile de pouvoir a�rmer à quel(s) MUS appartientchaque clause. Pour les instances possédant plusieurs MUS, ce problème risque de rendre di�cilel'approximation d'un seul MUS dans le cas général.Parallèlement à ce problème, une di�culté récurrente au score d'éléments apparaît. À partirde la trace, on classe les clauses par ordre décroissant de score : on a donc probablement dans lapartie supérieure de ces clauses ordonnées l'ensemble des clauses participant à l'inconsistance dela formule. Cependant, à partir de quel seuil peut-on supposer la présence de l'ensembledes clauses participant à l'inconsistance de la formule ? En fait, cette valeur dépend denombreux facteurs tels que le nombre de �ips e�ectués, la taille de la formule, mais aussi ladi�culté intrinsèque de l'instance, celle-ci étant a priori impossible à estimer numériquement.Le choix qui a alors été fait pour pallier ces problèmes est de ne retirer que les clausesayant un score très faible comparativement à l'ensemble. De cette manière, on espère être52



4.3. AOMUS, un nouvel algorithme pour l'extraction d'une sous-formule insatisfaisable� assuré � de ne pas toucher aux clauses participant à l'un des MUS de l'instance. Cela dit, en nesupprimant que ces clauses, si la formule obtenue est probablement inconsistante, l'approximationest grossière, car l'instance est dans le cas général un très large sur-ensemble d'un MUS et peutmême toujours contenir plusieurs MUS. On décide alors d'itérer l'heuristique en ne retirantà chaque fois que les clauses ayant les scores les plus faibles. On retire ces clauses à chaqueitération jusqu'à obtenir une formule consistante. On sait alors que l'algorithme a retirédes clauses participant à l'inconsistance, et on considère l'instance obtenue à l'avant-dernièreitération : celle-ci est inconsistante, et le retrait de quelques-unes de ses clauses (celles dont lesscores ont été les plus bas) restaure la consistance : on a donc heuristiquement approximé un desMUS de la formule initiale. Le retrait itéré des clauses ayant les scores les plus faibles possèdeen outre de nombreux avantages pour notre problèmatique :� casser progressivement certains MUS de l'instance. Si la formule est localementinconsistante, lors des premières itérations de l'heuristique, il est probable que ce sontles clauses ne participant à aucun MUS de l'instance qui soient ôtées de l'instance (puis-qu'elles sont moins souvent critiques que les autres, elles auront les scores les plus faibles).Cependant, au bout d'un certain nombre itérations, la plupart des clauses appartiennentà l'un des MUS de l'instance. Lors de l'itération suivante, bien que tous les scores soientrelativement hauts, on retire encore une partie des clauses. Si l'une des clauses suppri-mées appartient à un ou plusieurs MUS de la formule, alors ce MUS est � cassé � :en retirant l'une de ses clauses, on restaure la satisfaisabilité en son sein, et lors de laprochaine itération, le reste de ses clauses aura logiquement un score beaucoup plusfaible, puisque n'appartenant plus à aucun MUS. De plus, si la formule obtenue aprèsl'itération k contient plusieurs MUS liés par un ensemble commun de clauses Θ, il estpeu probable que l'une de ces clauses soit retirée : en e�et, celles-ci sont les seules àpermettre l'obtention du minimum global (quand l'une d'entre elles est falsi�ée), la re-cherche locale essayant d'atteindre ce minimum, il est logique que les clauses de Θ soientles plus souvent critiques. Ce sont donc probablement les clauses contenues dans le pluspetit nombre de MUS de la formule qui auront les scores les plus bas et seront retiréespendant les itérations successives. Itérer ainsi permet donc de casser un certain nombrede MUS et d'en approximer un seul avec une relative précision ;� modi�er progressivement la structure de l'instance. Intuitivement, cet attraitfourni par la répétition de l'heuristique ne semble pas essentiel ; pourtant, il s'avère êtreun atout intéressant. En e�et, la structure d'une instance fournit implicitement des zonesd'attraction pour la recherche locale, ce qui rend parfois plus ou moins rendondantesles interprétations parcourues. Supprimer certaines clauses permet donc de modi�er lastructure de l'instance et par là même de faire varier l'espace de recherche considéré parla méthode incomplète ;� supprimer le � bruit � des clauses n'appartenant à aucun MUS. Comme nousl'avons vu dans le paragraphe précédent, certaines interprétations peuvent rendre cri-tiques des clauses n'appartenant pas à l'ensemble des MUS (cf exemple 4.3 page 49).Ce fait, que l'on appelle informellement le bruit, est pour notre objectif une di�cultéà considérer car les clauses n'appartenant pas à l'ensemble des MUS mais qui sont cri-tiques un nombre de fois su�sant pour ne pas être éliminées lors de l'itération courantesont di�cilement discriminables. Le fait de retirer peu à peu les clauses de l'instancepermet de réduire ce phénomène : pour le comprendre, il su�t de considérer que chaqueclause peut potentiellement être unisatisfaite par un certain nombre d'interprétations etêtre liée avec une clause rendue par là critique. Le fait de retirer progressivement les53



Chapitre 4. Extraction d'un MUSclauses de l'instance permet de reduire le nombre de clauses unisatisfaites et égalementle nombre de clauses critiques � indésirables �.4.3.2 Éviter le test répété d'inconsistanceLe retrait successif des clauses aux scores faibles possède de nombreux avantages maiségalement un inconvénient de taille. En e�et, l'algorithme proposé peut se résumer ainsi : calculerun score via la recherche locale pour chaque clause d'une instance, puis retirer celles ayant obtenule score le plus faible, et ceci jusqu'à ce que l'instance devienne satisfaisable. Ce procédé induitdonc un test d'inconsistance à chaque itération, ce qui peut rendre la méthode très lourde àexécuter en pratique. Comment peut-on alors réduire le temps de calcul nécessaire à la réalisationde cet algorithme ?La solution proposée est très simple : comme des recherches locales sont itérées sur une for-mule amincie au fur et à mesure, on suppose la formule insatisfaisable si la méthode incomplètene trouve pas de modèle au bout du nombre de �ips imparti, et n'est considérée satisfaisable quelorsque la recherche locale parvient à en exhiber au moins un. Le fait d'utiliser la recherche localene fait perdre aucune ressource en temps, puisque si aucun modèle n'est trouvé (la formule estdonc vue insatisfaisable), elle calcule à la volée le nombre de fois où chaque clause est critique ;dans le cas contraire, son exécution s'achève (la trace n'est d'aucun d'intérêt dans ce cas). L'in-convénient majeur de ce choix est qu'une formule peut être satisfaisable sans que la recherchelocale ne trouve de modèle : l'idée est donc de conserver dans une pile les di�érentes sous-formulesproduites lors des itérations successives de la recherche locale. Quand celle-ci exhibe un modèle,prouvant la cohérence de la sous-formule courante, la formule précédemment générée est dépilée,et sa cohérence testée par une approche complète de type DPLL. Si celle-ci est e�ectivement in-satisfaisable, alors c'est l'approximation du MUS (voire le MUS exact) recherchée, puisque retirerquelques clauses de cette formule (de surcroît celles obtenant les plus faibles scores) restaure sasatisfaisabilité. Dans le cas contraire, une nouvelle sous-formule est dépilée. Ces opérations sontrépétées jusqu'à trouver la plus petite sous-formule incohérente.Cette technique s'appuyant sur une pile de formules permet de substituer des tests d'in-cohérence répétés à chaque itération de la RL par une véri�cation au terme de la rechercheheuristique. Or, les intérêts d'une telle méthode sont nombreux. D'une part, il est beaucoupmoins coûteux en pratique d'avoir à e�ectuer des tests SAT sur de � petites � formules (ce sontles dernières générées), que de véri�er l'incohérence de la formule dès que la recherche localesupprime quelques clauses. D'autre part, en pratique, la recherche locale se montre e�cace pourla satisfaisabilité. Ainsi, la plupart du temps, la dernière étape se résume à la véri�cation del'incohérence de l'avant-dernière formule.Ainsi est gérée la nature incomplète de la recherche locale. L'algorithme proposé est donccomplet, dans le sens où pour toute formule donnée en entrée, il retourne une sous-formuleinsatisfaisable.4.3.3 Pondérer les valeurs ajoutées à la traceLes clauses d'une instance ne sont pas toutes sur un pied d'égalité : de leur taille, enparticulier, dépend le nombre d'interprétations qui les rendent critiques, puisque d'une part, pluselles sont longues, plus elles sont di�cilement falsi�ables et d'autre part, plus elles impliquentde clauses unisatisfaites. Le simple comptage du nombre de fois où chaque clause a été renduecritique n'est donc pas satisfaisant. Il convient de pondérer la trace.Le choix qui a été fait est d'ajouter au score de chaque clause critique le nombre de clauses54



4.3. AOMUS, un nouvel algorithme pour l'extraction d'une sous-formule insatisfaisableFonction AOMUS(Σ : une CNF insatisfaisable) : une approximation d'un MUS de
Σ

pile←− ∅ ;Tant que ((RL + Score(Σ) échoue à trouver un modèle)) faireempiler(Σ) ;
Σ←− Σ \ PlusFaiblesScores(Σ) ;FaitRépéter
Σ←− dépiler()jusqu'à ce que (Σ soit incohérent)Retourner Σ ;Fin Algorithme 5 � AOMUS (Approximate One MUS)qui lui sont liées. Cette solution permet de prendre en compte la taille de la clause puisqu'uneclause de grande taille implique nécessairement plus de clauses unisatisfaites pour être critique.L'autre intérêt de cette pondération est de valoriser la � di�culté � de la clause : soient deuxclauses c1 et c2 d'une instance φ telles que taille(c1) = taille(c2). Si ces deux clauses sont renduescritiques par deux interprétations, éventuellement identiques, avec r clauses liées à c1 et s à c2(r < s), il est normal qu'au score de la clause c2 soit ajouté un nombre supérieur à celui de

c1 puisqu'en moyenne, le �ip d'une variable de c2 produit plus de clauses falsi�ées que le �ipd'une variable de c1. Ceci peut signi�er que la deuxième clause est située dans l'intersection deplusieurs MUS, et il semble naturel d'incrémenter son score en conséquence.Ce choix a été fait dans un souci d'équité entre les clauses de la formule pour la créationde la trace de la recherche locale. De nombreuses autres techniques pour le compte peuventêtre imaginées : on peut, par exemple, prendre pour chaque variable, le minimum du nombrede clauses unisatisfaisables par cette variable ou essayer de regarder si, après un éventuel �ip,les clauses unisatisfaites sont à leur tour critiques. Cependant, un compromis semble le bienvenuentre la précision de la trace et le temps de calcul nécessaire à sa création, aussi le choix d'ajouterle nombre de clauses liées pour chaque clause critique a-t-il été retenu.4.3.4 Algorithme et résultats expérimentauxAu vu des observations faites tout au long de ce chapitre et des choix d'implémentationqui ont été faits, on aboutit à la procédure AOMUS synthétisée dans l'algorithme 5. Les paramètresde cette procédure sont les suivants. Walksat [Kautz et al. 2004] a été choisi pour la recherchelocale, l'heuristique de choix de variable étant Rnovelty+ [McAllester et al. 1997]. Les autresparamètres ont été choisis à partir de nombreux tests sur divers benchmarks. À la �n de chaqueitération de la RL, les clauses dont le score est inférieur à (min-score+ #F lips
#Clauses) sont supprimées,où min-score est le plus petit score d'une clause ; #Flips et #Clauses sont respectivement lenombre de �ips e�ectués par la RL, et le nombre de clauses de Σ.De plus, cette procédure a été ra�née de la manière suivante. Supposons que la sous-formulecourante soit e�ectivement insatisfaisable. Pendant la recherche locale, si l'une des interprétations55



Chapitre 4. Extraction d'un MUS AMUSE Bruni zCore Clauses fausses AOMUSInstance #var #cla #cla Temps #cla #cla Temps #cla Temps #cla Tempsfpga10_11 220 1122 561 73.9 - 561 28.5 561 18.3 561 13.1fpga10_12 240 1344 663 104 - 672 71.2 561 30.1 561 16.9fpga10_13 260 1586 561 74.6 - 793 167 561 51.7 561 25.9fpga10_15 300 2130 561 80.6 - 1065 570 561 128 561 44.2fpga11_12 264 1476 738 928 - 738 112 738 66.8 738 65.5fpga11_13 286 1742 870 1971 - 871 505 738 180 738 56.7fpga11_14 308 2030 856 1200 - 1015 1565 738 415 738 69.5fpga11_15 330 2340 738 1008 - time out 738 568 738 52.1aim-100-1_6-no-1 100 160 47 0.10 47 47 0.12 47 0.31 47 0.38aim-100-1_6-no-2 100 160 54 0.07 54 54 0.05 53 0.27 53 0.38aim-100-1_6-no-3 100 160 57 0.10 57 57 0.09 57 0.29 57 0.40aim-100-1_6-no-4 100 160 48 0.10 48 48 0.09 48 0.27 48 0.29aim-100-2_0-no-1 100 200 19 0.05 19 19 0.09 19 0.22 19 0.19aim-100-2_0-no-2 100 200 39 0.11 39 39 0.09 39 0.42 39 0.77aim-100-2_0-no-3 100 200 27 0.09 27 27 0.12 27 0.30 27 0.42aim-100-2_0-no-4 100 200 32 0.10 32 31 0.09 31 0.33 31 0.59aim-200-1_6-no-1 200 320 55 0.11 55 55 0.09 55 0.48 55 0.63aim-200-1_6-no-2 200 320 82 0.11 82 81 0.14 81 0.43 81 0.51aim-200-1_6-no-3 200 320 83 0.06 86 83 0.07 83 0.37 83 0.44aim-200-1_6-no-4 200 320 46 0.11 46 46 0.10 46 0.35 46 0.39aim-200-2_0-no-1 200 400 53 0.13 54 54 0.14 53 0.67 53 1.13aim-200-2_0-no-2 200 400 50 0.12 50 50 0.12 50 0.65 50 1.07aim-200-2_0-no-3 200 400 37 0.08 37 37 0.23 37 0.39 37 0.49aim-200-2_0-no-4 200 400 42 0.12 42 42 0.13 43 0.59 42 0.84aim-50-1_6-no-4 50 80 20 0.06 20 20 0.04 20 0.16 20 0.16aim-50-2_0-no-4 50 100 21 0.07 21 21 0.14 21 0.21 21 0.222bitadd_10 590 1422 929 148 - 815 343 1212 42.7 806 189barrel2 50 159 79 0.22 - 77 0.04 100 0.35 77 0.36jnh10 100 850 119 0.09 161 68 0.88 128 9.35 79 42.3jnh11 100 850 188 0.85 129 121 0.18 117 42.2 111 117jnh13 100 850 80 0.83 106 57 0.76 64 40.7 75 118jnh14 100 850 105 0.22 124 91 0.14 76 49.9 72 130jnh15 100 850 154 0.23 140 119 0.23 108 56.3 119 109jnh16 100 850 404 0.31 321 298 0.95 314 29.7 283 64.8jnh19 100 850 173 0.21 122 109 0.18 115 54.8 114 130jnh20 100 850 141 0.11 120 102 0.23 104 21.7 87 48.9jnh5 100 850 151 0.09 125 86 0.39 140 12.6 88 46.2jnh8 100 850 156 0.09 91 90 0.22 162 28.9 69 90.5jnh302 100 900 23 0.21 - 23 0.10 23 56.2 23 114jnh303 100 900 188 0.23 - 118 0.31 156 62.1 98 149jnh304 100 900 32 0.21 - 37 0.14 32 54.9 32 131jnh305 100 900 104 0.24 - 89 0.17 78 74.3 73 176jnh306 100 900 289 0.25 - 215 0.46 254 32.7 274 92.7SGI_30_80_1 480 30464 time out - time out time out time outhomer06 180 830 415 35.0 - 415 15.9 415 11.0 415 9.04homer07 198 1012 506 37.7 - 506 21.6 415 12.6 415 10.7homer08 216 1212 506 52.4 - 606 44.5 554 23.4 415 19.8homer09 270 1920 832 217 - 960 141 415 93.2 504 60.9homer10 360 3460 1096 196 - 940 624 1614 148 503 466homer11 220 1122 561 324 - 561 23.4 561 41.7 561 15.6homer12 240 1344 672 576 - 672 76.2 708 25.9 564 41.0homer13 260 1586 793 931 - 793 152 579 67.4 561 76.7homer14 300 2130 793 999 - 1065 714 561 347 561 28.0homer15 400 3840 1546 3427 - time out 677 247 561 1048homer16 264 1476 time out - 738 115 738 78.4 738 61.3homer17 286 1742 time out - 871 369 870 127 738 68.3linvrinv2 24 61 51 0.07 - 51 0.05 57 0.17 53 0.11linvrinv3 90 262 253 0.09 - 250 0.15 250 0.41 244 0.32linvrinv4 224 689 689 4.15 - 689 22.2 689 21.3 657 19.1marg5x5 105 512 time out - time out time out time outTab. 4.1 � Extraction d'une sous-formule insatisfaisable : AOMUS vs autres approches56



4.3. AOMUS, un nouvel algorithme pour l'extraction d'une sous-formule insatisfaisableparcourues falsi�e une seule clause, alors nous sommes sûrs que cette clause appartient à tous lesMUS de la sous-formule courante (puisque son retrait restaure la cohérence de la sous-formule)ainsi qu'à tous les MUS de ses sous-formules insatisfaisables. Cette clause est donc marquéecomme protégée, et ne peut plus être retirée de la sous-formule calculée par la suite.À partir de cet algorithme, di�érentes expérimentations ont été e�ectuées. Celui-ci a ene�et été comparée aux meilleures méthodes existantes applicables dans le cas général (c'est-à-dire non réduite à certaines classes d'instances par exemple). Parmi celles-ci, on compte zCore[Zhang & Malik 2003], l'extracteur de sous-formules insatisfaisables associé au solveur zChaff,qui est actuellement considéré comme l'un des solveurs SAT les plus e�caces. Nous avons égale-ment exécuté la procédure de [Lynce & Marques-Silva 2004], l'algorithme AMUSE [Oh et al. 2004]et repris les résultats expérimentaux de [Bruni 2003], son système n'étant pas disponible. Bienque la comparaison avec la méthode de Bruni soit di�cile d'un point de vue expérimental, ilapparaît que sa procédure n'a été testée que sur de petites instances. Nous avons égalementcomparé notre approche avec une adaptation de AOMUS où la fonction de score est l'heuristiqueinitiale, telle que présentée dans [Mazure et al. 1998] ; on compte donc simplement ici le nombrede fois où une clause est falsi�ée. L'ensemble de ces expérimentations a été e�ectué sur des pro-cesseurs Pentium IV, 3 Ghz sous un système Linux Fedora Core 2. Chaque méthode disposed'une heure de temps CPU pour chaque instance ; si la procédure n'a pas terminé son exécutionau bout de ce temps imparti, elle est stoppée et la note � time out � est reportée. Dans le cascontraire, le nombre de clauses de la sous-formule retournée est donnée (#cla) avec le temps CPUnécessaire à son obtention (temps), ce dernier étant noté en secondes. Un extrait typique desrésultats expérimentaux obtenus est disponible dans la table 4.1, et illustre le bon comportementd'AOMUS par rapport à ces di�érentes techniques, à la fois en terme de temps nécessaire au calculet dans la qualité des approximations obtenues.zCore se montre très compétitif quand un unique MUS est présent mais échoue à délivrerde bons résultats quand la formule possède plusieurs MUS. En e�et, zCore ne se concentre passur l'extraction d'un MUS, mais cherche des preuves d'inconsistance. AMUSE se comporte luiaussi assez bien sur de nombreux benchmarks mais s'avère souvent moins compétitif lorsque desformules plus larges et/ou di�ciles sont considérées, à la fois en terme de temps nécessaire aucalcul et au niveau de la qualité des approximations obtenues. Par exemple, la série de problèmesindustriels FPGA_11_* fournit des instances de taille variée, à la fois pour le nombre de variablescomme de clauses, mais elles possèdent toutes le même MUS composé de 738 clauses. AMUSE etzCore éprouvent des di�cultés à se concentrer sur ce MUS quand ces problèmes sont grands.En fait, la formule retournée est un sur-ensemble de ce MUS, et le temps d'exécution croît demanière importante avec la taille de l'instance. Au contraire, AOMUS fournit toujours ce mêmeMUS dans des temps raisonnables.Dans [Gershman et al. 2006], les auteurs suggèrent que la minimalité n'est guère un critèreprépondérant, car de nombreuses applications ne la requièrent pas. L'un des arguments avancésmet en avant la taille des explications qui peuvent être fournies ; en e�et, il est parfois possibled'extraire une explication d'incohérence d'une CNF qui soit plus petite, en terme de nombrede clauses, qu'une autre pourtant minimale. Comme les approches heuristiques sont en généralbien plus e�caces pour extraire de petites sous-formules que les méthodes exactes, il est proposéd'évaluer ces approches sans considérer l'optimalité des ensembles retournés. Ainsi, les auteursinstaurent la notion de vélocité pour mesurer l'e�cacité de ces méthodes. La vélocité est déter-minée à partir du temps mis à calculer l'approximation, avec la taille de cette dernière. Avecces éléments, on peut facilement calculer le nombre de clauses � éliminées � par seconde, etdonc connaître la meilleure méthode. Mais il est clair que cette méthode de comparaison n'estpas toujours satisfaisante ; déterminer la meilleure approche reste un problème en soi, qu'il est57



Chapitre 4. Extraction d'un MUSdi�cile de traiter objectivement.Malgré les a�rmations de [Gershman et al. 2006], nombreux sont les domaines où l'ondésire avoir la connaissance d'un MUS exact et non d'une approximation, a�n de localiser demanière optimale les contraintes entrant en contradiction (cf. section 3.4 page 38). Dans cetobjectif, nous proposons une nouvelle approche de minimisation qui, jointe à AOMUS, permetl'obtention d'un formule minimalement insatisfaisable.4.4 De l'approximation à l'exactitude : un nouveau procédé deminimisationSi une sous-formule incohérente permet de localiser plus précisément une source d'� erreur �au sein d'une instance, seule la minimalité fournit un ensemble con�ictuel de clauses. En e�et,pour � réparer � une formule, au moins une clause de chacun de ses MUS doit lui être retirée. Or,une simple sous-formule incohérente peut également contenir des contraintes qui ne participentpas à l'insatisfaisabilité de la formule. Leur retrait est donc inutile.La nécessité d'extraire de manière exacte un MUS a conduit au développement de procé-dés de minimisation, qui prennent en entrée une approximation d'un MUS, pour retourner unMUS. Dans ce paragraphe est décrit un nouveau procédé de minimisation, appelé fine-tune etdéveloppé conjointement à AOMUS pour former un algorithme extrayant un MUS, nommé OMUS.4.4.1 Algorithme basiqueUn algorithme naturel permettant de calculer un MUS à partir d'une formule incohérenteconsiste simplement à retirer l'une de ces clauses et tester sa satisfaisabilité. Si celle-ci est sa-tisfaisable, alors la clause retirée participe nécessairement à l'incohérence de la formule, et doitêtre conservée. Dans le cas contraire, elle est supprimée dé�nitivement de la formule. En testantitérativement toutes les contraintes d'une CNF de cette façon, l'ensemble des clauses retenuesforme un MUS.Cette approche est similaire à la méthode destructive, l'une des techniques de minimisationvers un MUC présentée dans le paragraphe 7.2 page 116. Elle nécessite clairement un nombrelinéaire (au nombre de clauses de l'approximation donnée en entrée) d'appels à un solveur com-plet.4.4.2 Détection et utilisation des clauses protégéesCet algorithme basique a été ra�né par l'utilisation d'une recherche locale qui permet deréduire le nombre d'appels à une méthode complète. Avant de tester la consistance de chaquesous-formule, on exécute une recherche locale sur l'approximation de MUS fournie. Pendant cetterecherche incomplète, on e�ectue un calcul de la trace en fonction de nombre de fois où chaqueclause a été critique ; en outre, comme AOMUS, quand une seule clause a été falsi�ée, celle-ci estmarquée comme protégée. A la �n de la RL, la détection de clauses protégées permet d'évitercertaines véri�cations d'appartenance au MUS recherché.Assez clairement, on peut déduire que les clauses protégées appartiennent à tous lesMUS de l'approximation, si celle-ci en possède plusieurs. Puisque leur retrait restaure la satis-faisabilité de la formule, aucun MUS ne peut être construit sans elles, car elles sont essentiellesà l'incohérence de la formule. Les tests correspondants (de complexité NP) peuvent donc êtreévités. De surcroît, dans le cas où toutes sont protégées, plus aucun test n'est nécessaire pourconclure à la minimalité :58



4.4. De l'approximation à l'exactitude : un nouveau procédé de minimisationFonction �ne-tune(Σ : Une approximation d'un MUS) : un MUS de Σ
RL + Score(Σ) ;Pour chaque clause c ∈ Σ triée par rapport à son score faireSi (c n'est pas protégée ET (Σ \ {c} est insatisfaisable)) Alors

Σ←− Σ \ {c} ;Fin SiFin PourRetourner Σ ;Fin Algorithme 6 � fine-tunePropriété 4.6Soit Σ une formule insatisfaisable. Si toutes les clauses de Σ sont marquées comme protégées,alors il s'agit d'un MUS.PreuveImmédiat : d'une part, on sait que Σ est incohérente. D'autre part, pour chaque clause c de Σ,
Σ\{c} est satisfaisable (c est protégée puisqu'un modèle a été trouvé à Σ\{c}). C'est clairementla dé�nition d'un MUS. �Les clauses protégées ne couvrent pas nécessairement l'ensemble de l'approximation, maiselles contribuent en général à réduire signi�cativement le nombre d'appels à un oracle NP etdonc à diminuer le temps d'exécution global de la procédure.En outre, l'ordre dans lequel les clauses sont testées est régi par leur score dans la tracede le recherche locale. Ainsi, on espère éliminer des clauses ne faisant pas partie de tous lesMUS de l'approximation dès les premiers appels. La RL étant exécutée régulièrement, on espèreainsi pouvoir déduire de nouvelles clauses protégées et éviter de nouveaux tests NP-complets. Ceprocédé est synthétisé dans l'algorithme 6.Dans [Kullmann et al. 2006], une étude vise à catégoriser les clauses d'une instance insatis-faisable en fonction de leur rôle dans son incohérence. En particulier, les clauses qui appartiennentà toute réfutation par résolution sont appelées nécessaires, et retirer l'une d'entre elles restaurela satisfaisabilité de la formule. Ce concept de clause nécessaire est lié à celui de clause proté-gée, puisque ce dernier consiste à marquer, de manière incomplète, les clauses nécessaires de laformule. Celles-ci appartiennent à tous les MUS qu'elle contient, ainsi qu'à tous les MUS de sessous-ensembles insatisfaisables. Il apparaît que ce ra�nement basé sur les clauses protégées semontre très utile, et permet un gain signi�catif des performances de la procédure.4.4.3 ExpérimentationsL'algorithme AOMUS couplé avec la procédure fine-tune forme une approche nommée OMUS(cf. algorithme 7) capable d'extraire un MUS de n'importe quelle formule incohérente. Nous avonscomparé cette technique à d'autres permettant d'obtenir exactement un MUS.Cependant, à notre connaissance, un seul algorithme a été proposé dans ce but dans lecadre booléen : il s'agit de zMinimal, qui est basé sur la procédure zCore. En fait, celui-ci calcule59



Chapitre 4. Extraction d'un MUSFonction OMUS(Σ : Une formule insatisfaisable) : un MUS de Σ
Σ←− AOMUS(Σ) ;
Σ←− fine-tune(Σ) ;Retourner Σ ;Fin Algorithme 7 � OMUS (Compute One MUS)une sous-formule insatisfaisable grâce à ce dernier, puis la réduit pour atteindre un MUS par destests pas-à-pas, comme notre procédure fine-tune. Les 2 approches ont été comparées, et desrésultats expérimentaux sont donnés dans la Table 4.2.Une fois encore, notre approche se montre très compétitive comparée à zMinimal, puis-qu'elle permet l'extraction d'un MUS dans des temps raisonnables pour la plupart des instancestestées, là où zMinimal ne peut retourner de résultat en 1 heure de CPU pour les instancesles plus grandes et/ou di�ciles. Soulignons que les procédures de minimisation de zMinimal etd'AOMUS sont similaires. Ces résultats peuvent donc s'expliquer comme suit.Tout d'abord, AOMUS retourne des approximations qui sont en général de meilleure qualitéque celles fournies par zCore. Il s'ensuit que la minimisation d'OMUS nécessite un nombre réduitd'appels à des oracles NP et CoNP. De plus, ces approximations sont parfois construites surun plus petit nombre de variables, faisant des appels plus e�caces à ces méthodes complètes.Comme expliqué plus haut, la première étape de fine-tune retourne également un ensemble declauses protégées, qui n'ont pas à être testées puisque l'on sait par avance qu'elles appartiennentau MUS calculé. Par conséquent, un grand nombre de tests peuvent être évités. En fait, surcertains problèmes, toutes les clauses sont protégées à la �n de l'étape d'� approximation �, etplus aucun test n'est requis pour conclure quant à la minimalité de la formule extraite.En outre, on peut remarquer que les MUS découverts par les 2 approches ne sont pasnécessairement les mêmes (cf. la série jnh). En e�et, OMUS fournit des MUS plus petits (en termede nombre de clauses impliquées) que zMinimal, dans la plupart des cas. Une nouvelle fois, cecipeut s'expliquer par l'usage qui est fait de la recherche locale. Soit une formule Σ composée de2 MUS, ΣM1 et ΣM2 avec |ΣM1| < |ΣM2|. On sait que toute interprétation falsi�e au moins uneclause de chaque MUS. Or, comme l'un des MUS possède moins de contraintes que l'autre, cesclauses sont en moyenne plus souvent falsi�ées que l'autre, et leur score est donc plus élevé. LaRL recherchant à réduire le nombre de clauses falsi�ées par l'interprétation courante, des minimasont souvent rencontrés et le même raisonnement peut être tenu pour les clauses critiques.Ainsi, de manière � naturelle �, la recherche locale aura tendance à ce concentrer sur lesplus petits MUS de la formule, contrairement aux autres approches, basées pour la plupart surune recherche complète.4.5 Une méthode constructive pour approcher un MUS4.5.1 Idée généraleL'approche AOMUS, bien que basée sur des principes algorithmiques très di�érents des autresméthodes connues, comme zCore ou AMUSE (pour ne citer qu'elles) est à leur image une approche60



4.5. Une méthode constructive pour approcher un MUSInstance #var #cla zminimal OMUS#cla Temps #cla Tempsfpga10_11 220 1122 561 49.8 561 13.7fpga10_12 240 1344 643 548 561 17.0fpga10_13 260 1586 643 3406 561 31.9fpga10_15 300 2130 time out 561 68.2fpga11_12 264 1476 738 105 738 66.3fpga11_13 286 1742 time out 738 84.7fpga11_14 308 2030 time out 738 304fpga11_15 330 2340 time out 738 85.2aim-100-1_6-no-1 100 160 47 0.13 47 0.39aim-100-1_6-no-2 100 160 53 0.10 53 0.38aim-100-1_6-no-3 100 160 53 0.15 57 0.41aim-100-1_6-no-4 100 160 48 0.14 48 0.29aim-100-2_0-no-1 100 200 19 0.06 19 0.23aim-100-2_0-no-2 100 200 39 0.11 39 0.71aim-100-2_0-no-3 100 200 27 0.13 27 0.45aim-100-2_0-no-4 100 200 31 0.12 31 0.59aim-200-1_6-no-1 200 320 55 0.16 55 0.64aim-200-1_6-no-2 200 320 80 0.18 80 0.53aim-200-1_6-no-3 200 320 83 0.23 83 0.83aim-200-1_6-no-4 200 320 46 0.15 46 0.39aim-200-2_0-no-1 200 400 53 0.21 53 1.21aim-200-2_0-no-2 200 400 50 0.16 50 1.12aim-200-2_0-no-3 200 400 46 0.09 37 0.54aim-200-2_0-no-4 200 400 42 0.16 42 0.88aim-50-1_6-no-4 50 80 20 0.05 20 0.17aim-50-2_0-no-4 50 100 28 0.06 21 0.272bitadd_10 590 1422 time out 716 268barrel2 50 159 77 0.09 77 0.44jnh10 100 850 67 0.31 79 42.9jnh11 100 850 115 0.34 111 118jnh13 100 850 57 0.85 69 119jnh14 100 850 88 0.24 72 130jnh15 100 850 108 0.48 115 111jnh16 100 850 253 3.52 260 82.1jnh19 100 850 104 0.30 106 133jnh20 100 850 99 0.21 87 75.8jnh5 100 850 86 0.17 86 46.9jnh8 100 850 85 0.16 67 99.1jnh302 100 900 23 0.11 23 113jnh303 100 900 114 0.48 98 149jnh304 100 900 35 0.17 32 132jnh305 100 900 89 0.27 73 177jnh306 100 900 195 1.16 207 99.2SGI_30_80_1 480 30464 time out time outhomer06 180 830 415 15.6 415 9.37homer07 198 1012 415 540 415 19.2homer08 216 1212 552 573 415 24.7homer09 270 1920 time out 415 81.2homer10 360 3460 time out 415 513homer11 220 1122 561 23.9 561 16.3homer12 240 1344 561 1426 561 62.3homer13 260 1586 time out 561 78.5homer14 300 2130 time out 561 30.6homer15 400 3840 time out 561 1104homer16 264 1476 738 328 738 62.9homer17 286 1742 time out 738 87.4linvrinv2 24 61 51 0.07 51 0.17linvrinv3 90 262 240 0.83 240 0.63linvrinv4 224 689 651 667 651 133marg5x5 105 512 time out time outTab. 4.2 � Extraction d'un MUS : OMUS vs zMinimal 61



Chapitre 4. Extraction d'un MUSdestructive, dans le sens où elle considère l'ensemble de la formule CNF pour en retirer certainescontraintes jusqu'à obtenir une approximation de MUS, ou core.Dans ce paragraphe, nous présentons au contraire une approche dite constructive pourapprocher un MUS. En e�et, celle-ci débute son calcul en considérant la formule vide et ajouteprogressivement des clauses jusqu'à ce qu'une sous-formule insatisfaisable, qui est l'approximationcalculée, soit générée.La méthode constructive a été bien étudiée dans le cadre de la minimisation d'un pro-blème inconsistant vers l'une de ces causes irréductibles. Celle-ci est présenté en détail dansla section 7.2.1 page 118, avec d'autres approches de minimisation � classiques �. L'approcheconstructive n'est en réalité que très peu utilisée en pratique, à cause de sa complexité théoriqueélevée dans le pire cas. Cependant, ceci n'est vrai que pour les méthodes systématiques (quiutilisent en général la notion de contraintes de transition) ayant pour objectif l'obtention d'unensemble minimal. Ce que nous présentons dans ce paragraphe est une approche heuristique quie�ectue l'approximation d'un MUS, et n'est donc pas soumis à ce mauvais résultat de complexitéthéorique. Tout comme AOMUS, celle-ci se base sur la propriété 4.1, corollaire à la dé�nition mêmede MUS, qui stipule qu'au moins une clause d'un MUS est falsi�ée par toute interprétation. Cettepropriété implique que si au sein d'une formule incohérente, on connaît un ensemble Γ contenanttoutes les clauses d'un MUS de cette formule sauf une, celle-ci peut être déduite en considérantla clause que falsi�ent tous les modèles de Γ. Plus précisément, plusieurs clauses peuvent êtrefalsi�ées par cet ensemble. Dans ce cas, chacune d'entre elles peut compléter Γ pour en faire unMUS. Ce même raisonnement peut assez clairement être appliqué à des sous-ensembles de Γ. Encalculant l'ensemble de ses modèles et en recherchant dans l'ensemble de la formule un ensembleminimal de clauses permettant de falsi�er cet ensemble de modèles ; un MUS de la formule peutainsi être formé par l'union de cet ensemble minimal de clauses avec Γ. Malheureusement, pourdes raisons d'e�cacité, il n'est pas possible d'énumérer tous les modèles d'une sous-formule sa-tisfaisable, car cet ensemble peut clairement être exponentiel. Ainsi, la voie heuristique choisieest présenté dans le paragraphe suivant.4.5.2 À la recherche de modèles � représentatifs �Comme l'avons vu, un MUS peut être construit via l'énumération de modèles d'une CNF.Cependant, cette opération étant très lourde d'un point de vue calculatoire, il nous faut noustourner vers une voie heuristique a�n de calculer un sous-ensemble de ces modèles qui soit repré-sentatifs, c'est-à-dire qui falsi�ent uniformément les parties manquantes du MUS en construction.Supposons que nous ayons un ensemble de clauses Γ qui soit un sous-ensemble de MUS.Une recherche locale est exécutée sur Γ, et on considère tous les modèles découverts. Les mo-dèles sont alors étendus à la partie restante de la CNF, et ses clauses falsi�ées par rapport auxmodèles découverts voient leur score associé (initialisé à 0) incrémenté. Comme au moins uneclause de chaque ensemble pouvant compléter Γ pour former un MUS est falsi�ée, si l'échantillonde modèles de Γ fourni par la RL est pertinent, il su�t de sélectionner les clauses ayant obtenules plus hauts scores et de les ajouter à l'approximation du MUS. Ainsi, à la �n de la procé-dure incomplète, Γ est augmentée de ces clauses ayant obtenu des hauts scores, et on réitère larecherche d'un ensemble de modèles à ce nouvel ensemble de clauses.Ces opérations sont répétées jusqu'à ce qu'aucun modèle ne puisse être obtenu à la formulerégulièrement grossie Γ. Cependant, à cause de la nature incomplète de la recherche locale, cetensemble de clauses n'est pas garanti insatisfaisable. Pour assurer la complétude de l'algorithme,quand la recherche locale échoue à trouver un modèle, une procédure systématique de typeDPLL est exécutée sur cette formule. Si Γ est prouvée insatisfaisable, elle est retournée comme62



4.5. Une méthode constructive pour approcher un MUSFonction construct_core(Σ : une CNF insatisfaisable) : une approximation d'unMUS de Σ
appel_DPLL← faux ;
Γ← ∅ ;
Γ← recherche_clauses_protegees() ;
Σ← Σ\Γ ;Tant que (vrai ) faireSi (appel_DPLL) AlorsSi (DPLL(Γ)==UNSAT) AlorsRetourner Γ ;Sinon

graine ← modele_trouvé() ;
appel_DPLL← faux ;Fin SiSinon

graine ← génération_aléatoire() ;Fin Si
Sω ← RL_recherche_modeles(Γ, graine) ;
Φ← choisit_p_plus_falsi�ees(Σ, Sω, p) ;
Γ← Γ ∪ Φ ;
Σ← Σ\Φ ;Si (Sω == ∅) Alors

appel_DPLL← vrai ;Fin SiFaitFin Algorithme 8 � Construction d'un coreapproximation de MUS de la formule ; sinon, un modèle ω, qui représente un certi�cat de laconsistance de Γ, est découvert. Dans ce cas, ce modèle est utilisé comme graine pour la RLa�n d'e�ectuer un nouveau calcul d'échantillon de modèles tout en s'assurant d'en obtenir aumoins un. De plus, le précédent lancement de la RL n'ayant pas découvert de modèles, il est trèsprobable que cette partie de l'espace de recherche n'a pas été explorée. Comme celui-ci possèdeau moins un modèle, la graine fournie permet de diriger la RL vers cette zone éventuellementfertile en modèles.Ainsi, la première itération de l'algorithme débute avec la formule vide, en considéranttoutes les interprétations pour calculer les scores des clauses de la formule (puisque celles-cisont toutes modèles de cette formule particulière). Fort heureusement, comme mentionné précé-demment, il est bien connu que la recherche locale est une heuristique puissante pour localiserles parties sur-contraintes de la formule [Mazure et al. 1998], contenant en général les intersec-tions éventuellement entre les MUS de la formule. Ces clauses sont alors choisies, et par la suiteseules les clauses falsi�ées par rapport à leurs modèles sont ensuite ajoutées. De plus, la notionde clause protégée, dé�nie dans la section 4.4.2, est utilisée puisqu'elle permet de détecter lesclauses appartenant à tous les MUS de la formule.Avec ces caractéristiques, l'algorithme constructif proposé est complet pour le problèmede l'extraction d'une sous-formule insatisfaisable de toute CNF. Cette approche est décrite dansl'algorithme 8. 63



Chapitre 4. Extraction d'un MUSÀ chaque itération de l'algorithme de nouvelles clauses sont ajoutées à Γ. La propriétésuivante assure qu'aucune clause redondante avec Γ ne peut lui être ajoutée.Propriété 4.7Soit Σ une formule CNF, Γ une sous-formule de Σ, et c une clause. ∀c ∈ (Σ\Γ), c ne peut êtreajoutée à Γ par la méthode constructive si Γ � c.Ainsi, il n'est pas possible pour notre politique constructive d'ajouter à l'approximationde MUS des clauses qui lui sont redondantes, c'est-à-dire des clauses qui � couvrent � le mêmeespace de recherche. Cette caractéristique n'est pas partagée par les méthodes destructives.Cependant, plusieurs clauses (p dans l'algorithme 8) sont ajoutées après chaque itération,et si certaines d'entre elles sont redondantes en conjonction de Γ, elles peuvent tout de mêmeêtre présentes dans l'approximation construite. Néanmoins, dans notre cas, ce phénomène n'estpossible que pour les clauses ajoutées simultanément et ce nombre de clauses étant un argumentde l'algorithme, il peut être paramétré par l'utilisateur. S'il est petit, un plus grand nombre d'ité-rations peuvent être nécessaires à la construction du core, mais celui-ci sera probablement d'unegrande qualité. Au contraire, avec un grand nombre de clauses ajoutées, seules quelques itéra-tions su�sent pour l'obtention d'une approximation, mais celle-ci sera de piètre qualité. Encoreune fois, les approches constructives semblent intéressantes, car elles fournissent un paramètrereprésentant un compromis entre la qualité de l'approximation et le temps passé à son calcul.Exemple 4.5Soit Σ une formule CNF contenant 13 clauses impliquant 4 variables telle que :
Σ =







































c1 : (¬a ∨ c ∨ d) c2 : (a ∨ b ∨ c)
c3 : (¬a ∨ ¬b ∨ c) c4 : (c ∨ ¬d)
c5 : (¬a ∨ ¬c ∨ d) c6 : (¬b ∨ d)
c7 : (a ∨ ¬c ∨ d) c8 : (a ∨ ¬b ∨ ¬c)
c9 : (b ∨ ¬c) c10 : (¬b ∨ ¬c ∨ ¬d)
c11 : (a ∨ ¬c ∨ ¬d) c12 : (a ∨ c ∨ d)
c13 : (¬a ∨ b ∨ ¬d)L'espace de recherche induit par ces 4 variables est représenté à travers une table deKarnaugh en �gure 4.1, avec les clauses falsi�ées par les di�érentes interprétations possiblesde Σ. Notons tout d'abord que Σ est clairement inconsistante, puisque toute interprétation estfalsi�ée par au moins une clause de la CNF. Par exemple, ω1 = {¬a, b, c, d} falsi�e les clauses c8et c10.On peut remarquer que certaines interprétations ne falsi�ent qu'une unique clause. Parexemple, c4 est seulement violée par l'interprétation ω2 = {¬a, b,¬c, d}. En conséquence, cetteclause est nécessaire [Kullmann et al. 2006] puisque sans elle, ω2 deviendrait un modèle de laformule. Cette clause participe donc à toutes les sources d'inconsistance de Σ et appartient à tousses MUS. Σ possède 2 autres clauses nécessaires, qui sont c1 et c9. En pratique, grâce au conceptde clause protégée, ce type de clauses est en général facilement détecté car elles représentent desminima attractifs pour la procédure incomplète. Supposons qu'à la première itération de notreapproche, ces 3 clauses soient marquées comme protégées et utilisées dans l'approximation initiale

Γ. En conséquence, seuls les modèles de cette CNF sont maintenant considérés pour calculer lescore des autres clauses de Σ. L'ensemble des modèles de Γ = c1 ∪ c4∪ c9 est représenté en �gure4.2 par des cellules blanches, les interprétations falsi�ées par cette CNF étant en gris. On peutnoter que les clauses c3 et c13 ne peuvent dès lors plus être ajoutées à Γ, puisqu'elles ne sont64



4.5. Une méthode constructive pour approcher un MUS00 01 11 1000011110
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1313Fig. 4.1 � Table de Karnaugh de l'exemple 4.5falsi�ées que lorsque au moins l'une des clauses nécessaires inclues dans Γ l'est également. Ces 2clauses n'appartiennent à aucun MUS de Σ. Au contraire, les preuves d'inconsistances requisespar la plupart des méthodes destructives connues peuvent utiliser ces clauses pour e�ectuer unepropoagation unitaire par exemple, et être contenue dans l'approximation retournée.Lors de la deuxième itération qui ne considère que les clauses falsi�ées de Σ par rapport àl'échantillon de modèles de Γ calculé, si c12 est candidat à l'ajout, cela empêchera également c2et c6 d'être ajoutées par la suite, puisque ces clauses ne peuvent être falsi�ées par rapport à unmodèle de Γ ∪ {c12}.Toutefois, pour des raisons pratiques, après chaque itération, plusieurs clauses sont ajoutéessimultanément, et si par exemple c6 et c12 obtiennent de hauts scores, les deux peuvent êtreajoutées à Γ.4.5.3 Vers la construction de MUS spéci�quesLes approches visant à extraire un MUS, ou une approximation, d'une formule CNF insa-tisfaisable, en localise un arbitrairement, la plupart du temps basé sur la preuve de réfutationobtenue. Cependant, une formule propositionnelle peut contenir plusieurs MUS (dans le pire casun nombre exponentiel), et l'utilisateur pourrait préférer extraire un MUS contenant des infor-mations, ou clauses, spéci�ques. Un tel calcul peut se montrer extrêmement utile en pratique :si un circuit FPGA n'est pas routable, il permet par exemple de véri�er si une partie spéci�quedu circuit est impliquée dans son défaut de routage. Les approches � classiques � ne permettent65



Chapitre 4. Extraction d'un MUS
Fig. 4.2 � Modèles de la CNF formée des clauses nécessaires de Σpas d'e�ectuer un tel calcul, qui ne peut être obtenu qu'avec une approche complète, c'est-à-direune approche calculant l'ensemble exhaustif des MUS d'une formule.La politique constructive que nous avons présentée dans les paragraphes précédents o�reun tel choix à l'utilisateur, même si on ne peut garantir que les clauses voulues apparaissent e�ec-tivement dans un des MUS de l'approximation calculée. Pour cela, il su�t simplement d'utiliserl'algorithme proposé, en commençant le calcul avec les clauses désirées plutôt qu'avec la formulevide. Notons ∆ l'ensemble de clauses sélectionné par l'utilisateur pour construire un core. Commenous l'avons montré, les clauses redondantes avec l'approximation en construction ne peuvent luiêtre ajoutées. Ainsi, en imposant le premier ensemble de clauses à ∆, aucune autre contraintequi lui est redondante ne peut être considérée par la procédure.Bien que la présence de ces clauses comme graine de la procédure constructive assure leurprésence dans l'approximation obtenue, on ne peut malheureusement garantir leur participationà son inconsistance, comme le montre l'exemple suivant.Exemple 4.6Considérons la formule CNF de l'exemple 4.5 et supposons que l'utilisateur veuille obtenir uncore impliquant l'ensemble de clauses {c1, c3, c8, c12}.Tout d'abord, c1 est une clause nécessaire, et appartient donc à tous les MUS de Σ.Au contraire, c3 étant une clause qui n'est jamais nécessaire (en suivant la terminologie de[Kullmann et al. 2006]) et n'appartient donc à aucun MUS. Par conséquent, le choix de l'utili-sateur implique une construction non-optimale pour l'approximation. En�n, c8 et c12 sont desclauses potentiellement nécessaires et appartiennent à au moins un MUS de la CNF. En ajoutantces clauses avant la première itération et en supposant les deux clauses nécessaires détectées, Γcontient alors l'ensemble de clauses {c1, c3, c4, c8, c9, c12}. En utilisant cette approximation par-tielle, les seules clauses pouvant être falsi�ées par rapport à ses modèles sont c5, c6, c10 et c11 ;certaines d'entre elles vont donc être ajoutées à Γ pour former l'approximation �nale. Si c5 et

c11 sont choisies, le core résultant ne peut être minimisé qu'en supprimant c3. Ainsi, toutes lesclauses sélectionnées par l'utilisateur (excepté cette dernière) participent e�ectivement au MUSobtenu. Malheureusement, le choix potentiel de c6 et c10 rendrait c8 redondante (par rapport àl'approximation) et n'appartiendrait pas à tous ses MUS.Cet exemple montre que l'approche constructive permet de diriger le calcul vers un MUSspéci�que, même s'il est impossible d'assurer que les clauses choisies fassent e�ectivement partiede tous les MUS de l'approximation. Nous pensons que ce calcul incomplet est un bon com-promis face à la complexité élevée d'un tel problème. En e�et, en supposant P 6= NP , on nepeut s'attendre au développement de procédures complètes e�caces, puisque véri�er si une for-mule appartient à l'ensemble des MUS d'une formule CNF est Σp
2-di�cile (une conséquence duthéorème 8.2 de [Eiter & Gottlob 1992]).66



4.5. Une méthode constructive pour approcher un MUS4.5.4 ExpérimentationsDans le but de valider expérimentalement la méthode constructive, nous avons implé-menté les idées décrites dans les paragraphes précédents et comparé cette implémentation avecles meilleures approches connues pour l'approximation d'un MUS : zCore [Zhang & Malik 2003],AMUSE [Oh et al. 2004] et AOMUS, présentée précédemment. La méthode de [Bruni 2003] n'étantpas disponible et ayant été expérimentée uniquement sur des problèmes simples, n'a pas étéconsidérée dans nos travaux expérimentaux. La table 4.3 reporte un échantillon de ces expérimen-tations. Comme cas d'étude, nous avons utilisé la plate-forme ubcsat [Tompkins & Hoos 2005]comme recherche locale, avec l'heuristique RSAPS [Hutter et al. 2002]. Pour l'approche complète,le solveur minisat [Eén & Sörensson] a été choisi puisqu'il est reconnu comme l'une des mé-thodes systématiques les plus e�caces pour SAT. Toutes les expérimentations ont été conduitessur des processeurs Pentium IV, 3 Ghz avec 1 Go de mémoire vive, et pour chaque problèmetesté, une limite de 10 000 secondes a été respectée. Au-delà de cette limite, la note � time out �est reportée.Tout d'abord, seul AMUSE ne parvient pas à fournir avec précision l'unique MUS des for-mules {23,42}.shuffled, qui nous viennent du domaine du model checking. Celles-ci encodent lavéri�cation formelle du microprocesseur Sun PicoJava II et comme indiqué par [McMillan 2005],le MUS découvert permet d'identi�er les composants du système pertinents pour la propriétévéri�ée.Nous avons également e�ectué des tests expérimentaux sur le problème de coloriage degraphes ({3,4}col-*). Sur ces CNF, l'obtention d'une sous-formule insatisfaisable permet delocaliser un sous-graphe qui ne peut être colorié avec le nombre donné de couleurs, et rend leproblème complet sans solution. Sur ces problèmes, l'approche constructive s'avère clairementla mieux adaptée quant à la taille de l'approximation obtenue. En outre, ce résultat est ob-tenu en un temps raisonnable, bien que généralement AMUSE retourne son approximation, plusgrossière, en un temps plus court. Par exemple, sur le benchmark 4col100_9_8, constructMUSextrait une approximation de 1445 clauses en un peu moins de 6 minutes alors que zCore enretourne une composée de 1618 clauses en plus d'une heure et demi. AMUSE et AOMUS quant àeux, permettent l'obtention de sous-formules insatisfaisables de 1510 et 1502 clauses en environ1 et 23 minutes, respectivement. Notons que sur cette famille de benchmarks, la construction estsystématiquement plus précise que l'utilisation d'une méthode destructive.En outre, de nombreux problèmes, tels que la famille rope-*, sont globalement insatis-faisables ; c'est-à-dire qu'il s'agit de MUS. Sur ces formules, les approches basées sur DPLLn'e�ectuent qu'un seul appel au solveur complet, et toute clause participant à la preuve d'in-consistance, l'algorithme stoppe son exécution. Néanmoins, la résolution de ces problèmes esten général di�cile, car leurs preuves d'inconsistance sont très grandes. L'analyse nécessaire decette preuve par les méthodes reposant sur DPLL (et en particulier zCore avec son traitementdu graphe de réfutation) peut alors alourdir considérablement ces procédures. Quelle que soit laméthode basée sur la RL (AOMUS ou constructMUS), ce problème est en pratique, très souventévité. En e�et, toutes les clauses de ces instances sont nécessaires, et la recherche locale réussittrès souvent à les prouver protégées d'une manière peu coûteuse en ressources. Un � simple �test d'inconsistance est alors e�ectué, ce qui explique leurs meilleurs résultats que ceux de zCoreet AMUSE (cf par exemple Urquhart-s3-b1).De manière générale, nos résultats montrent que cette première implémentation deconstructMUS fournit des résultats très satisfaisants sur de nombreuses CNF, comparée auxmeilleures approches connues (cf par exemple hwb-*, gt-*). En revanche, AOMUS semble resterune méthode de choix pour certains problèmes industriels (cf. par exemple homer), alors que les67



Chapitre 4. Extraction d'un MUSInstances zCore constructMUS AMUSE AOMUSNom #var #cla #cla temps #cla temps #cla temps #cla temps23.shu�ed 198 474 221 0.05 221 4.83 230 0.04 221 2.0542.shu�ed 378 904 421 0.08 421 5.00 434 0.09 421 3.803col20_5_5 40 176 46 0.04 42 19.6 60 0.06 46 13.83col20_5_6 40 176 43 0.07 40 18.3 46 0.06 66 7.153col20_5_7 40 176 40 0.05 40 18.5 60 0.06 40 9.393col20_5_8 40 176 52 0.05 40 18.6 46 0.06 55 8.964col100_9_5 200 1806 time out 1462 335 1566 56.4 1512 15504col100_9_6 200 1806 1458 7030 1451 351 1505 79.9 1506 52224col100_9_7 200 1806 1596 3165 1461 352 1472 38.7 time out4col100_9_8 200 1806 1618 6694 1455 356 1510 71.5 1502 26384col100_9_9 200 1806 1556 5202 1458 377 1527 45.1 1484 29735cnf. . .30f4 30 419 316 0.65 237 127 369 0.13 340 26.75cnf. . .40f1 40 608 601 0.86 397 189 593 0.34 418 39.5Urquhart-s3-b1 43 316 58.3 58.7 316 7.75 316 340 316 327am_4_4 433 1458 929 6.3 944 25.6 902 3.95 929 29.2am_5_5 1076 3677 2046 7614 2244 62.5 2046 765 2140 76.4ca004 60 168 114 0.07 108 4.52 117 0.06 108 0.50ca008 130 370 276 0.17 255 4.83 283 0.08 255 1.93ca016 272 780 584 0.72 559 8.73 646 0.30 559 5.33ca032 558 1606 1176 2.66 1230 14.4 1316 3.46 1281 52.9ca064 1132 3264 2421 4.29 2793 20.2 2687 22.9 2613 141ezfact16_1 193 1113 41 0.09 169 20.4 100 0.10 41 383ezfact16_2 193 1113 47 0.07 169 20.8 55 0.09 41 382gt-012 144 1398 1356 7.4 1124 171 1219 1.40 1205 162gt-014 196 2289 2113 53.4 1940 301 1713 5.27 1989 581hanoi4u 1312 16856 time out 7605 300 6434 9670 time outhomer06 180 830 415 14.2 461 50.2 415 38.1 415 9.66homer07 198 1012 506 19.2 531 62.3 506 38.6 415 13.9homer08 216 1212 606 39.5 650 79.0 506 54.4 415 20.3hwb-n20-01 134 630 624 1248 624 93.6 627 58.8 624 351hwb-n20-02 134 630 625 1270 624 142 628 50.6 625 508hwb-n20-03 134 630 626 272 622 58.6 626 180 625 191linvrinv2 24 61 51 0.05 50 6.03 51 0.05 53 0.10linvrinv3 90 262 250 0.15 239 16.9 253 0.09 244 0.30linvrinv4 224 689 689 16.4 653 42.3 689 4.46 657 14.2mm-2x2-5-5-s.1 324 2064 1290 136 1857 152 1791 40.4 2064 259rope_0010 360 840 840 0.28 840 0.44 840 1.23 840 1.15rope_0020 720 1680 1680 0.71 1680 0.43 1680 6.02 1680 3.31rope_0030 1080 2520 2520 1.19 2520 0.45 2520 27.1 2520 7.06rope_0050 1800 4200 4200 2.20 4200 0.55 4200 191 4200 18.3rope_0075 2700 6300 6300 4.46 6300 0.69 6300 426 6300 43.6rope_0100 3600 8400 8400 8.16 8400 7.42 8400 1754 8400 82.9Tab. 4.3 � Évaluation expérimentale de constructMUS68



4.6. Conclusionsapproches basées sur DPLL s'avèrent plus performantes sur des familles telles que les am_*_*. Sila méthode développée est aisément validée en pratique à la vue de ces résultats, on note tout demême que les 4 méthodes testées fournissent des résultats réellement disparates en fonction desCNF considérées. Évidemment, le fait que, contrairement à l'évaluation de solveurs, le résultatsoit ici multi-critère (taille de l'approximation et temps d'exécution), n'aide pas à la comparaison.En outre, si une instance possède 2 MUS de tailles di�érentes, une approche qui pourra extraireexactement le plus gros d'entre eux est-elle moins intéressante qu'une autre retournant unevulgaire approximation du plus petit (et donc, malgré tout, un ensemble de clauses réduit) ?L'évaluation expérimentale de ces algorithmes est donc un problème en soi. Toutefois, il apparaîtque le comportement de notre nouvelle technique est très satisfaisant sur de nombreuses instances,à la fois en terme de temps et de taille d'ensembles extraits, en comparaison des meilleuresapproches actuelles.4.6 ConclusionsDans ce chapitre, nous avons présenté deux nouvelles techniques permettant l'extractiond'un MUS. Ces nouvelles approches tirent leur originalité de l'utilisation de la recherche localepour la localisation d'une zone inconsistante particulière d'une CNF. En outre, les algorithmesAOMUS et OMUS ne tiennent pas uniquement compte de l'interprétation courante pour le calculheuristique du MUS, mais également d'un certain voisinage permettant d'acquérir une nou-velle information, que nous avons montrée théoriquement et pratiquement viable. L'approcheconstructive, quant à elle, assure qu'à chaque itération, aucune information redondante ne peutêtre ajoutée au MUS construit et o�re à l'utilisateur un paramètre permettant de régler la qualitéde l'approximation extraite en fonction des ressources en temps dont il dispose. Les procédures,développées suivant ces idées, se révèlent des méthodes très compétitives sur de nombreusesinstances, voire les meilleures approches connues pour l'extraction d'un MUS, pour certainesfamilles.Plusieurs perspectives s'ouvrent naturellement à la vue de ces résultats. Dans un premiertemps, il semblerait intéressant d'envisager une hybridation entre ces nouvelles approches baséessur la recherche locale. Di�érentes combinaisons peuvent clairement être imaginées, et leur étudethéorique couplée à des tests expérimentaux seront l'objet de recherches futures. Ensuite, uneautre voie vise à l'intégration du concept de clause critique à l'approche constructive. Bien que sanature se prête moins aisément à la prise en compte du voisinage des interprétations parcourues,celle-ci o�re une piste de choix pour de futures recherches.
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Chapitre 5Calcul de tous les MUS
Sommaire 5.1 HYCAM, une méthode hybride pour le calcul de tous lesMSS/MUS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 725.1.1 L'algorithme de [Li�ton & Sakallah 2005] . . . . . . . . . . . . . . 725.1.2 Calcul approché des MSS d'une formule . . . . . . . . . . . . . . . 765.1.3 Utilisation des MSS candidats pour la réduction de leur calcul exactet exhaustif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 785.1.4 Validation expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.2 Approcher l'ensemble des MUS par le calcul d'une couvertureinconsistante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 825.2.1 Extraire une couverture inconsistante stricte . . . . . . . . . . . . . 835.2.2 Approcher l'ensemble exhaustif des MUS . . . . . . . . . . . . . . . 865.3 Applications à la gestion de bases de connaissances proposition-nelles strati�ées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 885.3.1 Notions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 885.3.2 Algorithmes pour le calcul de bases maximales préférées . . . . . . 895.3.3 Calcul du seuil d'inconsistance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 905.3.4 Calcul exact des sous-bases préférées . . . . . . . . . . . . . . . . . 915.3.5 Tests expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 935.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97La localisation d'un MUS permet de fournir à l'utilisateur une explication minimale (entermes de cardinalité d'ensemble détenu de clauses) à l'incohérence d'une formule. Cependant,une même formule peut posséder plusieurs MUS. En fait, dans le pire cas, le nombre de MUSest même exponentiel ; une formule SAT composée de n clauses peut en e�et exhiber C

n/2
n MUS.Dans ce cas, le simple fait de les énumérer n'est pas réalisable en pratique. Fort heureusement, lenombre de MUS s'avère souvent limité dans les problèmes d'applications pratiques. Par exemple,en diagnostic de pannes [Hamscher et al. 1992], on suppose le plus souvent qu'une seule erreurest présente, ce qui peut induire un nombre plus limité de MUS.Dans ce chapitre sont décrites nos di�érentes contributions au calcul ou à l'approxima-tion de l'ensemble des MUS d'une formule CNF. Dans un premier temps, nous présentons unenouvelle technique algorithmique qui améliore la meilleure méthode complète connue, à savoirl'approche de [Li�ton & Sakallah 2005]. Ensuite, nous introduisons di�érents concepts visant àpallier l'explosion potentielle du nombre de MUS d'une formule en approximant de plusieurs71



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSMSS {c1, c2, c3, c5, c6} {c2, c3, c4, c6} {c3, c4, c5} {c2, c4, c5}(1) ↓ ↓ ↓ ↓CoMSS {c4} {c1, c5} {c1, c2, c6} {c1, c3, c6}(2) ⇓MUS {c2, c3, c4, c5} {c1, c4} {c4, c5, c6}Fig. 5.1 � Transformation de l'ensemble des MSS vers celui des MUSfaçons cet ensemble. En�n, nous discutons d'une application des notions et algorithmes mis enjeu dans ce chapitre à la gestion de bases de croyances strati�ées.Ces di�érentes contributions ont donné lieu à plusieurs publications [Grégoire et al. 2007a,Grégoire et al. 2007c, Grégoire et al. 2007e].5.1 HYCAM, une méthode hybride pour le calcul de tous lesMSS/MUSNous devons le meilleur algorithme connu pour dériver l'ensemble des MUS d'une formuleCNF à Mark Li�ton et Karem A. Sakallah. Dans cette partie du texte, nous proposons unehybridation de cet algorithme avec une recherche locale préliminaire, permettant un gain nonnégligeable en ressources pour ce calcul exhaustif.5.1.1 L'algorithme de [Li�ton & Sakallah 2005]D'une manière similaire à l'approche Dualize And Advance proposée précédemment par[Bailey & Stuckey 2005], la méthode de [Li�ton & Sakallah 2005] utilise la relation entre lesMUS et les Sous-formules Maximalement Satisfaisables (MSS) d'une formule.Dé�nition 5.1 (Formule Maximalement satisfaisable (MSS))Une formule maximalement satisfaisable ou MSS (pour Maximal Satis�able Subset en anglais)
Γ d'une instance SAT Σ est un ensemble de clauses tel que :1. Γ ⊆ Σ ;2. Γ est satisfaisable ;3. ∀∆ ⊆ (Σ\Γ) tel que ∆ 6= ∅, Γ ∪∆ est insatisfaisable.L'ensemble complémentaire d'un MSS par rapport à une instance SAT est appelé CoMSS.Dé�nition 5.2 (CoMSS)Le CoMSS d'un MSS Γ d'une instance SAT Σ est donné par Σ\Γ.Les CoMSS représentent donc les ensembles minimaux de clauses qui peuvent être ôtés àune formule pour en restaurer la consistance. On a donc la propriété suivante :72



5.1. HYCAM, une méthode hybride pour le calcul de tous les MSS/MUSPropriété 5.1Soient Σ une formule CNF, ω une interprétation complète, et Γ l'ensemble des clauses de Σfalsi�ées par ω. Γ est un sur-ensemble de l'un des CoMSS de Σ.Les concepts de CoMSS et MUS sont corrélés. Un CoMSS contient en e�et au moins uneclause de chaque MUS. Plus précisément, un CoMSS est un ensemble intersectant minimal (cf.dé�nition 3.2 page 40) de l'ensemble des MUS.De manière duale, chaque MUS d'une instance SAT est également un ensemble intersectantirréductible des CoMSS. De cette façon, bien que le MINIMAL-HITTING-SET soit un problème NP-di�cile, son irréductibilité rend ce problème moins gourmand en ressources. En fait, un MUSpeut même être déduit en temps polynomial à partir de l'ensemble des CoMSS.Exemple 5.1Soit Σ une formule CNF insatisfaisable telle que :
Σ = ∧ ( x1 ) c1

∧ (¬x3) c2

∧ (x2 ∨ x3) c3

∧ (¬x1) c4

∧ (x1 ∨ ¬x2) c5

∧ (x2) c6On fournit l'ensemble des MSS de Σ dans la première ligne de la �gure 5.1. Le calcul del'ensemble de ces MUS s'e�ectue en 2 étapes. Premièrement, le complémentaire de chaque MSS,appelé CoMSS, est produit (1). Il reste en second à calculer l'ensemble intersectant, qui s'obtienten calculant tous les ensembles contenant exactement une clause de chaque CoMSS (2). Lesensembles ainsi calculés sont les MUS de Σ.Le problème de la génération de tous les MUS est donc � relégué � au calcul exhaustifde tous les CoMSS. Dans cette optique, la méthode de [Li�ton & Sakallah 2005] (notée L&S)utilise un algorithme incrémental calculant des CoMSS de plus en plus grands (en nombre declauses impliquées), et par conséquent des MSS de plus en plus petits.Dans un premier temps, chaque clause ci de la formule est enrichie d'un nouveau littéral
¬yi. Ces littéraux, construits sur de nouvelles variables spécialement introduites, sont appe-lés sélecteurs de clause. Ils peuvent être vus comme des marqueur d'anormalité, au sens de[McCarthy 1986]. Ainsi, en résolvant cette nouvelle formule, l'a�ection de yi à faux a pour e�etde désactiver, ou supprimer ci de l'instance, en la satisfaisant trivialement.Exemple 5.2Soit Σ la formule CNF insatisfaisable représentée ci-dessous.

Σ Σy

c1 : ¬c ∨ ¬b
c2 : ¬a ∨ ¬c
c3 : c
c4 : a ∨ b
c5 : ¬c ∨ d
c6 : b ∨ ¬d
c7 : ¬a ∨ e
c8 : ¬e

=⇒

c1 : ¬c ∨ ¬b ∨ ¬y1

c2 : ¬a ∨ ¬c ∨ ¬y2

c3 : c ∨ ¬y3

c4 : a ∨ b ∨ ¬y4

c5 : ¬c ∨ d ∨ ¬y5

c6 : b ∨ ¬d ∨ ¬y6

c7 : ¬a ∨ e ∨ ¬y7

c8 : ¬e ∨ ¬y8 73



Chapitre 5. Calcul de tous les MUS
c1

c2

c3

c4

c5 c6

c7

c8

Fig. 5.2 � MUS de l'exemple 5.2
Σ est construite sur 5 variables et contient 8 clauses. Celles-ci forment 3 MUS : MUS1

Σ =
{c1, c2, c3, c4}, MUS2

Σ = {c1, c3, c5, c6} et MUS3
Σ = {c1, c3, c4, c7, c8}, représentés en �gure 5.2.La première étape transforme Σ en Σy par l'ajout de sélecteurs de clauses.On exécute sur Σy un DPLL modi�é qui n'autorise qu'un certain nombre de sélecteurs declauses à être falsi�és. Pour chaque valeur de cette borne, initialisée à 1 et incrémentée à chaqueitération, une recherche exhaustive est e�ectuée pour déterminer tous les modèles de Σy. Deces modèles peuvent être déduits les CoMSS de Σ : ceux-ci sont en e�et constitués des clausessatisfaites par un des littéraux ajoutés.Exemple 5.3Leur retrait � casse � donc toutes ses sources d'inconsistance et restaure sa satisfaisabilité.Quand un modèle de Σy est trouvé, le CoMSS correspondant est enregistré, et On considèreles formules Σ et Σy de l'exemple 5.2. Lors de la première itération de l'algorithme L&S (avec uneborne à 1 sur les sélecteurs de clauses), 2 modèles à Σy sont exhibés : ωy = {¬a, b, c, d,¬e,¬y1}et ω′

y = {¬a, b,¬c,¬d,¬e,¬y3}. On peut donc en déduire que {c1} et {c3} sont des CoMSS dela formule Σ. Elles sont en e�et les seules clauses à appartenir aux 3 MUS de la formule (cf.�gure 5.2). une clause empêchant de recalculer cette solution (ainsi que tous ses sur-ensembles)est insérée dans Σy. Cette contrainte, appelée clause bloquante est constituée de la disjonctiondes variables yi des clauses formant le CoMSS trouvé.Exemple 5.4Après la première itération de L&S sur la formule Σy de l'exemple 5.2, les CoMSS {c1} et
{c3} sont générés. Les clauses bloquantes y1 et y3 sont donc ajoutées à la formule, qui devient
Σ1

y = Σy ∧ (y1) ∧ (y3). De la même manière, après la deuxième itération (où l'on autorise cettefois 2 sélecteurs de clause à être falsi�és), on obtient les CoMSS {c4, c5} et {c4, c6}, et la formuleévolue en Σ2
y = Σ1

y ∧ (y4 ∨ y5) ∧ (y4 ∨ y6).Sans l'augmentation de la formule par ces clauses, lors de la deuxième itération de l'algo-rithme, l'ensemble C = {c3, c8} pourrait être dérivé comme CoMSS. Or, celui-ci n'en est pas un,
{c3} ayant déjà été extrait. C n'est donc pas minimal pour l'inclusion, et n'est en conséquencepas un CoMSS de Σ.L'algorithme décrit permet donc d'obtenir des CoMSS de plus en plus grands, en incré-mentant la borne sur les sélecteurs de clauses. Toutefois, il existe une valeur au-delà de laquelleil n'existe plus de tels ensembles de clauses. Comment la déterminer ?La méthode proposée consiste à véri�er que la nouvelle instance augmentée des clausesbloquantes est toujours satisfaisable sans aucune borne sur les variables yi, avant d'incrémenter74



5.1. HYCAM, une méthode hybride pour le calcul de tous les MSS/MUS
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¬c ∨ ¬b ∨ ¬y1

¬a ∨ ¬c ∨ ¬y2

c ∨ ¬y3

a ∨ b ∨ ¬y4

¬c ∨ d ∨ ¬y5

b ∨ ¬d ∨ ¬y6

¬a ∨ e ∨ ¬y7

¬e ∨ ¬y8

Σy

{

y1

y3

Σy

{

Σy

{

y4 ∨ y5

y4 ∨ y6

Σy
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y2 ∨ y5 ∨ y7

y2 ∨ y5 ∨ y8

y2 ∨ y6 ∨ y7

y2 ∨ y6 ∨ y8Fig. 5.3 � Évolution de la CNFla borne courante pour une nouvelle recherche. Si ce n'est pas le cas, l'ensemble exhaustif desCoMSS a été extrait, puisque toute interprétation falsi�e un sur-ensemble des CoMSS de laformule (cf. propriété 5.1). L'algorithme termine ainsi son exécution. Dans le cas contraire, laborne est incrémentée et une nouvelle recherche vers de plus grands CoMSS est e�ectuée.Exemple 5.5Au terme de la première itération de L&S, un test de consistance sur Σ1
y est lancé (sans borne surles sélecteurs de clauses). Clairement, cette CNF est satisfaisable. Après extraction des CoMSSde taille 2, une véri�cation similaire est e�ectuée sur Σ2

y. Celle-ci est consistante : l'un de sesmodèles est par exemple ω2
y = {a,¬b, c,¬d, e, y1,¬y2, y3,¬y5,¬y8}. La troisième itération est ladernière ; elle permet la génération des CoMSS {c2, c5, c7}, {c2, c5, c8}, {c2, c6, c7} et {c2, c6, c8},et la formule Σ3

y dont l'évolution est synthétisée en �gure 5.3 est insatisfaisable, ce qui garantitl'obtention de tous les CoMSS de la formule originale Σ.D'un point de vue pratique, l'algorithme L&S tel qu'il est présenté ici ne nécessite que de lé-gères modi�cations d'une méthode complète de type DPLL, puisque le problème de la générationde CoMSS est e�ectué à travers la recherche des modèles d'une formule. Il peut donc béné�cier desrécents progrès algorithmiques sur SAT (structures � paresseuses �, prétraitement de la formule,apprentissage de � nogoods �, etc.). L'implémentation e�ectué par [Li�ton & Sakallah 2005] estbasé sur Minisat [Eén & Sörensson], qui est connu pour être l'un des meilleurs solveurs modernes.L'approche L&S est résumée dans l'algorithme 9.Dans les paragraphes suivants, nous introduisons une hydridation de l'approche L&S avecune recherche locale permettant de restreindre les ressources nécessaires à la génération desCoMSS d'une formule CNF. La seconde partie de l'algorithme, calculant l'ensemble completdes MUS à partir des CoMSS, est e�ectuée à travers l'hypergraph transversal problem, et seraconsidérée telle quelle. 75



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSFonction extrait_CoMSS(Σ : une CNF insatisfaisable) : l'ensemble des CoMSS de
Σ

Σy ←− ajout_selecteur_clause ;
borne←− 1 ;
CoMSS ←− ∅ ;Tant que (Σy est satisfaisable) faire[La fonction � DPLL_avec_borne � calcule tous les CoMSS de Σy de tailleborne et ajoute les clauses bloquantes à cette formule]

CoMSS ←− CoMSS ∪ DPLL_avec_borne(Σy, borne) ;
borne←− borne + 1 ;FaitRetourner CoMSS ;Fin Algorithme 9 � Calcul de tous les CoMSS par [Li�ton & Sakallah 2005]5.1.2 Calcul approché des MSS d'une formuleDans cette section, nous montrons comment la méthode présentée précédemment peut êtregrandement améliorée en l'hybridant avec une recherche locale préliminaire, qui jouera le rôled'oracle pour le processus de recherche exhaustive. Cette nouvelle approche est baptisée HYCAM(pour HYbridization for Computing All MUS en anglais).En premier lieu, présentons notre méthode de manière intuitive. Clairement, une (rapide)recherche locale initiale, exécutée à la recherche d'un modèle, peut rencontrer certains MSS (parrapport à l'ensemble d'interprétations parcourues). Quand ce phénomène se produit, il peut êtreutile de conserver les CoMSS correspondants, pour éviter d'avoir à les calculer par la suite demanière complète. De plus, plutôt que de véri�er si nous sommes en présence d'un MSS ou non,on préfère enregistrer le CoMSS candidat correspondant ; celui-ci sera ensuite véri�é durant lapartie complète de l'algorithme.Clairement, nous avons à étudier quelles interprétations parcourues par la recherche lo-cale peuvent conduire à de bons candidats aux CoMSS et des critères doivent être dé�nis pourconserver un nombre limité de CoMSS potentiels. Dans cette optique, le concept de clause cri-tique peut se révèler extrêmement utile, dans le sens où il fournit une condition nécessaire à la� CoMSS-candidature � qui peut être véri�ée très rapidement. Quand un ensemble de candi-dats aux CoMSS est enregistré, l'approche incrémentale de [Li�ton & Sakallah 2005] peut alorsexploiter cette information d'une manière e�cace.D'une manière plus détaillée, un algorithme de recherche locale est exécuté sur l'instanceSAT initiale. Le but est d'enregistrer autant de CoMSS potentiels que possible, en se basant surle fait que cette famille d'algorithmes convergent vers les minima locaux, ce qui peut se transcrireen de bonnes approximations de MSS. Une approche directe consiste à conserver pour chaque in-terprétation parcourue l'ensemble de clauses falsi�ées. Cependant, il semble inutile d'enregistrerles sur-ensembles de CoMSS candidats ; ceux-ci ne sont clairement pas des CoMSS, puisqu'ils nesont pas minimaux par rapport à l'inclusion ensembliste. Dans ce but, nous avons adapté unetechnique de gestion de la sous-sommation proposée par [Zhang 2005], basée sur des listes d'oc-76



5.1. HYCAM, une méthode hybride pour le calcul de tous les MSS/MUSFonction RL_approximation(Σ : une CNF insatisfaisable) : un ensemble de CoMSScandidats
cand ←− ∅ ;
#echec ←− 0 ;
ω ←− genere_interpretation_aleatoire() ;Tant que ((#echec < #NB_ECHECS_AUTORISES)) faire

nouveauCand ←− FAUX ;Pour j = 1 à #FLIPS faireSoit ∆ l'ensemble des clauses falsi�ées par ω ;Si ((∀C ∈ ∆, C est critique) ET ∆ n'est pas impliqué par cand) AlorssupprimeEnsembleImpliqué(∆,cand ) ;
cand ←− ∆ ∪ cand ;
nouveauCand ←− VRAI ;Fin Si�ip(ω) ;Si (non(nouveauCand)) Alors #echec ←− #echec + 1 ; Fin SiFin PourFaitRetourner Σ ;FinAlgorithme 10 � Approximation de l'ensemble des CoMSS par la recherche localecurrence et des opérations ensemblistes. Sommairement, l'intersection des clauses d'une formule

Σ où apparaissent tous les littéraux d'une clause c permet de fournir l'ensemble des clauses de
Σ que c sous-somme (backward subsumption). L'opération inverse (forward subsumption), per-mettant de savoir si une nouvelle clause est sous-sommée, utilise un marquage des littéraux ausein des clauses, et reprend le concept de watched literals a�n d'accélérer son traitement. Enadaptant cette technique aux ensembles de clauses plutôt qu'aux ensembles de littéraux, seulsles CoMSS candidats minimaux pour l'inclusion parmi l'ensemble de clauses falsi�ées déjà calculésont enregistrés.Exemple 5.6Soit une recherche locale exécutée sur une instance Σ. Si deux interprétations parcourues fal-si�ent les ensembles de clauses {ci, cj , ck} et {cj , ck}, il n'est d'aucune utilité de conserver lepremier ensemble de clauses. Celui-ci ne peut être un CoMSS de la formule, puisque la décou-verte du deuxième ensemble prouve qu'il n'est pas minimal (son complémentaire n'est donc pas� maximalement satisfaisable �).Ainsi, la technique de [Zhang 2005] est utilisée pour ne conserver à chaque étape que lesensembles de clauses minimaux pour l'inclusion. En outre, nous avons également exploité leconcept de clause critique, qui s'est révèlé e�cace pour la localisation et l'isolation d'un MUS,quand il est allié à un algorithme incomplet de recherche locale (cf. Chapitre 4).Intuitivement, une clause critique est donc une clause falsi�ée qui nécessite qu'une autreclause soit à son tour falsi�ée pour qu'elle soit satisfaite, en e�ectuant un unique �ip. La propriétésuivante montre comment ce concept permet d'éliminer facilement de mauvais candidats CoMSS.77



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSFonction HYCAM(Σ : une CNF insatisfaisable) : l'ensemble des MSS de Σ
cand←− RL_approximation(Σ) ;
k ←− 0 ;
Σy ←− AjoutSelecteurClauses_Yi(Σ) ;
MSS ←− ∅ ;Tant que (SAT(Σy)) fairesupprimeEnsembleImpliqué({Σ\C|C ∈MSS},cand) ;

Σy ←− ClausesBloquantesTaille(k,cand) ; MSS ←− MSS ∪ {Σ\C|C ∈ candet |C| = k} ;
MSS ←−MSS ∪ SAT_avec_borne(k,Σy) ;
k ←− k + 1 ;FaitRetourner MSS ;Fin Algorithme 11 � HYCAMPropriété 5.2Soient Σ une instance SAT et ω une interprétation. Soit Γ un sous-ensemble non vide de Σ telque toutes les clauses de Γ soient falsi�ées par ω. Quand au moins une clause de Γ n'est pascritique par rapport ω, alors Γ est n'est pas un CoMSS de Σ.PreuvePar dé�nition, quand une clause cf de Γ n'est pas critique par rapport à ω, il existe un littéral

c ∈ cf dont la valeur de vérité peut être inversée (ou � �ippée �) sans falsi�er aucune autre clausede Σ. Γ n'est donc pas minimal et ne peut être un CoMSS de Σ. �En pratique, tester si les clauses falsi�ées sont critiques peut s'e�ectuer e�cacement etévite à avoir à enregistrer de trop nombreux CoMSS candidats, ce qui peut s'avérer assez lourden conjonction de la gestion de ces ensembles de clauses par la technique de [Zhang 2005].En considérant ces caractéristiques, une recherche locale est exécutée sur l'instance SATinitiale, et retourne une série de CoMSS candidats. Cette information s'avère extrêmement utile,et permet d'améliorer en pratique l'étape complète de L&S. La façon dont sont utilisées lesinformations fournies par cette procédure est détaillée dans le paragraphe suivant.5.1.3 Utilisation des MSS candidats pour la réduction de leur calcul exact etexhaustifL'algorithme L&S est incrémental dans le sens où il calcule progressivement des CoMSSde plus en plus grands. Ainsi, après que n itérations aient été e�ectuées, tous les CoMSS dont lacardinalité est inférieure ou égale à n ont été générés. Clairement, si grâce à la recherche localepréliminaire, on a enregistré des CoMSS candidats contenant exactement n + 1 clauses qui nesont pas des sur-ensembles des CoMSS déjà calculés, nous avons la garantie que ceux-ci sont devrais CoMSS. Ainsi, nous n'avons pas à les calculer, et les clauses bloquantes correspondantespeuvent être insérées directement. Clairement, il n'est donc pas nécessaire d'e�ectuer le test SAT78



5.1. HYCAM, une méthode hybride pour le calcul de tous les MSS/MUS
c3 :(a ∨ ¬c)

c1 :(b ∨ c)

c11 :(a ∨ ¬b ∨ c)

c9 :(¬a ∨ b ∨ ¬c)
c5 :(¬a ∨ ¬b)

c2 :(a ∨ b)

c10 :(¬a ∨ b ∨ ¬d)

c12 :(a ∨ ¬b ∨ ¬d)

c0 :(d)

c4 :(¬b ∨ ¬e)

c6 :(a ∨ e)

c7 :(¬a ∨ ¬e)

c8 :(b ∨ e)Fig. 5.4 � MUS de l'exemple 5.7au terme de la nème itération, puisque nous avons connaissance de l'existence de plus grandsCoMSS. De plus, l'insertion préalable de clauses bloquantes permet d'éviter à la fois des testsNP-complets et CoNP-complets pendant la recherche. Ceci est illustré par l'exemple suivant.Exemple 5.7Soient Σ une instance insatisfaisable, et Σy l'instance SAT correspondante augmentée des litté-raux ¬yi, sélecteurs de clauses de L&S.
Σ =







































c0 : (d) c1 : (b ∨ c)
c2 : (a ∨ b) c3 : (a ∨ ¬c)
c4 : (¬b ∨ ¬e) c5 : (¬a ∨ ¬b)
c6 : (a ∨ e) c7 : (¬a ∨ ¬e)
c8 : (b ∨ e) c9 : (¬a ∨ b ∨ ¬c)
c10 : (¬a ∨ b ∨ ¬d) c11 : (a ∨ ¬b ∨ c)
c12 : (a ∨ ¬b ∨ ¬d)

Σ est une formule insatisfaisable composée de 13 clauses qui sont construites sur 5 variables.
Σ contient 3 MUS, représentés par la �gure 5.4, et admet 19 MSS. Supposons que L&S etHYCAM soient tous deux exécutés avec cette instance en entrée. Ses clauses sont augmentées parles littéraux négatifs ¬yi, jouant le rôle de sélecteurs de clauses. Supposons également que larecherche locale e�ectuée par HYCAM fournisse 4 CoMSS candidats : {c5}, {c3, c2}, {c0, c1, c2} et
{c3, c8, c10}.Si les variables à a�ecter sont choisies dans l'ordre lexicographique, alors a et b sont d'abordassignées à vrai et c5 est falsi�ée. L&S tente alors de prouver que cette clause forme un CoMSS,ce qui nécessite un test NP-complet (il a en e�et à trouver un modèle à la formule Σ\{¬a ∨
¬b} ∪ {a, b}). Au contraire, avec HYCAM, la clause bloquante y5 est ajoutée avant la premièreitération de l'algorithme complet, puisque la recherche locale a auparavant retourné ce CoMSS.En conséquence, quand a et b sont a�ectées à vrai , l'algorithme DPLL fait immédiatement unretour en arrière (� backtrack �), puisque l'ensemble insatisfaisable {y5,¬y5} a été obtenu, sansnécessiter aucun test NP-complet.D'une manière similaire, l'introduction de clauses bloquantes additionnelles par HYCAM ré-duit le nombre de tests CoNP-complets e�ectués. Par exemple, supposons que e soit la premièrevariable assignée (à faux ) et que les variables suivantes soient a�ectées dans l'ordre lexicogra-79



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSInstance (#v,#c)#MSS #CoMSS L&S HYCAMcand. réels (sec.) (sec.)hole6 (42,133) 133 133 133 0.040 0.051hole7 (56,204) 204 204 204 0.75 0.33hole8 (72,297) 297 293 293 33 1.60hole9 (90,415) 415 415 415 866 30hole10 (110,561) 561 559 559 7159 255x1_16 (46,122) 122 122 122 0.042 0.041x1_24 (70,186) 186 186 186 7.7 0.82x1_32 (94,250) 250 241 241 195 28x1_40 (118,314) 314 314 314 2722 486Tab. 5.1 � L&S vs HYCAM sur des instances globalement insatisfaisablesphique. Quand a et b sont a�ectées à vrai , L&S essaie de nouveau de prouver que {c5} estun CoMSS. Puisque ¬e est une conséquence logique de Σ\{¬a ∨ ¬b} ∪ {a, b}, il n'existe aucunmodèle à Σ\{¬a ∨ ¬b} ∪ {a, b,¬e}. Clairement, un tel test est dans CoNP. Grâce aux CoMSScandidats fournis préalablement par HYCAM, on peut éviter de parcourir cette partie de l'espacede recherche. En e�et, puisque l'on sait que {c5} est un CoMSS de Σ, quand a et b sont a�ectéesà vrai , plus aucun test CoNP n'est nécessaire, avec cette interprétation partielle.Comme le montre cet exemple, l'introduction de chaque clause bloquante obtenue parl'hybridation proposée avec une RL peu coûteuse en ressources permet d'éviter un test NP et uncertain nombre (qui varie de 0 à un nombre exponentiel en la taille de la formule) de tests CoNP.De plus, les tests véri�ant l'existence d'autres CoMSS ne sont plus nécessaires, si au moins uncandidat retourné n'est pas un sur-ensemble des CoMSS déjà obtenus.5.1.4 Validation expérimentaleHYCAM a été implémenté et comparé à L&S d'un point de vue pratique. Pour ces deuxalgorithmes, l'étape complète est basée sur l'architecture de MiniSat [Eén & Sörensson], qui està ce jour l'un des meilleurs solveurs SAT. Comme cas d'étude, Walksat [Kautz et al. 2004] a étéutilisée pour le prétraitement incomplet. Les nombres de tries et de �ips e�ectués par la recherchelocale ne sont pas �xes, mais dépendent de l'e�cacité de cette méthode à trouver de nouveauxCoMSS. En fait, à chaque � étape �, on e�ectue un petit nombre de �ips, et si aucun nouveaucandidat n'est capturé, un compteur d'échecs est incrémenté. Quand ce compteur atteint un seuil(expérimentalement �xé à 30), on considère qu'aucun nouveau candidat ne peut être obtenu� facilement � (i.e. sans e�ectuer un grand nombre de mouvements dans l'espace de recherche)par cette méthode. Cette technique de terminaison o�re un bon compromis entre le nombre deCoMSS extraits et le temps passé à leur découverte. D'ailleurs, pour toutes les expérimentationse�ectuées, cette étape préliminaire ne dépasse pas 5% du temps de calcul global de HYCAM.Nos tests expérimentaux ont été conduits sur des processeurs Intel Xeon 3GHz sous LinuxCentOS 4.1. (kernel 2.6.9) avec 2 Go de mémoire vive. Dans l'ensemble des tables reportant lesexpérimentations conduites, sont notés de gauche à droite : le nom de l'instance testée (Instance),ses nombres de variables et clauses (#v,#c), le nombre de MSS extraits (#MSS), les nombresde CoMSS candidats et réels calculés par la recherche locale de HYCAM (#CoMSS cand., réel,respectivement) et en�n le temps en secondes mis par L&S et HYCAM pour e�ectuer le calcul.80



5.1. HYCAM, une méthode hybride pour le calcul de tous les MSS/MUSInstance (#v,#c) #MSS #CoMSS L&S HYCAMcand. réels (sec.) (sec.)rand_net40-25-10 (2000,5921) 5123 4318 2729 893 197rand_net40-25-5 (2000,5921) 4841 6950 598 650 174rand_net40-30-10 (2400,7121) 5831 3458 2405 1748 386rand_net40-30-1 (2400,7121) 7291 4380 662 1590 1325rand_net40-30-5 (2400,7121) 5673 2611 2507 2145 402ca032 (558,1606) 1173 1159 1159 4 1ca064 (1132,3264) 2412 2324 2263 59 3ca128 (2282,6586) 4899 2878 2422 691 18ca256 (4584,13236) 9882 9553 9064 time out 2772pipe (892,6695) 3571 2094 1849 130 362pipe_1_ooo (834,7026) 3679 1822 1587 52 302pipe_2_ooo (925,8213) 5073 2286 1825 148 613pipe_1_ooo (2223,26561) 17359 7327 3481 5153 2487am_5_5 (1076,3677) 1959 3250 65 68 57c432 (389,1115) 1023 1019 1019 4 1c880 (957,2590) 2408 2141 1866 28 3bf0432-007 (1040,3668) 10958 3332 2136 233 98velev-sss-1.0-cl (1453,12531) 4398 2987 2154 1205 513Tab. 5.2 � L&S vs HYCAM sur di�érentes instances SAT di�cilesLes CoMSS candidats et réels désignent respectivement les ensembles de clauses retournés par larecherche locale préliminaire comme CoMSS potentiels, et les ensembles de clauses qui parmi euxse sont avérés être e�ectivement des CoMSS. La table 5.3 contient de plus les colonnes � #MUS �indiquant le nombre de MUS de l'instance et � MSS→MUS � le temps nécessaire à leur calcul.Pour toutes ces expérimentations, une limite de temps de 3 heures CPU a été respectée. Au delàde cette limite, la note � time out � est reportée.Tout d'abord, dans la table 5.1, nous présentons des résultats expérimentaux sur le calculde MSS sur le célèbre problème dit � des pigeons � ainsi que sur les benchmarks � xor-chains �[SATLIB], qui sont des instances globalement inconsistantes, dans le sens où retirer n'importelaquelle de leurs clauses restaure la consistance de la formule ; ce sont donc des MUS. Clairement,de telles instances possèdent un nombre de CoMSS égal au nombre de clauses dont elles sontcomposées, et chacun est de taille 1. On a donc la garantie d'un nombre polynomial (et mêmelinéaire) de CoMSS. En pratique, un écart signicatif peut être observé en faveur de HYCAM. Desurcroît, la di�érence de temps grandit avec la taille de l'instance. En fait, pour ces instances, larecherche locale réussit la plupart du temps à calculer l'ensemble des CoMSS, et l'étape complèteest souvent réduite à un test d'insatisfaisabilité. Au contraire, L&S doit explorer de nombreuxn÷uds supplémentaires de l'arbre de recherche pour prouver que chacune de ces clauses est unCoMSS avant de les retourner.Dans la table 5.2, les résultats expérimentaux sur des benchmarks plus di�ciles, extraitsde la compétition SAT annuelle [Compétitions SAT], sont reportés. Leur nombre de CoMSS estsouvent exponentiel, et leur calcul exhaustif impossible en pratique. Nous avons donc réduit larecherche aux CoMSS de taille inférieure à 5 clauses. Comme ces résultats le montrent, HYCAMsurpasse L&S. Par exemple, considérons l'instance rand_net40-30-10. Cette formule contient81



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSInstance (#v,#c) #MSS #CoMSS L&S HYCAM #MUS MSS→MUScand.réels (sec.) (sec.) (sec.)mod2-3c-u-9-8 (87, 232) 232 232 232 3745 969 1 0.006mod2-r3-u-105-3 (105, 280) 280 280 280 2113 454 1 0.0082pipe (892, 6695) 10221 3142 1925 298 226 > 2.105 time outphp-012-011 (132, 738) 738 734 734 time out 2597 1 0.024hcb3 (45, 288) 288 288 288 10645 6059 1 0.0061dlx_mc_ex_f (776, 3725) 1763 946 665 10.4 6.8 > 3.105 time outhwb-n20-02 (134, 630) 622 588 583 951 462 1 0.01hwb-n22-02 (144, 688) 680 627 626 2183 811 1 0.025ssa2670-141 (986, 2315) 1413 1374 1341 2.83 1.08 16 0.15clqcolor-08-05-06 (116, 1114) 1114 1114 1114 107 62 1 0.007dlx2_aa (490, 2804) 1124 1020 970 3.12 0.94 32 0.023addsub.boehm (492, 1065) 1324 20256 347 35 29 > 6.105 time outTab. 5.3 � L&S vs HYCAM : calcul de tous les MUS5831 MSS (dont le complémentaire n'excède pas la limite �xée). L&S et HYCAM fournissent cerésultat en 1748 et 386 secondes, respectivement. Pour l'instance ca256, HYCAM extrait 9882 MSSen moins de 5 minutes tandis que L&S ne peut les calculer en 3 heures de temps CPU. Notonségalement que HYCAM peut également retourner des CoMSS contenant 5 clauses après que lecalcul soit e�ectué, puisque tous les ensembles de cette taille qui ne sont pas des sur-ensemblesde CoMSS calculés sont également des CoMSS.Dans la table 5.3, des résultats sur des benchmarks di�ciles pour le calcul de l'ensemble desMSS et des MUS sont donnés. Comme expliqué plus haut, les deux approches, que ce soit L&Sou HYCAM, nécessitent l'obtention préalable de tous les MSS pour calculer l'ensemble des MUS.Comme le calcul des MSS est permis en un moindre coût par HYCAM, celui-ci permet d'obtenirl'ensemble complet des MUS pour de nombreuses formules, et ceci plus rapidement qu'avec L&S.Clairement, quand le nombre de MSS ou de MUS est exponentiel, les calculer et les énumérerexhaustivement se révèle impossible en pratique.Par exemple, L&S n'a pas été capable de calculer tous les MSS de l'instance php-012-011en 3 heures de temps CPU, et ne peut donc découvrir son unique MUS. HYCAM l'extrait quant à luien 2597 secondes. Sur tous les benchmarks ayant un nombre limité de MUS, HYCAM est clairementplus e�cace que L&S. Ainsi, L&S et HYCAM découvrent les 32 MUS de dlx2_aa en 3,12 et 0,94secondes, respectivement. On remarque en outre que le temps additionnel passé à calculer tousles MUS à partir des MSS est souvent très court quand leur nombre rend ce problème traitable.5.2 Approcher l'ensemble des MUS par le calcul d'une couvertureinconsistanteComme nous l'avons vu, les techniques calculant de manière exhaustive tous les MUS d'uneformule peuvent se montrer inutilisables en pratique, car leur nombre est exponentiel en la taillede l'instance, dans le pire cas. Si pour de nombreux problèmes issus d'applications réelles, lenombre de MUS est souvent limité, rien ne peut cependant le garantir. Il semble donc naturel82



5.2. Approcher l'ensemble des MUS par le calcul d'une couverture inconsistantede chercher à approximer l'ensemble des MUS d'une instance le plus précisément possible, a�nde pouvoir également réparer ce type de formule.Nous proposons deux types d'approximation à l'ensemble des MUS : dans un premiertemps, nous étudions l'intérêt des couvertures inconsistantes strictes, puis une méthode heuris-tique permettant d'extraire un grand nombre (polynomial) de MUS.5.2.1 Extraire une couverture inconsistante stricteL'incohérence d'une formule CNF peut avoir di�érentes causes, mais celles-ci sont parfoisconnectées. Nous introduisons ici une nouvelle méthode pour calculer des MUS indépendants,c'est-à-dire ne partageant aucune clause. Cette idée est principalement motivée par le fait quedes MUS indépendants expriment des causes indépendantes, ou non corrélées, d'inconsistance ausein d'une même formule.Une telle approximation doit fournir un nombre su�sant de cause d'incohérence tout engarantissant un nombre polynomial de MUS. Ceci conduit au concept de couverture inconsistantestricte d'une formule contradictoire.Dé�nition 5.3 (couverture inconsistante (stricte))Deux ensembles de clauses sont dits indépendants si et seulement si leur intersection est vide. Unecouverture inconsistante (stricte) IC d'une formule SAT insatisfaisable Σ est l'union ensemblistede MUS (indépendants) de Σ telle que Σ\IC est satisfaisable.Assez clairement, une même instance SAT peut exhiber plusieurs couvertures inconsistantesstrictes. En outre, comme le montre l'exemple suivant, leur � taille � (c'est-à-dire le nombre deMUS qu'elles contiennent) peut également être variable.Exemple 5.8Soit Σ = {a, b,¬a ∨ ¬b,¬a, c,¬c ∨ a} une formule CNF. Les MUS de Σ, représentés par undiagramme de Venn en �gure 5.5, sont au nombre de 3 : MUS1 = {a,¬a}, MUS2 = {a, b,¬b∨¬a}et MUS3 = {¬a, c,¬c∨ a}. Σ admet 2 couvertures inconsistantes strictes, qui sont IC1 = MUS1et IC2 = MUS2 ∪MUS3 . En e�et, le retrait de l'un de ces ensembles de MUS restaure clairementla satisfaisabilité de Σ.Un résultat direct du concept de couverture inconsistante stricte permet d'obtenir uneborne minimale sur le nombre de clauses qui sont falsi�ées par une solution MaxSat d'une instanceinsatisfaisable.Propriété 5.3Soient Σ une instance insatisfaisable et IC une couverture inconsistante stricte de Σ. Soit |IC |le nombre de MUS indépendants contenus dans IC . Pour toute interprétation ω de Σ, au moins
|IC | clauses de Σ sont falsi�ées par ω.PreuvePar dé�nition, une couverture inconsistante stricte contient des MUS disjoints par rapport auxclauses qui les composent. Puisque pour toute interprétation ω, au moins une clause par MUSest falsi�ée, au moins |IC | clauses sont donc falsi�ées par ω. �Exemple 5.9Considérons la formule Σ de l'exemple 5.8. Si l'extraction de IC2 fournit le résultat exact àMaxSat, il n'en est pas de même pour IC1 : la suppression de cet unique MUS � casse � 2 autres83



Chapitre 5. Calcul de tous les MUS
a ¬a

b
¬a ∨ ¬b

¬a ∨ ¬c
c

Fig. 5.5 � MUS de l'exemple 5.8Fonction ICMUS(Σ : une formule insatisfaisable) : une couverture inconsistantestricte de Σ
IC ←− ∅ ;Tant que (Σ est insatisfaisable) faire

MUS ←−OMUS(Σ) ;
IC ←− IC ∪MUS ;
Σ←− Σ \MUS ;FaitRetourner IC ;Fin Algorithme 12 � ICMUS (�nd a strict Inconsistent Cover of MUS)MUS disjoints, et il est assez facile de comprendre ici que la couverture inconsistante stricte nepeut fournir qu'une borne inférieure pour une solution MaxSat, la plupart du temps.D'un point de vue diagnostic, bien qu'une couverture inconsistante stricte ne contiennepas nécessairement l'ensemble exhaustif des MUS présents au sein d'une formule, elle fournitune série d'explications minimales qui est su�sante pour expliquer et potentiellement réparerassez de sources d'inconsistance pour restaurer la satisfaisabilité de la formule entière si ellessont toutes réparées. De surcroît, certaines formules possèdent des MUS très petits comparés àla taille de l'instance ; supprimer ou réparer ces MUS est souvent su�sant pour restaurer leurcohérence.Comme les couvertures inconsistantes strictes sont composées de MUS indépendants, unefaçon de les obtenir est d'extraire un MUS, de le retirer de la formule, et de répèter ces opérationsjusqu'à ce que la sous-formule courante soit consistante. Cette méthode est appelée ICMUS (enanglais : �nd a strict Inconsistent Cover of MUSes) et est décrite dans l'algorithme 12. D'unemanière similaire à (A)OMUS, le test d'incohérence CoNP de la boucle principale est substitué enpratique par un échec de la recherche locale à trouver un modèle de la formule. Un gain conséquentpeut alors être observé en pratique, tout en conservant la complétude de l'algorithme, puisque sila formule est satisfaisable, aucun MUS ne pourra en être extrait, et la procédure stoppera sonexécution en temps �ni.Pour tester la viabilité de ce concept, une couverture inconsistante stricte a été extraitede nombreux benchmarks pour SAT, provenant pour la plupart de la compétition annuelle84



5.2. Approcher l'ensemble des MUS par le calcul d'une couverture inconsistanteInstance #var #cla Temps #MUS de la couverture(#var,#cla) pour chaque MUSdp02u01 213 376 1.19 1 (47,51)dp03u02 478 1007 362 1 (327,760)23.cnf 198 474 2.68 1 (165,221)42.cnf 378 904 9 1 (315,421)fpga10_11_uns_rcr 220 1122 56 2 (110,561) (110,561)fpga11_12_uns_rcr 264 1476 128 2 (132,738) (132,738)ca002 26 70 0.61 1 (20,39)ca004 60 168 1.11 1 (49,108)ca008 130 370 5.26 1 (110,255)term1_gr_rcs_w3 606 2518 6180 11 (12,22) (21,33) (30,58) (12,22)(12,22) (12,22) (12,22) (12,22)(12,22) (24,39) (21,33)C220_FV_RZ_14 1728 4508 28 1 (10,14)C220_FV_RZ_13 1728 4508 46 1 (9,13)C170_FR_SZ_96 1659 4955 18 1 (81,233)C208_FA_SZ_121 1608 5278 21 1 (18,32)C168_FW_UT_851 1909 7491 83 1 (7,9)C202_FW_UT_2814 2038 11352 304 1 (15,18)jnh208 100 800 14 1 (76,119)jnh302 100 900 63 2 (27,28) (98,208)jnh310 100 900 184 2 (12,13) (90,188)ezfact16_1 193 1113 203 1 (37,54)ezfact16_2 193 1113 104 1 (32,41)ezfact16_3 193 1113 207 1 (63,128)3col40_5_3 80 346 4.64 1 (64,136)fphp-012-010 120 1212 57 1 (120,670)Tab. 5.4 � Couvertures inconsistantes strictes de di�érentes classes de formules[Compétitions SAT]. Dans la table 5.4, quelques résultats expérimentaux sont donnés. Sans sur-prise, de nombreux problèmes insatisfaisables possèdent de très petites couvertures inconsistantesen terme de nombre de clauses. Considérons par exemple la formule ezfact16_2. Cette instancecontient 1113 clauses, en particulier un MUS de 41 clauses. Ce MUS est en fait une couvertureinconsistante stricte car son retrait restaure la cohérence de la formule. Le travail d'analyse etde réparation de l'insatisfaisabilité en est donc d'autant réduit, et permet de concentrer notreattention sur cette zone d'incohérence.L'instance industrielle term1_gr_rcs_w3 possède quant à elle une couverture inconsistantestricte constituée de 11 petits MUS. Grâce à ce résultat, on peut déduire que toute interprétationfalsi�e au moins 11 clauses. En e�et, comme montré par la propriété 5.3, ce type de couvertureinduit une borne minimale sur le nombre de clauses falsi�ées par une interprétation MaxSat.Notons également que les couvertures inconsistantes calculées sur les formules FPGA suggèrent laprésence d'une forme de symétrie sur ce type d'instances.Bien que les ensembles de MUS retournés soient su�sants pour la réparation d'instances,celle-ci n'est pas optimale dans le cas général. En e�et, le retrait d'autres combinaisons de clauses85



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSpeut par exemple être préféré, mais celui-ci n'est possible que par la connaissance d'autres sourcesd'incohérence. Ainsi, dans le paragraphe suivant, une approche permettant de calculer un plusgrand nombre de MUS qu'avec une couverture inconsistante est présentée.5.2.2 Approcher l'ensemble exhaustif des MUSComme nous l'avons vu précédemment, l'extraction d'une couverture inconsistante stricteest su�sante pour l'analyse et la réparation de formules CNF. Cependant, celles-ci peuvent êtrera�nées ou accélérées par la détection d'un plus grand nombre de MUS au sein d'une formule.Dans le contexte de la véri�cation d'équivalence entre circuits, il a par exemple été montré quel'extraction de plusieurs MUS conduit à une véri�cation moins coûteuse, et montre l'intérêt detelles extractions [Andraus et al. 2006]. En conséquence, nous nous posons le problème d'extraireun grand nombre de MUS, tout en restant polynomial quant à leur nombre. Ce travail peut êtrevu comme un compromis entre la couverture inconsistante stricte et le calcul exhaustif des MUS(également appelé � clutter � par [Bruni 2005]), pas toujours réalisable en pratique.Comme un MUS peut être � cassé � par le retrait d'une de ses clauses, une approchenaïve consiste à détecter itérativement un MUS puis à retirer l'une de ses clauses de l'instance(a�n de s'assurer de ne pas le détecter une nouvelle fois), jusqu'à ce que la formule deviennecohérente. Une telle approche permet d'obtenir l'ensemble des MUS quand tout couple de MUSpossède une intersection vide. Cependant, les MUS peuvent présenter une intersection non vide.En conséquence, si l'on retire une clause d'un MUS, tout MUS contenant également cette clauseest � cassé � et ne peut plus être détecté. Pour éviter ce problème dans la mesure du possible, onpréfère retirer les clauses appartenant au moins grand nombre de MUS possible. L'heuristiquesuivante a été conçue dans cet objectif.On sait qu'au sein d'une formule CNF, toute interprétation falsi�e nécessairement au moinsune clause de chacun de ses MUS. Or, certaines interprétations falsi�ent moins de clauses qued'autres. On peut donc supposer que lorsque ce cas se produit, les clauses falsi�ées appartiennentaux intersections des MUS de la formule, et donc à grand nombre d'entre eux. En se basant sur laprocédure OMUS, on choisit donc, quand une clause de la formule est falsi�ée, de stocker le nombrede clauses falsi�ées avec elle. Pendant le parcours de la recherche locale, quand une clause està nouveau falsi�ée, on conserve le minimum entre le nombre précédemment stocké et le nombrecourant de clauses falsi�ées de la formule. Après qu'un MUS ait été détecté, la clause de cetensemble ayant le plus haut score est retirée de la formule. On espère ainsi détecter la clauseappartenant à un faible nombre de MUS.Exemple 5.10Soit la formule CNF Σ = {¬d∨e, b∨¬c, ¬d, ¬a∨b, a, a∨¬c∨¬e, ¬a∨c∨d, ¬b} présentée dansl'exemple 3.1 et dont les deux MUS sont représentés en �gure 3.1 page 33. Toute interprétationfalsi�ant par exemple la clause ¬a ∨ c ∨ d falsi�e également au moins une autre clause de Σ,puisque cette formule contient un MUS ne contenant pas cette clause. En supposant le parcoursde la recherche locale pertinent, le score de cette clause est donc de 2, puisqu'au minimum quandcette clause est falsi�ée, deux clauses le sont en fait dans la formule. Le même phénomène seproduit pour toute clause appartement à la di�érence symétrique des 2 MUS de Σ. Au contraire,la clause ¬b peut être seule falsi�ée, puisqu'elle appartient à l'intersection des MUS de la formule.Si une telle interprétation est parcourue par la RL, alors son score est de 1.Quand l'un des MUS de Σ est extrait, l'une de ses clauses est choisie pour être retirée.Notre heuristique sélectionne donc l'une des clause n'étant pas dans l'intersection des MUS dele formule, celle-ci ayant le score le plus élevé, ce qui assure de pouvoir extraire le second MUS86



5.2. Approcher l'ensemble des MUS par le calcul d'une couverture inconsistanteFonction ASMUS(Σ : une formule insatisfaisable) : une approximation de l'en-semble des MUS de Σ
S ←− ∅ ;Tant que ((Σ est insatisfaisable)) faire

MUS ←− OMUS(Σ) ;
S ←− S ∪ {MUS} ;
c←− une clause de MUS t.q. c ait le plus haut score (en terme de
c←− nombre clauses falsi�ées minimum) ;
Σ←− Σ \ {c} ;FaitRetourner S ;Fin Algorithme 13 � ASMUS (Approximating the Set of MUS)de la formule. Clairement retirer une clause appartenant au contraire à l'intersection restaure lacohérence de Σ et plus aucun MUS ne pouvant donc être localisé par la suite.Cette approche, baptisée ASMUS (pour Approximate Set of MUS), est décrite dans l'al-gorithme 13. Clairement, cette approche est incomplète. Cependant, elle fournit de très bonsrésultats relativement aux méthodes déjà proposées, comme illustré par les résultats expéri-mentaux de la table 5.5. Pour ces expérimentations, la limite de temps a été �xée à 20 000secondes. Les instances AleatX_Y _Z sont le fruit du modèle standard de génération aléatoire[Chvátal & Szemerédi 1988], où X est le nombre de variables, Y le nombre de clauses. Les for-mules XAIMY_Z sont la concaténation de X formules AIMα_β avec, α = Y

X et β = Z
Y .Nous avons comparé ASMUS avec l'algorithme complet proposé par [Li�ton & Sakallah 2005]d'un point de vue expérimental. La table 5.5 montre que les deux approches fournissent le nombreexact de MUS présents dans les instances AIM , avec des temps d'exécution similaires. Sur desinstances plus di�ciles, telles que les Aleat30_75_*, ASMUS extrait presque l'ensemble des MUS,et son temps d'exécution est souvent bien meilleur que celui de la méthode complète.De plus, l'algorithme de [Li�ton & Sakallah 2005] peut avoir un temps exponentiellementlong, puisque une formule CNF peut posséder un nombre exponentiel de MUS ; comme cette ap-proche ne calcule individuellement les MUS qu'après avoir calculé l'ensemble des bases maximalesconsistantes de la formule (qui peuvent également être exponentielles), la procédure devient sou-vent intraitable en pratique. Au contraire, notre technique d'approximation ne sou�re pas d'untel revers et est anytime, puisque les MUS sont calculés les uns après les autres. Par exemple,considérons la formule aléatoire Aleat20_70_2. Celle-ci n'est composée que de 70 clauses, maisces contraintes forment plus de 114 000 MUS. Cette instance étant d'une taille très petite,[Li�ton & Sakallah 2005] est capable de calculer l'ensemble de ses MUS. Toutefois, sur des for-mules légèrement plus grandes, comme dp02u01 (213 variables, 376 clauses), l'ensemble des MUSne peut être retourné en 20 000 secondes, alors que notre approche en extrait 14 en 26 secondes.Au sein de ce genre de formules, toute clause appartient a priori à plusieurs MUS, et notreméthode ne peut tous les extraire. Toutefois, c'est justement dans de telles situations que lesméthodes complètes se révèlent impuissantes, et où un compromis semble le bienvenu. 87



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSInstance #var #cla L.&S. ASMUS#MUS Temps #MUS Tempsaim100-1_6-no-1 100 160 1 0.18 1 0.31aim200-1_6-no-1 200 320 1 0.14 1 0.68aim200-1_6-no-2 200 320 2 0.22 2 0.76aim200-2_0-no-3 200 400 1 0.12 1 0.56aim200-2_0-no-4 200 400 2 0.26 2 0.88Aleat20_70_1 20 70 127510 6.9 6 4.9Aleat20_70_2 20 70 114948 10.8 13 8.7Aleat30_75_1 30 75 11 59.82 7 2.2Aleat30_75_2 30 75 9 26.84 8 2.9Aleat30_75_3 30 75 10 12.84 10 3.7Aleat50_218_1000 50 218 Time out 67 173Aleat50_218_100 50 218 Time out 39 1262AIM100_160 100 160 2 0.21 2 0.692AIM400_640 400 640 2 14.9 2 3.13AIM150_240 150 240 3 73.84 3 1.464AIM200_320 200 320 Time out 4 2.82dp02u01 213 376 Time out 14 26.12Homer06 180 830 Time out 2 17.47Tab. 5.5 � Approcher l'ensemble de MUS5.3 Applications à la gestion de bases de connaissances proposi-tionnelles strati�éesLes algorithmes développés pour l'approximation de MUS ont déjà trouvé de nombreusesapplications dans des domaines variés tels que la véri�cation formelle, et en particulier danscelui du model checking [Clarke et al. 2003, McMillan 2005]. Toutefois, le concept de MUS, etplus généralement, d'ensembles de MUS tel que présentés dans ce chapitre, peuvent égalements'avérer utiles dans la gestion de bases de connaissances. Dans cette section, nous montronscomment les algorithmes proposés pour l'extraction de ces ensembles peuvent être dérivés enapproches e�caces pour la gestion de bases de connaissances propositionnelles strati�ées.5.3.1 Notions préliminairesQuand une base de connaissances (ou de croyances, dans ce contexte, nous utilisons les deuxtermes indi�éremment) est incohérente, n'importe quelle information peut y être dérivée : la baseest alors dite triviale, puisque ex falso quodlibet1. Il convient alors de ne pas considérer l'ensembledes croyances de la base, mais uniquement un sous-ensemble de celles-ci. Cependant, on préfèreclairement une sous-base contenant un maximum d'informations de la base originale ; ainsi, lasous-base considérée sera une sous-formule maximale satisfaisable, ou MSS (cf. dé�nition 5.1page 72). Notons que de manière générale, on considère toujours l'une des MSS d'une base pouren utiliser ses croyances : en e�et, si la base est consistante, elle est alors son propre et uniqueMSS. Dans le cas contraire, dériver de l'information nécessite le calcul d'au moins un de ces1Du faux, tout peut être dérivé.88



5.3. Applications à la gestion de bases de connaissances propositionnelles strati�éesensembles.Si la valeur de chacune des connaissances de la base est identique, alors le simple calculd'une solution MaxSat permet d'obtenir l'une des sous-bases non triviales contenant un maximumde connaissances. Toutefois, la plupart du temps, toutes les informations de la base ne sont passur un pied d'égalité : certaines d'entre elles présentent une importance ou un degré de certitudeplus accru, et l'on préfère conserver ces connaissances plutôt que d'autres. On dé�nit alors leconcept de base de connaissances strati�ées.Soit KB une formule propositionnelle sous forme normale conjonctive (CNF). On considère
KB comme un ensemble de n clauses, cet ensemble étant interprété comme une conjonction.Supposons que les n clauses de KB soient partitionnées en t strates préférentielles telles que
KB = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ St.Soient ci ∈ Sa, cj ∈ Sb avec a < b. Dans ce cas, on a ci préférée à cj, c'est-à-dire que si larestauration de la satisfaisabilité de KB passe par la suppression de l'une de ces deux clauses,alors cj sera supprimée. Ainsi dé�nies, les strates représentent une relation de pré-ordre total surles clauses de KB .On trouve dans la littérature de nombreux formalismes permettant la caractérisation desous-bases consistantes préférées d'une base inconsistante de croyance KB (cf. par exemple[Lehmann 1995]). Dans cette étude, nous avons choisi d'utiliser à titre d'exemple celui pré-senté dans [Benferhat et al. 1993]. Soit KB une base de croyances, A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ At et
B = B1 ∪B2∪ · · · ∪Bt deux sous-ensembles consistants de KB , avec Ai = A∩Si et Bi = B ∩Si,avec i un entier positif tel que i ≤ t.Dé�nition 5.4 (sous-base maximale consistante préférée)On note A <<S1∪···∪St B si et seulement si ∃i tel que |Ai| < |Bi| et ∀j < i, |Aj | = |Bj|. Unesous-base consistante de KB qui est maximale par rapport à <<S1∪···∪St est appelée sous-basemaximale consistante préférée de KB .Dans la suite de ce chapitre, nous présentons plusieurs pistes basées sur les algorithmesproposés dans le cadre d'extraction de MUS permettant le calcul de sous-bases maximales consis-tantes préférées selon cette préférence quali�ée de � lexicographique � dans la littérature.5.3.2 Algorithmes pour le calcul de bases maximales préféréesClassiquement, pour une base de croyances KB , 2 types d'inférence d'une formule Γ sontpossibles :� l'inférence crédule, qui est permise si Γ peut être inféré de manière classique à partir del'une des bases maximales préférées de KB ;� l'inférence sceptique, qui est permise si Γ peut être inféré de manière classique à partirde toutes les bases maximales préférées de KB .Clairement, si une base de connaissances KB est consistante, alors elle est sa propre sous-base maximale consistante préférée. Cependant, l'ajout ou la révision d'informations dans unebase de croyances peut générer une inconsistance, qu'il nous incombe de gérer. Dans ce cas, labase peut posséder une ou plusieurs sous-bases préférées. Plusieurs approches ont, par le passé,été proposées pour l'extraction de telles bases (cf. par exemple [Grégoire 1999]), mais la plupartse concentrent sur l'approximation de la base de croyances préférée, ce problème étant placétrès haut dans la hiérarchie polynomiale. En e�et, décider si une formule est conséquence pourl'inférence sceptique de KB selon la préférence � lexicographique � dé�nie précédemment est ∆p

2-complet, tandis que le problème de décision de la conséquence pour l'inférence crédule a quantà elle été prouvée Σp
2-complet [Cayrol et al. 1998]. 89



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSL'une des solutions pour inférer dans ce contexte est de parcourir les modèles préférées de
KB , c'est-à-dire les modèles falsi�ant des contraintes représentant les connaissances les moinspréférées de la base. Cependant, cette technique induit le parcours de ces modèles optimauxpour chaque calcul d'inférence. Une autre solution est la compilation de l'information, à traversle calcul e�ectif des sous-bases préférées de KB . Une fois calculées, celles-ci sont stockées etutilisées pour les di�érentes requêtes d'inférence. C'est cette voix qui est explorée ici. L'objectifde la suite de ce paragraphe est donc la dérivation d'un algorithme pour le calcul de basesmaximales préférées à partir d'algorithmes mis au point pour l'extraction de MUS.Soit une base de croyances S composée de n strates S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn avec ca ∈ Siune croyance strictement préférée à cb ∈ Sj si et seulement si i < j. Une première approchepour calculer ces bases maximales préférées est d'associer à chaque croyance ci d'une strate Saun poids pi tel que :

pi >
∑

{cj∈su | st est preférée à su}
pjAinsi, toutes les croyances d'une strate doivent posséder le même poids, et ce poids doit excéderla somme des poids de toutes les croyances moins préférées. Une fois cette pondération établie, il� su�t � pour calculer une base maximale préférée d'utiliser la variante pondérée du problèmeMaxSat, à savoir weighted MaxSat. Par rapport à cette formule propositionnelle pondérée, toutesolution optimale pour weighted MaxSat est une base de croyances préférée. Ainsi, l'obtentiond'une seule de ses solutions optimales permet d'établir partiellement l'inférence crédule tandisque l'inférence sceptique nécessite le calcul de toutes ses solutions optimales.Nous proposons un nouvel algorithme basé sur HYCAM permettant de calculer exhaustive-ment ou non les sous-bases maximales préférées d'une base de croyances inconsistante. Celui-cise décompose en plusieurs étapes, qui sont détaillées ici.5.3.3 Calcul du seuil d'inconsistancePlutôt que de calculer les solutions optimales grâce à un appel à weighted MaxSat, nouspensons qu'il est préférable de connaître a priori les croyances invariantes, c'est-à-dire celles quiseront constantes pour toutes les bases préférées. Cela conduit au concept de partionnement devariabilité d'une base de croyances.Dé�nition 5.5 (partionnement de variabilité)Toute base de croyances S peut être partionnée en S = SInvar+ ∪ SVar ∪ SInvar− avec :� SInvar+ : partie invariante positive. Contient les croyances appartenant à toutes les basesmaximales préférées.� SVar : partie variable. Contient les croyances contenues dans certaines bases préférées,mais pas toutes.� SInvar− : partie invariante négative. Contient les croyances n'appartenant à aucune basemaximale préférée.On appelle ces 3 ensembles partionnement de variabilité d'une base de croyances.Toute technique permettant de catégoriser certaines croyances de la base dans un de ces3 sous-ensembles conduit a priori à un gain en pratique pour le calcul des bases maximalespréférées, puisque cela induit une connaissance sur les informations appartenant nécessairementaux sous-bases desquelles on pourra inférer. Or, il est possible de construire partiellement lapartie invariante positive, moyennant un coût relativement bas en pratique. Pour cela, le conceptde seuil d'inconsistance se révèle utile :90



5.3. Applications à la gestion de bases de connaissances propositionnelles strati�éesDé�nition 5.6 (seuil d'inconsistance)Soit S = S1 ∪ · · · ∪ Sn une base de croyances inconsistante partionnée en n strates. L'entier t(tq 1 ≤ t < n) est appelé seuil d'inconsistance si et seulement si S1 ∪ · · · ∪ St est satisfaisable et
S1 ∪ · · · ∪ St ∪ St+1 est insatisfaisable.Clairement, le calcul du seuil d'inconsistance permet d'obtenir une partie de l'ensemble
SInvar+ .Propriété 5.4Soit S = {S1, . . . , Sn} une base de croyances et t son seuil d'inconsistance. Nous avons :

∀i ∈ [1..t],∀c ∈ Si, c ∈ SInvar+Ainsi, le seuil d'inconsistance, calculé incrémentalement à partir des croyances les plus pré-férées aux moins préférées, permet d'obtenir partiellement les éléments contenus dans la partieinvariante positive. En pratique, il su�t de lancer une recherche locale, peu coûteuse en res-sources, sur la première strate de la base. Si un modèle est exhibé, alors on ajoute la deuxièmestrate, et ainsi de suite, jusqu'à un échec de la recherche locale pour la satisfaisabilité. On obtientainsi un premier seuil tRL de croyances appartenant à la partie invariante positive. Une rechercheexacte du seuil d'inconsistance peut alors être envisagée grâce des algorithmes complets de typeDPLL. Ceci peut-être e�ectué de manière incrémentale (en ajoutant les strates une à une). Onn'a donc à faire que des tests de satisfaisabilité, peu coûteux en pratique, et un seul test d'insatis-faisabilité pour prouver que le seuil a été dépassé. Une autre option envisageable est le découpagedichotomique de la base, qui garantit un nombre logarithmique d'appels à un solveur, mais dansce cas, des tests CoNP plus nombreux sont à prévoir.Ces connaissances préliminaires, obtenues grâce à l'une de ces techniques, permettent apriori un calcul plus e�cace de la/des base(s) préférée(s) par la suite, grâce à l'algorithme décritdans le paragraphe suivant.5.3.4 Calcul exact des sous-bases préféréesUne fois le seuil d'inconsistance calculé, on sait que certaines connaissances appartiennentà toutes les bases préférées, et il est donc inutile de considérer toutes les bases excluant une de cescroyances. De même, si une autre technique algorithmique permet de déduire d'autres croyancesappartenant à la partie invariable positive, celles-ci permettraient de réduire l'ensemble des sous-bases candidates à la préférence générée par la strati�cation.De manière duale, toute croyance dont on connaît l'appartenance à la partie négative dupartionnement de variabilité pourrait dès lors être � oubliée � lors du calcul de bases maximalespréférées, ce qui réduirait le nombre des sous-bases à tester. Malheureusement, aucune méthodee�cace n'a pour l'instant été proposée pour la détection de telles strates.Un appel à weighted MaxSat comme exprimé dans le début de cette section n'a donc pluslieu d'être ; le gain potentiel apporté par le seuil d'inconsistance ne serait pas exploité.Dans [Cha et al. 1997], une nouvelle variante au problème SAT est introduite. Celle-ci senomme partial MaxSat et peut être exprimée comme suit : étant données deux formules ΓAet ΓB, trouver une interprétation qui satisfasse toutes les clauses de ΓA et qui maximise lenombre de clauses satisfaites de ΓB. On voit assez clairement comment il est possible d'utiliserun tel problème (pour lequel di�érents algorithmes, aussi bien complets qu'incomplets ont étédéveloppés) pour notre calcul de base préférée. En imposant ΓA = SInvar+ et ΓB = S\SInvar+ ,un appel à ce type d'algorithme calculera la sous-base satisfaisable contenant toutes les croyances91



Chapitre 5. Calcul de tous les MUSFonction compute_Max_Pref_KB(KB = S1 ∪ · · · ∪ Sn : une base de connaissancesinsatisfaisable) : la base maximale consistante préférée de KB

t←− cherche_Seuil_Inconsistance(KB ) ;Pour chaque clause c ∈ St+1 ∪ · · · ∪ Sn faire
c←− c ∪ {yc} ;Fin Pour

MSS ←− RL_approximation(KB ) ;
current_opt_MSS ←− select_optimale(MSS ,S1 ∪ · · · ∪ Sn) ;
borne ←− 1 ;Tant que (Non(prouvée_optimale(current_opt_MSS )) ET Σy est satisfaisable)faire

current_opt_MSS ←− current_opt_MSS ∪ DPLL_avec_borne(Σy , borne)
borne ←− borne + 1 ;
current_opt_MSS ←− select_optimale(current_opt_MSS ,S1 ∪ · · · ∪ Sn) ;FaitRetourner current_opt_MSS ;Fin Algorithme 14 � Extraction de bases maximales préférées via HYCAMde la partie invariante positive ainsi qu'un maximum de croyances du reste de la base, mais enfaisant � de la relation préférentielle.Pour obtenir la ou les bases préférées, nous allons utiliser une variante à partialMaxSat ,qui est dé�nie ici.Dé�nition 5.7 (partial (#)weighted MaxSat)Étant données deux formules ΓA et ΓB (avec un poids associé à chaque clause de ΓB), le pro-blème partial (#)weighted MaxSat consiste à trouver une (toutes les) interprétation(s) qui satis-fait(font) toutes les clauses de ΓA et qui maximise(nt) la somme des poids des clauses satisfaitesde ΓB.Avec une connaissance idéale du partitionnement de variabilité de la base, un calcul pluse�cace (en terme de temps nécessaire) pourrait être e�ectué, en imposant ΓA = SInvar+ et

ΓB = Svar. En tenant compte de cette étape préliminaire, un algorithme permettant le calculde la/des base(s) maximale(s) préférée(s) d'une base de connaissances, fondé sur HYCAM, peutêtre développé. Celui-ci peut béné�cier de l'approximation fournie par la recherche locale commeétape préliminaire, ainsi que des informations fournies par le seuil d'inconsistance.L'approche proposée, nommée compute_Max_Pref_KB, est dépeinte dans l'algorithme 14.Celle-ci se décompose en plusieurs étapes. Tout d'abord, comme décrit précédemment, une re-cherche du seuil d'inconsistance de la base est e�ectuée, soit par recherche locale puis méthodecomplète sur un nombre de strates grossissant, soit par dichotomie. Ensuite, conformément auxprincipes d'HYCAM, des sélecteurs de clauses sont ajoutés à chaque élément de la base, sauf auxclauses détectées comme faisant partie des strates invariantes positives. En e�et, ces littérauxsupplémentaires permettent de � désactiver � certaines clauses, quand celles-ci sont en réalitéfalsi�ées. Comme les clauses contenues dans cette partie de la base appartiennent à toutes ses92



5.3. Applications à la gestion de bases de connaissances propositionnelles strati�éessous-bases préférées, elles ne peuvent être falsi�ées durant la recherche, ce qui réduit exponen-tiellement le nombre de bases à considérer (sauf si seuil = 1).Comme dans l'algorithme original, une recherche locale est ensuite exécutée a�n d'obtenirun ensemble MSS candidats. Parmi cet ensemble, la ou les bases préférées suivant la strati�cationfournie sont sélectionnées : il s'agit donc des bases courantes préférées (current_opt_MSS ).Cette sélection des optimaux, e�ectuée dans l'algorithme 14 par la fonction select_optimale, estclairement polynomiale dans le nombre de MSS extraits.La première itération de la partie complète d'HYCAM est ensuite exécutée, retournant l'en-semble des bases maximales satisfaisables de taille n − 1. Cette recherche exhaustive peut bienentendu tirer parti de l'information fournie par la recherche locale préliminaire, même si cessous-formules ne sont pas optimales par rapport aux préférences conférées par les strates. À la�n de cette itération, les nouvelles bases courantes préférées sont calculées. Si celles-ci peuventêtre prouvées optimales, alors la procédure retourne cet ensemble avant de stopper son exécution.Malheureusement, en l'absence de toute information a priori sur la base, seule l'appartenancedes connaissances rejetées par les MSS à la strate la moins préférée permet une telle conclusion.En outre, si la formule obtenue Σy n'est pas satisfaisable, alors il n'existe pas de MSS de tailleinférieure, et les MSS courants sont donc optimaux. Si aucun de ces deux cas n'est rencontré,une nouvelle itération est e�ectuée, à la recherche de nouveaux MSS. Ces opérations sont ré-pétées jusqu'à ce que l'une des conditions, preuve de l'optimalité des sous-bases obtenues, soitremplie. Ainsi dé�ni, l'algorithme présenté est correct et complet pour le problème d'extractiondes sous-bases maximales consistantes préférées.5.3.5 Tests expérimentauxA�n d'évaluer empiriquement l'approche proposée, nous avons modi�é HYCAM suivant lesprincipes de l'algorithme 14. Il existe certaines bases de croyances strati�ées provenant de pro-blèmes réels, mais celles-ci sont toutes, à notre connaissance, d'une taille très réduite ; ellespeuvent ainsi être aisément traitées par n'importe quel algorithme béné�ciant des dernièresavancées des approches de type DPLL. Ces bases � triviales � ne permettraient donc pas d'éva-luer l'e�cacité de notre nouvel algorithme. En outre, il ne semble malheureusement pas existerde bases de taille conséquente permettant une telle évaluation.Nous avons donc choisi de strati�er un problème académique de manière à obtenir une basereprésentant un exemple concret non trivial. Notre attention s'est retenue sur le problème des 8reines et des 5 cavaliers, qui nous vient d'une démonstration de localisation de l'incohérence parl'heuristique de choix de variables dom/wdeg [Boussemart et al. 2004], décrite en section 6.2.2page 109. Ce problème consiste à placer 8 reines (notées r1 à r8) sur un échiquier de 8 casesde côté, de manière à ce qu'aucune d'entre elles ne se situent sur la même ligne, colonne oudiagonale. De surcroît, le problème consiste à placer sur ce même échiquier 5 cavaliers (notées
c1 à c5) de façon à ce que chacun puisse prendre 2 de ces voisins, selon les règles des échecs.Ce problème est connu pour être insatisfaisable, et l'on choisit donc de strati�er les contraintesqui découlent de sa modélisation booléenne a�n d'obtenir une solution approchée suivant lespréférences suivantes, exprimées de la forte à la plus faible :� Strate 1 : clause � at-least � et � at-most �. Ces clauses sont garantes de l'existence etde l'unicité de chaque pièce sur l'échiquier. Grâce à cet ensemble de clauses clairementcohérent, on s'assure que dans chaque solution relaxée du problème, toute pièce (reineset cavaliers) occupe une et une seule case ; 93
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Fig. 5.6 � Une solution au problème des 8 reines et des 4 cavaliers� Strate 2 : problème des reines. On décide de donner une � priorité � préférentielle trèsforte à la résolution du problème des reines, par rapport aux autres contraintes duproblème ;� Strate 3 : problème des cavaliers. Cette strate inclut les contraintes qui stipulent quetout cavalier doit être en position de prendre 2 de ses voisins (ou éventuellement être surla même case) ;� Strate 4 : exclusions mutuelles des cavaliers c1, c2 et c3. Si une solution n'est possiblequ'en relaxant le problème avec 3 cavaliers au lieu de 5, alors seules des contraintes decette strate seront violées dans la ou les solution(s) préférée(s) apportée(s) ;� Strate 5 : exclusion des cavaliers c4 et c5. Si une so lution n'est possible qu'en relaxantle problème avec 4 cavaliers seulement au lieu de 5, alors seules des contraintes de cettestrate seront violées dans la ou les solutions préférée(s) apportée(s). Si de plus la ou lessolution(s) préférée(s) exclu(en)t des connaissances des strates 4 et 5, alors le problèmene possède des solutions qu'en ne considérant que 2 cavaliers ;� Strate 6 : exclusion des reines/cavaliers. Dans cette strate est codée l'information interdi-sant à une reine et un cavalier d'être placés sur la même case. Ainsi, si les problèmes des8 reines et des 5 cavaliers sont consistants indépendamment, c'est-à-dire s'ils sont placéssur 2 échiquiers distincts, l'algorithme pourra déterminer une solution excluant unique-ment des connaissances de cette strate. C'est alors leur cumul sur le même échiquier quiserait la cause de l'incohérence de ce problème.Le problème ainsi modélisé implique 376 variables et possède 30 732 clauses partitionnéessuivant la schéma de strati�cation précédent. On peut noter qu'aucune information n'est donnéeà proprement parler sur l'exclusion mutuelle des reines. Toutefois, cette connaissance est induite94



5.3. Applications à la gestion de bases de connaissances propositionnelles strati�ées#Variable #Clause #time out #temps moyen (hors time out)75 450 0 0,0580 480 0 0,0685 510 0 0,0590 540 0 0,0695 570 0 0,07100 600 2 22,1105 630 4 28,6110 660 5 75,8115 690 45 314Tab. 5.6 � Quelques résultats de calcul de bases préférées sur des problèmes générés aléatoirementde manière implicite par le problème des reines, et ces clauses seraient par conséquent redon-dantes. L'algorithme développé a été exécuté a�n d'obtenir une solution maximale cohérentepréférée suivant la strati�cation, et a retourné un ensemble de solutions qui n'excluent que desconnaissances faisant partie de la strate 5 en 28 secondes, et dont l'optimalité a été prouvée aubout de 87 secondes. L'une de ces solutions est dépeinte dans la �gure 5.6, de nombreuses autreslui étant symétriques.Clairement, nous pouvons constater que ce problème n'admet de solutions que si on au-torise deux cavaliers à être sur le même emplacement, ce qui revient à n'en considérer que 4.Son optimalité prouve également que même en prenant les 2 problèmes originaux de manièreindépendante, aucune solution ne peut être trouvée. Leur hybridation n'est donc pas la causede son incohérence, mais c'est bien le problème des 5 cavaliers qui est en cause. En le relaxant,l'ensemble admet donc des solutions qui sont mises au jour par ce nouvel algorithme.A�n d'évaluer les limites de cette nouvelle méthode, nous avons également e�ectué di�é-rents tests expérimentaux sur des bases de connaissances générées aléatoirement. Pour cela, nousavons produit des formules 3-SAT de di�érentes tailles suivant le modèle standard de générationaléatoire, en choisissant de construire des problèmes possédant un nombre six fois supérieur declauses que de variables. Neuf séries de 50 bases de connaissances, allant de 75 à 115 variables,ont ainsi été créées. Chaque base a été partitionnée en 6 strates de taille égale (en nombre declauses), fournissant un jeu de tests pour notre approche. Chaque base a été soumise à notreapproche, avec une limite de 1 heure de temps CPU. Dans la table 5.6 sont reportés les résultatsobtenus, en détaillant le nombre de time out obtenus (c'est-à-dire le nombre de fois où les basesoptimales n'ont pas été retournées) et la moyenne de temps nécessaire, en omettant les cas dedépassement de temps limite.Comme on peut le constater, malgré le rapport élevé du nombre de variables sur le nombrede clauses, générant de nombreuses sources d'inconsistance et donc un nombre élevé de basesmaximales cohérentes (rappelons que le rapport C/V d'équi-probabilité SAT/UNSAT pour lesformules 3-SAT est estimé à 4,25), notre algorithme parvient à extraire toutes les solutionsoptimales de chaque base testée comportant moins de 100 variables. Toutefois, pour les bases detailles plus importantes, il arrive que notre méthode ne puisse fournir un ensemble de solutionsen les prouvant optimales en 1 heure de temps CPU, et des dépassements de limite de temps seproduisent (#time out non nul). Ce nombre, tout comme le temps moyen, grimpe même assezlogiquement de façon très rapide avec la taille des bases testées.On peut cependant noter certaines caractéristiques intéressantes de notre algorithme ren-95



Chapitre 5. Calcul de tous les MUS
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S10Fig. 5.7 � Exemple de répartition d'un MUS au sein d'une base de connaissances strati�éedant son utilisation intéressante, même dans ces cas de dépassement de temps. Premièrement, ilest clair que celui-ci est incrémental, dans le sens où il maintient à chaque instant un ensemblede solutions courantes optimales, qui ne peut qu'être de meilleure qualité avec le temps passé àson calcul. Ceci procure à l'approche un aspect anytime. Ainsi, si l'optimalité n'est pas requise,di�érents degrés de qualité peuvent être obtenus, suivant les ressources dont dispose l'utilisateur.En outre, comme dans la résolution exacte de la plupart des problèmes d'optimisation, la majeurepartie du temps de calcul n'est pas consacrée au calcul de la solution optimale, mais à la preuvede son optimalité. Ainsi, il est probable que dans de nombreuses situations où un dépassementde temps a été observé, la ou les base(s) maximale(s) préférée(s) ai(en)t été découverte(s), maisl'inexistence de meilleures solutions n'a pas été prouvée.Di�érentes pistes peuvent être envisagées a�n de réduire cette preuve d'optimalité en pra-tique. L'une d'elle, qui semble prometteuse, pourrait utiliser la notion de MUS. En e�et, si onimagine une base de connaissances strati�ée, on pourrait réduire le nombre de bases à testerpour prouver l'optimalité par l'extraction d'un des MUS de la base. Considérons par exempleune base de connaissances contenant 10 strates (numérotées S1 à S10 de la plus préférée à lamoins préférée), et possédant un MUS réparti suivant la �gure 5.7.Si une technique permet d'extraire ce MUS e�cacement, alors on sait qu'au moins uneconnaissance de la strate 6 (ou plus préférée) est incluse dans toute solution optimale. Si parexemple, lors de la première itération, une base maximale excluant uniquement une informationde la 6ème strate est obtenue, alors on pourrait grâce à ce MUS conclure immédiatement àson optimalité sans avoir à calculer de plus grandes MSS, dans l'espoir d'en trouver certains sesituant exclusivement dans les strates inférieures. En e�et, il n'en existe aucune, puisque qu'aumoins un élément du MUS découvert est falsi�é par toute interprétation. Ce type d'informationpourrait être utilisé dans la fonction prouvée_optimale qui ne se contenterait plus de véri�erl'appartenance des bases préférées courantes à la strate la moins préférée. La connaissance d'unMUS de la base pourrait en e�et permettre d'a�aiblir la condition de vérité de ce prédicat,rendant inutile l'exploration de nouvelles sous-bases cohérentes a�n de prouver l'optimalité desbases déjà calculées.Le nombre de sous-bases à tester pourrait encore être réduit par l'obtention d'un ensemblede MUS de la base, tel que les couvertures inconsistantes présentées précédemment. Ainsi, uneutilisation astucieuse de la dualité entre les MSS et les MUS pourrait s'avérer e�cace a�n d'éviterun parcours exhaustif des sous-bases à tester, augmentant potentiellement la classe des bases de96



5.4. Conclusionsconnaissances traitables de manière exacte en pratique. Il semble clair que la notion de MUS estpromise à un grand avenir dans la résolution de ce genre de problème. Son rôle fera l'objet defutures investigations, à la fois théoriques et pratiques.En outre, les algorithmes présentés dans ce chapitre peuvent être dérivés dans d'autrescadres proposés pour la logique non monotone, comme les ATMS introduits par [de Kleer 1986].Ce concept dont le sigle a pour signi�cation � Assumption-Based Truth Maintenance System �est un outil de maintient de la cohérence permettant entre autre d'e�ectuer des raisonnementsrévisables sur des bases de connaissances. Pour cela, dans le cadre d'une base de connaissancedonnée Σ, les ATMS utilisent un ensemble d'hypothèses noté H et peuvent déterminer quel(s)sous-ensemble(s) E ⊂ H (appelé label) permet(tent) d'expliquer (au sens de déduire) un littéraldonné l. En particulier, l'utilisation des ATMS pour le raisonnement non-monotone supposede pouvoir maintenir, dans le contexte de Σ, les environnements incohérents, c'est-à-dire lesensembles minimaux d'hypothèses ne pouvant cohabiter (nogood). Ces ensembles d'hypothèsesne sont pas des MUS, puisqu'ils ne sont minimaux que pour les hypothèses contenues, et non pourles connaissances de la base Σ. Toutefois, les approches proposées dans ce chapitre pourraientêtre adaptés pour e�ectuer e�cacement ce calcul.5.4 ConclusionsDans ce chapitre ont été dépeintes nos contributions au problème d'extraction de tousles MUS d'une formule CNF insatisfaisable. Dans un premier temps, nous avons amélioré lameilleure approche exacte connue par l'utilisation d'une recherche locale préliminaire permettantde lui faire gagner un ordre de grandeur en pratique. L'algorithme ainsi obtenu est nomméHYCAM. Ensuite, pour pallier l'éventuelle exponentialité du nombre de MUS au sein d'une formule,nous avons dé�ni di�érents ensembles de MUS permettant par leur réparation de restaurer lasatisfaisabilité de l'ensemble de la formule. Ces ensembles, ou couvertures inconsistantes, formentune approximation de tous les MUS d'une formule. En�n, nous avons appliqué un des algorithmesdéveloppés à la gestion de base de connaissances strati�ées, et avons discuté de la possibleutilisation des MUS et des ensembles de MUS dans cet objectif.
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Troisième partieExtensions au problème de satisfactionde contraintes (CSP)
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Chapitre 6Une (courte) introduction aux CSP
Sommaire 6.1 Dé�nitions formelles et représentations . . . . . . . . . . . . . . . 1016.1.1 Dé�nitions basiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1016.1.2 Arité d'un CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1036.1.3 Représentations graphiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1036.2 Méthodes de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1046.2.1 Filtrages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1046.2.2 Heuristiques de choix variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1096.3 Ensemble Minimalement Inconsistant de Contraintes . . . . . . 1096.3.1 Dé�nitions, complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1096.3.2 Un tour d'horizon des approches existantes . . . . . . . . . . . . . . 111Le problème de satisfaction de contraintes (ou CSP), est, à l'instar de SAT, l'un des thèmesde recherche les plus actifs en Intelligence Arti�cielle. Cela n'est pas leur seul point commun,puisque tous deux consistent en la détermination de la cohérence d'un système de contraintes.Dans ce chapitre, une introduction au problème CSP est e�ectuée, à travers sa dé�nitionformelle ainsi que de la description des algorithmes actuellement utilisés en pratique pour sarésolution. En�n, le concept d'ensemble minimalement inconsistant de contraintes (ou MUC)d'un CSP est présenté.6.1 Dé�nitions formelles et représentations6.1.1 Dé�nitions basiquesDé�nition 6.1 (CSP)Un problème de satisfaction de contraintes (CSP) est dé�ni par un couple 〈V,C〉 où :� V est un ensemble �ni de variables {v1, . . . , vn} prenant chacune leur valeur dans unensemble discret �ni appelé domaine et noté dom(vi) (i ∈ [1..n]) ;� C est un ensemble �ni de contraintes {c1, . . . , cm} où une contrainte cj (j ∈ [1..m]) portesur un sous-ensemble de V , noté Var(cj), et dé�nit une relation de compatibilité sur lesvaleurs de Var(cj), noté R(cj).La relation de compatibilité de chaque contrainte induit un ensemble de tuples interditssur les valeurs des variables impliquées par cette contrainte.101



Chapitre 6. Une (courte) introduction aux CSPDé�nition 6.2 (Tuples interdits)Soient un CSP 〈V,C〉 et une contrainte c ∈ C telle que Var(c) = {vc1 , . . . , vcl
}. Un tuple interditest un élément de dom(vc1) × · · · × dom(vcl

) tel que la relation de compatibilité R(c) n'est passatisfaite. L'ensemble des tuples interdits pour une contrainte c est noté T (c).Il est ainsi possible de dé�nir indi�éremment un CSP soit par le couple 〈V,C = {c1, c2,
. . . , cn}〉, soit par le couple 〈V, {(Var (c1), T (c1)), (Var (c2), T (c2)), . . . , (Var(cn), T (cn))}〉. Dansun souci de concision, le terme � tuple � sera utilisé à la place de � tuple interdit � dans la suitede ce document.Dé�nition 6.3 (instanciation partielle (localement consistante))Soit P = 〈V,C〉 un CSP. Une instanciation partielle A d'un ensemble de variables S = {v1, . . . , vk}tel que S ⊂ V a�ecte à chaque variable de S une valeur de son domaine. Il s'agit donc d'un k-uplet de dom(v1)× · · · × dom(vk).De plus, on dit qu'une instanciation partielle A d'un ensemble de variable S ⊂ V est localementconsistante si et seulement si elle satisfait toutes les contraintes portant exclusivement sur desvariables de S.Dé�nition 6.4 (Contrainte falsi�ée)Une contrainte c d'un CSP 〈V = {v1, . . . , vn}, C〉 est falsi�ée par une a�ectation A ∈ dom(v1)×
· · ·×dom(vn) des variables si et seulement si la projection de A sur Var(c) est incluse dans T (c).Un CSP P = 〈V,C〉 est dit satisfaisable s'il existe une a�ectation A telle qu'aucunecontrainte c ∈ C ne soit falsi�ée. A est alors appelée modèle de P . Si une telle a�ectationn'existe pas, le CSP est dit insatisfaisable.Exemple 6.1Soit P = 〈V,C〉, avec :� V = {a, b, c} et dom(a) = dom(b) = dom(c) = {0, 1, 2} ;� C = {a 6= c, (a + b + c) < 5}On a :
P =〈V,C〉
〈{a, b, c}, {c1 , c2}〉
〈{a, b, c}, {a 6= c, (a + b + c) < 5}〉
〈{a, b, c}, {(Var (c1), T (c1)), (Var (c2), T (c2))}〉
〈{a, b, c}, {({a, c}, {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}), ({a, b, c}, {(1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (2, 2, 2)})}〉L'a�ectation A = (a = 1, b = 0, c = 1) n'est pas un modèle de P : il falsi�e c1, puisquesa projection sur Var(c1) est incluse dans T (c1) :

(a = 1, b = 0, c = 1)
Proj (Var(c1))

=⇒ (1, 1) ∈ T (c1)L'a�ectation AM = (a = 0, b = 2, c = 1) est un modèle de P , puisqu'il ne falsi�e aucunecontrainte de C. P est donc satisfaisable.Propriété 6.1Décider si un CSP est satisfaisable est un problème NP-complet.102



6.1. Dé�nitions formelles et représentations6.1.2 Arité d'un CSPAu sein d'un CSP, une contrainte peut impliquer un certain nombre de variables du pro-blème. On peut toutefois dé�nir une forme particulière de CSP sous condition d'un nombre limitéde variables impliquées par chaque contrainte.Dé�nition 6.5 (CSP binaire)Soit P = 〈V,C〉 un CSP. P est dit binaire si et seulement pour ∀c ∈ C, |Var (c)| ≤ 2.Dé�nition 6.6 (CSP n-aire)Tout CSP non binaire est dit n-aire.Exemple 6.2Soit P le CSP de l'exemple 6.1. P est n-aire, puisqu'il contient la contrainte � (a + b + c) < 5 �qui porte sur plus de 2 variables du problème.Propriété 6.2Tout CSP peut être transformé en temps polynomial en un CSP binaire équivalent.À ce jour, plusieurs transformations ont été proposées : l'une des premières, appelée mé-thode duale [Dechter et al. 1989], nous vient du domaine des bases de données, et consiste àgénérer un CSP binaire en transformant chaque contrainte du problème original en variablesde la nouvelle représentation. Quelques modi�cations syntaxiques permettent ensuite d'obtenirun CSP binaire équivalent. Une autre technique connue est la transformation � avec variablescachées � [Dechter 1990], qui permet cette fois de conserver les variables originales du problème,même si de nouvelles sont introduites pour simuler les contraintes n-aires à travers des contraintesbinaires.Ainsi, dans l'absolu, tout CSP peut se ramener à un CSP binaire équivalent, moyennantune opération de transformation polynomiale. On peut donc ne considérer que les CSP binaires,puisque ceux-ci sont su�samment expressifs pour inclure tout autre problème mettant en relationplus de deux variables au sein d'une contrainte.6.1.3 Représentations graphiquesPlusieurs procédés ayant pour objectif la visualisation d'un CSP ont été mis au point. L'undes plus utiles est certainement le réseau de contraintes.Propriété 6.3Tout CSP peut être représenté par un graphe appelé réseau de contraintes. Dans ce graphe, chaquen÷ud représente une variable et chaque arête une contraintes entre les variables.Cette représentation sous forme de graphe n'est valide que pour les CSP binaires. Dans lecas n-aire, il s'agit d'un hyper-graphe, où les contraintes sont représentées par des hyper-arêtes, cequi n'est pas une représentation visuelle très satisfaisante. Toutefois, comme tout CSP peut êtreramené à un CSP binaire, nous avons la garantie de pouvoir visualiser par ce type de graphesn'importe quel problème.Exemple 6.3Soit un CSP P = 〈V,C〉, avec V = {a, b, c, d} et C = {a > b, (b+c) est pair , c 6= d, (b+d) < 4}.Les variables de P prennent leur valeur dans {1, 2, 3} sauf b dont le domaine est dom(b) = {1, 2}.
P est clairement satisfaisable, l'a�ectation A = {a = 3, b = 1, c = 1, d = 2} est l'un de sesmodèles. Le réseau de contraintes associé à P est représenté en �gure 6.1. 103
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Fig. 6.1 � Réseau de contraintes associé au CSP de l'exemple 6.3Le réseau de contraintes est un outil intéressant de modélisation d'un CSP, mais il nepermet pas de visualiser les tuples de valeurs autorisés ou interdits entre variables. Pour cela, ondé�nit le graphe de micro-structure d'un CSP.Propriété 6.4Tout CSP composé de n variables peut être représenté par un graphe n-parti appelé graphe demicro-structure. On regroupe au sein de chaque � partie � de ce graphe des n÷uds représentantles valeurs du domaine de chaque variable, et une arête relie chaque couple interdit (ou autorisé)de valeurs par les contraintes du problème.Remarque 6.1Dans la suite de ce document, nous prendrons comme convention de représenter les tuples in-terdits du problème comme arêtes du graphe de micro-structure bien qu'usuellement, ce sontplutôt les tuples autorisés qui sont représentés dans ce type de graphe. L'ensemble des tuplesautorisés étant clairement le complémentaire de celui des tuples interdits, pour représenter lestuples autorisés, il su�t de supprimer toutes les arêtes du graphe et d'ajouter des arêtes entrechaque couple de valeurs entre lesquelles il n'existe pas d'arête dans le graphe originel.Exemple 6.4Soit P = 〈V,C〉 le CSP de l'exemple 6.3. Le graphe de micro-structure de P , représenté dansla �gure 6.2, permet de véri�er facilement que P est satisfaisable, car aucune arête ne relie lesvaleurs de l'a�ectation A, données précédemment.6.2 Méthodes de résolutionTout comme SAT, les principales méthodes de résolution de CSP consistent en une énu-mération des solutions potentielles à travers le parcours d'un arbre de recherche, associée à uneopération de �ltrage éliminant les a�ectations trivialement non solutions au problème. Dans ceparagraphe, nous e�ectuons une courte présentation des techniques utilisées pour la résolutionde CSP. Ainsi, dans un premier temps, les principaux types de �ltrages proposés sont décrits,puis les heuristiques de choix de variables reconnues e�caces sont brièvement présentées.6.2.1 FiltragesAu sein d'un problème de satisfaction de contraintes, des incohérences locales peuventexister. Celles-ci peuvent être exploitées et propagées de manière à réduire le domaine des va-104
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Fig. 6.3 � Graphe de micro-structure de l'exemple 6.5riables, et donc l'espace de recherche pour une solution potentielle. Les opérations de �ltragedes domaimes sont en e�et l'un des piliers de la résolution de problèmes réels : ils consistenten des algorithmes polynomiaux générant un problème équivalent, mais plus simple à résoudre,puisque toute valeur d'une variable localement inconsistante peut être trivialement suppriméesans modi�er l'ensemble des solutions du problème.Une première méthode de �ltrage consiste à véri�er pour chaque contrainte c impliquant2 variables Vi et Vj, s'il existe pour chaque valeur vi ∈ dom(Vi) une valeur vj ∈ dom(VJ)compatible par rapport à c. Cette opération, appelée consistance d'arc ou arc-consistance, sedé�nit formellement comme suit :Dé�nition 6.7 (consistance d'arc)Étant donnés un CSP 〈V,C〉 et une contrainte c ∈ C avec Var (c) = {vi, vj} :� une valeur xi ∈ dom(vi) est consistante avec c si et seulement s'il existe une valeur
xj ∈ dom(vj) telle que le tuple (xi, xj) soit autorisé par c, c'est-à-dire tel que (xi, xj)n'appartienne pas à T (c).� le variable vi est arc-consistante avec c si toutes les valeurs de dom(vi) sont consistantesavec c dans dom(vi) ;� le problème 〈V,C〉 est arc-consistant si et seulement si toutes les variables de V sontarc-consistants avec toutes les contraintes de C. 105
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Fig. 6.4 � Arbre de recherche pour le problème des reines sans consistance d'arcLa consistance d'arc est une consistance locale, et par conséquent partielle. Un CSP peutdonc être arc consistant et insatisfaisable, comme le montre l'exemple suivant :Exemple 6.5Soit V = {v1, v2, v3} (avec pour i ∈ [1..3], dom(vi = {0, 1})) et C = {C12 = (v1 6= v2), C23 =
(v2 6= v3), C31 = (v3 6= v1)}. Le CSP 〈V,C〉, dont le graphe de micro-structure est représenté en�gure 6.3, est arc consistant et insatisfaisable. En e�et, chaque valeur de chaque variable possèdeun support de chacune de ses voisines. Pourtant, il est évident qu'on ne peut trouver 3 valeursdi�érentes à 3 variables prenant leur valeur dans un domaine de taille 2.Si la seule consistance d'arc n'est pas su�sante pour déterminer la cohérence d'un CSP,elle est en général maintenue à chaque point de choix de l'arbre de recherche pour éliminer lesvaleurs clairement con�ictuelles de chaque variable et ainsi réduire l'espace de recherche.Exemple 6.6L'un des problèmes classiques modélisés par un CSP est celui des reines. Celui-ci consiste àrépondre à la question : sur un échiquier de n cases sur n, peut-on placer n reines de façon à cequ'aucun couple de reines ne soit sur une même ligne horizontale, verticale ou diagonale ?En prenant comme exemple n = 4, ce problème admet une solution. Toutefois, sans arc-consistance, un grand nombre d'a�ectations non solutions doivent être parcourues avant obten-tion d'un modèle. L'arbre de recherche correspondant, tiré du Guide électronique à la Program-mation par Contraintes [Barták], est représenté en �gure 6.4.Au contraire, le fait de maintenir l'arc-consistance à chaque point de choix permet deréduire considérablement le nombre d'a�ectations à visiter. On voit en e�et dans la �gure 6.5, que106
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Fig. 6.5 � Arbre de recherche pour le problème des reines avec consistance d'arctoutes les positions clairement con�ictuelles sont éliminées dès qu'une a�ectation est e�ectuée, cequi permet l'obtention du même modèle, avec une réduction drastique de l'espace de recherche.L'exemple précédent montre clairement l'intérêt du maintien de l'arc-consistance à chaquepoint de choix de la recherche. Les algorithmes visant à maintenir cette consistance ont étéintensément étudiés ces dernières années. La première méthode optimale en temps a été nomméeAC-4 [Mohr & Henderson 1986], mais celle-ci est peu e�cace en pratique à cause de lourds besoinsen espace pour son calcul, et d'une étape d'initialisation relativement longue. Des améliorationsont vu le jour avec AC-5 [Van Hentenryck et al. 1992], un algorithme générique qui peut toutefoistirer parti des propriétés de certaines contraintes. En�n, les � classiques � AC-6 [Bessière 1994]et AC-7, qui sont capables exploiter la bidirectionnalité et de nouvelles propriétés exhibées decertaines contraintes [Bessière et al. 1995].Au vue de l'e�cacité de ce �ltrage pour la réduction de l'espace de recherche (cf. exemple6.6), il semble intéressant de s'intéresser à des formes de �ltrages plus fortes. Ainsi la chemin-consistance fût-elle établie.Dé�nition 6.8 (chemin-consistance)Soient P = 〈V,C〉 un CSP et vi, vj ∈ V deux variables distinctes de ce CSP.� Une paire de valeur {(xi, vi), (xj , vj)} localement consistante est chemin consistante siet seulement si ∀vk ∈ V avec vk 6= vi et vk 6= vj , il existe xk ∈ dom(vk) telle que
{(xi, vi), (xk, vk)} et {(xj , vj), (xk, vk)} soient des instanciations localement consistantes.� Une paire de variables (vi, vj) est chemin consistante si et seulement si toute instancia-tion partielle localement consistante de ces variables est chemin consistante.� Un CSP P = 〈V,C〉 est chemin consistant si et seulement si ∀vi, vj ∈ V , la paire (vi, vj)est chemin consistante.La chemin-consistance est donc une forme de �ltrage plus puissant, dans le sens où ondoit pouvoir choisir tout couple de valeurs consistantes du problème et pouvoir étendre cetteinstanciation partielle à une troisième variable, là où avec l'arc-consistance, on choisit une uniquevaleur au sein d'une variable pour l'étendre à une deuxième. 107
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Fig. 6.6 � Réseau de contraintes de l'exemple 6.7Ces formes de �ltrages peuvent être généralisées à toute instanciation de k − 1 variablespour l'étendre à la kème. On dé�nit alors la k-consistance :Dé�nition 6.9 (k-consistance)Un CSP P est k-consistant si et seulement si toute instanciation consistante de k − 1 variablespeut être étendue à n'importe quelle autre variable du problème.Dé�nition 6.10 (k-consistance forte)Un CSP P est fortement k-consistant si et seulement si ∀i ∈ [1..k] P est i-consistant.Ces formes générales de consistance sont basées sur le principe que si une valeur ne peutparticiper à la construction d'une solution d'un sous-réseau de k variables alors cette valeur nepeut pas, non plus, rentrer dans la construction d'une solution complète. Pourtant, seule uneforme de consistance forte peut fournir l'assurance d'une solution : en e�et, un CSP peut être
k-consistant mais pas i-consistant, avec i < k.Exemple 6.7Soit P = 〈V,C〉 avec V = {a, b, c} (dom(b) = {0, 1}, dom(a) = dom(c) = {0}) et C = {a 6=
b, b 6= c}. P , dont le réseau de contrainte est représenté en �gure 6.6, est 3-consistant mais pas2-consistant ; il n'est donc pas fortement 3-consistant.En e�et, tout couple d'a�ectation localement consistante de 2 variables ({a = 0, b = 1},
{b = 1, c = 0} ou {a = 0, c = 0}) peut être étendu à la troisième ({a = 0, b = 1, c = 0}),pourtant la seule a�ectation {b = 0} ne peut être étendu à aucune des deux autres variables.Cette valeur n'est donc pas arc consistante.Avec la généralisation des di�érentes formes de �ltrage, on obtient :Corollaire 6.1Un CSP est arc consistant si et seulement s'il est 2-consistant.Corollaire 6.2Un CSP est chemin consistant si et seulement s'il est 3-consistant.On peut donc construire des formes de plus en plus fortes de �ltrage, jusqu'à celle permet-tant de déterminer la cohérence d'un problème.Propriété 6.5Soit P = 〈V,C〉 un CSP. P est satisfaisable si et seulement si P est fortement |V |-consistant.108



6.3. Ensemble Minimalement Inconsistant de ContraintesCes techniques de �ltrage permettent de réduire l'espace de recherche de manière e�cace,mais sont en fait très peu utilisées en pratique. En fait, on considère que maintenir de fortesformes de consistance à chaque point de la recherche est trop coûteux par rapport à la quantitéde valeurs éliminées, ce qui conduit le plus souvent à une perte en temps de calcul. Par exemple,le meilleur algorithme connu pour la chemin-consistance est cubique dans le nombre de variablesdu problème. La maintenir à chaque point de choix peut donc s'avérer lourd, d'un point de vuecalculatoire.En général, les solveurs modernes maintiennent uniquement l'arc-consistance, qui semblele meilleur compromis entre le nombre de valeurs qu'elle permet d'éliminer et le temps nécessaireà son calcul.6.2.2 Heuristiques de choix variablesTout comme pour le problème SAT, l'ordre dans lequel sont a�ectées les variables d'unCSP joue un rôle prépondérant dans la taille de l'arbre de recherche, celle-ci pouvant varierd'un facteur exponentiel en fonction du choix e�ectué. Malheureusement, décider de la variableoptimale à brancher à un certain moment de la recherche est un problème NP-di�cile, et l'on arecours une fois encore à des heuristiques pour le choix de la variable à a�ecter.Sommairement, on distingue deux types d'heuristiques. Tout d'abord, la première catégorie,dite statique, conserve un ordre �xe dans les a�ectations e�ectuées tout au long de la rechercheet n'exploite que l'information syntaxique relative au problème originel, c'est-à-dire avant ledébut de la recherche. Parmi elles, on trouve les heuristiques lexico qui choisit simplement lesvariables suivant l'ordre lexicographique, deg qui fait le choix de la variable ayant le plus faibledegré initial [Dechter & Meiri 1989], et width [Freuder 1982] où les contraintes sont ordonnéespour minimiser la largeur de l'arbre de recherche.Ensuite, on trouve les heuristiques dynamiques, qui prennent en compte certaines informa-tions acquises au cours de la recherche. Tout d'abord, l'heuristique dom [Haralick & Elliott 1980]choisit la variable ayant le domaine le plus petit, ceux-ci étant mis à jour pendant la recherche.L'idée de tenir également compte du degré de chaque variable a ensuite été émise avec les heu-ristiques dom/deg [Bessière & Régin 1996] et dom/ddeg [Smith & Grant 1998], permettant desgains conséquents en temps, dans la plupart des cas.En�n, dom/wdeg est une heuristique dynamique présentée dans [Boussemart et al. 2004] quinécessite d'associer un compteur à chaque variable. Ceux-ci sont initialisés à 1 et incrémentésdès que la variable correspondante est impliquée dans un con�it. On choisit ensuite de brancherla variable dont le quotient de la taille de son domaine par son compteur est le plus faible. Cettetechnique permet de considérer la di�culté à satisfaire les contraintes liées à chaque variable,dans le but de choisir celle qui conduit a priori le plus rapidement à un échec, l'objectif de cescompteurs étant clairement de guider la recherche vers des parties inconsistantes ou fortementcontraintes du problème CSP.6.3 Ensemble Minimalement Inconsistant de Contraintes6.3.1 Dé�nitions, complexitéDe la même manière que pour le problème SAT, alors que la démonstration de la cohérenced'un problème CSP est en général accompagnée d'un modèle qui en est un certi�cat, la preuvede son incohérence n'apporte que peu d'informations sur le problème. 109
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i < j(b) L'un de ses MUCFig. 6.7 � Réseaux de contraintes de l'exemple 6.8 et de l'un de ses MUCOr, tout CSP incohérent admet au moins un ensemble insatisfaisable de contraintes quiest minimal, dans le sens où chacun de ses sous-ensembles est satisfaisable. Le calcul d'un telensemble permet de localiser des éléments qui sont en con�it, a�n de diagnostiquer une cause del'incohérence du problème et éventuellement le réparer. On considère généralement les contraintesdu problème comme étant ces � éléments � con�ictuels, et on dé�nit le concept de MUC.Dé�nition 6.11 (MUC)Soit 〈V,C〉 un CSP insatisfaisable. Le CSP 〈V,C ′〉 est un MUC (Minimally Unsatisfaisable Core)de 〈V,C〉 si et seulement si :1. C ′ ⊆ C ;2. 〈V,C ′〉 est insatisfaisable ;3. ∀C ′′ ⊂ C ′, 〈V,Cm〉 est satisfaisable.Exemple 6.8Soient V = {i, j, k, l, m} un ensemble de variables prenant leur valeur dans {0, 1, 2, 3, 4} et
C = {m > i, m = l + 2, k < i, k 6= l, j < k, i < j, j ≤ l} un ensemble de 7 contraintes.Le réseau de contraintes du CSP P = 〈V, C〉 est représenté en �gure 6.7a. P est clairementinsatisfaisable, et PMUC = 〈V, {i < j, j < k, k < i}〉, l'un de ses MUC, est représenté en �gure6.7b : en e�et, aucune valeur ne peut être trouvée pour les variables i, j et k telle que chacunesoit plus petite que ses voisines. Une contrainte de cet ensemble doit donc être ôtée si l'on veutréparer cette partie du problème.L'identi�cation d'une source d'incohérence d'un problème par un MUC permet d'en res-taurer localement la cohérence par la suppression d'une contrainte au sein de ce MUC. Dansl'exemple précédent, retirer n'importe quelle contrainte du MUC détecté au problème originalest su�sant pour obtenir un sous-problème satisfaisable. Ce n'est malheureusement pas toujoursle cas.En e�et, un CSP peut posséder un nombre de MUC exponentiel en son nombre de contrain-tes. De plus, la restauration de la cohérence d'un problème passe par la � réparation � de chacunde ses MUC. Même si une même contrainte peut appartenir à plusieurs MUC, cela reste unproblème dont le traitement reste di�cile en pratique. Toutefois, le concept de couverture incon-sistante (éventuellement stricte) présenté en paragraphe 5.2.1 du chapitre précédent peut êtreclairement transposé au problème CSP, et un tel ensemble de MUC est su�sant pour expliquer et110



6.3. Ensemble Minimalement Inconsistant de Contraintespotentiellement réparer l'ensemble du problème. Celui-ci implique le développement d'une tech-nique visant à extraire un MUC d'un CSP insatisfaisable. Dans cet objectif, plusieurs approchesont déjà été proposées. Celles-ci sont évoquées et brièvement décrites dans le paragraphe suivant.6.3.2 Un tour d'horizon des approches existantesPlusieurs approches ont par le passé été proposées dans le but de détecter des MUC. Toutd'abord, les approches générales de [Han & Lee 1999] et [de la Banda et al. 2003], proposées dansd'autres contextes et présentées précédemment (cf. Chapitre 3), permettent l'obtention de tousles MUC par l'exploration d'un arbre � CS �. Celui-ci consiste à énumérer et tester la cohérencedes sous-problèmes du CSP traité pour en extraire l'ensemble de ses MUC. Malheureusement,l'explosion combinatoire du nombre de sous-problèmes d'un CSP ne permet à cette méthode quede pouvoir traiter de très petits problèmes en pratique.En outre, dans le cadre CSP, plusieurs travaux visent à identi�er des ensembles (mini-maux) con�ictuels de contraintes a�n d'e�ectuer des retours en arrière intelligents, tels que le� dynamic backtracking � [Ginsberg 1993, Jussien et al. 2000] ou le � con�ict-based backjum-ping � [Prosser 1993]. Toutefois, seules quelques méthodes spéci�ques à l'extraction d'un MUCont été proposées. Notons par exemple les approches de [Mauss & Tatar 2002] et [Junker 2004]qui permettent d'obtenir une explication de l'incohérence basée sur les préférences de l'utilisateur.Mentionnons également la bibliothèque PaLM [Jussien & Barichard 2000] de la plate-forme deprogrammation par contraintes Choco [Laburthe 2000], qui est un outil permettant par exempled'expliquer pourquoi il n'existe aucune solution contenant une valeur particulière à un CSPdonné. De plus, en cas d'inconsistance du problème, PaLM est capable d'en extraire un sous-problème insatisfaisable, mais la minimalité de celui-ci n'est pas garantie.En�n, une nouvelle approche a récemment été proposée par [Hemery et al. 2006]. Cettedernière, baptisée DC(wcore), améliore en fait une précédente méthode [Bakker et al. 1993] in-troduite dans le contexte du diagnostic de pannes. De surcroît, elle a été prouvée plus e�caceque le système QuickXplain [Junker 2001], et semble être à ce jour la plus capable à extraireen pratique un MUC, pour la plupart des classes de problèmes CSP. Dans le chapitre suivant,l'approche DC(wcore) est présentée en détail et de nouvelles techniques permettant d'accroîtreplus encore son e�cacité sont introduites.
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Chapitre 7Extraction d'un MUC : wcore etméthodes de minimisation revisités
Sommaire 7.1 De wcore à full-wcore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1137.1.1 Principe de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1137.1.2 Collecter plus d'informations pour dom/wdeg en retardant le backtrack1157.2 Un nouveau procédé de minimisation . . . . . . . . . . . . . . . . 1167.2.1 Principes et complexité des procédés de minimisation . . . . . . . . 1167.2.2 Combiner les minimisations dichotomiques et destructives . . . . . 1207.3 Comparaisons expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1227.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124La meilleure approche connue pour l'extraction d'un MUC au sein d'un CSP insatisfai-sable est due à [Hemery et al. 2006]. Celle-ci est composée de deux étapes successives, bap-tisées respectivement wcore et DC. Tout d'abord un sous-problème insatisfaisable (pas néces-sairement minimal) est extrait par la procédure wcore. Celui-ci est ensuite minimisé vers unMUC. Dans ce chapitre, nous présentons cette approche en détail et la revisitons en présen-tant quelques pistes permettant d'améliorer le comportement pratique de chacune de ses 2étapes. La plupart des résultats présentés dans ce chapitre ont fait l'objet de publications[Grégoire et al. 2006e, Grégoire et al.].7.1 De wcore à full-wcore7.1.1 Principe de l'algorithmeLa procédure wcore est basée sur le fait suivant : il est bien connu que quand l'incohérenced'un CSP est prouvée grâce à un algorithme de type � branch & bound �, celui-ci est capable defournir un sous-problème insatisfaisable de ce CSP [Bakker et al. 1993]. Ceci est permis grâce auconcept de contraintes actives.Dé�nition 7.1 (contrainte active)Soit P un CSP et α une a�ectation partielle des variables de P . On appelle contrainte active(par rapport à α) toute contrainte provoquant par arc-consistance le retrait d'au moins une valeurd'une variable de P . Ces contraintes sont notées cα.113



Chapitre 7. Extraction d'un MUC : wcore et méthodes de minimisation revisitésFonction wcore(P = 〈V,C〉 : un CSP insatisfaisable) : un sous-problème insatisfai-sable PPour tout c ∈ C faire weight [c] = 1; Fin Pour
C ′ ←− C ;Répéter

〈V,C〉 ←− 〈V,C ′〉 ;[La recherche est modi�ée de manière à marquer les contraintes actives de 〈V,C〉et retourner le poids de chaque variables (weight) en �n de recherche]
weight ←− MAC(〈V,C〉, weight) ;
C ′ ←− {c ∈ C | c est active } ;jusqu'à ce que (|C ′| ≤ |C|)Fin Algorithme 15 � wcoreRemarque 7.1Clairement, ce concept peut également être dé�ni pour des formes de �ltrages di�érentes del'arc-consistance (cf. section 6.2.1). Toutefois, cette dernière étant la consistance utilisée par lagrande majorité des solveurs modernes, le concept de contrainte active est classiquement dé�nipar rapport à celle-ci.Ainsi, les contraintes actives sont exactement celles qui, par rapport à une a�ectationpartielle, contribuent à réduire l'espace des solutions par le retrait de certaines valeurs au sein desvariables du problème. En considérant l'union des contraintes actives par rapport aux a�ectationspartielles considérées lors d'une recherche complète, il est possible de déduire un sous-problèmeinsatisfaisable du problème prouvé incohérent.Propriété 7.1Soit P un CSP insatisfaisable dont l'insatisfaisabilité est prouvée par une recherche complète

∆ de type branch-and-bound. Soit α∆ l'ensemble des a�ectations partielles considérées pendantcette recherche. L'ensemble ∪α∈α∆
cα forme un sous-réseau insatisfaisable de P .Ainsi, une recherche complète prouvant l'incohérence d'un problème est su�sante pour endéduire un sous-problème insatisfaisable. Celui-ci est formé des contraintes dont la satisfactiona nécessité le retrait d'au moins une valeur du domaine d'une variable au cours de la recherched'une solution. Ainsi, il est su�sant de marquer les contraintes actives durant une recherchecomplète pour obtenir un sous-problème insatisfaisable du problème traité. En e�et, les autrescontraintes du problème n'ayant pas participé à cette preuve d'inconsistance (en ne réduisant pasl'ensemble des solutions du problème), elles peuvent être ôtées, tout en conservant le problèmeinsatisfaisable.Toutefois, il semble évident que le sous-problème extrait par cette approche peut dif-férer en fonction des a�ectations partielles traversées, qui sont dirigées par l'heuristique dechoix de variables. En pratique, wcore jouit de l'e�cacité de l'heuristique dynamique dom/wdeg[Boussemart et al. 2004]. Comme présentée dans le paragraphe 6.2.2 du chapitre précédent, celle-ci est basée sur des compteurs estimant les contraintes exercées sur les variables du problème, et114



7.1. De wcore à full-wcorepermettant de concentrer la recherche sur ses zones sur-contraintes.Ainsi, une recherche complète possédant ces caractéristiques est exécutée dans le butd'obtenir un sous-problème insatisfaisable du problème original (également appelé core dans[Hemery et al. 2006]). De plus, cette opération peut être répétée sur le sous-problème obtenua�n d'en extraire un éventuel nouveau sous-problème. De cette façon, wcore consiste en uneboucle où sont itérés des appels à un algorithme de recherche complète tant que le nombre decontraintes active décroît. De plus, les compteurs de l'heuristique dom/wdeg sont conservés d'unappel à l'autre, de manière à se concentrer progressivement sur une petite zone de l'espace derecherche, et ainsi réduire le nombre de contraintes actives. En pratique, la conservation de cescompteurs se montre extrêmement e�cace pour la découverte de petits sous-problèmes insatis-faisables. La procédure wcore est résumée dans l'algorithme 15.Avec ces caractéristiques, wcore est capable de fournir une approximation d'un MUC enconsidérant à la �n de la recherche, le plus petit sous-problème en terme de nombre de contraintesimpliquées.7.1.2 Collecter plus d'informations pour dom/wdeg en retardant le backtrackL'e�cacité de la procédure wcore est clairement liée à celle de l'espace de recherche par-couru par le solveur complet auquel elle est gre�ée. Or, comme nous l'avons vu, celui-ci incrémenteles compteurs des contraintes violées pendant la recherche de manière à focaliser la recherche surles contraintes jugées � di�ciles � d'abord, grâce à l'usage de dom/wdeg . Il pourrait se mon-trer utile de modi�er le solveur quand son but n'est pas de trouver le plus rapidement possibleun modèle ou de prouver qu'il en existe aucun, mais de calculer le plus petit sous-problèmeincohérent possible. Plus précisément, quand ce type de solveur prouve qu'une contrainte estfalsi�ée par propagation des valeurs des dernières variables a�ectées, celui-ci e�ectue immédiate-ment un backtrack. Pourtant, ce retour-en-arrière arrive peut-être trop tôt. D'autres contraintespeuvent également être violées dans les même circonstances, et il peut s'avérer utile de prendrecelles-ci en considération, comme cela a déjà pu être souligné dans d'autres contextes (cf. parexemple [Schiex & Verfaillie 1994]). Ceci peut ici être e�ectué grâce aux compteurs de l'heuris-tique de choix de variables. Bien sûr, une telle politique peut consommer plus de temps durantla recherche. Toutefois, les résultats expérimentaux présentés dans la section 7.3 montrent quecollecter cette information stratégique se révèle utile et rend la procédure plus e�cace, la plupartdu temps.Exemple 7.1Soit le CSP P = ({a, b, c, d}, {a 6= b, b + c = 2, a + c = 2, c ≤ d, b + d 6= 2}), avec {0, 1, 2} commedomaine d'instanciation de chacune des variables. Ce problème est représenté par un réseau decontraintes en �gure 7.1 (1), dans lequel les n÷uds sont étiquetés à la fois par le nom des variableset leur domaine respectif.Supposons qu'une recherche pour la satisfaisabilité soit lancée, en commençant par a�ecter
b à 0. Le domaine des variables voisines à b est tout d'abord �ltré par rapport à l'arc-consistance.Plus précisément, les valeurs des variables ne satisfaisant clairement pas les contraintes du pro-blèmes par rapport à l'instanciation partielle courante sont supprimées de leur domaine. Parexemple, la valeur 2 est supprimée du domaine de d, puisqu'elle falsi�e la contrainte b + d 6= 2.Les domaines d'instanciation résultants sont représentées dans la �gure 7.1 (2). Après cette pre-mière étape de �ltrage, la seule valeur de la variable c candidate à un modèle est 2. La variableest alors a�ectée par propagation. Ensuite, cette nouvelle information est propagée par arc-consistance. Supposons que le domaine de la variable a soit d'abord �ltré ; clairement, ce dernier115



Chapitre 7. Extraction d'un MUC : wcore et méthodes de minimisation revisités
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Fig. 7.1 � Filtrage des domaines par rapport à l'arc-consistancedevient vide, puisqu'aucune valeur restante au domaine de a ne satisfait la contrainte a + c = 2.Un backtrack est donc déclenché et l'heuristique de choix de variable incrémente le poids de cettecontrainte. Cependant, celle-ci n'est pas la seule à être violée par l'a�ectation partielle courante.En e�et, la contrainte c ≤ d est également falsi�ée. Il semble donc naturel d'incrémenter le poidsde toutes les contraintes contredites, plutôt qu'uniquement celui de la première découverte.Ainsi, nous avons modi�é un solveur basé sur MAC (pour Maintening Arc-Consistency enanglais) de façon à ce qu'il n'e�ectue pas de retour-en-arrière dès qu'une contrainte est falsi�ée.Au contraire, toutes les contraintes sont véri�ées à chaque nouvelle a�ectation de variable. Parrapport à ce procédé, un solveur classique récolte donc une information moins systématique,puisqu'il n'incrémente qu'une contrainte choisie arbitrairement. Toutefois, dès que le domained'une variable est vide, appliquer l'arc-consistante jusqu'à obtenir un point �xe conduit à viderégalement le domaine de toutes les variables non a�ectées. De cette manière, toute contrainten'impliquant pas exclusivement des variables a�ectées avant ce �ltrage devient falsi�ée. Pouréviter ce phénomène qui ne fournirait pas une information heuristique pertinente, nous avonsdonc choisi de limiter le �ltrage de la manière suivante : supposons que l'algorithme de l'arc-consistance �ltre le domaine des variables connexes (c'est-à-dire liées par une contrainte) à unevariable v. Si l'un des domaines �ltrés se vide, on poursuit l'arc-consistance sur les variablesconnexes à v vis-à-vis des contraintes impliquant v, puis l'opération est stoppée. Cette nouvelleprocédure est appelée full-wcore (pour � weighting all falsi�ed constraints �), en référence àwcore (weight core).Comme les résultats expérimentaux du paragraphe 7.3 le montrent, prendre toutes lescontraintes déclenchant un backtrack en considération, plutôt qu'une seule permet d'améliorerles performances à la fois des procédures wcore et DC(wcore).7.2 Un nouveau procédé de minimisation7.2.1 Principes et complexité des procédés de minimisationwcore et full-wcore retournent un sous-problème P composé de e contraintes qui est uneapproximation d'un MUC. La deuxième étape consiste donc à minimiser ce sous-problème, demanière à obtenir un MUC. Plusieurs techniques ont déjà été proposées à ce jour, mais toutesse basent sur le concept de contrainte de transition.116



7.2. Un nouveau procédé de minimisationFonction CS(P = 〈V,C〉 : un CSP) : Un MUC de P
k ←− 0 ;Répéter

i←− 1 ;Tant que ((MAC(〈V, {c1, . . . , ci}〉) est prouvé cohérent) faire i←− i+1 ; Fait
contrainte_de_transition ←− ci ;Pour j de (i− 1) à 1 faire

cj+1 ←− cj ;Fin Pour
c1 ←− contrainte_de_transition ;
C ←− C \ {ci+1, . . . , c|C|} ;
k ←− k + 1 ;jusqu'à ce que (k = |C|)Retourner 〈V,C〉 ;Fin Algorithme 16 � CS � minimisation ConStructiveDé�nition 7.2 (contrainte de transition)Soit 〈V,C〉 un CSP insatisfaisable. Soit un ordre (c1, . . . , ce) sur les e contraintes contenuesdans C. Il existe toujours une unique contrainte ci appelée contrainte de transition telle que(c1, . . . , ci−1) soit satisfaisable, et (c1, . . . , ci) soit insatisfaisable.Propriété 7.2Soit ci la contrainte de transition d'un CSP insatisfaisable P = 〈V, {c1, . . . , ce}〉. ci appartient àtous les MUC du problème 〈V, {c1, . . . , ci}〉.PreuvePar dé�nition, si ci est la contrainte de transition de P , alors� P ′ = 〈V, {c1, . . . , ci−1}〉 est satisfaisable ;� P ′′ = 〈V, {c1, . . . , ci}〉 est insatisfaisablePar conséquent, la contrainte ci est � nécessaire � à l'incohérence de P ′′ puisque son seul retraiten restaure la satisfaisabilité. Cette contrainte appartient donc à tous les sources d'incohérencede P ′′, et donc à tous ses MUC. �Le calcul d'une contrainte de transition permet donc de localiser une contrainte d'un MUCdu problème et d'en éliminer d'autres (celles ayant un indice supérieur à i dans l'ordre considéré).Le calcul d'un MUC peut être e�ectué en détectant la contrainte de transition ci du pro-blème et en réorganisant l'ordre (c1, . . . , ci) en (ci,c1, . . . , ci−1). Une deuxième contrainte detransition cj est alors calculée, et l'ordre devient (ci, cj , c1, . . . , cj−1). Le processus est itéré etstoppe quand l'ensemble des contraintes de transition est prouvé insatisfaisable. Cet ensembleest alors un MUC.Les di�érentes méthodes permettant la minimisation d'un MUC ne varient que par leurtechnique pour la découverte de la contrainte de transition, celle-ci étant centrale à leur e�cacité.117



Chapitre 7. Extraction d'un MUC : wcore et méthodes de minimisation revisitésFonction DS(P = 〈V,C〉 : un CSP) : Un MUC de P
k ←− 0 ;Répéter

i←− |C| ;Tant que ((MAC(〈V, {c1, . . . , ci−1}〉) est prouvé incohérent) faire i ←− i− 1 ;Fait
contrainte_de_transition ←− ci ;Pour j de (i− 1) à 1 faire

cj+1 ←− cj ;Fin Pour
c1 ←− contrainte_de_transition ;
C ←− C \ {ci+1, . . . , c|C|} ;
k ←− k + 1 ;jusqu'à ce que (k = |C|)Retourner 〈V,C〉 ;Fin Algorithme 17 � DS � minimisation DeStructiveDans [Hemery et al. 2006], trois familles d'approches permettant de déterminer la contrainte detransition sont abordées. Dans la suite de ce paragraphe, celles-ci sont présentées et commentées.La méthode constructiveLa première méthode, quali�ée de constructive, considère en premier lieu l'ensemble desvariables du problème et l'ensemble vide comme étant celui des contraintes. Elle consiste ensuiteen l'ajout une à une des contraintes du problème alterné à un test de satisfaisabilité. Tant quele problème courant est cohérent, une nouvelle contrainte est ajoutée, jusqu'à obtenir un CSPinsatisfaisable : la dernière contrainte ajoutée par la procédure est la contrainte de transition.Clairement, suivant l'ordre dans lequel les contraintes sont ajoutées, un MUC plutôt qu'un autrepourra être retourné, si le problème en possède plusieurs.Propriété 7.3La méthode constructive retourne le MUC dont la dernière contrainte est ajoutée en premier.PreuveLe principe de cette approche est d'ajouter des contraintes à un problème CSP jusqu'à ce quecelui-ci devienne incohérent. Or, il ne peut le devenir qu'en contenant l'intégralité d'au moinsun MUC du problème original. Ainsi, dès que la dernière contrainte de l'un MUC est ajoutée, leCSP construit devient incohérent, d'où la découverte de la contrainte de transition et l'arrêt dela procédure. �Cette approche, introduite dans [de Siqueira & Puget 1988], n'est malheureusement pascompétitive d'un point de vue pratique. Celle-ci est décrite dans l'algorithme 16.La complexité dans le pire cas des approches de minimisation peut être caractérisée parle nombre d'appels à une méthode complète qu'elles impliquent. En notant e le nombre de118



7.2. Un nouveau procédé de minimisationFonction DC(P = 〈V,C〉 : un CSP) : Un MUC de P
k ←− 0 ;Répéter

min ←− k + 1 ;
max ←− |C| ;
i←− |C| ;Tant que (min 6= max ) faire

med ←− (min + max )/2 ;Si ((MAC(〈V, {c1, . . . , cmed}〉) est prouvé incohérent)) Alors
max ←− med ;Sinon
min ←− med + 1 ;Fin SiFait

contrainte_de_transition ←− cmin ;Pour j de (min − 1) à 1 faire
cj+1 ←− cj ;Fin Pour

c1 ←− contrainte_de_transition ;
C ←− C \ {cmin+1, . . . , c|C|} ;
k ←− k + 1 ;jusqu'à ce que (k = |C|)Retourner 〈V,C〉 ;Fin Algorithme 18 � DC � minimisation DiChotomiquecontraintes du problème P , et k le nombre de contraintes du MUC extrait, la complexité de laméthode constructive est de O(e.k).La méthode destructiveLa deuxième famille est dite destructive, dans le sens où son but est au contraire deretirer des contraintes du problème incohérent jusqu'à ce que celui-ci devienne satisfaisable. Ladernière contrainte supprimée est alors la contrainte de transition. Assez clairement, comme avecl'approche constructive, l'ordre dans lequel sont testées les contraintes joue un rôle capital dansle MUC retourné, comme le montre la propriété suivante :Propriété 7.4La méthode destructive retourne le MUC dont la première contrainte est supprimée en dernier.PreuveLa méthode destructive consiste en l'élimination successive de contraintes, jusqu'à ce que lesous-problème résultant soit satisfaisable. Or, tant que ce dernier contient au moins un MUC,il reste incohérent et toutes les contraintes testées sont éliminées. Le MUC calculé est donc119



Chapitre 7. Extraction d'un MUC : wcore et méthodes de minimisation revisités
(1)(2)(3)

Contrainte appartenant au MUCContrainte n'appartenant pas au MUCFig. 7.2 � Visualisation du comportement de CBnécessairement le dernier contenu dans l'approximation dont l'une de ces contraintes est testée.
�La méthode destructive, dont l'approche générale est synthétisée dans l'algorithme 17, a étéprésentée pour la première fois par [Bakker et al. 1993]. En reprenant les notations précédentes,la complexité de cette approche dans le pire des cas est O(e). Celle-ci est donc linéaire en lataille de l'entrée (i.e. le nombre de contraintes du sous-problème insatisfaisable à minimiser). Enpratique, elle s'avère relativement e�cace, en particulier quand l'approximation du MUC fournieest de bonne qualité.La méthode dichotomiqueEn�n, [Hemery et al. 2006] introduisent une recherche dichotomique sur les contraintes duproblème. En notant e le nombre de contraintes du problème P , et k le nombre de contraintesdu MUC extrait, la complexité (en nombre d'appels à un solveur complet) de cette méthodeest de O(log(e).k). L'algorithme 18 dépeint cette nouvelle méthode, qui se montre très e�cace,tout spécialement quand le problème donné en entrée n'est qu'une approximation grossière d'unMUC.En se basant sur l'analyse de ces pires cas, [Hemery et al. 2006] recommandent l'utilisa-tion de l'approche dichotomique, appelée DC. Plus spéci�quement, il est montré que sa complexitédans le pire cas est meilleure que celle de QuickXplain [Junker 2001]. Ces même auteurs recom-mandent également d'ordonner les contraintes de P en fonction de leur di�culté estimée par

dom/wdeg .7.2.2 Combiner les minimisations dichotomiques et destructivesBien que l'analyse des pires cas de ces di�érentes approches penche en faveur de la méthodedichotomique, notre intuition est que d'importantes informations heuristiques fournies par wcoreou full-wcore n'ont pas été exploitées. En e�et, les contraintes ayant un haut score ont uneprobabilité beaucoup forte d'appartenir aux MUCs du problème que celles ayant obtenues unscore faible. Ainsi, les contraintes appartenant au MUC ne sont pas nécessairement dispersées120



7.2. Un nouveau procédé de minimisationFonction CB(P = 〈V,C〉 : un CSP) : Un MUC de P
C ←− trie_contraintes(C) ;
min ←− 1 ;
max ←− n ;Tant que (min 6= max ) faire

med ←− (min + max )/2 ;Si ((MAC(〈V, {c1, . . . , cmed}〉) est prouvé incohérent)) Alors
min ←− med + 1 ;Sinon
max ←− med ;Fin SiFait

C ←− C \ {cmin+1, . . . , c|C|} ;Pour toute c ∈ C faireSi ((MAC((V,C \ {c})) est prouvé incohérent)) Alors
C ←− C \ {c}Fin SiFin PourRetourner 〈V,C〉 ;FinAlgorithme 19 � CB � minimisation ComBinant la destructive et la dichotomiqueuniformément parmi les contraintes de P , mais tendent a priori à se grouper parmi les contraintesde plus haut score. Or, l'approche dichotomique n'exploite pas une telle information heuristique.En outre, supposons que le sous-problème fourni par la première étape de l'algorithme soite�ectivement un MUC. Dans ce cas, l'approche destructive nécessite O(e) appels à une méthodecomplète, alors que celle dichotomique va pour sa part e�ectuer O(log(e).e) de ces appels. Notonségalement que full-wcore est censé retourner une meilleure approximation que celle de wcore.D'un autre côté, il est naturel de s'attendre à ce que l'approche dichotomique soit plus e�cacequand les contraintes du MUC sont dispersées aléatoirement dans P . Nous proposons donc desubstituer des appels systématiques à une procédure dichotomique par une politique hybrideexpérimentalement plus e�cace. Celle-ci peut être vue comme un compromis entre les approchesdestructives et dichotomiques.Considérons une approximation d'un MUC PM . Les di�érentes étapes de cette approchesur PM sont représentées dans la �gure 7.2. Avant de minimiser le problème donné en paramètre(1), les contraintes sont donc triées en fonction de poids (weight) pour l'heuristique dom/wdeg(2), qui est ici utilisée pour valuer sémantiquement la force de chaque contrainte sur le problème,et donc déterminer de manière heuristique leur appartenance au MUC. Ensuite, la premièrecontrainte de transition est obtenue en utilisant l'approche dichotomique, permettant d'exploiterson e�cacité en partitionnant les contraintes en deux. Cela permet en particulier d'éliminerde nombreuses contraintes de la région basse (par rapport à leur score) qui n'appartiennentcertainement pas au MUC (3). Ensuite, les contraintes de transition suivantes sont déterminéespar l'approche destructive, plus e�cace que DC pour des approximations de qualité. Cette nouvelle121



Chapitre 7. Extraction d'un MUC : wcore et méthodes de minimisation revisitésméthode, appelée CB (puisqu'elle ComBine les autres approches), est présentée formellement dansl'algorithme 19.7.3 Comparaisons expérimentalesA�n de valider nos hypothèses, des expérimentations intensives ont été e�ectuées sur denombreux benchmarks CSP, provenant pour la plupart des dernières compétitions organisées[Compétitions CSP]. full-wcore, DC(full-wcore), DS(full-wcore) et CB(full-wcore) ont étéimplémentés en C. De plus, DC(wcore) ayant été originellement codé en Java, celui-ci a été réim-plémenté en C, dans le but d'e�ectuer une comparaison équitable. Toutes les expérimentationsont été e�ectuées sur des processeurs Pentium IV 3GHz, sous Linux Fedora Core 5.Dans la table 7.1, wcore et full-wcore sont comparées. Comme aucune de ces deux procé-dures ne garantit la minimalité du problème retourné, nous avons ensuite appliqué les 3 approchesde minimisation destructive, dichotomique et combinée à chacune d'entre elles. La méthodeconstructive, peu compétitive en pratique, n'a pas été considérée dans ces expérimentations.Pour chaque problème, nous listons son nombre de variables (#V), de contraintes (#C), et lenombre de contraintes du sous-problème extrait (|UC|) avec le temps en secondes nécessaire àson calcul. Ensuite, ces sous-problèmes ont été minimisés avec les procédures DS, DC et CB. Pourchacune d'entre elles, le nombre d'appels à un solveur complet est reporté, en distinguant lesappels � satisfaisables � et � insatisfaisables � (respectivement #S and #U), ainsi que leur tempsde calcul. Une limite de 3600 secondes a été respectée pour chacune de ses expérimentations.Comme le montrent ces résultats, exploiter toutes les contraintes après �ltrage, mêmequand l'une d'entre elles a été violée, permet d'obtenir un sous-problème insatisfaisable réduit.En e�et, la plupart du temps, la taille du problème retourné par full-wcore est plus faibleque celle du problème fourni par wcore. Par exemple, full-wcore permet l'obtention d'un sous-problème composé de 358 contraintes en 6,86 secondes pour le problème d'allocation de fréquencesscen1_f9, alors que wcore retourne un problème insatisfaisable de 1421 contraintes en 3,67secondes.De plus, le fait d'explorer toutes les contraintes, même si l'une d'entre elles est déjà falsi�ée,ne ralentit pas nécessairement ce calcul. Bien que plus de temps est parfois nécessaire pour fairecette approximation, il apparaît en pratique que le temps de calcul de full-wcore est en généraldu même ordre, voire inférieur à wcore. Ceci est dû principalement aux choix plus appropriés quisont e�ectués par l'heuristique dom/wdeg , qui semble guidée plus directement vers les contraintesproblématiques. Par exemple, le même sous-ensemble incohérent de 793 contraintes est extraitde qcp-o15-h120-268-15 ; cependant, full-wcore n'a besoin que de 100 secondes pour e�ectuerce calcul, alors que wcore demande plus de deux fois ce temps.D'autre part, notre tentative pour améliorer les approches de minimisation semble éga-lement prometteuse. En e�et, bien que CB ne retourne pas le meilleur résultat pour chaquebenchmark, son comportement moyen est très satisfaisant. Par exemple, quand l'approximationfournie est mauvaise (par exemple avec scen11_f12), l'approche destructive se montre très ine�-cace, alors que celle dite dichotomique est appropriée. Notre schéma hybride permet d'éliminer denombreuses contraintes grâce à la première étape dichotomique, et un MUC peut être obtenu enun temps raisonnable. Au contraire, full-wcore extrait un ensemble de contraintes de l'instanceqcp-o20-h187-9-20, qui se révèle être un MUC. Pour ce genre d'� approximations �, la pro-cédure dichotomique atteint son pire cas, alors que l'approche destructive prouve la minimalitéde ce sous-problème en un nombre linéaire d'appels � satisfaisables � à une méthode complète,qui sont en pratique rapides par rapport aux appels � insatisfaisables �. Une fois encore, CB se122



7.3. Comparaisons expérimentales
Instance #C #V wcore DC(wcore) DS(wcore) CB(wcore)

|UC| temps (#S,#U) |MUC| temps (#S,#U) |MUC| temps (#S,#U) |MUC| tempsscen11_f10 4103 680 711 11.5 (96,46) 16 17.4 (16,695) 16 588 (22,513) 16 153scen11_f12 4103 680 610 9.3 (96 ,40) 16 14.4 (-,-) - t.o. (21,427) 16 129scen1_f9 5548 916 1421 3.67 (-,-) - t.o. (25,1396) 25 323 (31,1260) 25 564composed-75-1-2-2 624 33 529 0.18 (112,23) 14 1292 (13, 516) 13 27.1 (20 ,511) 14 33.2composed-25-1-40-2 262 33 236 0.48 (79,22) 13 13.5 (13,223) 13 13.6 (18,181) 13 6.6composed-25-1-40-4 262 33 239 0.23 (-,-) - t.o. (14,225) 14 5.26 (17,184) 13 5.68composed-25-1-80-0 302 33 240 0.09 (64,22) 11 12.9 (13,227) 13 4.78 (18,146) 14 4.42dual_ehi-85-297-1 4112 297 209 0.26 (159,36) 34 2.43 (42,167) 42 58.5 (39,108) 36 2.08dual_ehi-85-297-24 4105 297 206 0.22 (165,29) 34 2.37 (40,166) 40 2.72 (38,105) 34 1.79dual_ehi-85-297-26 4102 297 179 0.25 (139,32) 30 2.13 (40,139) 40 2.38 (46,113) 41 1.99dual_ehi-85-297-44 4130 297 178 0.2 (135,29) 29 1.99 (26,152) 26 2.34 (33,85) 29 1.43dual_ehi-85-297-49 4124 297 192 0.21 (207,28) 41 2.82 (42,150) 42 2.52 (42,64) 40 1.24dual_ehi-85-297-65 4116 297 156 0.2 (1099,0) 156 13.6 (156,0) 156 1.66 (163,0) 156 1.74dual_ehi-85-297-7 4111 297 160 0.22 (151,27) 30 2.34 (33,127) 33 2.17 (40,107) 34 1.95dual_ehi-90-315-6 4365 297 200 0.27 (261,36) 50 3.81 (51,149) 51 3.1 (52,80) 47 1.67dual_ehi-90-315-94 4380 297 174 0.23 (158,44) 33 2.61 (43,131) 43 2.4 (47,111) 42 2.08geo50.20.d4.75.70 451 50 424 140 (-,-) - t.o. (-,-) - t.o. (-,-) - t.o.qcp-o15-h120-b-268-15 3150 225 793 237 (7146,0) 793 237 (793,0) 793 26.4 (802,0) 793 26.4qcp-o20-h187-b-27-20 7600 400 389 2.6 (3120,0) 389 116 (389,0) 389 14.4 (397,0) 389 14.7qcp-o20-h187-b-29-20 7600 400 958 6.3 (8631,0) 958 551 (958,0) 958 63.8 (967,0) 958 64.5Instance #C #V full-wcore DC(full-wcore) DS(full-wcore) CB(full-wcore)
|UC| temps (#S,#U) |MUC| temps (#S,#U) |MUC| temps (#S,#U) |MUC| tempsscen11_f10 4103 680 707 15.3 (97,45) 16 17.3 (16,691) 16 565 (22,512) 16 150scen11_f12 4103 680 606 13.0 (97,38) 16 14.2 (-,-) - t.o. (22,425) 16 130scen1_f9 5548 916 358 6.86 (-,-) - t.o. (25,333) 25 49.3 (28,242) 25 188composed-75-1-2-2 624 33 529 3.04 (112,23) 14 1293 (13,516) 13 27.3 (20,511) 14 32.9composed-25-1-40-2 262 33 227 0.59 (78,23) 13 25.6 (13,214) 13 4.63 (17,174) 13 4.78composed-25-1-40-4 262 33 226 0.63 (-,-) - t.o. (14,212) 14 4.64 (18,171) 13 5.14composed-25-1-80-0 302 33 232 0.7 (63,22) 11 689 (13,219) 13 4.65 (17,139) 14 10.4dual_ehi-85-297-1 4112 297 162 0.42 (169,30) 34 2.42 (40,122) 40 2.06 (37,59) 35 1.13dual_ehi-85-297-24 4105 297 187 0.38 (181,38) 38 2.66 (42,145) 42 8.55 (41,98) 38 1.7dual_ehi-85-297-26 4102 297 148 0.45 (151,37) 32 2.34 (36,112) 36 1.88 (42,91) 37 1.64dual_ehi-85-297-44 4130 297 103 0.35 (624,0) 103 7.28 (103,0) 103 0.98 (109,0) 103 1.06dual_ehi-85-297-49 4124 297 166 0.37 (224,39) 44 3.19 (39,127) 39 2.12 (43,77) 39 1.44dual_ehi-85-297-65 4116 297 156 0.37 (1099,0) 156 13.7 (156,0) 156 1.67 (163,0) 156 1.76dual_ehi-85-297-7 4111 297 109 0.37 (152,20) 32 2.23 (29,80) 29 1.41 (34,37) 31 0.85dual_ehi-90-315-6 4365 297 153 0.38 (236,24) 47 3.31 (46,107) 46 2 (51,52) 46 1.25dual_ehi-90-315-94 4380 297 146 0.36 (158,40) 32 2.56 (31,115) 31 2.13 (32,87) 30 1.54geo50.20.d4.75.70 451 50 417 171 (-,-) - t.o. (-,-) - t.o. (-,-) - t.o.qcp-o15-h120-b-268-15 3150 225 793 100 (7146,0) 793 238 (793,0) 793 26.6 (802,0) 793 26.6qcp-o20-h187-b-27-20 7600 400 389 3.29 (3120,0) 389 116 (389,0) 389 14.3 (397,0) 389 14.7qcp-o20-h187-b-29-20 7600 400 853 7.9 (7686,0) 853 453 (853,0) 853 52.0 (862,0) 853 52.8Tab. 7.1 � wcore, full-wcore et méthodes de minimisation : résultats expérimentaux
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Chapitre 7. Extraction d'un MUC : wcore et méthodes de minimisation revisitéscomporte relativement bien, puisqu'il retourne ce MUC en moins d'une minute (comme DS), alorsque DC ne peut assurer cette minimalité qu'au bout de plus de 7 minutes.De plus, sur de nombreux benchmarks, comme dual_ehi-85-297-24, CB se montre l'ap-proche la plus e�cace pour le calcul d'un MUC. En fait, cette nouvelle approche utilise lesprincipales caractéristiques des deux approches sur lesquelles elle se base, alors qu'en mêmetemps, elle évite leurs revers, autant que possible. Par le retrait heuristique d'un grand nombrede contraintes par voie dichotomique, puis par des tests pas-à-pas, la procédure de minimisations'en trouve souvent améliorée, et semble plus robuste que celles précédemment proposées.Notons également que di�érents MUC peuvent être calculés par ces di�érentes méthodes.7.4 ConclusionsDans ce chapitre, nous avons proposé diverses variantes aux meilleurs algorithmes connuspour l'extraction d'un MUC au sein d'un CSP. Dans un premier temps, nous avons montrécomment une exploration systématique des contraintes violées lors d'un con�it peut fournir uneinformation heuristique plus e�cace que le mise en évidence d'une seule de ces contraintes, choisiearbitrairement. Ensuite, nous nous concentrons sur une combinaison spéci�que de plusieurs mé-thodes de minimisation, car certaines d'entre elles présentent des propriétés intéressantes, maissemblent adaptées à certains types d'approximation (grossières pour la méthode dichotomique,précises pour la destructive). La combinaison e�ectuée vise donc à améliorer en robustesse del'approche de minimisation et lui o�rir une e�cacité � générique �, pour tous types d'approxi-mation. Il semble évident que d'autres combinaisons de ces algorithmes peuvent être envisagées,et feront l'objet de futures recherches.
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Chapitre 8Explication de l'incohérence en CSP :de la contrainte au tuple
Sommaire 8.1 Ensembles minimaux incohérents de tuples . . . . . . . . . . . . 1258.1.1 Dé�nitions, propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1258.1.2 MUST au sein d'un MUC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1278.2 Calcul d'un MUST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1298.2.1 Passage par la CNF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1298.2.2 Localisation de l'inconsistance au niveau tuple : un exemple . . . . 1308.3 Une première étude expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . 1318.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134Le concept d'ensemble minimalement insatisfaisable de contraintes (MUC) d'un problèmeCSP permet de localiser voire de réparer une instance incohérente en supprimant une ou plu-sieurs de ces contraintes. Dans ce chapitre, nous proposons une technique permettant d'a�nerce concept, et de restaurer la consistance d'un problème sans suppression de contraintes. Cestravaux ont fait l'objet d'une publication [Grégoire et al. 2007d].8.1 Ensembles minimaux incohérents de tuples8.1.1 Dé�nitions, propriétésDans le chapitre précédent, nous avons vu que la � réparation � d'un CSP censé êtresatisfaisable peut être e�ectuée à travers celle de chacun de ses MUC. Une manière naturelle passepar la suppression d'une contrainte de ce MUC. Cependant, retirer intégralement une contraintepeut apparaître comme un acte très destructif pour la sémantique du problème modélisé. Ilserait préférable, quand cela est possible, d'a�aiblir une ou plusieurs contraintes, plutôt queles supprimer intégralement. Une telle opération nécessite clairement une étude analytique del'incohérence au niveau des tuples interdits du problème.Dans cet objectif, nous introduisons le concept d'ensemble minimalement incohérent detuples (MUST pour Minimally Unsatisfaisable Set of Tuples en anglais), qui ra�ne celui MUC,dé�ni classiquement en CSP. Celui-ci consiste en un ensemble incohérent de tuples interdits telque si l'on autorise n'importe lequel de ces tuples, l'ensemble retrouve sa cohérence.125



Chapitre 8. Explication de l'incohérence en CSP : de la contrainte au tuple
v1 v2 v3

c1 c2

A
v1

A

B

v2

A
v3Fig. 8.1 � Représentations graphiques de l'exemple 8.1Dé�nition 8.1 (Ensemble minimalement incohérent de tuples)Soit P = 〈V, {(Var (c1), T (c1)), . . . , (Var (cn), T (cn))}〉 un CSP insatisfaisable. Le CSP P ′ =

〈V, {(Var (c1), T
′(c1)), . . . , (Var (cn), T ′(cn))}}〉 est un MUST (pour Minimally UnsatisfaisableSet of Tuples en anglais) de P si et seulement si ∀i tel que 1 ≤ i ≤ n :1. P ′ est insatisfaisable2. T ′(ci) ⊆ T (ci)3. ∀ T ′′(ci) ⊂ T ′(ci), 〈V, {(Var (c1), T

′(c1)), ..., (Var (ci), T
′′(ci)), ..., (Var (cn), T ′(cn))}〉 est sa-tisfaisable.Ainsi dé�ni, un MUST peut être vu comme un moyen d'expliquer l'incohérence à unniveau d'abstraction plus bas que celui permis par les contraintes. Cependant, on retrouve avecles MUST les problèmes inhérents aux ensembles minimalement incohérents. Il ne su�t doncpas de supprimer un tuple d'un MUST d'un problème pour restaurer la cohérence d'un CSP. Ene�et, on peut prouver facilement qu'il existe dans le pire cas un nombre exponentiel de MUSTau sein d'un CSP incohérent, et que ceux-ci peuvent avoir une intersection vide. De ce fait, leretrait d'un unique tuple peut être insu�sant pour la réparation d'un problème de satisfactionde contraintes. De plus, comme le montre l'exemple suivant, les tuples contenus dans un MUSTpeuvent même ne pas prendre réellement part aux causes de l'incohérence d'un CSP.Exemple 8.1Soit P = 〈V,C〉 tel que V = {v1, v2, v3}, avec dom(v1) = dom(v3) = {A}, dom(v2) = {A,B}, et

C = {c1 = {({v1, v2}, {(A,B)}), c2 = {({v2, v3}, {(A,A), (B,A)})}}. Dans la �gure 8.1, le réseaude contraintes ainsi que le graphe de micro-structure de ce CSP sont donnés. Clairement, P estinsatisfaisable et ne possède qu'un seul MUC, fait de la seule contrainte c2, puisque celle-ci em-pêche toute a�ectation valide entre les variables v2 et v3. Au contraire, à un niveau d'abstractionplus bas, P contient 2 MUST, qui sont :� PM1
= 〈V, {({v1, v2}, {(A,B)}), {({v2 , v3}, {(A,A)})}}〉� PM2
= 〈V, {({v2, v3}, {(A,A), (B,A)})}〉

PM1
est un MUST qui contient des tuples contenus dans chacune des deux contraintes. Ilne correspond donc à aucun MUC de P . Par contre, PM2

est un MUST qui est également unMUC de P . Notons que PM1
contient le seul tuple interdit liant v1 et v2, qui ne participe pas àproprement parler à l'insatisfaisabilité de P .Bien que ces premiers résultats puissent paraître négatifs, il est montré dans le paragraphesuivant que les MUST forment bien un concept viable pour exprimer les causes de l'incohérenced'un CSP, s'ils sont calculés au sein d'un MUC.126



8.1. Ensembles minimaux incohérents de tuples8.1.2 MUST au sein d'un MUCLe fait que tout CSP incohérent contienne au moins un MUC (qui peut être le CSP lui-même) est un résultat bien connu. De manière similaire, tout CSP incohérent exhibe au moinsun MUST. Un MUC étant un CSP insatisfaisable, on peut également en extraire au moins unMUST.Propriété 8.1Au moins un MUST peut être extrait de tout CSP insatisfaisable.PreuveSoit P = 〈V,C〉 un CSP insatisfaisable. Supposons que P ne contienne aucun MUST. P lui-mêmen'est donc pas un MUST, et on peut trouver un tuple interdit par les contraintes du problèmetel que l'autoriser conserve l'incohérence du problème. Formellement, ∃c ∈ C,∃t ∈ T (c) tel que
P 1 = 〈V, (C\c) ∪ (Var(c), T (c)\t)〉 est également insatisfaisable, et ne contient aucun MUST.Poursuivre ce raisonnement conduit à prouver par induction l'existence du CSP insatisfaisable
P ′ = 〈V, ∅〉, alors qu'un tel problème est clairement satisfaisable. �De surcroît, des relations plus fortes entre MUC et MUST sont démontrées par la propriétésuivante :Propriété 8.2Soit P un MUC contenant m contraintes. Il existe au moins m tuples tel qu'autoriser l'un d'entreeux restaure la satisfaisabilité de P . Ces tuples appartiennent à tous les MUST de P .PreuvePuisque P = 〈V,C〉 est un MUC, dès que l'une de ses m contraintes est retirée, le CSP résultantest cohérent. Soit A une a�ectation satisfaisant P ′ = 〈V,C\ci〉, avec ci ∈ C. ci est falsi�ée par
A : en e�et, dans le cas contraire, P serait cohérent et donc pas un MUC. La projection de
A sur Var(ci) est donc inclue dans T (ci) (cf. Dé�nition 6.4 page 102). Ainsi, retirer ce tupleinterdit est su�sant pour rendre P cohérent. Le même argument peut être utilisé pour chacunedes m contraintes de P . On peut donc trouver au moins m tuples qui permettent de restau-rer la cohérence de ce MUC s'ils sont autorisés. De manière triviale, ces tuples appartiennentnécessairement à toutes ses sources d'incohérence, et par conséquent à tous ses MUST. Ainsi,l'intersection ensembliste de tous les MUST de P contient au moins m éléments. �Cette propriété prouve donc l'existence de tuples permettant à un MUC d'être � cassé �,simplement en autorisant l'un d'eux. Ceux-ci appartiennent nécessairement à toutes les sourcesd'incohérence de ce MUC, et donc à tous ses MUST. De ce fait, il n'est pas possible de découvrirdeux MUST dont l'intersection est vide, au sein d'un MUC. Les tuples appartenant à tous lesMUST d'un MUC P sont appelés par la suite tuples partagés de P .Dé�nition 8.2 (tuples partagés)Soit P un MUC. Les tuples partagés de P sont les tuples interdits appartenant à tous les MUSTde P .Autoriser n'importe quel tuple partagé permet de casser le MUC correspondant. De plus,calculer un MUST au sein d'un MUC permet d'obtenir un sur-ensemble des tuples partagés.Exemple 8.2Soit P = 〈{v1, v2, v3}, {c1, c2, c3}〉 un CSP tel que : 127



Chapitre 8. Explication de l'incohérence en CSP : de la contrainte au tuple
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Fig. 8.2 � Graphe de micro-structure de l'exemple 8.2
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Fig. 8.3 � Graphe de micro-structure des deux MUST de l'exemple 8.21. ∀i ∈ {1, 2, 3}, dom (vi) = {A,B}2. c1 = ({v1, v2}, {(A,B), (B,A)})3. c2 = ({v2, v3}, {(A,B), (B,A), (B,B)})4. c3 = ({v1, v3}, {(A,A), (B,B)})Le graphe de micro-structure de P est donné en �gure 8.2. Notons que P est un MUC,puisqu'il est insatisfaisable et lui ôter n'importe laquelle de ses contraintes conduit à un problèmesatisfaisable. P possède deux MUST, dont les graphes de micro-structure sont représentés en�gure 8.3. En e�ectuant l'intersection de ces deux MUST, l'ensemble des tuples partagés de
P est obtenu. Ceux-ci sont reportés en gras en �gure 8.4, tandis que les tuples non-partagéssont, eux, en pointillés. Clairement, autoriser un seul tuple partagé restaure la cohérence de cesdeux MUST, et par conséquent du MUC P . Cependant, autoriser un autre tuple de l'un desMUST ne garantit pas d'obtenir un problème satisfaisable. Cet exemple montre également quele CSP composé des seuls tuples partagés n'est pas nécessairement insatisfaisable. En fait, onpeut facilement prouver que ceci n'est vrai que pour les MUC ne contenant qu'un seul MUST.Ces derniers résultats plaident pour une approche en deux temps pour l'explication del'incohérence en termes de MUC, MUST et tuples partagés. En e�et, la recherche de MUSTdans le cas général ne semble pas une approche prometteuse, puisqu'un MUST peut ne coïncideravec aucun MUC. Au contraire, une approche intéressante consiste à rechercher un MUC dans unpremier temps, qui fournit une explication en terme de contraintes. L'expert peut alors déciderde supprimer l'une de ses contraintes pour casser le MUC. Il possède cependant une alternativequi consiste à e�ectuer le calcul d'un MUST au sein du MUC découvert. Plus précisément, s'il128



8.2. Calcul d'un MUST
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Fig. 8.4 � Tuples partagés de l'exemple 8.2se charge de calculer les tuples partagés, l'expert pourra choisir un tuple parmi cet ensembleà autoriser. Celui-ci est su�sant pour casser l'incohérence du MUC. De cette façon, on a lapossibilité d'a�aiblir les contraintes problématiques, plutôt que les supprimer complètement.Une telle politique peut être itérée jusqu'à ce que le problème global devienne consistant.Plusieurs algorithmes ont été proposés pour l'obtention d'un MUC, comme l'approcheCB(full-wcore) proposée dans le chapitre précédent. Ainsi, le problème qui nous est adresséest maintenant le calcul d'un MUST, ainsi que des tuples partagés. Ces deux calculs, e�ectués àtravers la logique propositionnelle, sont décrits dans le paragraphe suivant.8.2 Calcul d'un MUST8.2.1 Passage par la CNFLe calcul d'un MUST peut être e�ectué à l'aide de plusieurs techniques traditionnellesvenues des domaines du CSP et de la recherche opérationnelle, telle que les procédures destruc-tives, additives ou dichotomiques [de Siqueira & Puget 1988, Bakker et al. 1993, Chinneck 1997,Hemery et al. 2006]. Cependant, ces approches ne délivreraient qu'un MUST, uniquement. L'ob-tention de l'ensemble des tuples partagés nécessite en sus un nombre linéaire (en fonction dunombre de tuples interdits induits par le MUC) de tests de satisfaisabilité. Au contraire, nousproposons ici une méthode permettant d'e�ectuer le calcul de ces deux ensembles de tuples avecun même algorithme.Quand un MUC a été obtenu grâce à CB(full-wcore) (cf. chapitre précédent), celui-ci estconverti dans le cadre booléen, de façon à ce que le calcul d'un MUST et des tuples partagés soite�ectué à travers celui d'un MUS. Le schéma de conversion choisi est une forme de direct encoding[de Kleer 1989], qui consiste à coder chaque valeur de chaque variable du CSP par une nouvellevariable booléenne Cvi
. De cette façon, le nombre de variables de la formule CNF correspondanteest donné par la somme de la taille du domaine de chaque variable du problème original. Soit

P = 〈V,C〉 un MUC. On crée alors les clauses suivantes :1. at-Least-one clauses. Ces clauses permettent de s'assurer qu'au moins une valeur de chaquevariable est a�ectée dans une solution
Cv1
∨ Cv2

∨ ... ∨ Cvm ∀v ∈ V avec dom(v) = {v1, v2, ..., vm}2. at-Most-one clauses. Au contraire, ces clauses permettent de garantir qu'au plus une valeurpar variable est sélectionnée dans une solution
¬Cva ∨ ¬Cvb

∀v ∈ V ∀(va, vb) ∈ dom(va)× dom(vb) (avec va 6= vb)3. Con�ict clauses. Ces clauses codent les tuples interdits du problème
¬Cvi

∨ ¬Cvj
∀c ∈ C ∀(vi, vj) ∈ T (c) 129



Chapitre 8. Explication de l'incohérence en CSP : de la contrainte au tupleFonction direct_encode(〈V,C〉 : un CSP) : une formule CNF
Σ←− ∅ ;[Création des clauses � At-least-one �]Pour chaque vi ∈ V faire

Σ←− Σ
⋃

{
∨

j∈dom(vi)

xij}Fin Pour[Codage de chaque tuple interdit par une clause con�it]Pour chaque c ∈ C fairePour chaque t ∈ T (c) faire
Σ = Σ

⋃

{
∨

∀(vi∈Var(c) et j∈dom(vi))t.q. j est la valeur interdite de vi dans t

¬xij}Fin PourFin PourRetourner Σ ;Fin Algorithme 20 � direct_encodeCette forme de codage a été choisie car elle transforme chaque tuple interdit en une uniqueclause. En outre, les � at-Most-one � sont pas ajoutées en pratique à la formule générée. Cesclauses ont en e�et été prouvée facultatives [Walsh 2000] ; de plus, les omettre permet d'obtenirune équivalence de minimalité entre les deux cadres : chaque MUS de la formule CNF correspondà un MUST du CSP transformé. Le calcul d'un MUST revient donc à celui d'un MUS dans lalogique propositionnelle, pourvu que toutes les clauses at-Least-one en fassent partie.Plus précisément, il est fait usage de la procédure OMUS, décrite dans le chapitre 4 page 45.Comme décrit, l'e�cacité de cette technique est due en partie au concept de clauses protégées,qui codent justement les tuples partagés du problème. En pratique, quand une seule clause estfalsi�ée par une interprétation complète parcourue par la recherche locale de OMUS, celle-ci estmarquée et ne sera jamais retirée de la formule, dans laquelle on recherche un MUS. En e�et,il est prouvé que ces clauses appartiennent à tous les MUS de la formule, et avec le codagechoisi pour la transformation du MUC, celles-ci coïncident exactement avec les tuples partagés.Ces tuples sont alors retournés à la �n de la procédure, avec le MUST extrait, sans nécessiterde ressources supplémentaires pour leur calcul. Assez clairement, cette technique de localisationde ces tuples est incomplète, dans le sens où on ne peut garantir leur découverte exhaustive.Cependant, comme nos résultats expérimentaux le montrent, en pratique de nombreux tuplespartagés sont détectés via le calcul du MUST et le concept de clauses protégées.8.2.2 Localisation de l'inconsistance au niveau tuple : un exempleExemple 8.3Soit le CSP insatisfaisable P = 〈V,C〉 avec V = {a, b, c, d} (∀v ∈ V, dom(v) = {1, 2, 3}) et
C = {(a + b) est un multiple de 4, b > d, c < d, (c = b) OU (b = 1, c = 3)}. Supposons quel'on désire restaurer la cohérence de P . Dans un premier temps, une source d'inconsistance auniveau des contraintes est calculée au travers un MUC.130



8.3. Une première étude expérimentale
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Fig. 8.5 � Réseau de contraintes de l'exemple 8.3
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dFig. 8.6 � Graphe de micro-structure du MUC de l'exemple 8.3En fait, P ne possède qu'un MUC, qui est PMUC = 〈V,C\(a+b) est un multiple de 4〉. Onpeut donc choisir de supprimer qu'une des contraintes de PMUC , a�n de réparer P . Cependant, lasuppression d'une de ses contraintes peut être un acte très destructif pour le problème modélisé.De plus, en observant le graphe de micro-structure de PMUC en �gure 8.6, il semble évident quel'ensemble de ces tuples n'est pas en cause de l'insatisfaisabilité de P . Un MUST de PMUC estdonc calculé, et représenté en �gure 8.7, les tuples partagés étant en lignes pleines, et les autrestuples en pointillés. On voit donc que seuls quelques tuples de PMUC entrent en contradiction. Deplus, le retrait d'un tuple partagé permet d'a�aiblir une contrainte, plutôt que d'en supprimerune, avec le même e�et quant à la restauration de la cohérence.Par exemple, le retrait du tuple interdisant les valeurs 1 et 2 pour les variables b et d,respectivement, est su�sant pour réparer l'ensemble du CSP. L'expert possède dès lors le choixd'ajouter cette � exception � après modélisation du problème a�n de le rendre satisfaisable.8.3 Une première étude expérimentaleA�n de véri�er la capacité pratique des approches proposées dans ce document à extraireun MUST, nous avons implémenté un algorithme nommé MUSTER (pour MUST-ExtRactor enanglais) et exécuté celui-ci sur de nombreux benchmarks issus de la dernière compétition CSP131



Chapitre 8. Explication de l'incohérence en CSP : de la contrainte au tuple
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dFig. 8.7 � MUST et tuples partagés de l'exemple 8.3Fonction mus2must(Σ : un MUS et 〈V,C〉 : un MUC) : un MUSTPour chaque c ∈ C t.q. C = {(Var (c1), T (c1)), ..., (Var (cn), T (cn))} fairePour chaque t ∈ T (c) faireSi (( ∨

∀(vi∈Var(c) et j∈dom(vi))t.q. j est la valeur interdite de vi dans t

¬xij) ∈ Σ) Alors
T ′(c)←− T ′(c) ∪ {t} ;Fin SiFin PourFin PourRetourner 〈V, {(Var (c1), T

′(c1)), ..., (Var (cn), T ′(cn))}〉 ;Fin Algorithme 21 � mus2must[Compétitions CSP]. Son principe est donc d'extraire en premier lieu un MUC grâce à un appel àCB(full-wcore), puis de le transformer en une formule clausale booléenne, grâce à la techniquede direct-encoding décrite dans l'algorithme 20. Un MUS est alors calculé via la procédure OMUS(cf. chapitre 4 page 45). Comme nous l'avons vu, il existe une correspondance parfaite entre leMUS extrait et un MUST du CSP transformé. Celui-ci est retourné, avec les tuples partagésdétectés, en utilisant une simple fonction d'encodage décrite dans l'algorithme 21. MUSTER estrésumé dans l'algorithme 22.Toutes les expérimentations présentées ici ont été conduites sur un Pentium IV à 3Ghz,sous une distribution Fedora Core 5 de Linux. Un extrait signi�catif des résultats obtenus estfourni dans la table 8.1. Celle-ci contient 3 colonnes principales : Instance, MUC extrait et MUSTextrait. Le première de ces colonnes fournit di�érentes informations à propos du problème traité,à savoir son nom, le nombre de contraintes qu'il comporte, et le nombre de tuples interditsque celles-ci impliquent. La deuxième colonne est consacrée au MUC extrait de ce problème.Il y est indiqué le nombre de contraintes qu'il contient, avec celui des tuples interdits qu'elles132



8.3. Une première étude expérimentaleFonction MUSTER(P = 〈V,C〉 : un CSP insatisfaisable) : un MUST de P[Extraction d'un MUC de P ]
〈V,C ′〉 ←− CS(full-wcore)(〈V,C〉) ;[Transformation du MUC en formule CNF]
ΣCNF ←− direct_encode(〈V,C ′〉) ;[Localisation d'un MUS dans la CNF générée]
ΣMUS ←− OMUS(ΣCNF) ;[Conversion du MUS en MUST de P ]
〈V, {(Var (c′1), T

′′(c′1)), ..., (Var (c′n), T ′′(c′n))}〉 ←− mus2must(ΣMUS ,〈V,C ′〉) ;Retourner 〈V, {(Var (c′1), T
′′(c′1)), ..., (Var (c′n), T ′′(c′n))}〉 ;Fin Algorithme 22 � MUSTER (pour a MUST-ExtRactor an anglais)représentent. Le temps nécessaire à l'extraction de ce MUC est également reporté. En�n, nousavons dédié la troisième colonne au MUST extrait de ce MUC. Celle-ci contient le nombre detuples appartenant au MUST, le nombre de tuples partagés découverts (colonne tp) et le tempsrequis à l'obtention de ces résultats par OMUS. Une limite de temps de 3 heures de temps CPU aété respectée. Au delà de cette limite, la mention �time out� est reportée.Tout d'abord, on peut remarquer qu'un MUST a pu être extrait en un temps raisonnablede quasiment tous les benchmarks testés. Par exemple, un MUC composé de 13 contraintes estd'abord découvert au sein de l'instance composed-75-1-2-1 qui comporte, elle, 624 contraintes.Les contraintes de ce MUC rendent incompatibles 845 tuples de valeurs entre variables, maiscet ensemble peut être réduit à seulement 344 tuples, qui forment un MUST de ce problème.De surcroît, la procédure fournit à l'expert un ensemble de 104 tuples, tel que si l'un d'eux estautorisé, les contraintes du MUC deviennent cohérentes. Un résultat similaire peut être observésur un CSP issu du problème d'allocation de fréquences de liaisons radios (RLFAP). Ce problèmeinconsistant implique près de 800 000 tuples interdits. Toutefois, seuls quelques uns d'entre euxparticipent réellement à son insatisfaisabilité. En e�et, un MUC contenant moins de 5 000 tuplesest d'abord exhibé, avant d'être réduit en un MUST de 3077 tuples. Dans ce MUST, un tupleparmi 2728 peut être supprimé pour restaurer la cohérence de ce MUC.Assez clairement, à cause de la haute complexité de ce problème, nous ne pouvons toutefoispas nous attendre à pouvoir résoudre tous les problèmes dans un temps raisonnable. Par exemple,bien qu'un MUST soit extrait du problème des cavaliers et des reines qk_8_8_5_add, MUSTER n'apas été capable de trouver aucun de ses tuples partagés. Malgré cela, nous sommes assurés queceux-ci sont contenus parmi les quelques 10 000 tuples qui forment ce MUST. Notons égalementque les mêmes MUC et MUST ont été détectés au sein des CSP qk_8_8_5_add et qk_8_8_5_mul.Ceci est facilement expliquable : ces CSP résultent de di�érentes combinaisons entre les problèmesdes 8 reines et celui des 5 cavaliers. Or, comme le seul problème des cavaliers ne possède pasde solution, une même explication pour son incohérence peut être donnée, quelle que soit lacombinaison dont on fait de ce problème avec un autre, qu'il soit satisfaisable ou non.En�n, attardons-nous sur le nombre de tuples partagés. La propriété 8.2 nous assure qu'unMUST contenant m contraintes contient également au moins m tuples partagés. Pourtant, enpratique, ce nombre est souvent beaucoup plus grand. Du MUC de 43 contraintes extrait de133



Chapitre 8. Explication de l'incohérence en CSP : de la contrainte au tuplegraph2_f25, on s'attend à trouver au moins 43 tuples partagés, mais notre algorithme nous enretourne pas moins de 1516. En les supposant équitablement répartis entre les contraintes, celapermet un choix parmi 35 tuples par contrainte, en moyenne.8.4 ConclusionsDans ce chapitre, nous avons introduit de nouveaux procédés permettant une gestion plusprécise de l'inconsistance pour les CSP, à travers le concept de MUST. Nous avons établi unesérie de propriétés établissant des liens forts entre le niveau d'abstraction de ces derniers (lestuples interdits du problème) et celui des MUC (les contraintes). Nous avons ensuite utilisé cesliens pour établir une méthode permettant de calculer un MUST, ainsi que de nombreux tuplesinterdits duquel ils sont extraits, si l'un d'entre eux est autorisé. La procédure, nommée MUSTER,utilise la technique OMUS, présentée dans le chapitre 4 page 45. Les premiers tests expérimentauxmontrent que le calcul de ces ensembles de tuples est souvent réalisable en pratique, pour denombreux problèmes issus de la dernière compétition de solveurs CSP. Ainsi, il est possible deréparer en pratique un problème CSP en a�aiblissant une ou plusieurs de ses contraintes, plutôtque de les supprimer.

2Tuples partagés134



8.4. ConclusionsInstance MUC extrait MUST extraitnom #con #tuples #con #tuples temps #tuples #tp2 tempscomposed-25-1-2-0 224 4440 14 910 10.7 354 119 13.1composed-25-1-2-1 224 4440 15 975 9.09 339 59 17.5composed-25-1-2-2 224 4440 13 845 8,82 393 86 15,3composed-25-1-2-3 224 4440 14 910 9,13 317 84 17,5composed-25-1-2-4 224 4440 13 845 9,66 301 60 8,74composed-25-1-25-8 247 4555 9 585 8.85 259 116 6.25composed-75-1-25-9 647 10555 12 780 64,8 306 89 8,87composed-75-1-2-5 624 10440 15 975 63,5 402 109 15,9composed-75-1-2-1 624 10440 13 845 66.4 344 104 10.9composed-75-1-2-2 624 10440 14 910 66.7 376 48 14.4composed-75-1-25-6 647 10555 11 715 58,2 278 55 8,15composed-75-1-25-7 647 10555 16 1040 64,4 420 75 17,2composed-75-1-25-8 647 10555 16 1040 59.1 461 51 23.7composed-75-1-80-6 702 10830 11 715 61.5 278 55 8.17composed-75-1-80-7 702 10830 16 1040 379 420 75 17.2composed-75-1-80-9 702 10830 12 780 86.2 306 89 9.01qk_8_8_5_add 38 19624 5 18800 3.33 10149 0 544qk_8_8_5_mul 78 19944 5 18800 0.66 10149 0 531qk_10_10_5_add 55 48640 5 47120 19.7 24855 0 3081qk_10_10_5_mul 105 49140 5 47120 1.3 24855 0 2813qk_15_15_5_add 115 250575 5 245845 830 - - time outqk_15_15_5_mul 190 251700 5 245845 23,5 - - time outgraph2_f25 2245 145205 43 4498 427 2470 1516 426qa_3 40 800 15 583 0.32 203 152 8.32dual_ehi-85-297-14 4111 102234 40 1145 3.35 311 142 40.3dual_ehi-85-297-15 4133 102433 35 1083 4.03 310 172 25.1dual_ehi-85-297-16 4105 102156 36 1032 4.68 301 159 29.1dual_ehi-85-297-17 4102 102112 43 1239 4.83 348 172 42.2dual_ehi-85-297-18 4120 102324 33 972 2,74 271 124 24,8dual_ehi-85-297-19 4118 102304 38 1057 23,63 346 171 28,5dual_ehi-90-315-21 4388 108890 37 1120 3.16 354 129 35dual_ehi-90-315-22 4368 108633 41 1218 4.57 410 187 43.7dual_ehi-90-315-23 4375 108766 29 835 2.86 251 131 12.2dual_ehi-90-315-24 4378 108793 31 974 4.57 315 167 25.4dual_ehi-90-315-25 4398 108974 38 1106 3.89 375 179 30.4dual_ehi-90-315-26 4370 108696 37 1084 3,9 304 160 36,0dual_ehi-90-315-27 4374 108702 32 1001 3,16 286 130 27,3dual_ehi-90-315-28 4369 108612 40 1217 4,88 362 186 37,7scen6_w2 648 513100 7 8020 53.8 4872 2953 1107scen6_w1_f2 319 274860 21 21146 489 - - time outscen11_f10 4103 738719 16 4588 164 3077 2728 438scen11_f12 4103 707375 16 4588 122 3053 2728 42Tab. 8.1 � Extraction d'un MUST par MUSTER 135
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Conclusion généraleCe manuscrit rapporte nos di�érentes contributions aux techniques algorithmiques per-mettant l'extraction d'ensemble minimalement insatis�ables de contraintes.La première étape de notre travail était destinée à la conception de méthodes de calculd'une formule minimalement inconsistante (MUS) en logique propositionnelle clausale. Celle-ci atout d'abord conduit au développement d'une technique originale basée sur la recherche locale,qui ne considère pas seulement l'interprétation courante, mais également un voisinage partielpertinent à travers le concept original de clause critique. Ensuite, notre intérêt s'est porté sur laconception d'une approche constructive pour l'approximation d'un MUS. Nous avons établi unepropriété intéressante sur cette technique de construction qui permet de s'assurer que celle-ci nepeut ajouter de contraintes redondantes avec l'approximation de MUS en construction. Notonsqu'elle est la seule approche complète à ce jour à ne pas nécessiter une preuve de l'insatis�abilitéde la formule complète pour en extraire un tel ensemble. En pratique, AOMUS et construct_corese montrent extrêmement compétitifs et se classent parmi les meilleures approches proposées àce jour.Bien que l'extraction d'un MUS soit un problème essentiel pour la compréhension de l'in-satis�abilité d'une formule CNF, celle-ci peut être insu�sante dans certains cas. En e�et, uneréparation peut requérir la connaissance de toutes les sources d'erreur du système modélisé.Dans cet objectif, plusieurs approches ont par le passé été proposées, la meilleure d'entre ellesayant été introduite par Mark Li�ton et Karem Sakallah. En hybridant leur algorithme avecune approche incomplète de recherche locale, nous sommes parvenus à accélérer son traitementpratique d'un ordre de grandeur. En e�et, on peut déduire de la trace de cette dernière certainessous-formules maximalement satis�ables (MSS), nécessaires à l'obtention de l'ensemble exhaus-tif des MUS d'une formule. Ainsi, cette information obtenue par des opérations peu coûteusesen ressources permet à l'algorithme original d'éviter des tests NP-complets et CoNP-complets.Malheureusement, le nombre potentiellement exponentiel de MUS d'une formule peut rendreleur calcul impossible en pratique, même avec cette amélioration. Pour pallier cette éventuelleexplosion combinatoire, le concept de couverture inconsistante à été proposé dans ce document.Celui-ci permet d'énumérer un sous-ensemble des sources d'inconsistance du problème prouvésu�sant pour expliquer et potentiellement réparer l'ensemble du problème.Nos investigations se sont ensuite portées sur le problème de satisfaction de contraintes(CSP). En premier lieu, nous avons étudié et amélioré la meilleure approche connue permettantla localisation d'un ensemble minimal de contraintes, appelé MUC dans ce cadre. De plus, nousavons proposé par la suite un nouveau concept permettant de ra�ner celui du MUC, en tenantcompte des tuples de valeurs interdits entre variables, induits par les contraintes du problème. Leconcept de MUST ainsi dé�ni, nous avons montré ses liaisons fortes avec les MUC, et prouvé quetout MUST contenu dans un MUC comprend des tuples tel que le retrait, ou autorisation, de l'und'entre eux permet de réparer localement le problème. Ainsi, ses tuples, quali�és de partagés,permettent une forme de restauration de la cohérence sans retrait de contraintes. D'un point137



Conclusion généralede vue technique, le problème est transposé en logique propositionnelle a�n que le calcul d'unMUST soit e�ectué à travers celui d'un MUS. Sa faisabilité pratique est exposée à travers desrésultats expérimentaux concluants.Ces di�érentes contributions ouvrent de nombreuses perspectives. Une grande partie destechniques mises au point dans cette thèse utilisent de nouvelles heuristiques dédiées à l'extrac-tion d'ensembles de contraintes minimalement inconsistants. Si les notions mises en jeu ont étéétudiées précisément, certaines d'entre elles peuvent sans doute être étendues ou généralisées.Par exemple, le concept de clause critique permet de prendre en considération un voisinage par-tiel des interprétations parcourues par une recherche locale. Il peut sembler intéressant d'étudierl'utilité d'un voisinage plus grand pour la capture de MUS. L'intégration de ce concept à laméthode constructive développée, moins évidente de part la nature intrinsèque de l'approche, estclairement une piste à explorer. Il semble également naturel de tenter d'élaborer une hybridationentre ces deux nouvelles approches basées sur la recherche locale. Cette combinaison fera l'objetde futures recherches.Une autre voie de recherche o�erte par ces travaux concerne l'adaptation de ces techniquesalgorithmiques à d'autres champs de recherche, tels que la recherche opérationnelle (RO). Ilsemble en e�et tout-à-fait réalisable d'exporter les algorithmes présentés vers d'autres domaines,qui pourraient accueillir favorablement ces méthodes e�caces dans leur formalisme.Bien évidemment, la mise en application de l'ensemble des techniques algorithmiques pré-sentées dans ce document est un élément à ne pas négliger. Étant donnés, d'une part les résultatsextrêmement positifs qui ont été obtenus, et d'autre part l'étendue des possibilités o�ertes parla localisation et la réparation de problèmes inconsistants, dériver les algorithmes obtenus ne pa-raît pas une gageure. Si des applications particulièrement intéressantes au concept de MUS ontdéjà été étudiées, notamment dans le domaine du model-checking, ses perspectives applicativesapparaissent encore très vastes. Par exemple, la gestion de l'incohérence d'une base de connais-sance propositionnelle est un problème très étudié par les chercheurs en intelligence arti�cielle ;il s'agit en e�et d'un domaine essentiel, mais dont la complexité théorique dans le pire cas estextrêmement élevée, même lorsque des ingrédients épistémologiques tels que la strati�cation sontajoutés au cadre logique. Nous avons proposé dans ce document une première approche, dérivéede l'un de nos algorithmes, a�n de traiter ce problème en pratique. Le concept de MUS peut,dans ce contexte, s'avérer extrêmement utile, et grâce aux nouveaux algorithmes permettant leurextraction de manière souvent e�cace, des solutions originales à ces problèmes pourraient êtreimaginées. Par exemple, la recherche d'une couverture inconsistante peut permettre de déterminerdes ensembles minimaux de connaissances de la base ne pouvant cohabiter. Cette informationdonne donc à l'expert des choix de réparation a minima de la base de connaissance. De telsensembles de clauses peuvent évidemment s'avérer utiles pour diverses opérations dé�nies danscette logique, telles que la fusion ou la révision d'informations. Des travaux futurs seront conduitsdans ce sens.
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