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Résumé
Dans la plupart desapprochespour le raisonnementen
présenced’incohérence, enparticulier cellesbaséessur la
sélectiondesous-ensemblescohérentsdeformules,unehy-
pothèsesous-jacenteestquedesformulesdifférentessont
liées par un lien moinsfort qu’une conjonctionlogique.
Dansle casoù elle estcohérente, unebasede croyances�������
	�������������

, où les
���

sontdesformulesproposi-
tionnelles,estéquivalenteà la base

����������	�������������
.

En revanche, dans le cas où cetteconjonctionest inco-
hérente, ces deux basesont typiquementdes ensembles
de conséquencesdistincts.Cela illustre le fait que la vir-
guleutiliséedansla base

�
estun connecteurparticulier,

différent de la conjonction.Nousproposonsdansce tra-
vail d’étudier une logique comportantun tel connecteur
“vir gule”. Ce cadre permetde fournir unesémantiqueà
ce connecteuret de généraliser un certain nombre d’ap-
prochespermettantde raisonneren présenced’informa-
tionscontradictoires.

Mots Clef
Raisonnementenprésenced’incohérence.

Abstract
In manyframeworksfor reasoningunderinconsistency, in
particular thosebasedon the selectionof consistentsub-
setsof the givenbeliefbase, it is implicitely assumedthat
the formulas from the baseare connectedusing a weak
form of conjunction.Whenit is consistent,a belief base� ����� 	 ����!��� � �

, where the
� �

are propositionalformu-
las,is logicallyequivalentto thebase

�"�#�$��� 	 ����%��� � �
.

However, when it is not consistent,both basestypically
lead to different conclusions.This illustratesthe fact that
thecommausedin base

�
hasto beconsideredasa addi-

tional connective, andnot asa simpleconjunction.In this

work we defineand studya logic with such a “comma”
connective. We give it a semanticsandon this ground,we
generalise several approachesfor reasoningfrom incon-
sistentbeliefs.

Keywords
Inconsistency handling.

1 Intr oduction
Il y a plusieurssituationsassezdifférentesoù on peutêtre
conduità travailler avec desensemblesde formulesinco-
hérentes(voir parexemple[BH01] pouruneclassification
finedecessituations); parexemple:
– plusieursexpertsou capteursqui fournissentdesdon-

néesconflictuelles;
– plusieursavis divergentsconcernantl’évaluationd’un

objetoud’un candidat;
– plusieurscontextes ou plusieursrèglessimultanément

applicablesdontlesconclusionssontcontradictoires;
– les hypothèsesde bon fonctionnementsimultané de

composantsd’un systèmedontla conjonctionestcontra-
dictoire;

– plusieurscritèresconduisantàdespréférencesincompa-
tiblespourun agentdonné;

– plusieursagentsdontlespréférencessontincompatibles.
Il fautbiennoterquepourlesquatrepremiersitemsil s’agit
de raisonnementà partir de croyances(contradictoires)
tandisquepour les deuxderniersitems il s’agit de déci-
sionà partir depréférences(conflictuelles).
Tout agentdotédecapacitésdéductivessuffisantesdoit re-
noncerà exploiter sa basede croyancesdèsque celle-ci
estincohérente: eneffet, à partir d’unebasedecroyances
incohérente,la relationdedéductionclassiquepermetd’in-
férern’importequelleformuledu langage(principeconnu
sousle nomdeex falsoquodlibetsequitur).



Quelleattituderaisonnablepeut-onalorsenvisagerfaceà
unebasedecroyancesincohérentes?Onpeutélaborerune
taxonomiedecesattitudes.
– attitude active. L’agent chercheà résoudreles incohé-

rences,c’est-à-direà les identifier (on pourraitpresque
dire “débuggerla basedecroyances”),eneffectuantdes
actionsde prise d’information (des tests)qui, idéale-
ment,rendrontin fine la basede croyances1 cohérente.
Voir parexemple[LM00a, LD00].

– attitudepassive. L’agentn’aurapasde nouvellesinfor-
mationslui permettantdel’aider àraisonneravecl’inco-
hérence.Il doit sedébrouillertantbienquemal avecsa
basedecroyances,et rien d’autre.

Intéressons-nousà ce secondtype d’attitude : puisqu’il
fautdetoutefaçons’arrangerpour réduirel’ensembledes
conséquencesdéduitesdes informationsde la base(par
rapportà ce que ferait la logique classique),il n’y a en
définitive que deux solutions: soit on affaiblit les infor-
mationsde la basedecroyancesde telle manièrequeleur
conjonctiondeviennecohérente,soitonaffaiblit la relation
deconséquencelogique2.
Affaiblir la déductionconduità la familledeslogiquespa-
raconsistantes. Affaiblir les informationsconduit à plus-
ieursfamillesd’approches:
– affaiblissementpar inhibition. C’est la méthodela plus

ancienne.Elle consisteà calculer d’abord des sous-
ensemblesdela basedecroyances

�
cohérentsetmaxi-

maux pour un critère qui est à définir. Cette façonde
procéderremonteà[RM70]. Le critèrele plusnaturelest
celui del’inclusion : unesous-basemaximalecohérente
esttout simplementunesous-basecohérentede

�
dont

toutsur-ensemblestrictdans
�

estincohérent.Maisbien
d’autrescritèressontpertinents,qui tiennentcomptepar
exempledu nombre de formulessatisfaites,d’une rela-
tion deprioritéentrelesformulesoud’uneattributionde
degrésd’importanceàchaqueformule.Parailleurs,il ne
suffit pasdesefixer un critèredesélection; il fautaussi
savoir cequel’on feradesinformationsdéduitesàpartir
desdifférentessous-basessélectionnées.Pour cela,on
introduit cequeCayrolet Lagasquie[CLS94] appellent
un procédéd’inférence. Le pluscourantconsisteà infé-
rer uneformulesi et seulementsi elle estdéductiblede
toutesous-basepréférée(inférencedite “universelle”ou
“sceptique”)3.

– affaiblissementpar dilatation : fusion d’informations.
L’affaiblissementpar inhibition consistaità affaiblir les
informationsde

�
en les transformanten défautsdont

la vérité estplausiblemaispascertaine: lorsqu’undé-
faut n’est pas satisfait, peu importe la façon dont il

1Strictosensu, cen’estpasla basedecroyancesinitiale qui sera“ren-
due”cohérente,maissarévisionparlesrésultatsdestests.

2Onpourraitévidemmentenvisagerdefairelesdeuxà la fois.
3Desprocédésplusfaiblessontl’inférence“existentielle”(ou “crédu-

le”) qui consisteàinféreruneformulesi etseulementsi elleestdéductible
d’au moins une sous-basepréférée,et l’inférence “argumentative”, qui
consisteà inféreruneformulesi et seulementsi elle estexistentiellement
inférableetsanégationnel’est pas.

n’est pas satisfait (en d’autrestermes,on ne fera pas
dedistinctionentreun défaut“violé depeu” et un autre
“violé debeaucoup”).Cettedistinctionestpourtantper-
tinente si l’on considèreque l’ensembledes modèles
peutêtremunid’unestructuredepseudo-distance: une
informationserad’autantplusinsatisfaiteparun monde
que la distancede ce mondeau plus prochedesmo-
dèlesde cette information est grande.Ce principe est
la basede la fusion de croyancesà basede distances
[Rev97, LS98, KP98, KP02, KLM02].

– affaiblissementpar oubli de variables. l’idée sous-
jacenteest que l’incohérenced’une basede croyances
peutêtrecauséeparunexcèsd’informationsurcertaines
variablesdont l’importancen’estpeut-êtrepascruciale.
On peut alors se focalisersur cesvariables,simplifier
lesinformationsenoublianttoutcequi concernecesva-
riables“responsablesdel’incohérence”etparvenirainsi
à restaurerla cohérence[LM00b]. Oublierun ensemble
de variablesdansune formule permetainsi de l’af fai-
blir toutenpréservantunmaximumdecroyancessurles
variablesnonoubliées.Commepourl’inhibition defor-
mules,le choix dessous-ensemblesde variablesà ou-
blier peut être guidé par despriorités ou despénalités
sur les variables(traduisantleur degré de pertinence).
On montrequel’af faiblissementpar oubli de variables
généraliseà la fois lesapprochesparinhibition et lesap-
prochespardilatation.

Danscestrois famillesd’approches(inhibition, dilatation,
oubli de variables),on a en entréedu processusde rai-
sonnementnonpasuneformule logiqueausensclassique
du termemais un ensemble(fini) de formules: en parti-
culier, l’inférenceestdéfiniecommeunerelationentre un
ensemble(fini) de formuleset une formule. A contrario,
pour les logiquesparaconsistantescommepour la logique
classique,l’inférencepeutêtredéfinieentreuneformuleet
uneautre.

Il faut ici éclaircir un point : la logiqueclassique– et les
logiquesen général– considèrentaussidesensemblesde
formules(et il existe d’ailleurs certainssystèmesd’infé-
rence,enparticulierpourla logiqueclassique,qui sontdes
systèmesde réécritureentreensemblesde formules– par
exemplele calculdesséquentsdeGentzen).Cependantces
ensemblesde formulessont toujoursinterprétésconjonc-
tivement.En particulier, les conséquenceslogiquesd’un
ensemblefini de formules & coïncidentavec les consé-
quenceslogiquesde la formule & qui consisteen la
conjonctiondetouteslesformulesde & .

Il n’en va pasde mêmepour les approchesdu traitement
de l’incohérenceparaffaiblissement! Ainsi, qu’il s’agisse
d’approchesparinhibition deformules,defusionou d’ou-
bli de variables,l’ensemble

��'(��)*'(��+��
n’a typiquement

pasle mêmecomportementvis-à-visdel’inférencequesa
conjonction

��',�-)*'.�/+��
. Ainsi, l’approcheparinférence

“universelle”à partir dessous-ensemblescohérentsmaxi-
maux pour l’inclusion permetd’inférer de

��'(��)*'(��+��
les

conséquenceslogiquesde
+

tandisqueseulesles tautolo-



giesclassiquespeuventenêtreinféréesde
��'.�0)*',�1+��

.

Ce comportementa souvent été qualifié de “dépendance
vis-à-visde la syntaxe”, et les approchescorrespondantes
(quecesoitpourl’inférenceàpartir debasesdecroyances
incohérentes,la révision des croyancesou le raisonne-
mentpar défaut), ont ellesété qualifiéesde “fondéessur
la syntaxe” – en anglais“syntax-based”)[Neb91] ; elles
ont parfoisétécritiquéespour cettemêmeraison[Dal88,
Win88] : le principed’indépendanceà la syntaxe énoncé
dans[Dal88] stipuleque“la révisiond’un étatdecroyance
doit êtreindépendantdela formesyntaxiquedela basede
croyancesreprésentantl’état de croyance(...)”. Ce prin-
cipe demandequele méta-théorèmede substitutionde la
logiqueclassiques’appliquesansrestriction.Cecin’estpas
toujoursdésirable,en particulier toutesles logiquespara-
consistantesrejettentceprincipe.

Selonnous,tant cettedénominationque le reprochefait
auxapprochesqui enrelèvent,reposentsurunmalentendu.
Pourquoi

���*�324�
devrait-elleêtre“équivalente”à

���/�52,�
pour l’inférence,sinonparcequ’on a fait l’hypothèseim-
plicite quelesensemblesdeformulesdoiventêtre identifiés
à leur conjonction? La dénomination“dépendancevis-à-
vis dela syntaxe” revient eneffet à nevoir entre

���*�62,�
et���-�52,�

, qu’uneseuledifférencesyntaxique(tout comme
entre

�-�72
et
28�/�

enlogiqueclassique),cequi signifie
qu’ellesdoivent être tenuespour (sémantiquement)équi-
valentes.Mais, si l’on tient à cetteéquivalence,pourquoi
définir unebasedecroyancescommeun ensembledefor-
mulesplutôt queparuneconjonction(rappelonsqu’on est
dansun cadrefini, cequi rendla chosepossible)? De sur-
croît, il estsurprenantdevoir la “dépendanceà la syntaxe”
commeunesourcede maux: cettedépendancen’est-elle
pasinhérenteà tout formalismelogique? Si

29�:�
n’est

paséquivalentà
2$;<�

(en général),n’est-cepaslà aussi
uneaffairedesyntaxe,entreautres?

Allons un peu plus loin. Si les multiples approchesfon-
déessur la sélectiond’ensemblesmaximaux cohérents
se sont montréessatisfaisantes,et si les relationsd’infé-
rencequ’elles permettentde définir diffèrent assurément
de l’inférenceclassique,c’est justementparcequ’ellesin-
troduisentdansleur langagequelquechosequi n’existepas
en logiqueclassique: lesensemblesdeformulesavecune
interprétationnonpurementconjonctive.Unefois quel’on
a notéque

���*�62,�
estuneformulede ce langage,qui dif-

fère de
���=�>2,�

, on doit justements’attendreà ce que
cesformulesaientdescomportementsdifférentsencequi
concernel’inférence.

Le langagedesapprochesquenousvenonsdementionner
contientdonc,enplusdu langagepropositionnelclassique,
desensemblesfinis deformules,qui nepeuventpasêtreré-
duitsà desimplesconjonctions.Celarevient à dire quele
langagecontientunconnecteursupplémentaire: la virgule.
La mal-nommée“dépendancevis-à-vis de la syntaxe” se
reformulealorstout simplementpar le fait que la virgule
et la conjonctionsont desconnecteursdifférents.La vir-
gule n’est d’ailleurs pasdéfinissableà partir desconnec-

teurs“classiques”,commeon le verraplus loin – ce qui
renforcesonstatutdeconnecteuràpartentière.
Or, lesnombreusesapprochesqui font appelàcettevirgule
nelui ont pasreconnucestatutdeconnecteur, et ont donc
étéhésitantesà franchir le pasde définir un langagedans
lequel les objetsmanipulés(ensemblesfinis de formules)
sontdesformulesausensrigoureuxduterme.C’estceque
nousnousproposonsdefaireici.
Une fois reconnuà la virgule son statut de connecteur,
il estalors très facile (sinon immédiat)de définir un lan-
gagebien plus généraloù la virgules’imbriquelibrement
avecelle-mêmeet aveclesautresconnecteurs.Celangage
seradéfini formellementauparagraphe3.1(aprèsquelques
préliminairesformelsau paragraphe2) ; nouslui associe-
ronsunesémantique(au paragraphe3.2) inspiréedirecte-
mentdesapprochesexistantessur le raisonnementà base
de sous-ensemblesmaximauxcohérents: les modèlesde
l’ensemble

���
	�������������
serontlesinterprétations(ausens

classique)qui satisfontun sous-ensemblemaximal cohé-
rent(ausensdel’inclusion) de

���
	!������������
. On donnera

au paragraphe4 quelquestautologiesde la logique ainsi
définie,et on étudierasesaspectscalculatoireset enparti-
culier sacomplexité algorithmiqueauparagraphe6.
Unetelle extensionneconstituepasun simpleexercicede
style, où l’on secontenteraitde définir un langagecertes
bien plus expressifque les langagesexistantsmaismani-
festementdépourvude tout intérêt. En effet, d’une part,
la généralitéet l’expressivité de ce nouveaulangageper-
metderéexprimerd’unefaçonplusrigoureusediverspro-
blèmesd’inférenceà partir debasesdecroyancesincohé-
rentes,de révisiondescroyancesou de raisonnementnon
monotone; et d’autrepart, il permetd’exprimerdesinfor-
mationsqui nepeuventpasl’être dansles langagesqui ne
reconnaissentpasà la virgulesonstatutdeconnecteur. Ces
argumentssontdéveloppésauparagraphe5.
Enfin,on remarqueraquele choixquel’on aurafait aupa-
ragraphe3.2pourlasémantiquedesensemblesdeformules
n’estpasleseulpossible: puisqu’il existedenombreuxcri-
tèrespertinentspour la sélectiondesous-ensemblesmaxi-
maux cohérents,il existe égalementplusieursinterpréta-
tionspertinentesduconnecteurvirgule.Parsoucideconci-
sion, les premiersparagraphesde l’article reposentsur le
choix correspondantà la maximalitépour l’inclusion (qui
estle plusfréquentet le plusnaturel); d’autresinterpréta-
tionspertinentes,faisantintervenir la cardinalité,desprio-
ritésoudespondérations,serontplusbrièvementévoquées
au paragraphe7, avant que de nouvellesperspectives ne
soientouvertesenconclusion.

2 Préliminair es
Onconsidèreunensemblefini desymbolespropositionnels?4@

. ACB�D estle langagepropositionnelconstruitàpartirde?4@
, desconstantesE (vrai) et F (faux)et desconnecteurs

classiques
���*�G;*��)��

de la manièreusuelle.Les formules
de ACB�D sontnotéespardeslettresgrecques

�
,
2

, etc.
Une interprétationest une fonction totale de

?4@
dans



�!HI�KJ��
, vue aussicommel’ensemblede tousles symboles

de
?4@

qu’elle satisfait. L B�D dénotel’ensembledesin-
terprétationspour

?4@
. Une interprétationM est un mo-

dèle d’une formule N , noté M O � N , si et seulementsi
elle la satisfait (i.e. la rend vraie). MQPSR(T6N�U dénotel’en-
sembledesmodèlesdela formule N , i.e. MQPSRVT3N�U �$� MXWLYB�D0OZM[O � N � .\ dénotel’inclusion stricte.Soit

�]�^��� 	 ����!��� � �
un

ensemblefini de formulesde A_B�D , et soit
�"�a`^�

. On
note

�"�4� ��� � O � � W �"�b� . �"� estun sous-ensemble
cohérentde

�
si et seulementsi

� �
estcohérent.

� �
est

un sous-ensemblemaximalcohérent (ou maxcons) de
�

si et seulementsi
�"�

estcohérentet il n’existepasde
��� �

cohérenttel que
��� \ ��� �.`c� . On note M '�d�e Pgfih�T � U

l’ensembledessous-ensemblesmaximauxcohérentsde
�

.
Lesrésultatsdecomplexité quenousdonnonsdanscetar-
ticle font mentiondecertainesclassesdecomplexité de la
hiérarchiepolynomiale,ainsiquela classePSPACE. Les
résultatsde complexité n’étant pascruciauxdanscet ar-
ticle, nousrenvoyonsle lecteurà [Pap94] pourplusdedé-
tails surcesdéfinitions.

3 Un langageavec une vir gule, et sa
sémantique

3.1 Langage
Commençonspardéfinir le langagedecettelogique“à vir-
gule”.

Définition 1 Le langage ACj
�lkgm
B�D est défini inductivement

commesuit :
–
?4@-n/� E � F �"` ACj

�lkgm
B�D ;

– si
� W$A j

�lkgm
B�D et

2 W�A j
�okgm
B�D alors

)*�
,
�p�12

,
�p;12

appartiennentà ACj
�okqm
BrD ;

– si fts H et
��� 	 ����!��� � �1` A_j

�okgm
B�D alors u � 	 �������� ��v

appartientà ACj
�okqm
BrD .

Clairement,le langageACj
�okqm
BrD est une extensionde A_B�D

danslaquelleon a donnéà la virgulesonstatutdeconnec-
teur à part entière.Il faut bien noter l’importancedesdé-
limiteurs u et

v
(qui ne doiventsurtoutpasêtreconfondus

avecdesparenthèses!), qui estdueaufait que,dansla sé-
mantiquequenousallonsbientôtdonner, le connecteurvir-
gulen’estpasassociatif: u �
	�� u ��wx����y vzv neseraengénéral
paséquivalentà uqu �
	�����w v ����y v ni à u �
	�����w�����y v ; enconsé-
quence,lesformulesdu type T � 	 �������� � U nesontpasdes
formulesdeACj

�okqm
B�D : touteoccurrenceduconnecteurvirgule

doit êtresituéeentredesdélimiteurs
� � u � � et

� � v � �
.

On définit la profondeurd’une formule de ACj
�okqm
B�D , et les

langages
� A j
�okqmK{ �K|
B�D � fpW IN

�
, commesuit :

Définition 2
– si
� W ?4@/n/� E � F � alors }Z~VPS�rT � U �pH ;

– }Z~VPS�rT )*� U � }Z~�PS�rT � U ;
– }Z~VPS�rT � � 2 U � }�~�PS�rT � ; 2 U �
����� T�}�~�PS�rT � U � }�~�PS�rT 2 UzU ;

– }Z~�PS�rT6u �
	����������� v U � �7�Z� ����	������ � }�~�PS�rT ��� U�� J .
Pour f�W IN, on définit le langage A j

�okqmK{ �K|
B�D commel’en-

sembledetouteslesformulesde ACj
�okqm
BrD deprofondeurinfé-

rieureou égaleà f .

On vérifie aisémentquecettedéfinition inductive estbien
fondée; et qu’en outre, ACj

�okqm
B�D � ���

IN A j
�okgmG{ �K|
B�D et

A j
�lkgmK{ �q|
B�D � A B�D .

Enfin, pour tout f�s J on définit le langageA j
�lkgmK{ ��� �K|
B�D

(ensembledesformulessimplesde profondeurf ) comme
le sous-ensemblede A j

�lkgmK{ �K|
B�D composédesformulesde la

forme u � 	 ���������� v , où
� 	 ����������

sont desformulesde

A j
�lkgmK{ ���r	�|
B�D , c’est-à-direl’ensembledesformulesde pro-

fondeurf où la virguleestle connecteurprincipal.
Voici des exemplesde formules de A_j

�okqm
B�D , où

?4@����'(��+������
:

–
�
	_��'"�0+�� T )*+
;0� U �/)*� ;

–
��w�� u ',�a+���)*+�;0�!��)*� v ;

–
��y��$)*�
� u '"�0+!�G)*+�;1� v ;

–
����� u '(��'.�0+!� u )*+*;0�!�G)*� vzv ;

–
����� u '.�a+�; u �!��'";1+!��)*� v � u )*+*;1�!�G)*� v � u )*'(� u �!��'.�+ vzvzv ; u +
� T )*�
;a' U � u +���� vqv ;

–
����� u '(��'.�0+!� E � F v ;

–
����� u ' v ;

–
����� u v .

On a }�~�PS�rT � 	 U � H ; }�~�PS�rT � w U � }Z~�PS�rT � y U �}�~�PS�rT ��� U � }�~�PS�rT ��� U � }Z~�PS�rT ��� U �tJ ; }�~�PS�rT � � U ��� ;
}�~�PS�rT � � U ��� . Notons aussique

� w W A j
�okqmK{ ��� 	�|
B�D (de

mêmeque
���

,
���

et
���

) et que
� � WaA j

�lkgmK{ ��� y¡|
B�D .

3.2 Sémantique

Définition 3 O � j (satisfactiond’uneformulede A_j
�lkgm
B�D par

uneinterprétation)estla relationsur LYB�D�¢�ACj
�okqm
BrD définie

inductivementpar :
– M£O � j E ;
– M ¤O � j F ;
– si
' W ?4@ , M£O � j

'
si et seulementsi

' W<M ;
– M£O � j

)*�
si et seulementsi M ¤O � j

�
;

– M£O � j
�0��2

si et seulementsi M£O � j
�

et M£O � j
2

;
– M£O � j

�0;�2
si et seulementsi M£O � j

�
ou M£O � j

2
;

– M£O � j u
�
	!����!����� v

si et seulementsi il n’existe pas
d’interprétation M � W¥L B�D tel que

�¡¦ O
M � O � j
���z�

contiennestrictement
�¡¦ OxM£O � j

� � �
.

On introduit la notationsuivante:

Définition 4 Lorsque
�§� u �
	����������� v et M W¨L B�D ,

onnote © ¦!ª�«�¬ ~T3M ��� U ����¦ OxM£O � j
���q�

.

La dernièreconditiondela définition3 peutalorss’écrire:
si
�®� u ��	����������� v alors M£O � j

�
si et seulementsi il

n’existe pas de M � W®L B�D tel que © ¦!ª�«�¬ ~T6M ����� U=¯© ¦!ª�«�¬ ~T3M ��� U .
On note MQPSR j T

� U ��� M°WpLYB�D>O�M£O � j
���

. Une for-
mule de ACj

�lkgm
B�D estcohérente(ou satisfaisable) si et seule-

ment si MQPSR j T
� U�¤� ± , et valide si et seulementsi



MQPSR j T
� U � L BrD . Si

�
et
2

sont deux formules de
ACj
�lkgm
B�D , ondit que

2
estconséqencede

�
(noté

� O � j
2

) si et
seulementsi MQPSR j T

� U ` MQPSR j T
2 U . Lorsque

�:� E , on
notesimplementO � j

2
aulieu de E4O � j

2
. Ondit quedeux

formules
�

et
2

de A_j
�okgm
B�D sontéquivalentes, noté

�³²
j
2

,
si et seulementsi on a

� O � j
2

et
2 O � j

�
.

Onremarquequela restrictionde O � j auxformulesdepro-
fondeur0 coïncideavecla relationdesatisfactionclassiqueO � .

4 Quelquespropriétés
Nousallonsdansceparagraphedonnerlesprincipalespro-
priétéslogiquesduconnecteurvirgule,etvoir enparticulier
commentcelui s’articuleaveclesautresconnecteurs.
Il fautd’abordnoterque,contrairementauxautresconnec-
teur, le connecteurvirgulen’estpasvérifonctionnel: la va-
leur de véritéde u �
	!����!����� v dans M nepeutêtredéter-
minéelorsqu’onconnaitseulementlesvaleursdevéritéde
chaque

� �
(
¦ W J*�� f ) dansM .

Nousallonsà présentdonnerquelquespropriétéstriviales,
mais illustrant bien le comportementde cet opérateur. La
définition 3 implique immédiatementles propriétéssui-
vantes:

Pourtoutepermutatioń de
�ZJS������ f ���

u � 	 �������� ��v estéquivalenteà u ��µV¶ 	�· ���������µV¶ �K· v (1)

¸r¹
si
¸ ¦ W J*�� ¹ ����² j

� � �
, alors

u �
	�����!��� � ���������� v ² j u
� � 	 ����!��� � � ���������� v

(2)

u � 	 ����!��� 	 ��� w �������� ��v ² j u
� 	 �������� ��v

(3)

La propriété suivante exprime qu’une formule de
A j
�lkgmK{ ��� �K|
B�D esttoujourscohérente4.

¸ f:s H u � 	 �������� ��v ¤O � j F (4)

Et plusprécisément,lorsquef ��J :

u � v estéquivalenteà
�

si
�

estcohérente,et à E sinon

(5)

Ona enparticulier u v ² j uzF
v ²
j E .

En outre,il n’existe pasen généralde lien déductifentre
uneimbricationdevirguleset leurversion“dépliée”; ainsi,
engénéral,on a :

uqu �
	!���������� v � u 2"	�������62�º vqv ¤O � ju �
	!����!�������62�	!����!�62iº v (6)

Par exemple, uqu '(��+ v � u )*'x��� vzv ¤O � j u
'(��)*'(��+!��� v

. Cettepro-
priétéestà mettreenrapportavecl’équation(14),puisque
cettedernièreestuncasparticulierdela propriétéci-dessus
où l’implication estvérifiée.

4Cequi n’estévidemmentpasle casdesformulesde »�¼½l¾6¿ÀÁ .

Engénéral,ona aussi:

u �
	!������������32"	!����!�32�º v ¤O � juzu ��	����������� v � u 2"	!������32�º vzv (7)

Parexemple,u '(��)*'(��+!��� v ¤O � j uzu
'x��+!��)*' v � u )*'(��� vzv .

Indiquonsàprésentcommentceconnecteurs’articuleavec
les autres.Un premierrésultatmontreque le connecteur
virgulesesitueenquelquesorteentrela conjonctionet la
disjonction.

�
	��0��Z�1��� O � j u
�
	!����!����� v

(8)

Si
� 	 ;0���;0� � ¤O � j F alors

u � 	 �������� ��v O � j
� 	 ;0���;0� �

(9)

On peutdoncconsidérerle connecteurvirgulecommeune
conjonction “f aible”, dans le sensoù celui-ci donne le
mêmerésultatque la conjonctionlorsquecelle-ci est co-
hérente,mais donnetout de mêmeun résultatcohérent
lorsquecettedernièreestincohérente.De plusdansle cas
où touteslesformulessontdeuxà deuxcontradictoires,la
virguledonnele mêmerésultatquela disjonction.
Il est égalementinstructif de considérerce que donnele
connecteurvirguleavecdeuxformules,pour expliquerce
comportement:

u �*�32 v ² j
�0��2

si cohérent,sinon�0;�2
si cohérent,sinonE (10)

Il n’estdoncpassurprenantquele connecteurvirgules’ar-
ticule trèsbienavecla conjonction.

u ��	����������� v �1� O � j u
�
	��0�*����������5�0� v

(11)

Engénéral,ona :

u � 	 �0�*�������� � �0� v ¤O � j u
� 	 �������� ��v �0�

(12)

Par exemple, u 'Â�=)*'x��+��:)*' v ¤O � j u
'(��+ v �Ã)*'

. De plus,
on a le mêmerésultatnégatif en toutegénéralitélorsqueu � 	 ����!��� ��v �"� estcohérent,commele montrel’exempleu '.�0)*+���)*',�1)*+!�G)*'.�/)*+ v ¤O � j u

'(��)*'.;0+!��)*' v �0)*+
.

Ona aussi:

u �
	!���������� v � u 2"	�����!�32�º v O � j u
�
	���2"	!������

� 	 �42 º ����!��� � ��2 	 �������� � �42 º5v
(13)

L’implication réciproquen’est pas vérifiée, puisquepar
exemple u ',�0)*' v ¤O � j u

' v � u )*' v .
u � 	 �������� ��v � u 2 	 ����!�32 º5v O � ju � 	 �������� � �32 	 ����!�32 º5v (14)



Voyonsà présentquellessontlesrelationsentrela virgule
et la disjonction.

Si
�

estcohérent,alors

u � 	 ;1�*�������� � ;0� v ² j T
� 	 �0����0� � U ;1� (15)

Cequi donnedonc:

u � 	 ;��*�������� � ;Ä� v O � j u
� 	 �������� ��v ;��

(16)

L’implication réciproquen’est pas vérifiée, puisquepar
exemple u '(��+!�G)*+ v ;/)*' ¤O � j u

'";/)*'(��+�;/)*'(��)*+�;/)*' v
.

5 Expressivité
Pour illustrer l’utilité d’inclure un tel connecteurvirgule
dansle langage,nousallons montrerdansce paragraphe
unensembled’approchesqui peuventêtrecapturéesparce
moyen.

5.1 Inférencesceptique
Unedesméthodeslespluscommunespourle raisonnement
àpartird’ unensembledeformulesglobalementincohérent
etdesélectionnerlessous-ensemblesmaximaux(pourl’in-
clusionensembliste)cohérents(ditsmaxcons) deformules
(voir [RM70] par exemple).L’inférencesceptique(ou in-
férence“universelle”)estalorsdéfiniecommel’ensemble
desinférencesclassiquescommunesà tous les maxcons,
soit :

Définition 5

&�ÅVÆ � ssi
¸ MXW³M '�d�e Pgfih�T%&ÇU � MÈO ���

Cetteinférencesceptiqueest directementcapturéepar le
connecteurvirgule:

Proposition1

��� 	 �������� � � Å Æ � ssi u � 	 ����!��� ��v O � j
�

5.2 Inférencecrédule
A partird’un ensembledemaxcons,onpeutégalementdé-
finir l’inférencecrédule(ou inférence“existentielle”),qui
permetd’inféreruneformulesi aumoinsunmaxconsl’in-
fèreclassiquement.

Définition 6 Soitun ensembledeformules& ,

&�ÅVÉ � ssi ÊVMXW³M '�d�e Pgfih�T%&ÇU � MÈO ���
Cetteinférencepeutégalementêtretraduitedansle cadre
dela logiquedela virgule:

Proposition2

��� 	 ����!��� � � Å É � ssi u � 	 �������� � �G)*� v �1� ¤O � j F

5.3 Défautssuper-normaux

La logiquedesdéfautssuper-normaux[Bre89], maisaussi
les “approchessyntaxiques”de [Neb91, Poo88] peuvent
être expliquées de la façon suivante : soit un coupleu �5���_Ë v , où

�
et
�_Ë

sont deux ensemblesfinis de for-
mules.

�
est l’ensembledesfaits (ou contraintesdures),

qui esttoujourssupposécohérent.Et
�CË

estun ensemble
de défauts,c’est-à-direun ensemblede formulesquel’on
désireajouterauxfaits,si celanedonnepasd’incohérence.� Ë

estsouventincohérentavec
�

.
Uneextensionestunsous-ensembledeformulesde

�0nC� Ë
qui contienttoutesles formulesde

�
et un maximumde

formulesde
� Ë

(pourl’inclusion ensembliste).L’ensemble
detouteslesextensionsestdoncdéfiniparÌCdI«�¬ fih�T6u ����� Ëxv U �§��Ì O Ìc`§�9n<� Ë et

�¥`§Ì
et
Ì ¤O �F et

¸ ÌÍ�
t.q.
Ì \ ÌÍ�r`$�¨n0� Ë ��ÌÍ� O � F ��

L’inférenceàpartird’unetellestructureu �5��� Ëxv estdéfinie
par:

Définition 7

u ����� Ëxv ÅIÎ � ssi
¸ Ì W Ì_dI«�¬ fih�T6u �5��� Ëxv U ��Ì O ���

Celasetraduitégalementfacilementdansla logiquede la
virgule(l’ensembledesfaitsestcohérentet peutdoncêtre
considéréconjonctivement,i.e.

�Ï² �
) :

Proposition3

u �5����� 	 �������� � � v ÅIÎ � ssi u � 	 �0���������� � �1� v O � j
�

Finalement,on peutnoterquela circonscriptionpeutêtre
codéecomme une inférenceà partir de défauts super-
normaux,elle est donc récupéréeégalementcommecas
particulierdecettelogiqueà virgule.

5.4 Révisionde croyances

L’opérateurderévisionbasiquedeNebel[Neb91, Neb98,
FUV83] sedéfinit commesuit :

Définition 8 Soit
� F �Ð�Ñ� M O�M `Ñ�

et M ¤O ��
et
¸ M � t.q. M \ M �r`$��� M � O �¨���

La révisionbasiqueestalorsdéfiniepar :

��Ò�ÓÔ�Õ� T Ö �S×�Ø#ÙIÚ MÏU �1�

On peutalorscalculerle résultatde cetterévisionavec la
logiquedela virgule:

Proposition4

��� 	 �������� � �_Ò�ÓÔ� O �ÕÛ ssi u � 	 �a�*�������� � �1� v O � j
Û



5.5 Fusion de croyances
Pourle moment,lesapprochesquenousavonsmontréex-
primablesdansla logiquede la virgule ne requièrentque
des formulesde profondeur1. Si on se permetd’imbri-
querles connecteursvirgules,on gagneen expressivité et
cela nouspermetde coderd’autresapproches.Ainsi, la
fusion de croyancesest par exempleexprimabledansce
cadre.Supposonsquenousdésirionsfusionnerdesbases
de croyances(ou de préférences)en autorisantcertaines
d’entreellesà être incohérentes.Il estnécessairedansce
cas,si on veutprendreen comptecesbasesincohérentes,
d’effectuerunepremièrefusion intra-sourcepour extraire
une information pertinentede ces basesavant de réali-
serunevéritablefusion inter-source.Soit un ensemblede
bases

Ì��£��� 	 ����!��� � �
tel quepourtout

¦ W J*�� f , on
a
� � ����� � 	 �������� ��GÜ � . On peutalorsdéfinir la fusion de

cesbasescomme:

Ý T Ì U � uzu � 		 ����!���
	��Þ v ������ u � � 	 ����!���

��Gß vzv
Cet opérateurn’est pasdéfinissablepar les opérateursde
fusion à deuxétapesd’agrégationdéfinisdans[KLM02],
mais traite le mêmeproblème.Si on s’autorised’autres
sémantiquespour la virgule (voir le paragraphe7), on
peutalorscapturerles opérateursde fusion à deuxétapes
d’agrégation.

6 Complexité algorithmique
Commençonspar un résultat immédiat mais intéressant
pourla suitedu paragraphe.

Proposition5 Pour touteformule
�

deA_j
�lkgm
B�D , il existeune

formule
2

de A j
�okqmK{ �q|
B�D � A_B�D qui lui estéquivalente.

La preuvedecerésultattientenuneligne:
2

estla formule
de A j

�okqmK{ �q|
B�D (uniqueà l’équivalencelogiqueprès)telle queMQPSR(T 2 U � MQPSR j T

� U .
Il n’estpasdifficile d’exhiberunalgorithmequi calculeune
transformée

e T � U d’une formulequelconque
�

de A_j
�okgm
B�D ,

i.e. une formule de A_B�D équivalenteà
�

. Lorsque
� W

A j
�lkgmK{ ��� 	à|
B�D , c’est-à-dire

�á� u ��	����������� v , alors
e T � U �� �"� O ��� W�M '�d*e PgfihST ���
	�������������Z� convient. Par

exemple,la transforméede u '_�â+!��)*+#;â�!��)*� v ainsidéfinie
est TzT '���+ U � T )*+(;"� UqU ; TqT '#�"+ U � T )*� UqU ; TqT )*+V;"� U � T )*� UzU ,
qui estéquivalenteà T ',�1+ U ; T )*+
�/)*� U .
Pour obtenirune transforméed’une formule de A j

�okqmK{ 	�|
B�D ,

il suffit alorsde commencerpar calculerunetransformée
dechaquesous-formulede

�
qui estdansA j

�okgmG{ ��� 	ã|
B�D , puis

de remplacerdans
�

toute occurrenced’une formule de
A j
�lkgmK{ ��� 	à|
B�D par la transforméecalculée.Par exemple,une

transforméede
)*�.� u 'a�Ã+!��)*+,;:����)*� v est

)*�,� TqT 'a�+ U ; T )*+
�/)*� UzU , qui estéquivalenteà
)*�
� T '.;/)*+ U .

Soitmaintenantuneformulede A_j
�okqm
B�D deprofondeur

¹
. On

commencepar transformercommeprécédemmenttoutes
lessous-formulesde

�
qui sontdansA j

�lkgmK{ �G� 	à|
B�D : onobtient

ainsiuneformuledeprofondeurf.ä J , etonitèrele proces-
susjusqu’àobtentiond’une formule de profondeur0. Par
exemple,soit

��� u '(��+!� u )*+å;Ç�!�G)*� vzv ; on commencepar
transformeru )*+i;0�!�G)*� v en

)*+
�-)*�
: auboutd’uneitéra-

tion, on a doncla formule u 'x��+!��)*+
�-)*� v , qu’uneseconde
itérationtransformeen T 'i��+ U ; T 'i�5)*+��5)*� U , équivalente
à
',� T +
;/)*� U .

Une simple récurrencesur la profondeurdes formules
montrequetouteformule

�
de A_j

�lkgm
B�D peutêtreréécritede

manièreéquivalente(pour O � j ) en une formule proposi-
tionnelleclassique,quel’on notera

e T � U . Le problèmeest
quela taille de

e T � U estengénéralexponentiellementplus
grandequela taille de

�
, et qu’il n’est doncpaspossible

d’exploiter cettetransformationpour dériver desrésultats
de complexité pour ACj

�okqm
BrD . Plus exactement,il n’est pas

possibled’associerà touteformule à virguleuneformule
classiquelogiquementéquivalenteet detaille polynomiale
en la taille de la formule à virgule, sousles hypothèses
usuellesdela théoriedela complexité5.
Le problèmedela satisfiabilitédansACj

�okqm
B�D estévidemment

aumoinsaussidifficile quepourla logiqueclassique(il est
donc NP-difficile). Que peut-ondire de plus? Commen-
çonspar A j

�lkgmK{ 	à|
B�D .

Proposition6 Le problème de satisfaisabilité dans
A j
�lkgmK{ 	à|
B�D est æ�çw -complet.

Preuve: oncommenceparmontrerquele problèmedevé-
rification qu’uneinterprétationM satisfait uneformule

�
de A j

�okgmG{ 	�|
B�D estdans &Âçw . En effet, soit è 	 T � U l’ensemble

des sous-formulesde
�

qui appartiennentà A j
�okqmK{ ��� 	�|
BrD ,

c’est-à-direde la forme u 2 	 ������62 ��v où les
2 �

sont des
formulesde A_B�D . Posonsè 	 T � U �9��é 	 �������é�êS� . Décider
si M£O � j

é �
estdanscoNP, puisqu’il suffit, pour montrer

que M ¤O � j
é �

, dedevineruneinterprétationM � puisdevé-
rifier que © ¦!ª�«�¬ ~T3M �ë��� U*¯$© ¦�ª�«�¬ ~IT6M ��� U . Or, vérifierqueM£O � j

�
peutêtrerésoluparl’algorithmenon-déterministe

suivant:

1. pour
¦Í�$J

jusqu’à ì :

2. si M£O � j
é �

3. alors remplacer
é �

par E dans
�

4. sinonremplacer
é �

par F dans
�

;

5. fin (pour)

6. vérifier quela formule
���

obtenueaprèsles ì rempla-
cementseffectuésestsatisfaitepar M .

Le testà l’étape2 fait appelà un oracleNP, et les autres
étapessontrésoluesentempspolynomial.Par conséquent,
vérifierque M£O � j

�
peutêtrerésoluentempspolynomialà

l’aide d’un nombrepolynomiald’appelsàl’oracle,c’est-à-
direqu’il estdans&Âçw . Maintenant,vérifierqu’uneformule�

estsatisfaisableconsisteà deviner uneinterprétationM
etàvérifierque M£O � j

�
: le problèmedesatisfiabilitédans

5Cerésultatestuneconséquencedirectedela non-compilabilitédela
circonscription[CDLS99].



A j
�lkgmK{ 	à|
B�D estdoncdansNPíåîï � NPPNP �

NPNP � æ�çw .
Quant à la æ�çw -difficulté du problèmede satisfaisabilité

dansA j
�okqmK{ 	à|
B�D , c’estun corollairede la Proposition2 et de

la æ�çw -difficultédel’inférencecréduleàpartirdesous-bases
maximalescohérentes[Neb98, CLS95]. ð
Qu’en est-il maintenantde la satisfaisabilitéde formules
avec imbricationdevirgules? Uneapplicationitéréede la
preuveprécédentenousconduitfacilementaurésultatsui-
vant:

Proposition7 Le problème de satisfaisabilité dans
A j
�lkgmK{ �K|
B�D estdans æ�ç�Kñ�	 .

Nous n’avons pasde preuve de æ�ç�Kñ�	 -difficulté pour ce
problème(maisnousle conjecturons).Pourle casgénéral
où la profondeurn’estplusbornée,onale résultatsuivant:

Proposition8 Le problèmedesatisfaisabilitédansA_j
�lkgm
B�D

estdansPSPACE.

En effet, uneconséquenceimmédiatede la Proposition7
estqu’il existeuneréductionpolynomialedu problèmede
satisfaisabilitéde A_j

�lkgm
B�D versle problèmeQBF.

Là encore,nous n’avons qu’un résultat d’appartenance
mais il nous manquela PSPACE-difficulté (que nous
conjecturons).
Quelquescommentairessurcesrésultats.Tout d’abord,le
fait quela satisfaisabilitédansA j

�lkgmK{ 	�|
B�D soit au secondni-

veaude la hiérarchiepolynomialeet pasau-delàestplu-
tôt unebonnenouvelle. En effet, on savait (depuisle pa-
ragraphe5) quelesproblèmesd’inférence“universelle”ou
“existentielle”peuventêtreréduitsentempspolynomialen
desproblèmesdesatisfaisabilitéoudevaliditédeformules
de A j

�lkgmK{ 	�|
B�D ; la satisfaisabilitédansA j

�okqmK{ 	�|
B�D ne peutdonc

pasêtreen-deçàdu secondniveau.Le fait qu’elle ne soit
doncpasnon plus au-delàmontrequele gain d’expressi-
vité du langageobtenuenpassantde A j

�okqmK{ ��� 	�|
BrD à A j

�okgmG{ 	�|
B�D

nes’accompagnepasd’un sautdecomplexité.
Que le niveaud’imbrication de la virgule s’accompagne
(vraisemblablement)d’un sautdecomplexité n’estpassur-
prenant(on peutremarquerun phénomènesimilaire avec
le niveaud’imbricationdesconditionnels,voir notamment
[EG93]). Cettedifficulté(qui seconfirmeraitsi nousavions
établi les résultatsde difficulté quenousavons conjectu-
rés!) ne doit pasnousempêcherde rechercherdesalgo-
rithmespourdéterminersi uneformulede A_j

�okgm
B�D estsatis-

faisableou non. On a indiquéau début de ce paragraphe
quela transformationd’uneformulede ACj

�lkgm
B�D enunefor-

mulede A B�D était engénéralexponentielle: c’estentout
cascequi sepassedansle pire descas.En pratique,il se
peutquecettetransformationpuisseêtreeffectuée,totale-
mentoudumoinspartiellement,enlimitant l’explosionen
espace.Par “effectuercettetransformationpartiellement”,
nousvoulonsdirequ’il estpossibleden’appliquerla trans-
formationprécédentequepourlesniveauxlesplusinternes
d’imbrication de la virgule (c’est-à-direde s’arrêteravant
les }Z~VPS�rT � U itérationsnécessaires).

7 Variations sur la sémantiquede la
vir gule

Enposantla définition3, nousavonschoisid’interpréterla
satisfactionde u �
	!���������� v commela satisfactionpar M
d’un sous-ensemblede

���
	!����!�������
maximalpour l’in-

clusion. Nousallonsmaintenantplusbrièvementproposer
quelquesautresdéfinitionspertinenteset examiner leurs
conséquenceslesplusimmédiates.

7.1 Maximalité “non tri viale” pour l’inclu-
sion

Uneparticularitéavecla sémantiquede u � 	 ����!��� ��v don-
néeau paragraphe3.2, apparaîtdansle casdégénéréoù
toutesles formules

���
sont incohérentes– ce qui signi-

fie que M '�d�e Pgfih�T ���
	!������������ U estvide, et par consé-
quent que toute interprétation M satisfait (trivialement)u �
	�����!����� v . u �
	����������� v estdonc dansce caséquiva-
lenteà E .
Une conséquencede cet étatde fait estque u � v n’est pas
toujourséquivalenteà

�
(cf. paragraphe4) : plusprécisé-

ment, u � v estéquivalenteà
�

si etseulementsi
�

estcohé-
rente,et équivalenteà E sinon.Cen’estun problèmeque
si l’on désire,pourêtreenaccordavecl’intuition, que u � v
soit équivalenteà

�
. Danscecas,il estfacilede modifier

la définition de O � j pour garantirl’équivalencede u � v et�
danstousles casde figure : il suffit de remplacer, dans

la définition 3, l’item définissantM£O � j u
� 	 �������� ��v

par
celui-ci :
– M£O � ÓCòj u

��	����������� v
si et seulementsi

�¡¦ OrM£O � j
���z�

est non vide et il n’existe pas d’interprétation M � WL BrD tel que
�¡¦ O�M � O � j

���z�
contiennestrictement��¦ O�M£O � j

���q�
.

Avec cettenouvelle définition, la propriété(4) n’est évi-
demmentplus vraie; la plupartdesautrespropriétésres-
tentinchangées,etcertainespeuventêtrerenforcées: ainsi,
dans(9), on n’a plusbesoindela condition“si

�
	i;/��(;���"ó F ”. (10)devient

u �*�32 v �
�1��2

si cohérent�1;�2
sinon

(17)

Lesrésultatsdecomplexité restentinchangés.

7.2 Maximalité pour la cardinalité
On peutchoisir, commemodèlesde u �
	�����!����� v , les in-
terprétationsqui maximisentle nombredeformules

���
sa-

tisfaites.Ce qui revient à remplacer, dansla définition 3,
l’item définissantM£O � j u

�
	�����!����� v
parcelui-ci :

– M£O �_ôj u
� 	 ����!��� ��v

si et seulementsi il n’existe pas
d’interprétationM � W0LYBrD tel que O ��¦ O(M � O � j

� � � OõO �¡¦ OZM£O � j
� � � O .

Les propriétésdonnéesau paragraphe4 sont peu affec-
téespar cette modification,mise à part l’idempotence:u � 	 ��� 	 ��� w �������� ��v n’est généralementplus équivalente
à u � 	 ��� w �������� ��v . Parexemple,u '(��'x�G)*' v n’estpaséqui-
valenteà u '(�G)*' v .



Les résultatsde complexité, quantà eux, sont profondé-
ment changés.Pour commencer, la satisfaisabilitéd’une
formule de A j

�okgmG{ 	�|
B�D est dans &0öw T3÷�TàølùZú�fåUqU : étantdon-

néeuneformule
�

de A j
�lkgmK{ 	à|
B�D , considéronscommedans

la preuve de la Proposition 5, l’ensemble è 	 T � U ���é 	 �������é�êS�
dessous-formulesde

�
qui appartiennentà

A j
�lkgmK{ ��� 	à|
B�D . Pour chacunede ces formules

é��
, le nombre

maximal
¹ �

de sous-formulesde
é��

simultanémentsatis-
faisablespeut être calculépar dichotomiesur le nombre
desous-formulesde

é��
: le calculdechaque

¹ �
peutdonc

êtreréaliséenunnombrelogarithmique(enla taille de
é �

)
d’appelsà un oracleNP, et la suitedes

¹K�
, en un nombre

polynomial(enla taille de
�

) d’appelsàunoracleNP. Une
fois la suitedes

¹S�
calculée,vérifierque M£O � j

�
devientun

problèmepolynomial: on remplaced’abordchaquesous-
formule

é �
par E si © ¦!ª�«�¬ ~T3M ��é � U � ¹K� , et par F sinon,

puis on vérifie que M satisfait la formule de A_B�D qui en
résulte.Le problèmedesatisfaisabilitédansA j

�lkgmK{ 	�|
B�D avec

la sémantiquedéfiniepar O � ôj estdoncdans&Âçw (il esten
fait facile,en utilisantun résultatdecomplexité de l’infé-
rence“universelle”avec critèrede cardinalité[CLSS98],
demontrerqu’il est & çw -complet).

Or, ceprocédépeutêtreitéré,cequi permetdemontrerque
le problèmedesatisfaisabilitédansA j

�lkgm
B�D avecla séman-

tique définiepar O �_ôj est &Âçw -complet. Il faut noterquele
sautdecomplexité (entrele premierniveaudela hiérarchie
polynomialeet le second)mis en évidencepar [CLSS98]
lorsquel’on passedu critère de cardinalitéau critère de
l’inclusion pourla sélectiondesous-ensemblesmaximaux
cohérents,s’agranditici en un sautgigantesque(de &Âçw à
PSPACE).

On peutpar ailleursmontrerque,contrairementà ce que
l’on a établi dans le cas de O � j , il existe une traduc-
tion de toute formule de ACj

�okqm
BrD en une formule équiva-

lentede A BrD , dont la taille estpolynomialementbornée,
lorsqu’on choisit la sémantiquecorrespondantà O �_ôj . La
preuve estconstructive et s’appuiesur unefonction deed
transformation

e
similaire à celle donnéeau paragraphe

6 : on remplaced’abord toutesles occurrencesdes for-
mules

é � � u � 	 �������� � Ü v de A j
�lkgmK{ ��� 	à|
B�D dans

�
par les

formulesde cardinalité û � ¹S�àü:ý u � 	 �������� � Ü v , qui si-
gnifie qu’exactement

¹K�
formules parmi les f � formules� 	 ����!��� � Ü

doivent êtresatisfaites; or, unetelle formule
decardinalitépeutêtreexpriméeparuneformuleclassique
de A B�D qui lui estéquivalenteetdontla taille estdemême
grandeur, à unefonctionpolynomialeprès[BLS94]. L’ité-
ration du processusconduità unetraductionpolynomiale
de A_j

�lkgm
B�D versA B�D qui préserve l’équivalence

²Íô
j .

7.3 Seuil desatisfaction

On peut égalementrenoncerà la maximalité (pour l’in-
clusion ou la cardinalité)du sous-ensemblede formules
satisfaites par une interprétationlors de la définition deM£O � j u

� 	 �������� ��v
, enfixantunseuil þ (

H�ÿ þ ÿtJ ), eten
posantla définition:

– M£O ���j u
�
	!����!����� v

ssi
��� � � Ö�� � ���	ZÚ Ü�
 �� sÕþ

Une approcheutilisant un tel seuil a étéproposéepour le
raisonnementen présenced’incohérencedans[CL00], et
pourla fusiondecroyancesdans[EKM03, Eve03].
Avecunetellesémantique,onpeutmontrerfacilementque
la complexité dela satisfaisabilitédécroîtencore,pourde-
venirun problème“seulement”NP-complet.

8 Conclusion
On a posédanscet article des jalons pour une logique
qui considèrela virgule commeun connecteurà part en-
tière. Plusexactement,on a donnéunedéfinition séman-
tique d’une telle logique. On a donnéquelquestautolo-
giesintéressantesde cettelogique(et aussiquelquesnon-
tautologiesintéressantes!), on a montréqu’elle permetde
réexprimer dans un langageunifié divers problèmesde
raisonnementen présenced’incohérence,d’inférencenon
monotone,de révision ou de fusion descroyances.On a
partiellementidentifié la complexité de la satisfaisabilité
danscettelogique.
On a aussimontrécommentdonnerencoreplus de géné-
ralité à notreapproche,enfaisantvarier la “sémantiquede
la virgule”. Par fautede tempset d’espace,nousn’avons
pasrecherchéexhaustivement,parmi les propriétésconsi-
déréesauparagraphe4, quellessontcellesqui tiennenten-
corepourlesdifférentesinterprétationsdela virgule.Nous
n’avonspasnon plus expliqué commentintroduire la no-
tion de priorité entreformulesdansnotrelangageet dans
la sémantiqueassociée– maiscecineposeaucunproblème
particulier.
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