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Résumé :
La fusion de croyances est souvent décrite comme un pro-
cessus permettant de définir une base de croyances qui re-
présente au mieux les croyances d’un groupe d’agents (un
profil de bases de croyances). La base résultant de ce pro-
cessus peut être considérée comme une synthèse du profil
donné. Dans cet article, nous proposons un autre point de
vue, de type épistémique, sur la fusion de croyances. Sous
ce point de vue, le but de la fusion de croyances est d’ap-
procher au mieux le monde réel. Nous étudions des gé-
néralisations du Théorème du Jury de Condorcet du point
de vue de la fusion de croyances. Nous montrons que si
l’on fusionne les croyances d’un nombre suffisamment
grand d’agents fiables, il est possible d’assurer (en pro-
babilité) l’identification du monde réel. Nous montrons
que quelques (mais pas tous les) opérateurs de fusion de
la littérature ont un bon comportement pour ce problème
de suppression de l’incertitude.
Mots-clés : Fusion de croyances, théorème du jury de
Condorcet

Abstract:
Belief merging is often described as the process of defi-
ning a belief base which best represents the beliefs of a
group of agents (a profile of belief bases). The resulting
belief base can be viewed as a synthesis of the input pro-
file. In this paper another view, called the epistemic view,
of what belief merging aims at is considered. Under this
view the purpose of belief merging is to best approximate
what is the true state of the world. We study generaliza-
tions of Condorcet’s Jury Theorem from the belief mer-
ging perspective. Roughly we show that if we merge the
beliefs of sufficiently many reliable agents then we can
ensure to identify the true state of the world. We show
that some (but not all) merging operators from the litera-
ture are suited to the truth tracking issue.
Keywords: Belief Merging, Condorcet’s Jury Theorem

1 Introduction

De nombreux problèmes issus de domaines va-
riés de l’informatique, comme par exemple les
bases de données distribuées et les systèmes
multi-agents, nécessitent de synthétiser des in-
formations cohérentes provenant de plusieurs-
sources d’information. Réaliser une telle syn-
thèse est en général difficile car, en particu-
lier, les informations provenant de différentes

sources peuvent se contredire les unes les autres.
Lorsque les informations disponibles sont des
croyances représentées par des formules de la
logique propositionnelle, ce problème est appelé
fusion de croyances (propositionnelles). Dans
cet article, nous nous intéressons au cas pure-
ment logique, i.e., nous supposons que les bases
de croyances sont des ensembles de formules
propositionnelles (voir par exemple [2, 20, 12,
11, 9]). De nombreux opérateurs de fusion ont
été introduits dans un tel cadre. Les proprié-
tés logiques de ces opérateurs de fusion ont
été largement étudiées et sont décrites dans de
nombreux travaux [20, 14, 12]. Ainsi, [12] pré-
sente un ensemble de postulats permettant de
caractériser la famille des opérateurs de fusion
contrainte. D’autres opérateurs ont été intro-
duits dans des cadres plus généraux, comme par
exemple en logiques pondérées (logique pos-
sibiliste ou basée sur des fonctions ordinales
conditionnelles) [3, 16, 4] ; ils se révèlent très
utiles lorsque des informations supplémentaires
sont disponibles (en particulier, lorsque toutes
les croyances ne sont pas également sûres).
Dans ces cadres plus généraux, le problème de
la fusion devient proche de l’agrégation de pré-
ordres (préférences), très étudiée en théorie du
choix social [1, 19].

Jusqu’à présent, les opérateurs de fusion
de croyances existants sont aussi considérés
comme adaptés à la fusion de buts. Cela a
du sens, puisque dans les deux cas la fusion
cherche à synthétiser les informations repré-
sentées dans le profil initial de bases propo-
sitionnelles. Même s’il peut sembler étrange
à première vue que des concepts si différents
(croyances ou buts) puissent être traités de façon
identique du point de vue de l’agrégation, la per-
tinence des opérateurs de fusion contrainte [13]
pour la fusion propositionnelle (que ce soit de
buts ou de croyances) n’a pas encore été remise
en cause par l’adjonction de nouveaux postulats



qui permettraient de séparer les deux types de
fusion.

Dans cet article, nous introduisons un nouveau
point de vue sur la fusion de croyances, qui est
différent du point de vue synthétique habituel et
qui permet de justifier une telle distinction entre
fusion de croyances et fusion de buts : le point
de vue épistémique.

Vue synthétique : Sous le point de vue synthé-
tique, comme évoqué auparavant, la fusion
a pour objectif de caractériser une base qui
représente au mieux les croyances du pro-
fil initial. C’est la vue considérée dans les
travaux précédents concernant la fusion de
croyances.

Vue épistémique : Sous le point de vue épisté-
mique, le but d’un processus de fusion est
d’estimer au mieux le monde réel, donc de
supprimer autant que possible l’incertitude
du groupe d’agents à son sujet.

Dans le cas général, aucun agent n’a une
connaissance parfaite du monde réel, les
croyances sont entachées d’incertitude :

1. Typiquement, un agent ne sait pas quel mo-
dèle de sa base correspond au monde réel,

2. Il n’est même pas certain que le monde réel
se trouve réellement parmi les modèles de
sa base.1

La fusion de croyances sous le point de vue épis-
témique peut être considérée comme un moyen
de lever l’incertitude sur le monde réel au niveau
du groupe.

Il est remarquable que la recherche du monde
réel soit un moyen de différencier la fusion de
croyances de la fusion de buts. En effet, alors
que la recherche du monde réel peut être atten-
due lors de la fusion de croyances dans de nom-
breuses circonstances, le concept de recherche
du monde réel n’a pas de sens pour des buts.
Il est en effet assez clair que la notion de ”vrai
but”, équivalent dans le cadre des buts du monde
réel, ne signifie rien.

L’intuition derrière la vue épistémique de la fu-
sion de croyances est que si les agents sont
indépendants et dignes de confiance, alors on
peut espérer d’un opérateur de fusion qu’il soit

1Si l’on suppose que les agents savent que le monde réel est un mo-
dèle de leur base, on peut parler de ”connaissances”− cette hypothèse
est la seule différence entre croyances et connaissances. Or, la fusion de
connaissances n’est pas intéressante, puisque la seule méthode raison-
nable pour fusionner des connaissances est évidemment la conjonction.

capable d’identifier en probabilité le monde
réel, en s’appuyant sur un nombre suffisamment
grand d’agents.

Le problème de l’identification du monde réel
(Truth Tracking) a été étudié depuis des siècles
en choix social et en sciences politiques, afin de
justifier les fondations des élections démocra-
tiques ou les décisions prises par des jurys. Le
principal résultat théorique est le théorème du
jury de Condorcet [7]. Ce théorème établit que
si un jury est composé d’individus indépendants
et dignes de confiance, et qu’ils ont à trouver la
véritable réponse oui/non à une question, alors
la probabilité que la décision prise par le jury
à la majorité soit la bonne tend vers 1 quand la
taille du jury tend vers l’infini.

Dans ce travail, nous formalisons le problème
de l’identification du monde réel dans une pers-
pective de fusion de croyances. Nous montrons
que certains opérateurs de fusion de croyances
peuvent être utilisés pour identifier l’état du
monde en considérant suffisamment d’agents
indépendants et fiables. Plus précisément, la
contribution de ce papier est principalement
comme suit : nous présentons une généralisa-
tion du théorème du jury de Condorcet au cas
incertain (i.e., lorsque chaque base peut contenir
plusieurs modèles). Nous introduisons un pos-
tulat d’identifiabilité à la limite du monde réel,
noté TT. Nous présentons certains opérateurs
de fusion contrainte satisfaisant ce postulat et
montrons que d’autres opérateurs ne le satisfont
pas. En conséquence, nous concluons que cer-
tains, mais pas tous les opérateurs de fusion de
la littérature sont adaptés à l’identification du
monde réel. Nous présentons également des ré-
sultats expérimentaux sur la vitesse de conver-
gence vers le monde réel lorsque l’opérateur de
fusion considéré est ∆dD,Σ. Dans le plupart des
cas, le nombre d’agents nécessaires pour ga-
rantir que la base fusionnée identifie le monde
réel avec une probabilité élevée n’est pas très
grand. Cela montre la faisabilité pratique de la
recherche du monde réel en utilisant ∆dD,Σ.

Le reste de l’article est organisé ainsi : nous
donnons quelques préliminaires formels en sec-
tion 2. Nous rappelons le théorème du jury
de Condorcet, et certaines de ses généralisa-
tions en section 3. En section 4, nous présen-
tons de nouvelles généralisations du théorème
du jury de Condorcet en présence d’incertitude,
utiles pour la fusion de croyances. En section 5,
nous montrons que certains opérateurs de fusion
contrainte de la littérature (mais pas tous) satis-



font TT. En Section 6, nous présentons les ré-
sultats empiriques que nous avons obtenus et les
analysons. Finalement nous concluons en sec-
tion 7.

2 Préliminaires

Nous considérons un langage propositionnel L
défini à partir d’un ensemble fini de variables
propositionnelles P et des connecteurs usuels.

Pour tout sous-ensemble c de P , |c| dénote le
nombre d’éléments de c. Une interprétation (ou
état du monde) est une application de P dans
{0, 1}. L’ensemble de toutes les interprétations
est notée W . Le véritable état du monde est no-
tée ω!. Une interprétation ω est un modèle d’une
formule φ ∈ L si et seulement si elle la rend
vraie au sens usuel. [φ] représente l’ensemble
de modèles de la formule φ, i.e., [φ] = {ω ∈
W | ω |= φ}.

Une base K dénote l’ensemble des croyances
d’un agent, c’est un ensemble fini de formules
propositionnelles, interprété conjonctivement.
Nous identifions K avec la conjonction de ses
éléments. Toute base K représente un ensemble
[K] d’états du monde.

Un profil E représente les croyances d’un
groupe de n agents impliqués dans le processus
de fusion. Dans cet article, les agents expriment
parfois un seul monde possible. Dans ce cas un
profil est un vecteur de bases complètes. Pour
éviter des notations trop lourdes, nous identi-
fions chaque base complète avec son modèle et
écrivons ces profils Ec = 〈ω1, . . . , ωn〉. Partout
ailleurs les agents expriment des ensembles de
mondes possibles, ainsi E est représenté comme
un vecteur de bases E = 〈K1, . . . , Kn〉, comme
c’est souvent l’usage en fusion propositionnelle.

3 Theorème du jury de Condorcet
et extensions

Nous considérons un profil de n agents où
chaque agent i vote pour une alternative, par
exemple un état du monde ωi. Parmi tous les
mondes possibles se trouve le véritable monde
ω!. Les hypothèses du théorème du jury de
Condorcet sont que les agents sont à la fois in-
dépendants et fiables. Les agents sont indépen-
dants si connaître le monde réel et le monde
donné par n’importe quel agent ne donne au-
cune information supplémentaire sur le monde

donné par tout autre agent (cela signifie que les
choix des agents sont indépendants condition-
nellement au monde réel, au sens Bayésien stan-
dard [17]). Comme de nombreuses notions de
fiabilité vont être considérées dans la suite, nous
appelons la première R1-fiabilité :
– La R1-fiabilité pi d’un agent i est la proba-

bilité que i donne le monde réel, i.e., pi =
P (ωi = ω!). (R1)

– Un agent i est R1-fiable si sa R1-fiabilité est
strictement plus élevée que 0.5.

La règle majoritaire donne simplement comme
résultat l’interprétation qui reçoit une majorité
stricte de votes. Formellement, nous définissons
une notion de score d’un monde par rapport à un
profil de bases complètes :

s(ω) = |{ωi ∈ Ec | ωi = ω}|.

Définition 1 (Majorité) Etant donné un profil
Ec de n bases complètes, la règle de la majo-
rité m est définie par :

m(Ec) = ω si s(ω) > n/2.

Rappelons à présent le théorème du jury de
Condorcet. Dans ce théorème, deux alternatives
sont considérées seulement et chaque agent vote
pour une des deux (pas d’abstention possible) :

Théorème 1 ([7]) Considérons deux mondes
possibles W = {ω, ω!} et un profil Ec de bases
complètes issues d’un ensemble de n agents in-
dépendants et R1-fiables où tous les agents par-
tagent la même R1-fiabilité p. La probabilité que
la règle de la majorité sur ce profil retourne le
monde réel ω! tend vers 1 lorsque n tend vers
l’infini, i.e. :

P (m(Ec) = ω!) −−−→
n→∞

1.

Ce théorème est une conséquence de la loi faible
des grands nombres. Schématiquement, il éta-
blit que si les individus d’un jury sont suffi-
samment fiables (i.e., que leurs décisions sont
meilleures que celles obtenues par tirage au sort
à pile ou face) et indépendants, alors la fiabilité
du jury augmente avec sa taille et converge vers
1.

Il est assez clair que les deux hypothèses de ce
théorème sont assez fortes. D’abord, il est inha-
bituel que les agents d’un jury soient totalement
indépendants : ils ont souvent des connaissances
partagées, une culture similaire, sont attentifs



aux mêmes leaders d’opinion, etc. De plus, en
général, tous les agents n’ont pas exactement
la même fiabilité : il y a souvent des agents
plus compétents que d’autres. Des extensions du
theorème du jury de Condorcet montrent qu’il
est possible de relâcher certaines des hypothèses
du théorème sans changer la conclusion. Ainsi,
la conclusion du théorème est toujours vraie
lorsque les opinions des individus ne sont pas
totalement indépendantes [8]. Concernant la fia-
bilité, il est suffisant de supposer que la fiabilité
moyenne des individus est supérieure à 0.5 [10].

Une autre limitation importante du théorème du
jury de Condorcet est qu’il ne considère que
deux alternatives seulement. Un résultat récent
[15] permet d’étendre ce théorème à un nombre
fini quelconque d’options. Afin de présenter ce
résultat, nous devons d’abord rappeler la défini-
tion de la règle de la pluralité :

Définition 2 (Pluralité) Soit un profil Ec de
bases complètes, la règle de la pluralité pl est
définie par :

pl(Ec) = {ω | ∀ω′ ∈ W s(ω) ≥ s(ω′)}.

L’hypothèse de fiabilité (R1) doit être éten-
due si l’on considère plus de deux alterna-
tives. List et Goodin [15] ont défini la notion
suivante de fiabilité. Soit un ensemble W =
{ω1, . . . , ωk−1, ω!} de k mondes possibles :
– Un agent est R2-fiable si la probabilité qu’il

vote pour ω! est strictement supérieure à la
probabilité qu’il vote pour n’importe quel
autre monde.2 (R2)

List et Goodin ont montré que :

Théorème 2 ([15]) Soit W = {ω1, . . . ,
ωk−1, ω!} un ensemble de k mondes possibles
et soit un profil Ec de bases complètes issues
d’un ensemble de n agents indépendants et R2-
fiables. La probabilité que la règle de la plura-
lité sur ce profil retourne le monde réel ω! tend
vers 1 lorsque n tend vers l’infini, i.e.,

P (pl(Ec) = {ω!}) −−−→
n→∞

1.

Ce théorème est une généralisation du théorème
du jury de Condorcet. On peut noter que la règle
de la pluralité est utilisée (et non la règle de

2Formellement, soit p1, . . . , pk−1, p! (respectivement) la probabi-
lité qu’un agent vote pour ω1, . . . , ωk−1, ω! (respectivement). Alors
∀i ∈ 1 . . . k − 1 p! > pi.

la majorité) et que l’hypothèse de fiabilité de-
mande seulement que la probabilité de voter
pour le monde réel soit strictement supérieure
à la probabilité de voter pour un autre monde, et
donc la probabilité de voter pour le monde réel
peut être inférieure à 0.5.3 Voir [15] pour une
discussion de ce résultat et ses conséquences
philosophiques, et pour plus de détails sur le
théorème du jury de Condorcet.

4 Un théorème du jury avec incerti-
tude

Dans tous les travaux précédents autour du
théorème du jury de Condorcet, les agents
choisissent toujours exactement une alternative
unique. Cette hypothèse n’est pas adaptée au
cadre de la fusion de croyances, dans lequel
chaque agent présente typiquement une base
de croyances qui peut contenir de nombreux
modèles (et imposer aux agents de donner des
bases de croyances complètes serait très restric-
tif, puisque cela nierait la nature incertaine des
croyances des agents). Ainsi, à partir de main-
tenant, nous supposons que chaque agent i a
une base de croyances Ki qui peut avoir plu-
sieurs modèles parmi un ensemble fini W =
{ω1, . . . , ωk−1, ω!}.

Le théorème du jury de Condorcet peut être
étendu au cas où chaque agent peut voter pour
plusieurs alternatives. Tout d’abord, nous avons
à définir une notion de fiabilité adaptée à cette
situation :

– La R3-fiabilité pi d’un agent i est la proba-
bilité que le monde réel ω! fasse partie des
modèles de sa base de croyances Ki, i.e.,
pi = P (ω! |= Ki). (R3)

– Un agent i est R3-fiable si pi > 0.5.

De même, la notion de score d’une interpréta-
tion doit être étendue de la façon suivante :

sa(ω) = |{Ki ∈ E | ω |= Ki}|.

Nous avons établi le résultat suivant :

Proposition 1 Soit p! ∈ [0, 1[. On considère un
profil E issu d’un ensemble de n agents indé-
pendants ayant tous la même R3-fiabilité p >

3Clairement, si l’on considère seulement deux états du monde pos-
sibles, les hypothèses du théorème de List-Goodin sont équivalentes à
celles du théorème du jury de Condorcet, et les deux théorèmes sont
identiques dans ce cas.



p!. La probabilité que le score du monde réel
ω! soit supériuer à p!n tend vers 1 lorsque n
tend vers l’infini, i.e,

P (sa(ω
!) > p!n) −−−→

n→∞
1.

Preuve: Pour un agent i, la probabilité que
ω! |= Ki est p ; donc la probabilité que ω! (|= Ki
est q = 1− p. En supposant que les agents sont
indépendants, la probabilité que ω! soit un mo-
dèle de k parmi n bases vaut (n

k)pkqn−k. Dans
la suite de la preuve, nous utilisons le théorème
de Bienaimé-Tchebitchev : soit v une variable
aléatoire de moyenne m et de variance σ2. Etant
donné t, un réel positif, la probabilité que la va-
riable v s’écarte de m d’au moins tσ est infé-
rieure à 1

t2 :

P (| v −m |≥ tσ] <
1

t2
(1)

Soit vi la variable aléatoire égale à 1 si ω! |= Ki,
et à 0 sinon. Comme chaque vi suit une distribu-
tion de Bernoulli avec une probabilité de succès
p, la moyenne et la variance de vi sont égales
à p et pq, respectivement. Alors le nombre de
bases du profil E parmi les n ayant ω! comme
modèle est égale à v = Σn

i=1vi. Comme v suit
une distribution binomiale de paramètres n, p,
la moyenne de v est égale à m = np, et sa va-
riance est égale à σ2 = npq.
La probabilité que le nombre de bases ayant ω!

comme modèle soit inférieur à np! est donnée
par P (v ≤ p!n).
Or, | v −m |≥ m − p!n si et seulement si v −
m ≥ m−p!n ≥ 0 ou (exclusif) v−m ≤ p!n−
m < 0. Donc P (| v−m |≥ m− p!n) = P (v−
m ≥ m−p!n ≥ 0) +P (v−m ≤ p!n−m < 0).
Donc on a P (| v−m |≥ m−p!n) ≥ P (v−m ≤
p!n−m < 0). Comme enfin v−m ≤ p!n−m <
0 si et seulement si v ≤ p!n < m, on obtient :

P (v ≤ p!n < m) ≤ P (| v −m |≥ m− p!n)

En prenant t = m−p!n
σ (t > 0 si p > p!), et en

utilisant l’inéquation (1), on obtient :

P (| v −m |≥ m− p!n) <
σ2

(m− p!n)2
.

En remplaçant m et σ par leur valeurs, comme
on a toujours np! < np lorsque p! < p, par
transitivité, il s’ensuit que :

P (v ≤ np!) <
pq

n(p− p!)2
.

Ce qui conduit à :

P (v ≤ p!n) −−−→
n→∞

0.

Autrement dit :

P (sa(ω
!) > p!n) −−−→

n→∞
1.

!

Ce résultat donne (à la limite et en probabilité)
un minorant du score obtenu par le monde réel
à partir du moment où les agents ont la même
R3-fiabilité. Il assure (toujours à la limite et en
probabilité) pour certaines règles de vote que le
monde réel fait partie de l’ensemble des mondes
retournés par la règle. Considérons par exemple
les règles de vote suivantes :

Définition 3 (M et Qp) Soit E un profil issu
d’un ensemble de n agents.
– La règle de la majorité M est définie par :

M(E) = {ω | sa(ω) > n/2}.
– Plus généralement, étant donné k ∈ ]0, 1[, la

règle du k-quota Qk est définie par : Qk(E) =
{ω | sa(ω) > kn}.

La règle de la majorité M étend au cas où les
agents expriment des croyances incertaines la
règle de majorité précédente m.

On obtient le corollaire suivant à la proposition
précédente :

Corollaire 1 Soit E un profil issu d’un en-
semble de n agents indépendants.
– Si tous les agents sont R3-fiables et ont la

même R3-fiabilité p, alors le monde réel est
capturé à la limite par la règle de la majo-
rité, i.e.,

P (ω! ∈ M(E)) −−−→
n→∞

1.

– Si tous les agents ont la même R3-fiabilité p >
k, alors le monde réel est capturé à la limite
par la règle du k-quota, i.e.,

P (ω! ∈ Qk(E)) −−−→
n→∞

1.



On peut souligner que cette proposition ne porte
que sur la présence du monde réel dans le ré-
sultat du processus de vote. En aucun cas elle
n’exclut qu’un autre monde soit présent dans ce
résultat. Bien sûr, cela pose un problème pour
la détermination du monde réel. En particulier,
si chacun des agents i donne tous les mondes
possibles ([Ki] = W), alors toute fusion rai-
sonnable du profil E correspondant (en parti-
culier toute fusion réalisée via un opérateur vé-
rifiant le postulat (IC2), [12]) donnera comme
résultat tous les mondes possibles (par exemple
Qk(E) = W quel que soit k), ce qui ne donne
aucune information sur le monde réel.

Le problème est dû à la notion de R3-fiabilité,
qui n’est pas assez forte pour l’identification
du monde réel. Intuitivement, demander aux
agents de choisir le monde réel avec une pro-
babilité élevée est nécessaire mais pas suffisant
puisque cela n’empêche pas les agents de don-
ner (comme modèles de leurs bases) d’autres
mondes possibles. Par exemple, un agent i dont
la base est toujours une tautologie ([Ki] = W),
qui ne donne aucune information, est considéré
complètement R3-fiable (i.e., sa R3-fiabilité pi
est égale à 1), ce qui est inadapté. Ainsi, une
notion de fiabilité plus forte est nécessaire. La
notion de R4-fiabilité qui suit répond à cette de-
mande :

– L’incompétence qi d’un agent i est la proba-
bilité maximale qu’un monde différent de ω!

appartienne à l’ensemble de modèles de sa
base, i.e., qi = maxωj '=ω!({P (ωj |= Ki)}).
La compétence d’un agent est ci = 1− qi.

– Un agent est compétent si ci > 0.5.
– Un agent i est R4-fiable si sa R3-fiabilité pi

est strictement supérieure à son incompétence
qi : pi > qi. (R4)

Intuitivement, alors que la R3-fiabilité exprime
la faculté d’un agent à avoir des croyances com-
patibles avec le monde réel, la notion de com-
pétence traite de la quantité d’incertitude sur ses
croyances. Nous pensons que la R3-fiabilité et la
compétence sont des notions à la fois naturelles
et importantes pour caractériser l’idée intuitive
d’ ”agent fiable” dans le cadre de la fusion de
croyances. Dans le cas spécifique où W est ré-
duit à deux alternatives seulement, un agent est
compétent si et seulement s’il est R3-fiable ; à
l’opposé, dans le cas général, ces notions sont
bien distinctes. Il est facile de montrer que la
notion de R4-fiabilité étend les notions précé-
dentes de fiabilité :

Proposition 2 – Quand on considère seule-
ment des profils Ec de bases complètes, les
fiabilités de type R4 et R2 sont équivalentes.

– Quand on considère seulement des profils
Ec de bases complètes et un ensemble W
d’interprétations constitué de deux éléments
{ω, ω!}, les fiabilités de type R4, R3, R2 et
R1 sont équivalentes.

Les hypothèses supplémentaires suivantes sur
l’ensemble d’agents considérés vont permettre
de dériver des résultats intéressants :

– Un ensemble d’agents est homogène si pour
chaque monde possible ωj , la probabilité
P (ωj |= Ki) que ce monde soit un modèle de
la base Ki fournie par chacun des agents de
l’ensemble est la même pour tous les agents
i de l’ensemble. En particulier le monde réel
ω! a la même probabilité d’apparaître comme
modèle chez chacun des agents.

– Un ensemble d’agents homogène est uni-
forme si pour chaque monde possible ωj sauf
le monde réel ω!, les probabilités P (ωj |=
Ki) coincident.

Proposition 3 Soit E un profil issu d’un en-
semble uniforme de n agents indépendants.
Alors la base K la plus probable (à l’équiva-
lence logique près) dans E est [K] = {ω!}.

Preuve: Soit p la probabilité pour un agent
de choisir une base K telle que le monde réel
ω! vérifie ω! |= K, et soit q la probabilité
pour un agent de choisir une base K telle
qu’un monde quelconque ω différent de ω!

vérifie ω |= K. Soit W = {ω1, . . . , ωk−1, ω!}
l’ensemble de tous les mondes possibles (W
contient k éléments). Grâce à l’hypothèse
d’indépendance, la probabilité pour un agent
de choisir une base K telle que [K] = {ω!}
est égale à p(1 − q)k−1. Plus généralement,
la probabilité pour un agent de choisir une
base K est égale à pa(1 − p)bqc(1 − q)d avec
a, b, c, d des entiers positifs tels que a + b = 1
et a + b + c + d = k. Sous l’hypothèse de R4-
fiabilité de l’ensemble d’agents, on a p > 0.5 et
q < 0.5, donc p > (1 − p) et q < (1 − q). En
conséquence, pa(1− p)bqc(1− q)d est maximal
pour a = 1, b = 0, c = 0, d = k − 1, seulement.
Ainsi, la base K la plus probable (à l’équiva-
lence logique près) dans E est [K] = {ω!}. !



Ce résultat n’est néanmoins pas suffisant pour
obtenir directement le théorème du jury sous in-
certitude qui suit :

Théorème 3 Soit W = {ω1, . . . , ωk−1, ω!} un
ensemble de mondes possibles et soit E un profil
issu d’un ensemble homogène de n agent indé-
pendants et R4-fiables. Alors ∀i ∈ {1, . . . , k −
1},

P (sa(ω
!) > sa(ωi)) −−−→

n→∞
1.

Preuve: Soit (sa(ω1), . . . , sa(ωk−1), sa(ω∗))
un vecteur de variables aléatoires où sa(ωi) = j
(i ∈ {1, . . . , k − 1}) (resp. sa(ω∗) = j) signi-
fie que le score sa(ωi) (resp. sa(ω∗)) est égal à
j (j ∈ {0, . . . , n}). Chacune de ces variables
sa(ωi) (i ∈ {1, . . . , k − 1}) (resp. sa(ω∗)) suit
une distribution binomiale de paramètres qi et n
(resp. p et n). Ainsi, on a ∀j ∈ {0, . . . , n} :

P (sa(ωi) = j) = (n
j )qj

i (1− qi)
n−j

et

P (sa(ω
∗) = j) = (n

j )pj(1− p)n−j.

La moyenne de chaque sa(ωi) (i ∈ {1, . . . , k −
1}) est nqi, sa variance est nqi(1 − qi), la
moyenne de sa(ω∗) est np et sa variance est
np(1− p).
La loi faible des grands nombres appliquée à
sa(ωi) (i ∈ {1, . . . , k− 1}) et sa(ω∗) donne que
∀ε > 0 :

P (| sa(ωi)

n
− qi |≥ ε) −→n→∞ 0, (2)

P (| sa(ω∗)

n
− p |≥ ε) −→n→∞ 0. (3)

Soit q = maxi∈{1,...,k−1}qi et ε1 = p−q
2 . Comme

chaque agent est R4-fiable, on a forcément qi <
p pour chaque i ∈ {1, . . . , k − 1}, donc q < p.
En conséquence, on a ε1 > 0. Grâce aux as-
sertions (2) et (3), on obtient pour tout i ∈
{1, . . . , k − 1},

P (| sa(ωi)

n
− qi |≥ ε1) −→n→∞ 0

et P (| sa(ω∗)

n
− p |≥ ε1) −→n→∞ 0.

Ce qui permet facilement de déduire que :

P (
sa(ω∗i )

n
> qi + ε1) −→n→∞ 0, (4)

et

P (
sa(ω∗)

n
< p− ε1) −→n→∞ 0. (5)

pq0 1

ε ε

Cette figure illustre la preuve à venir. L’idée est
que lorsque la loi faible des grand nombres est
utilisable, les valeurs prises se concentrent au-
tours de la moyenne avec une probabilité im-
portante. Schématiquement, la probabilité que
toutes les valeurs soient dans une sphère cen-
trée en la moyenne et de rayon ε1 tend vers 1.
Ainsi, comme p > q, la probabilité que les deux
sphères ont une intersection non vide tend vers
0 à l’infini.
Supposons à présent que sa(ωi)

n ≤ qi + ε1 et que
sa(ω∗)

n ≥ p − ε1. Alors, comme ∀i ∈ 1 . . . k −
1, qi + ε1 ≤ p− ε1, on obtient :

sa(ωi)

n
≤ qi + ε1 ≤ p− ε1 ≤

sa(ω∗)

n
.

Ainsi l’événement sa(ωi)
n > sa(ω∗)

n peut se pro-
duire uniquement si sa(ωi)

n > qi + ε1, ou
sa(ω∗)

n < p− ε1. Et donc on a :

P ( sa(ωi)
n > sa(ω∗)

n ) = P ( sa(ωi)
n > qi +

ε1 et sa(ωi)
n > sa(ω∗)

n ) + P ( sa(ω∗)
n < p −

ε1 et sa(ωi)
n > sa(ω∗)

n ) − P ( sa(ωi)
n > qi +

ε1 et sa(ω∗)
n < p− ε1 et sa(ωi)

n > sa(ω∗)
n )

Comme P ( sa(ω∗)
n < p− ε1 et sa(ωi)

n > sa(ω∗)
n ) ≤

P ( sa(ω∗)
n < p − ε1) et P ( sa(ωi)

n > qi +

ε1 et sa(ωi)
n > sa(ω∗)

n ) ≤ P ( sa(ωi)
n > qi + ε1),

on obtient :
P ( sa(ωi)

n > sa(ω∗)
n ) ≤

P ( sa(ω∗)
n < p− ε1) + P ( sa(ω∗i )

n > qi + ε1).

Finalement, grâce aux assertions (4) et (5), on
obtient :



P (
sa(ωi)

n
≥ sa(ω∗)

n
) −−−→

n→∞
0,

ou, de façon équivalente

P (sa(ωi) ≥ sa(ω
∗)) −−−→

n→∞
0.

!

Ce théorème montre immédiatement l’aptitude
de la méthode de vote dite par approbation [6],
à identifier le monde réel (à la limite et en proba-
bilité). Avec cette méthode, les agents sont au-
torisés à voter pour un nombre quelconque de
mondes, et ensuite on choisit comme résultat les
mondes avec les scores les plus élevés :

Définition 4 (Approbation) Etant donné un
profil de bases E, la règle de vote par appro-
bation av est définie par :

av(E) = {ω | ∀ω′ ∈ W sa(ω) ≥ sa(ω
′)}.

5 Identifier le monde réel par fusion
de croyances

L’aptitude d’un opérateur de fusion à identifier
le monde réel peut être modélisée par un nou-
veau postulat, appelé postulat Truth Tracking :

TT Soit E un profil issu d’un ensemble ho-
mogène de n agents indépendants et R4-
fiables. Soit ω! le monde réel.

P ([∆(E)] = {ω!}) −−−→
n→∞

1.

Ce postulat est vérifié par un opérateur de fusion
si l’opérateur est capable d’identifier le monde
réel (à la limite et en probabilité) en s’appuyant
sur un ensemble homogène d’agents indépen-
dants qui sont plus R3-fiables que incompé-
tents. Clairement, ses conditions d’application
sont fortes puisqu’il n’est pas faciles de pou-
voir garantir en pratique que l’on pourra dispo-
ser des croyances d’un ensemble homogène et
suffisamment arbitrairement grand d’agents in-
dépendants et R4-fiables. Il en est d’autant plus
intéressant puisqu’il assure que les opérateurs
ne le vérifiant pas ne sont pas de bons candidats
pour identifier le monde réel.

On peut à présent étudier le comportement par
rapport à ce postulat de certains opérateurs de

fusion de croyances bien connus. Nous rappe-
lons d’abord la définition des opérateurs de fu-
sion basés sur une distance [12].

Définition 5 (fusion à base de distance) Soit d
une pseudo-distance entre interprétations et soit
f une fonction d’agrégation. L’opérateur de
fusion ∆d,f (E) est défini par : [∆d,f

µ (E)] =
min([µ],≤E)
où le pré-ordre≤E surW induit par E est défini
par :
– ω ≤E ω′ si et seulement si

d(ω, E) ≤ d(ω′, E), avec
– d(ω, E) = fK∈E(d(ω, K)), où
– d(ω, K) = minω′|=Kd(ω, ω′).

On notera dD la distance drastique (dD(ω, ω′) =
0 si ω = ω′ et 1 sinon), et dH la distance de
Hamming [11].

Le résultat suivant est une conséquence directe
du théorème 3 :

Proposition 4 ∆dD,Σ satisfait TT.

Puisque ∆dD,Σ est un opérateur de fusion
contrainte [12], cette proposition montre qu’il
n’y a pas de conflit entre TT et les postulats
(IC0-IC8) qui caractérisent les opérateurs de fu-
sion contrainte. Néanmoins, tous les opérateurs
de fusion contrainte ne satisfont pas TT. Par
exemple :

Proposition 5 ∆dH ,Gmax ne satisfait pas TT.

Preuve: On considère quatre mondes pos-
sibles W = {00, 01, 10, 11}, et on suppose
que le monde réel est ω! = 11. On considère
la probabilité suivante p sur les mondes pos-
sibles, partagées par tous les agents (hypothèse
d’homogénéité) : p(11 |= K) = a > 0.5,
p(00 |= K) = b, p(01 |= K) = c,
p(10 |= K) = 0, avec a + b + c = 1,
b > 0, et c > 0. Par construction, pour chaque
monde ω de W sauf 01, la probabilité qu’un
profil E de n agents indépendants contienne
une base K telle que dH(ω, K) = 2 tend vers
1 lorsque n tend vers l’infini ; par ailleurs,
la probabilité qu’un profil E de n agents in-
dépendants contienne une base K telle que
dH(01, K) = 2 est toujours égale à 0 (en effet
on a toujours dH(01, K) < 2). En conséquence,
P ([∆dH ,Gmax(E)] = {01}) −−−→

n→∞
1, ce qui

contredit TT. !



6 Résultats expérimentaux

Les résultats obtenus dans les sections précé-
dentes au sujet de l’identification du monde
réel ω! sont des résultats à la limite. Aucun
d’entre eux ne donne d’information sur l’iden-
tification du monde réel d’un point de vue pra-
tique, comme par exemple un majorant sur le
nombre de bases à partir de laquelle l’identifica-
tion est atteinte avec une probabilité élevée. Or,
clairement, si le nombre de bases nécessaires à
cette identification est très élevé, le problème de
l’identification du monde réel, lorsqu’il est envi-
sageable a priori (e.g. lorsque les agents consi-
dérés sont des experts indépendants) reste sans
résolution pratique possible.

Afin d’approfondir cette question, nous avons
conduit des expérimentations en utilisant ∆dD,Σ,
un opérateur de fusion contrainte qui satisfait
TT et qui est simple à implémenter. Le protocol
expérimental utilisé a été le suivant. Nous avons
étudié la vitesse de convergence vers le monde
réel en utilisant ∆dD,Σ, en fonction de la R3-
fiabilité des agents p et de leur incompétence q
(supposée identique pour tous les agents). Nous
avons considéré des ensembles d’interprétations
de tailles variables (jusqu’à 215), nous avons fixé
le monde réel ω! comme l’interprétation asso-
ciant chaque variable propositionnelle à 0, et
nous avons engendré des profils E à partir de
n agents indépendants, avec une R3-fiabilité p
et une incompétence q, pour différentes valeurs
de n. Pour chaque valeur n, nous avons construit
1000 profils E. Pour chaque E, nous avons cal-
culé ∆dD,Σ(E) et testé si [∆dD,Σ(E]) = {ω!}.
La proportion des 1000 profils pour lesquels
[∆dD,Σ(E]) = {ω!} donne une estimation de
la probabilité de succès de l’identification du
monde réel.

La figure 1 donne la probabilité que
[∆dD,Σ(E]) = {ω!} étant donné le nombre
n d’agents, lorsque p = 0.3, et |W| = 27

mondes, pour différentes valeurs q, La figure 2
présente des expérimentations similaires, mais
pour p = 0.9.

Un point intéressant est à observer sur la figure
1 : même si p = 0.3 est relativement faible (ici
les agents considérés ne sont pas R3-fiables), la
vitesse de convergence est élevée : pour obtenir
[∆dD,Σ(E)] = {ω!} avec une probabilité supé-
rieure à 90%, 1250 agents sont nécessaires pour
une incompétence q = 0.25, 300 agents sont né-
cessaires pour q = 0.2 et seulement 60 agents
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FIG. 1 – Vitesse de convergence (7 variables,
p=0.3)

sont nécessaires pour q = 0.1.
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Ces résultats sont proches de ceux donnés à
la figure 2 pour p = 0.9. Les valeurs corres-
pondantes sont 800 pour q = 0.85, 230 pour
q = 0.8, et 40 pour q = 0.6.

Empiriquement, il apparaît que le "niveau de
R4-fiabilité" des agents, i.e., l’écart p− q a plus
d’impact sur la vitesse de convergence de l’iden-
tification du monde réel en utilisant ∆dD,Σ que
le fait que les valeurs p et q sont plutôt proches
de 1 ou de 0.

La figure 3 donne la probabilité de succès de
l’identification du monde réel étant donné le
nombre de variables propositionnelles (et donc
le nombre d’interprétations) avec p = 0.70 et
q = 0.40.

Il n’est pas étonnant que la complexité de
d’identifier le monde réel augmente avec le
nombre de mondes possibles. Cependant, le
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nombre d’agents qui doivent être considérés
pour atteindre l’objectif avec une probabilité
élevée n’est pas si grand, si on le met en balance
avec le nombre d’interprétations possibles. Par
exemple, on peut observer sur la figure 3 que,
lorsque 10 variables sont considérées, moins
de 50 agents sont suffisants pour assurer que
[∆dD,Σ(E)] = {ω!} avec une probabilité su-
périeure à 90%, en dépit du fait qu’un unique
monde doit être discriminé parmi 1024 et que la
R3-fiabilité et la compétence des agents ne sont
pas très élevées. Tous ces résultats montrent la
faisabilité pratique de la recherche de la vérité
en utilisant ∆dD,Σ.

7 Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré la fu-
sion de croyances selon un point de vue origi-
nal que nous avons appelé point de vue épisté-
mique. Cette approche permet d’évaluer la ca-
pacité des opérateurs de fusion de croyances à
trouver le monde réel. Nous avons démontré une
généralisation du théorème du jury de Condor-
cet lorsque les croyances des agents sont in-
certaines. Nous avons également défini un pos-
tulat correspondant à l’identifiabilité à la li-
mite du monde réel pour la fusion de croyances
et montré que certains opérateurs de fusion
de croyances satisfont ce postulat. Finalement,
nous avons étudié la vitesse de convergence of-
ferte par ∆dD,Σ.

Le problème de l’identification du monde réel a
aussi été étudié dans le cadre plus spécifique de
l’agrégation de jugement [5]. Dans [18] les au-
teurs étudient les performances d’un opérateur
∆dH ,Σ dans cet optique, et montrent que ses per-
formances sont bonnes (typiquement meilleures

que celles d’autres procédures d’agrégation de
jugement) pour des agents assez fiables.

Dans nos travaux futurs, nous pensons étudier
le problème de l’identification du monde réel
pour d’autres opérateurs de fusion de croyances,
comme ceux basés sur la distance de Hamming.
Nos premières expériences suggèrent que ∆dH ,Σ

satisfait également TT.
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