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Résume
Nousétudiondanscetarticlelesopérateurslefusiondecroyances.
Cesopeérateurspermettentde déterminerles buts (ou les croyances)
d’un grouped’agentsa partir de leurs buts (croyances)individuels.
Nousmontronsde nouveauxrésultatssurles deuxprincipalestamilles
d’opérateursde fusion : les opérateursmajoritaireset les opérateurs
d’arbitrage.Nousmontrons.en particulier qu'il existe desopérateurs
appartenangimultarementauxdeuxfamilles.
Mots-clés: ConcertationfFusionde croyancesArbitrage,Majorité

1 INTRODUCTION

Lorsqueplusieursagentsinteragissenpour menera bien unetachecom-
mune,il estnécessairgqueceux-cis’entendenacertaingnomentsurceque
sontles buts (ou les croyances)actuelsdu groupe.Lorsquedesdésaccords
apparaissergntrelesagentsurcesbuts(croyancesommunsil estgéréra-
lementnécessairdepasseparunephasedenégociatiorentrelesagentsLe
problemeestqu'il estparfois(si on s'inspired’agentshumainson pourrait



mémedire “souvent”) possiblequela négociatiomne permettepasde régler
touslesproblemesMais, mémedanscecas,il fautbienréaliserun “arbitra-
ge” entrelesagentenprésencelanscequel’on pourraitnommerunephase
deconcertation.

Seloncemodele (pourexpliquerla differenceentrelestermesnégociation
et concertationemployés)lorsqu’unedécisiondoit étre prise au niveaudu
groupepnpeutconsicererquecelle-ciestpriseendeuxétapesUnepremiere
étapedenégociationpermetauxdifferentsagentsd’avancerdeursarguments
pour tenter de corvaincre les indécis ou les opposantsEt une deuxime
étape,de concertationqui, a partir despositions(qui sontalors fixes) de
chacun,permetde définir ce qu’estla positiondu groupe.Cettedeuxieme
étapepeut étre (ahusivement)consicerée commeune sortede vote sur les
buts/croyancesdu groupe.

Or, bienquel’ étapedenégociationsoitabondammeritaittedansla com-
munaué multi-agents(voir e.g[2, 22]), la secondegconcernanta concer
tation, n’a géréralemendroit qu’'a un traitementrapide.En effet, dansla
plupartdesmocdelespropo®s,lorsqu’un désaccordsubsisteapresla phase
denégociationpn utilise desmayensexpéditifs pourrésoudrece désaccord.
On supposepar exemple,qu’il existe unerelationde préferenceentreles
agentsgcertainsétantplus fiablesqued’autres(cettefiabilité pouvantvarier
selonles themes)[7, 5], ou qu'il existe un oracledansle sysemepouvant
résoudrde conflit. Or, bienquecetterelationde préférencepuisserésoudre
certaingproblemesjl resteraoujoursdescasou deuxagentsde mémefiabi-
lité sontendésaccordoudescasou I'on neconnat pascettefiabilité relative
desagentsDe méme,supposet’existenced’un oracle,bienquecesoitune
idée seduisantgpour se débarrassedu probleme,estsimplementirréaliste
s'il s’agit d’'un agentinfaillible, puisqu’alorsil détiendraitla solution du
problemea résoudreSi cet agentn’est pasconsiceré commeinfaillible, il
ne s'agit alors que de la propositionpréctdenteot un agentestconsiceré
plusfiable quelesautres.

Cequenousproposonsci estd’utiliser lesopérateurslefusionde croyan-
ces[8, 6, 4, 19, 24, 14] pour réalisercet “oracle”. Nousne prétendongas
montrercommentceladoit &tre implémené dansun sysememulti-agents
mais nousproposond’utiliser cesopérateursccommecadreformel pour la
concertatiorentreagents.

Dans[15, 13|, nousavons propo® un ensemblede propriétes logiques
souhaitablegpour un opérateurde fusion (d’autresauteursont également
propo®d’'autresensemblesle proprietes[23, 24, 19, 18, 17]). Cetensemble



définit une famille d’opérateursgque nousavons appeés opérateursde fu-
sion contrainte.Celapermetdoncde comparerentreellesdesméthodesle
fusion existanteset de pouwir de cefait choisirla méthodela plus adapée
auneapplicationparticuliere.Nousdéfinissonggalementleuxsous-classes
d’opérateurgarticulieres: lesopérateursnajoritairesetlesopérateursd’ar-
bitrage.Lesopérateursnajoritairesésolentlesconflitsentenantcomptede
la majorite, c’est-a-direqu’ils tententde contenterle grouped’agentsdans
sonensemblealorsquelesopérateursl’arbitrageontun comportemenplus
consensueltentantde contenterau mieux chacundesindividus du groupe,
nepermettantioncpasd’utiliser decompensatioentredesagentsCesdeux
famillesont doncdespolitiquesde gestionde conflitstresdifférentes.

Unequestiomouvertejusqu’alorsetaitde savoir si cesdeuxfamillesétaient
desfamillesdistinctesou s'il existait desopérateursjui étaienta la fois des
opérateursnajoritairesetdesopérateursl’arbitrage Bien quel’on soittene
decroire aunepartition stricte,nousmontronsici qu’il estpossibled’étrea
la fois opérateurmajoritaireet d’arbitrage.Nousdonnonsun exempled’un
opérateurtrivial qui satishit cettecondition,maisnousmontronsaussique,
dandle casfini, touteunefamille d’opérateursion-triviauxrépondena cette
contrainte.La suite de I'article estorganige commesduit : dansla section
2 nousdéfinissondes opérateursde fusion contrainteet les opérateursma-
joritaireset d'arbitrage.Dansla section3 nousdonnongjuelquesxemples
d’'opérateurspour illustrer la differencede comportemenentre opérateurs
majoritaireset d’arbitrage.Dansla section4, nousmontronsqu’il esttou-
tefois possibled’étrea la fois un opérateumajoritaireet un opérateurd’ar-
bitrage.Et nousconcluonsdansla section5, par quelquesperspecties et
guestionuvertes.

2 OPERATEURS DE FUSION CONTRAINTE

On consicere un langagepropositionnell sur un alphabeffini P de va-
riablespropositionnellesUneinterprétationestunefonctiondeP vers{0, 1}.
L'ensembledetouteslesinterprétationsestnote V. Uneinterprétation] est
un mockle d'une formule si et seulemensi elle rend cetteformule vraie.
Soit ¢ uneformule,mod(y) dénotel'ensembledesmocelesde ¢, c'esta-
diremod(p) ={I e W| I E ¢}.

Une basede croyancesy estun ensembldini de formules proposition-
nelles.



Soienty,, ..., ¢,, n baseglecroyancegnonnécessairemertifférentes),
on appelleensemblede croyancele multi-ensemble¥ constitle de cesn
basegdecroyance: ¥ = {¢,...,¥,}. Onnotera/\ ¥ la conjonctiondes
basesde croyancesde ¥, c’esta-dire A\¥ = ¢, A ... A p,. Ondiraque
I'ensembledecroyances? estconsistantsi A ¥ estconsistantL’union sur
lesmulti-ensembleseranotéeLl.

Par alus, si ¢ estunebasede croyances,p dénoteraaussil'ensemblede
croyancessingleton? = {¢}.

Soitun entierstrictemenfpositif n, on notera?” le multi-ensembleom-

pos den fois le multi-ensemblel : ¥" = {¥,... ¥}
N———
n
Définition 1
Deuxensembleslecroyancest | et¥, sontéquialentsnott ¥, < ¥, si
etseulemensi il existe unebijection f de ¥, = {¢},..., o5} vers¥, =

{2,..., ¢}, tellequer f(p) < .

Un pré-ordre< estunerelationréflexive et transitive. Un pré-ordredéfini
surunensembled esttotalsiVl,J € A, I < JouJ < I.Soitunpré-ordre
<, ondéfinit < commel < Jssil < JetJ £ I. Delamémemanerela
relationd’équivalence~ assocéeestdéfiniepar! ~ J ssil < JetJ < I.
SiB C A,onécriral € min(B,<)ssil € BetVJe BI < J.

Une basede croyancesy representerdes croyances' d’'un agent.Un
ensemblede croyances¥ repiésenterdes croyancesdesdifférentsagents
d’un groupe.Le but desopérateurgde fusion est,a partir descroyancesdes
agentset descontraintesparticulieresdu sysemes(contraintesphysiques,
reglementationstc),de détermineda croyancedu groupe.Un opérateurde
fusion A estdoncunefonctionqui, aun ensemblale croyances¥? etaune
basede croyancesu repesentantes contraintesl’intégrité du syséme,as-
socieunebasedecroyancesnoteeA ,(¥), contenanta croyancedu groupe
d’'agents.

Lesproprietessouhaitablepourun opérateurde fusion sontles suivantes
[15, 13 :

1Dansla suitede cetarticle nousnommerongroyancesde maneregérériqueles crojances
oulesbutsd’'un agent.



Définition 2
A estun opérateurde fusion contraintesi et seulemensi il satiskit lespro-
priétessuiantes:

(IC0) Au() k- p

(IC1) Sip estconsistantalorsA,(¥) estconsistant

(IC2) Si¥ estconsistantvecy, alorsA,(¥) = AT A p

(IC3) SiT; ¢ Ty etpy > po, alorsA,, (¥1) < A, (T2)

(IC4) Sipk petd b p,alorsA,(eUd)ANp¥F L = A, (pUg)AY ¥ L
(IC5) AL(T1) AAL(Ta) F AL(T U DY)

(IC6) SiA,(¥1)AAL(T2) estconsistantalorsA, (¥ UTy) F A, (T1)A
Au(lIJQ)

(IC7) Ap(B) A pa b A piaps (9)
(IC8) SiA,, (¥) A us estconsistantalorsA yap, () F Ay, (¥) A po

La significationintuitive de cespropriétes estla suivante: (IC0O) assure
quele résultatde la fusion satishit les contrainted'intégrite. (IC1) dit que
si les contraintesd’intégrite sontconsistanteslorsle résultatde la fusion
seraconsistant,c’esta-dire que I'on peut toujours extraire une croyance
du grouped’agents.(IC2) demandeque, lorsquec’est possible le résultat
de la fusion soit simplementla conjonctiondesbasesde croyanceet des
contraintesd’intégrite. Donc, lorsqu'il n'y a pasde conflit entreles agents
etlescontraintesla fusionestsimplement’'union desdifférentesroyances.
(IC3) estle principed’indépendanceée syntae, c'esta-direquele résultat
de la fusion ne dépendpasde la forme syntaxiquedes croyancesni de
cellesdes contraintesmais simplementdes opinions exprimées.(IC4) est
la propriete d’équit. Elle assurequelorsquel’on fusionnel’opinion dedeux
agents,'opérateurne peut pasdonnerde préferencesa I'un d'eux. (IC5)
exprimel'id éesuivante: si un groupe®, semetd’accordsurun ensemble
d’alternatvesqui contient4, etsi unautregroupe® , semetd’accordsurun
autreensemblel’'alternativesqui contientegalement, alorssil'on joint les
deuxgroupesA fera encorepartie desalternatvesacceptablesEt (IC5) et
(IC6) ensembleexprimentle fait que,desquel’on peuttrouver deuxsous-
groupesqui s'accordensur au moinsunealternatve, alorsle résultatde la
fusion seraexactement’ensembledesalternatves sur lesquellescesdeux
groupess’accordent(IC7) et (IC8) sontunegéréralisationdirectedespos-
tulats(R5) et (R6) dela révisionde croyanceq1, 10, 11]. lls exprimentdes



conditionssurles conjonctiongde contraintesd’intégrité et s’assurentle ce
fait quela notion de proximité estbien fondée, c’esta-dire, par exemple,
quesi unealternatve A estpréferéeparmiun ensembledl’alternatvespos-
sibleset si on restreintle nombred’alternatvestout engardant’alternative
A, celle-ciseratoujourspréféréeeparmilesalternatvesrestantes.

Nousallonsa présentdéfinir deuxsousclassesl’opérateursie fusion,les
opérateurglefusionmajoritairesetlesopérateursd’arbitrage.

Un opérateurde fusion majoritaireestun opérateurde fusion contrainte
qui satishit la propriété suivante:

Ce postulatexprime le fait que si une opinion a une large audiencece
seraalorsl’opinion dugroupe On peutremarqueguecettepropriete esttres
gérérale elle nedit pasexactemente nombrederépétitionsnécessaire’un
ensemblede croyancespour s'imposer(cela dépendde I'opérateur),mais
elleimposesimplement’existenced’un tel seuil. Celasembleétrel’expres-
sionla plusfaible possibledela notionde majorité. Lesopérateurslefusion
majoritairetententdoncde satishire aumieuxle groupedanssonensemble.
D’un autrecdté, les opérateursd’arbitragetententde satishire chacundes
élémentsdu groupepris individuellementdu mieux possible.Un opérateur
d’arbitrageestun opérateudefusioncontraintequi satishit la proprieté sui-
vante:

AV (Z DR WAV (=Y

(Arb) Auﬁ—huz (901 u 902) < (//’1 < _'///2)
pa ¥ o
P2 ¥ 1

= Amvuz (901 u ‘Pz) <
Ay (o)

Ce postulatdit que si un ensembled’alternatves préfereessousun en-
semblede contraintesd’intégrité x4 pour unebasede croyancey, corres-
pondal'’ensembledesalternatvespréféréesparla basep, souslescontrain-
tesus, etsilesalternatvesqui n'appartiennentju’a un desdeuxensembles
decontraintesl’intégrité sonttoutesaussicrédiblespourle groupe(y; Lip,),
alorslesalternatvespréféréespourle groupeparmila disjonctiondesdeux
ensemblesle contraintesserontcellespréféréespar chacunedesbasessous
leur contraintesrespecties. Ce postulatestbien plus intuitif lorsqu’il est
exprimé sousla forme d’assignemensynctique (voir condition8). Il ex-
prime le fait que ce sontles alternatvesmédianesjui sontfavorisees.Ten-
tonsd'illustrer celasurun exemple:



Exemplel TometDavid ontratéle matchdefootballd’hier entrelesrouges
etlesjauneslls neconnaissenoncpasle résultatdu match.Tomaentendu
cematina la radio quelesrougesont fait un tresbon match.ll pensedonc
gu’unevictoire desrougesestpluscrédiblequ’un matchnul, etqu’un match
nul estpluscrédiblequ’unevictoiredesjaunesUn amiadit aDavid qu’apres
ce match,les jaunesont toutesles chancesie remportere championnatll
déduit de cetteinformation que les jaunesont trés certainemengagre le
match,ou sinon,aumoinsobtenuun matchnul. En confrontanieurspoints
devue,TometDavid semettentd’accordsurle fait quelesdeuxéquipessont
dela mémeforceetqu’ellesavaientdonclesmémeschancesleremporteile
match.Cequedemandéda propriéte d’arbitrageestqu’aveccesinformations
Tom et David doiventsemettred’accordsur le fait gu’un matchnul estle
résultatie pluscrédible.

A présentque nousdisposong’une définition logique desopérateursde
fusioncontrainte nousallonsdonnerun theomede repésentatiomui per
met de définir cesopérateursde mangre bien plus intuitive. Ce théoeme
montre qu’un opérateurde fusion contraintecorresponda une famille de
pré-ordressurlesinterpiétations.

Définition 3
Un assignemergynciétiqueestunefonctionqui associea chaqueensemble
de croyances¥ un pré-ordre<y surlesinterprétationstelle que pourtous

ensemblesle croyances¥ , ¥, ¥, et pour toutesbasegle croyancesp, ¢
les conditionssuivantessoientsatistites:

1. SiI=Yet]=9,alors] ~y J
.SiTEYet] £ Y, alors] <g J

. Siv; & Uy, alors<g, =<y,
VIEQIT ¢ T <y I

. SiI <g, Jetl <, J, alorsI <g,uw, J
. Sil <y, Jetl <g, J, alorsI <g, 1w, J

Un assignemensynciétique majoritaire est un assignemensynciétique
qui satiskit la conditionsuivante:

O AN WN

7. Sil <y, J,alors3n I <y, w,» J

Un assignemensynciétiquejuste estun assignemensynciétiquequi sa-
tisfait la conditionsuivante:
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FIG. 1 - Arbitrage

I<, J
8 I<,J =TI <pup, J
J S U, J'

La condition 1 dit que deux mocklesde I'ensemblede croyancessont
équialentspourle pré-ordreassoct etla condition2 assureju’'unmodelede
I'ensemblede croyancesesttoujourspréféré a un contre-moele.La condi-
tion 3 dit quesi deuxensemblesle croyancesontéquivalentsalorslesdeux
pré-ordresassodgssontidentiquesCestrois conditionssontunegénréralisa-
tion desconditionsde I'assignemenfidele pour les opérateursde révision
[11]. La condition4 demandegue pour le pré-ordreassoct a un ensemble
de croyancescompog de deuxbasesde croyancespour chaquemodelede
I'une, il existeun mockledel’autre qui estaumoinsaussibon.La condition
5 dit quesi uneinterprétationestaumoinsaussibonnequ’uneautrepourun
ensembl@ecroyances?, etquecetteinterpiétationestégalemenaumoins
aussibonnepour un ensemblede croyances¥,, alors elle seraau moins
aussibonnequel’autre pourla réuniondesdeuxensembleglecroyancesLa
condition6 renforceun peucerésultaten exigeantquesi uneinterprétation
eststrictementmeilleurequ’une autre pour un ensemblede croyances?¥, ,
et que cetteinterprétationest au moins aussibonnepour un ensemblede
croyances¥,, alorscetteinterprétationdoit étre strictementmeilleureque
l'autre pourla réuniondesdeuxensemblesle croyancesLes conditions5
et 6 sonttrés prochesdesconditionsde Paretoen théorie du choix social
[3, 12, 21]. La condition7 dit quesil'on répeteun groupe¥, sufisamment
defois alorslespréféerencestrictesdecegroupeserontrespedtesla condi-
tion 8 dit quece sontleschoix médiansqui sontpréferéspourle groupe.Ce
comportemenestillustré figure 1 (les interpretationsles plus bassessont
lesinterpretationspréferées parexemplepoury, - J' <, I <, J).Lin-



terpétation, qui n'est jamaisaussimauwaiseque J et J' estpréfereea
celles-cipourle résultatdela fusion.

Nous pouwons a présenténoncerle theoemede représentatiorpour les
opérateursiefusioncontraintg[15, 13] :

Théoremel

Un opérateur/\ estun opérateurde fusion contrainte(respectiementun
opérateummajoritaireou un opérateurd’arbitrage)si et seulemensi il existe
unassignemergynciétique(respectremeniun assignemergynciétiquema-
joritaire ou un assignemergynciétiquejuste)qui associea chaqueensemble
decrayancesV unpré-ordretotal <y tel que

mod(A,(¥)) = min(mod(), <w)

Pourla preuwe, voir [16, 13]. La partie si estunesimpleverificationdes
proprietes.Pourla partieseulemensiI'id éeestdeconstruireunerelation<y
surlesinterpiétationsde la fagon suvante: 7 <g J ssil | Ay, ,,(E).
Ou 1,7y estuneformule ayant/ et J commeseulsmockles.ll resteen-
suite a veérifier que cetterelation estun pré-ordretotal, que I' équationdu
theoremeestvérifie etquel’assignemenainsidéfini estbienunassignement
synceetique.

Ce théoremeprésenteplusieursavantagesTout d’abordil estbeaucoup
plus simple de vérifier gu’un opérateurde fusion vérifie les conditionsdes
assignementsyncietiquesplutdt que de vérifier directementes propriétes
logiques.Ensuite Je fait qu'un opérateurcorrespondeéx unefamille de pré-
ordres(un pré-ordreparensemblale croyances)peutdonnerdesidéespour
concevoir de nouveaux opérateurs.En particulier beaucoupd’opérateurs
sont définis de la sorte,en utilisant une fonction qui associeun pré-ordre
al'ensembledecroyancepas& enparanetre,c’estle casdetouslesopéra-
teurshagssurdescalculsdedistancesNousendécrivonsquelquesinsdans
la sectionsuivante.

3 QUELQUES OPERATEURS DE FUSION

Nousdonnonganscettepartiela définition detrois famillesd’'opérateurs.
Touscesopérateursontbagssurunenotiondedistanceentreinterprétations
a partir de laquelle on définit le pré-ordreassoct a chaqueensemblede
croyances.Nous définissonsegalemenune nouwelle famille d’opérateurs,
géreéralisationdela famille A>.



Onsupposeajuel’on disposed’unedistancé entreinterpiétationsc’esta-
dire unefonctiond : W x W — IN telle que:
— d(I,J) =d(J,I)
—d(,J)=0ssiI=J

Un exempled’une telle distancegéréralementitilisée estla distancede
Dalal [9], qui estla distancede Hammingentreles interprétations,c’est-
a-direquela distancede Dalal entredeuxinterprétationsestle nombrede
variablespropositionnellesurlesquelledes deuxinterpretationsdifférent.

Toute distanceentreinterpiétationsinduit de maniere naturelleune dis-
tanceentreuneinterprétationet unebasede croyancesy :

d(I,¢) = mind(I,J
(I.¢) = mind(1,.)

Lesquatrefamillesquenousallonsdéfinir divergentparla fagon dontelles
calculentadistanced’'uneinterprétational’ensembledecroyanceapartirde
cettedistanceentreuneinterprétationet les basesde croyancesC’estdonc
danscetteétaped’agrégationdespréférencesndividuellesenunepréférence
collective quevont seforgerlesdifferenceslecomportement.

La premire famille d’'opérateursestla famille AMe® [23, 24, 13]. Ces
opérateursne sont pasdesopérateursde fusion contraintemaisils ont un
comportemenprochedeceluiquel’on attendd'un opérateurd’arbitrage.

Définition 4
Soientun ensemblale crayances¥ etunedistancel, la distanceentreune
interprétationI et’ensemblede croyancesest:

da,Mao(I, ¥) = maxd(I,
4,Maa (I, ¥) = maxd(T, )

Onobtientalorsle pré-ordresuivant:
I S:iI;Maz J SSidd,Ma:c (Ia \I]) < dd,Maw(Ja \I])
Et l'opérateur\*Maz estdéfini par:

mod(ALMo (W) = min(mod(u), <&™*")

20n peutnoterquelidentité triangulairen’est pasrequise,on a donc,a strictementparlet
despseudo-distances.



La famille A= [15, 13] estcompoged’'opérateursi’arbitrage Cettefa-
mille estun raffinementdela famille AMa@,

Définition 5
Soientun ensemblealecroyancest = {¢p,,..., ¢, } etunedistancel. Pour
chaquenterprétationI on construitla liste (df, . .., d%) desdistanceentre

cetteinterprétationet lesn basesde I'ensemblede croyances,c'esta-dire
qued! = d(I,¢;). Soit L} la liste obtenueen triant (df,...,d.) dans
I'ordre décroissantSoit<,.,, I'ordre lexicographiquesurdeslistesd’entiers.
On obtientalorsle pré-ordresuivant:

I <EGMow 1 ooy <jop LY
Et l'opérateur\% "= estdéfini par:
mod(AL*(¥)) = min(mod(u), <&*)

Commenousle verronsdansle prochainthéoremeles opérateursA o
sontdesopérateursd’arbitrage.Les opérateurs\ ¥ sontplus sélectifsque
lesopérateursAMe? c’est-a-direquel’on ale résultatsuivant:

Théoreme2
Pourtoute distanced, tout ensemblede croyances¥, et toutebaseu, on a
AZ,GMax(IP) = Az,Maz (lIl) .

Lafamille A% [15, 24, 18, 19] estcompo£sd’opérateursnajoritaires:
Définition 6
Soientun ensemblale croyances¥ etunedistancel, la distanceentreune
interprétationI et’ensemblede croyancesest:

das(L¥) =Y d(I, )

pew

Onobtientalorsle pré-ordresuivant:
1<% Jssidgs(I,0) < dgs(J, )
Etl'opérateur\?* estdéfini par:

mod(A%® ,(¥)) = min(mod(u), <&)



Cesfamillesd’opérateurwérifientles proprietessuvanteg15, 13] :

Théoreme3

Lesopérateurs\M** vérifientlespropriétes(IC1-1C5),(IC7), (IC8) et(Arb).
Lesopérateurs\°“* sontdesopérateursl’arbitrage Lesopérateurs\* sont
desopérateursnajoritaires.

On peutgéréraliseda famille A” precédenteenla famille A" :

Définition 7
SoientunensemblelecroyancesV, unedistancel etunentiern, ladistance
entreuneinterprétationl et'ensemblede croyancesest:

dan (1, %) = ) d(I,9)"

pew

Onobtientalorsle pré-ordresuivant:
I <" Jssidgsn (I, ) < dgsn(J,T)
Etl'opérateur\**" estdéfinipar:

mod(A%™" (%)) = min(mod(u), <&)

On prouwe facilementlorsque:

Théoreme4
Lesopérateurs\™" sontdesopérateursnajoritaires.

Voyonsa présentsurun exemplele comportementle cesdifférentsopéra-
teurs(on utilise la distancede Dalal, notte di, commedistanceentrein-
terprétationsy

A une réunionde coproprétairesd’une résidenceje présidentpropose
pour 'année a venir la constructiond’une piscine,d’un court de tenniset
d’'un parkingprivé. On noterarespectiementS, T', P la constructionde la
piscine ducourtdetennisetdu parking./ dénoterd’augmentatiordu loyer.
Le présidentsoulignele fait que si deux destrois items sont construitsle
loyeraugmenteraignificatvement p = ((SAT)V(SAP)V(TAP)) — I.

Il 'y a quatrecoproprétaires¥ = ¢, U @, L 3 L ¢,. Deux d’entre eux
veulentconstruireles trois items et ne se soucientpasde I'augmentation



deloyer: ¢, = ¢, = S AT A P. Le troisiemepenseque construirela
moindre chosese répercuteranexorablementun jour sur les loyers et ne
tient absolumenpasa voir sonloyer augmenteril estdoncoppo a toute
construction ¢; = 7“SA-T A—P A—I. Le derniertrouvequelarésidenceé
réellemenbesoind’un courtdetennisetd’un parkingprivé maisnevoudrait
passubiruneforte augmentatiomeloyer: o, =T A P A 1.

On consicererales quatrevariablespropositionnellesS, T', P, I danscet
ordrepourlesinterpiétations
mod(p) =W\ {(0,1,1,0),(1,0,1,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0)}
mod(py) = {(1,1,1,1), (1,1,1,0)} mod(g) = {(1,1,1,1
mod(¢;) = {(0,0,0,0)} mod(p,) = {(1,1,1,0

Lescalculssontrésunésdansle tableaul, pourchaquenterprétationon
donnela distanceentrecelle-cietlesquatrebasesie croyancestla distance
entrecetteinterprétationet I'ensemblede croyancesselonles 3 opérateurs
quelon adéfini Adm:Maz  Adu.> et Aducvax | eslignes griseescorres-
pondentiuxinterpretationsejeesparlescontraintes!’intégrite. Le résultat
dela fusiondoit doncétrechercté parmilesinterpetationsnongrisées.

$1 P2 Y3 Pa diSth,Max diSth,E diSth GMax
(0,0,0,00 3 3 0 2 3 8 (3,3,2,0)
(0,0,0,1) 3 3 1 3 3 10 (3.3,3,1)
(0,0,1,00 2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1)
(0,0,1,1) 2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2)
(0,1,0,00 2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1)
(0,1,0,1) 2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2)
(0,1,1,00 1 1 2 0 2 4 (2,1,1,0)
(,1,1,1) 1 1 3 1 3 6 (3,1,1,1)
(1,0,0,0) 2 2 1 2 2 7 (2,2,2,1)
(1,0,0,1) 2 2 2 3 3 9 (3,2,2,2)
(1,0,1,0) 1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1)
(,0,1,1) 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)
(1,1,0,00 1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1)
(1,,0,) 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)
(1,1,1,00 0 0 3 0 3 3 (3,0,0,0)
(,,1,1) 0 0 4 1 4 5 (4,1,0,0)

TAaB. 1 —Distances

Avec Adu-Maz commeopeérateurde fusion, la distanceminimum entre
uneinterpretationetl’ensembledecroyancesst2, etlesinterprétationssui-



vantessontdoncretenues mod(Ad#-Me* (¥)) = {(0,0,1,0), (0,0,1,1),
(0,1,0,0), (0,1,0,1), (1,0,0,0) }. La décisionqui estconformeaux voeux
du groupeestalorsde ne pasaugmentete loyer et de construirel’'un des
trois items, ou d’augmentete loyer et de construiresoit le courtde tennis,
soitle parkingprivé.

On peutvoir surcetexemplepourquoilesopérateurA™4* nesontpasdes
opérateursiefusioncontrainte Onvoit parexemplequeles2 interpréetations
(0,0,1,0) et (0,0,1,1) font partiesdes interpretationsselectionrées par
NAdmMaz hien que linterprétation (0,0, 1,0) contenteps et ¢, plus que
l'interprétation(0, 0,1, 1), alorsque cesdeuxinterprétationssontaussisa-
tisfaisanteour ¢, et ¢,. Il semblealors naturelde préférer (0,0,1,0) a
(0,0,1,1). L'opérateurA?#-¥> precisejustementies choix de Ad#-Maz,
Avec Adm:eve on a commerésultatmod(ALT-(¥)) = {(0,0,1,0),
(0,1,0,0)}, ladécisionprisedansce casseradoncde construiresoitle court
detennis,soitle parkingetde ne pasaugmentete loyer.

Par contre,si on choisit A%#-> pourrésoudrde conflit enserangeantwu
veeuxdela majorite, le résultatestalorsmod(A%#> | (¥)) = {(1,1,1,1)},
etla solutionadop€&eestdeconstruirdestroisitemsetd’augmentete loyer.

Le “vote” majoritaire,a la A*, sembleplus democratiquejue les autres
méthodesnaisparexemple danscecas,celanemarchequesi ¢, acceptale
seconformera cettedécisionqui vacompktemengl’encontrede sesvoeux.
Il sepourraittresbienque,fache decettedécision,il décidede ne paspayer
sonaugmentatiomle loyer etaucundestroisitemsne pourraitétreconstruit.

Doncsi unedécisionnécessité¢adhésiondetouslesparticipantsunopéra-
teurd’arbitragesembleplus adequatgu’un opérateumajoritaire.

4 QOPERATEURS D'ARBITRAGE ET OPERATEURS
MAJORITAIRES

Nous montronsdanscette sectionqu’il estpossibled’étre a la fois un
opérateurd’arbitrageet un opérateumajoritaire. Tout d’abordnousdéfinis-
sonsunedistancedrastiqueentreinterprétationsLesopérateursA\ "> et A>
définis a partir de cette distancecoincident. Ensuite,nous montronsque,
quelle que soit la distancechoisie, certainsopérateursA>" sonta la fois
desopérateurd’arbitrageet desopérateursnajoritaires.



4.1 Distance drastique

La distancda plussimplequel’on peutdéfinir entredeuxinterptétations
estcelledonnan® si lesdeuxinterprétationssontégaleset 1 sinon.

0 sif=J
dp(T, J) _{ 1 sinon
La distanceentre une interprétationet une basede croyancesest alors
égalemen® ou 1 suivant que l'interprétationsatishit ou non la basede
croyances.
Il estfacile de voir alorsqueles opérateursobtenusa partir desfamilles
A" et A* etde cettedistancecoincident.Onadoncle résultatsuivant:

Théoreme5
L'opérateurAr-> = Adp.sva gatishit les postulats(IC0)-(IC8), (Maj) et
(Arb).

Un aspectntéressantlecetopérateurestquel’on calculela distanced’'une
interprétationa unebasedecroyanceparuntestdesatisfiabilie. La distance
obtenuettantla plus simplepossiblejl n'a qu'un comportementressimple
mais cette définition peut semblermoins arbitraire que cellesqui utilisent
unedistanceplus éwluéecommela distancede Dalal parexemple.

4.2 Etude graphique

Nousallonsmontrerdanscettesectionque certainsopérateursA>" peu-
vent, lorsquela cardinalieé desensemblesie croyancesestfixée, étrea la
fois desopérateursnajoritairesetd’arbitrage Pourexpliquercelafacilement
nousallonsexaminergraphiqguemenie comportementle cesopérateursx-
plorantl’'espacedessolutions.Pourquela repiésentatiorsoit simple,on se
limitera danscettesectiona la fusionde deuxbasesle croyances.

Touslesrésultatsde cettesectionne dépendenpasdela distancechoisie,
on consicereradoncunedistanced quelconqueet on omettracettedistance
danslesnomsdesopérateurpourdesraisonsdelisibilit é.

Onplacelesinterpretationsdande planaveccommeabscisséeurdistance
alabasep, etcommeordonréeleur distanceala basey, . Ainsi, le but dela
fusion estde déterminerd’ensembledesinterprétationsles plus prochesdu
point(0,0).Ladifferenceentrelesdifférentsopérateurslefusionrésidedans



FIG. 2 — Fusionde deuxbaseglecroyances

la définition dela “distance’utilisée et dansla définition de cettenotionde
“proximité”.

Surla figure 2 on arepreseng les courbesqui dénotentesinterprétations
a unedistance3 de I'ensemblede croyancesselonles opérateursAMez,
AT et A¥?, AMaz gstrepiésent parun caré de cote a, A” parunedroite
d’'équationz = a — y et A%? parun arcde cerclederayon+/a, a étantla
distancepar rapporta I'ensemblede croyancesL'opérateurA ¥ estdiffi-
cilementrepésentablgraphiquemeninaisil fautimaginerune courbequi
suitcellede AMe* maispréferantlesinterpretationgprocheslesaxes.Nous
verronsensuitecommentapproximergraphiquemeritop érateur/\ ¥,

Ainsi, le résultatde la fusion pour cestrois opérateursestl’ensembledes
interprétationgencontéesenpremierparcescourbedorsquel’on fait varier
a de0 alinfini.

Surcetexemple Je résultapour AMaee etAZ? sera’interprétationplacce
en (2,2) et pour A* le résultatserales interpietationsplacgesen (3,0) et
(0,3).

De la méme manire on peut reconstruireles pré-ordres<az <% et
g@z en consicerantl’ordre danslequel sontrencontéesles interptétations
(lorsquea variede 0 al'infini).

Surle graphiquepn peutserendrecomptede l'insuffisancede AM*® qui
nepermetpasdefairela distinctionentrelespoints(3,0) et (3,3).C’estpour



cetteraisonque AM2% n’estpasun opérateurde fusion contrainte.

D’un autrecoté, A* nefait aucunedistinctionsurl'origine dumécontente-
ment. En effet, la distancede I'interprétationa I'ensemblede croyances
peutétrevue commeune mesuredu mécontentemergu’engendrecettein-
terptetationsurl’ensembledecroyancesetl'opérateurA> n’estabsolument
pasconsensuetaril permetde choisir desinterprétationssatishisanttota-
lementl'une desdeuxbases(par exemplecelle située en (3,0)), alors que
d’autresinterprétationsseraienplus*” égalitaires’(commeparexemplecelle
situéeen(2,2)).

Celapeutsemblernormal pour un opérateurmajoritairemais, contraire-
menta ce quel’on pourraitpenserce n'est passysématique En effet, les
opérateursA>" avecn > 1 préféererontdeschoix plus consensuels;’est-
a-dire ceuxsitués a proximité de la droite x = y. Et donc,surla figure 2
l'interprétationsituéeen (2, 2) serapréferéeacellesituéeen (3, 0).

L’opérateurA22 estunrepresentanparticulierdela classedesopérateurs
A" puisquil utilise la distancesuclidiennepourcalculeresdistancegntre
les interprétationset I'ensemblede croyances.Cettevolonté d’étre proche
de I'ensemblede croyancespeut justifier I'utilisation de I’op’erateurA22
puisqu’il donneune distancespheriqgue asseznaturelle,qui est majoritaire
sansavoir lesexcesde A*.
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FiG. 3—Lafamille A"

De plus, on peutremarquersur la figure 3 que,lorsquel’'on augmentda



valeurden, la courbede A™" s’approchelecellede AM4*  Donc,a partir
d'un n sufisammentgrand,on peutprendreA*®® commeapproximation
delacourbede A>" . Mais, quellequesoitla valeurden, uneinterprétation
placteen(z, y) seratoujourspréferéeauneinterpréetationplacceen(z, y+1)

ouen (z + 1,y). Mais ce parcoursde la courbe AMez en préferantles
interprétationsles plus prochesdesaxes, estexactementelui de la courbe
de A°, Donc,apartird’un certainn, A>" = A% Plusformellementon

ale résultatsuivant:

Théoréme6
Pourtoutensembleale croyancedini ¥, Ing tel que
Vn > ng A" (T) = ASH(T)

Cerésultatestune autresolution au problemede la partition opérateurs
d’arbitrage- opérateursmajoritaires puisqueles opérateursA>", pourtout
ensemblale croyancedixé et pourtout n superieura un certainn, fixé par
la distancemaximaleentreuneinterprétationet unebasede croyancessont
ala fois desopérateursd’arbitrageet desopérateuramajoritaires.Cesdeux
ensemblesesontdoncpasdisjoints.La frontiereentremajorité etarbitrage
estasse#loueetil estpossibledansunsensdepassercontinimentdel’'un
al'autre.

Notonstout de mémequecerésultatn’estvalablequepourtoutensemble
decroyanceslecardinali€ borné (voir enappendicgourla démonstration),
cequi n'estpasunecontraintetresforte puisqueenpratiqueon peuttoujours
donnerun majorantdu nombrede baseslel’ensemblede croyances.

Mais si le nombrede basesde I'ensemblede croyancesn’est pasborrg,
le résultatprécédentn’est plus valable.En effet, on a commecorollairedu
theormeprécadent

Théoreme?
Pourtoutedistancel nondrastique|op érateur’\%*"> estdifférentdel’'op é-
rateurA%>"

5 DiscussioN

Une conclusionque I'on pourrait tirer des résultatsprécédentsest que
(Arb) n’exprime peutétrepasexactemente quel’on entendpar arbitrage.



Nous esgeronsavoir apporeé sufisammentd’élementsen faveur de (Arb),
maisvoyonsdanscettesectionsi nouspouvonstrouver d’autrespossibili€s.

Certainsauteurgvoir e.g.[20]) prennenia propriéte suivantecommeex-
pressiordel'arbitrage:

(MI) Vn AN (q’l L ‘112") L nd A[.L(ml L ‘Pz)

Toutd'abordil fautremarqueguecettepropriete n’estpascohérenteavec
lesproprietesdesopérateurslefusioncontraintg(voir [16]). Et,indépendem-
ment,nousne pensongasquecettepropriete exprimel’id éedetenterd’ étre
le plusprochepossibledesvoeuxdechacurdesmembresiugroupe Elle dit
simplementjuelesrépétitionsn’entrentpasencomptepourla fusion(c’est-
a-direquenousnetravaillonsalorsplusavecdesmulti-ensemblesaisavec
desensemble<lassiques)¢’esta-dire quel'on perddesinformationssur
la localisationdesinformations,puisquenousn’avons plus une basepour
chaqueagent.

Uneautreapprocheonsisteaconsicererlesopérateursl’arbitragecomme
les opérateurpermettanaux différentsagentsd’userd’un droit de vetosur
certainschoix. L'id éeestd’exprimerle fait queles plus mauwaischoix pos-
siblespourchacundesagentsieseronipasdande résultafsi possible)Cela
peutétreexprimé dela fagon suivante:

(ArbV)  Si Vo, 3 Y Dpivy (@) F
et Vip Api b L,
alors Ay (L) !

Chaqueu; corresponduxplusmauaischoixpossiblepourl’agenty;. Et
cettepropriéte dit doncquesi on peuttrouveruneinterprétationqui n'appar
tientaaucundesy;, alorsaucunmockle d’un desp; ne serachoisicomme
résultatdela fusion.

Cette piste sembleintéressantemais la propriete (ArbV) esttrop com-
plexe. On ne pourradoncvraisemblablemenpasvérifier directemensi un
opérateurla satishit ou pas.De plus, il sembledifficile d’en trouver une
expressiorentermede condition(s)surl’assignemensynceétique.

6 CONCLUSION

Nousavonspropo% danscetarticle I'utilisation desopérateursde fusion
de croyancescommecadreformel pour la concertationentreagents Nous



avons défini logiquementces opérateurset nous avons donré deux sous-
classesl'opérateurslesopérateursnajoritairesetlesopérateursl’arbitrage,
permettant’accordera concertatiorau type de comportemenvoulu pour
unsysemeparticuliet

Une questionouvertejusqu’alorsétait de savoir si cesdeuxsous-classes
étaientdisjointesou pas.Nousavonsmontié quecen’ étaitpasle casetqu'il
étaitdoncpossibled’étrea la fois majoritaireet d’arbitrage.Cesopérateurs
semblenformerun boncompromisentrela volonté déemocratiqueséhicuke
parlesopérateursnajoritairesetle comportementonsensuelesopérateurs
d’arbitrage.

Nousavons,en particulier, introduit unenouwelle famille d'opérateursie
fusion, la famille A>", qui permetde choisir le niveaude “consensus’te
I'opérateumajoritaireenfonctiondel’application.

Unequestionouverteestalorsde savoir si on peutcaracériserexactement
guelssontlesopérateursjui appartiennensimultarementauxdeuxclasses.
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Appendice : Preuves

Preuvedu théoreme6: Nousmontronsque,étantdonrésunensemblale
croyances? compog dem basede croyancesget unedistanced, il existe
no tel quepourtoutn > ng lesdeuxpre-ordres<$™" et <& coincident.
Et onconclutparle theoemel.

Soitng = m.N, ou N estla valeurmaximaledonréeparla distanced, nous
allonsmontrerqueVn > ng VI V.J I <& Jssir <&>" J.

e Soient/ etJ telsquel <& J. Montronsquel <&*" J. Consicérons

deuxcas:

o [ oy alorslesdeuxlistesordonrées(dﬁ(l), . .,dﬁ(m)) et(dj(l),
.., dJ ) sontidentiques.Ainsi les deux distancesdy,s- (I, ¥) =
E,-:L..md{,(i)n et dy =~ (J,¥) sontles mémespour tout n. Donc si

I ~%% 7 alorspourtoutn I ~&>" J.
A\ \J



o] <§iI;GME"x J. CelasignifiequepourIesdeuxlistesordonrées(dg(l),

Ay my) €L gy, d) ) Il existek < mtel queVi < kdf ;) =
di(i) et d<I7(k) < dg(k). Consiceronsle pire cas,ol k = 1 et tel que
(dg,(l),...,dI ) = (.Z',...,.Z') et(dg(l),...7dg(m)) = (y,O,...,O)

a(m) ) ; \:
avecr < y. Lesautrescasserontretrouvesdirectemengraceaux pro-
prietes de la somme.Notons alors qu'avec ng = m.N (et puisque
no

z < yetr < N)onam.a™ < y™. OnadoncSizi..mdy; =~ <
Sic1..mdl ;" Doncl <&Z g,
e Supposond gﬁ;gn J, montronsalors g‘fI;GM“ J. Remarquonsimple-

mentquela contrapogeest: si.J <% I, alors.J <4>" I, c'esta-dire
ce quel’on a monté dansle secondcasdu point précédent(on montre
celapourng = m.N, puisondérive le résultatpourtoutn > ng).

O

Preuve du theoreme7 :  Cettepreuw estimplicite dansla preuwe du
théoreme6. Il sufiit detrouver I, J et ® telsquele vecteurdedistancesle I
ad soit(z,z, ..., z) ; celuidedistancesle J a® soit(z + 1,0,0, ...,0) etm
(le nombredebasesiecroyancesde ®) soith tel quem > [(z + 1)/z]™. Or,
il estclair quel’on peuttoujourstrouverdetelsi, J et ®.
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