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�
�

IRIT
Universit́ePaulSabatier
31062ToulouseCedex
konieczny@irit.fr�

DepartamentodeMateḿaticas
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Résuḿe

Nousétudionsdanscetarticlelesopérateursdefusiondecroyances.
Cesopérateurspermettentde déterminerles buts (ou les croyances)
d’un grouped’agentsà partir de leurs buts (croyances)individuels.
Nousmontronsdenouveauxrésultatssurlesdeuxprincipalesfamilles
d’opérateursde fusion : les opérateursmajoritaireset les opérateurs
d’arbitrage.Nousmontrons,en particulier, qu’il existe desopérateurs
appartenantsimultańementauxdeuxfamilles.
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1 INTRODUCTION

Lorsqueplusieursagentsinteragissentpourmenerà bienunetâchecom-
mune,il estnécessairequeceux-cis’entendent̀acertainsmomentssurceque
sontles buts (ou les croyances)actuelsdu groupe.Lorsquedesdésaccords
apparaissententrelesagentssurcesbuts(croyances)communs,il estgéńera-
lementnécessairedepasserparunephasedenégociationentrelesagents.Le
problèmeestqu’il estparfois(si on s’inspired’agentshumainson pourrait



mêmedire “souvent”) possiblequela négociationnepermettepasderégler
touslesproblèmes.Mais,mêmedanscecas,il fautbienréaliserun “arbitra-
ge” entrelesagentsenprésencedanscequel’on pourraitnommerunephase
deconcertation.

Seloncemod̀ele(pourexpliquerla différenceentrelestermesnégociation
et concertationemployés) lorsqu’unedécisiondoit êtrepriseau niveaudu
groupe,onpeutconsid́ererquecelle-ciestpriseendeuxétapes.Unepremìere
étapedenégociationpermetauxdifférentsagentsd’avancerleursarguments
pour tenter de convaincre les indécis ou les opposants.Et une deuxìeme
étape,de concertationqui, à partir despositions(qui sont alors fixes) de
chacun,permetde définir ce qu’est la positiondu groupe.Cettedeuxìeme
étapepeut être (abusivement)consid́eréecommeunesortede vote sur les
buts/croyancesdugroupe.

Or, bienquel’ étapedenégociationsoitabondammenttraitéedansla com-
munaut́e multi-agents(voir e.g [2, 22]), la seconde,concernantla concer-
tation, n’a géńeralementdroit qu’à un traitementrapide.En effet, dansla
plupartdesmod̀elespropośes,lorsqu’undésaccordsubsisteapr̀es la phase
denégociation,onutilisedesmoyensexpéditifspourrésoudrecedésaccord.
On suppose,par exemple,qu’il existe unerelationde préférenceentreles
agents,certainsétantplusfiablesqued’autres(cettefiabilité pouvantvarier
selonles thèmes)[7, 5], ou qu’il existe un oracledansle syst̀emepouvant
résoudrele conflit. Or, bienquecetterelationdepréférencepuisserésoudre
certainsproblèmes,il resteratoujoursdescasoù deuxagentsdemêmefiabi-
lit ésontendésaccord,oudescasoù l’on neconnâıt pascettefiabilité relative
desagents.De même,supposerl’existenced’un oracle,bienquecesoit une
idéeséduisantepour sedébarrasserdu problème,estsimplementirréaliste
s’il s’agit d’un agentinfaillible, puisqu’alorsil détiendraitla solution du
problèmeà résoudre.Si cet agentn’est pasconsid́eré commeinfaillible, il
ne s’agit alorsquede la propositionpréćedenteoù un agentestconsid́eré
plusfiablequelesautres.

Cequenousproposonsici estd’utiliser lesopérateursdefusiondecroyan-
ces[8, 6, 4, 19, 24, 14] pour réalisercet “oracle”. Nousne prétendonspas
montrercommentceladoit être implément́e dansun syst̀ememulti-agents
maisnousproposonsd’utiliser cesopérateurscommecadreformel pour la
concertationentreagents.

Dans[15, 13], nousavons propośe un ensemblede propriét́es logiques
souhaitablespour un opérateurde fusion (d’autresauteursont également
propośed’autresensemblesdepropriét́es[23, 24, 19, 18, 17]). Cetensemble



définit une famille d’opérateurs,quenousavonsappeĺesopérateursde fu-
sioncontrainte.Celapermetdoncde comparerentreellesdesméthodesde
fusionexistanteset depouvoir decefait choisir la méthodela plusadapt́ee
àuneapplicationparticulìere.Nousdéfinissonśegalementdeuxsous-classes
d’opérateursparticulìeres: lesopérateursmajoritaireset lesopérateursd’ar-
bitrage.Lesopérateursmajoritairesrésolventlesconflitsentenantcomptede
la majorité, c’est-̀a-direqu’ils tententde contenterle grouped’agentsdans
sonensemble,alorsquelesopérateursd’arbitrageontuncomportementplus
consensuel,tentantde contenterau mieux chacundesindividusdu groupe,
nepermettantdoncpasd’utiliserdecompensationentredesagents.Cesdeux
famillesont doncdespolitiquesdegestiondeconflitstrèsdifférentes.

Unequestionouvertejusqu’alorśetaitdesavoir si cesdeuxfamillesétaient
desfamillesdistinctesou s’il existait desopérateursqui étaientà la fois des
opérateursmajoritairesetdesopérateursd’arbitrage.Bienquel’on soit tent́e
decroireà unepartitionstricte,nousmontronsici qu’il estpossibled’êtreà
la fois opérateurmajoritaireet d’arbitrage.Nousdonnonsun exempled’un
opérateurtrivial qui satisfait cettecondition,maisnousmontronsaussique,
dansle casfini, touteunefamilled’opérateursnon-triviauxrépondent̀acette
contrainte.La suitede l’article estorganiśeecommesuit : dansla section
2 nousdéfinissonslesopérateursde fusioncontrainteet lesopérateursma-
joritaireset d’arbitrage.Dansla section3 nousdonnonsquelquesexemples
d’opérateurspour illustrer la différencede comportemententreopérateurs
majoritaireset d’arbitrage.Dansla section4, nousmontronsqu’il est tou-
tefoispossibled’êtreà la fois un opérateurmajoritaireet un opérateurd’ar-
bitrage.Et nousconcluons,dansla section5, par quelquesperspectiveset
questionsouvertes.

2 OPÉRATEURS DE FUSION CONTRAINTE

On consid̀ereun langagepropositionnel� sur un alphabetfini � de va-
riablespropositionnelles.Uneinterpŕetationestunefonctionde � vers ���
	��� .
L’ensembledetouteslesinterpŕetationsestnoté � . Uneinterpŕetation� est
un mod̀ele d’une formule si et seulementsi elle rend cetteformule vraie.
Soit � uneformule, ����������� dénotel’ensembledesmod̀elesde � , c’est-̀a-
dire ����������������� �!�#"$�%" �&�' .

Une basede croyances� estun ensemblefini de formulesproposition-
nelles.



Soient�)(*	,+�+,+-	.�0/ , 1 basesdecroyances(nonnécessairementdifférentes),
on appelleensemblede croyancele multi-ensemble2 constitúe de ces 1
basesde croyance: 23�4��� ( 	�+,+,+�	5� /  . On notera 672 la conjonctiondes
basesde croyancesde 2 , c’est-̀a-dire 6 28�9� (;: +�+,+ : � / . On dira que
l’ensembledecroyances2 estconsistant,si 6 2 estconsistant.L’union sur
lesmulti-ensemblesseranotée < .

Par abus,si � estunebasede croyances,� dénoteraaussil’ensemblede
croyancessingleton2=�>���) .

Soit un entierstrictementpositif 1 , on notera2 / le multi-ensemblecom-
pośede 1 fois le multi-ensemble2 : 2 / �>��2?	�+,+,+�	@2A B-C D/ 
Définition 1
Deuxensemblesdecroyances2 ( et 2FE sontéquivalents,noté 2 (HG 2IE si
et seulementsi il existeunebijection J de 2 ( �4��� ((�	�+,+,+,	5� (/  vers 2IEK��*� E ( 	,+,+�+-	�� E/  , telleque LMJN���O� G � .

Un pré-ordre P estunerelationréflexiveet transitive.Un pré-ordredéfini
surunensembleQ esttotalsi RS�O	-TU��QF	V�?PWT ou TXP7� . Soitunpré-ordreP , on définit Y comme�!YZT ssi �[P\T et T^]PW� . De la mêmemanìerela
relationd’équivalence_ assocíeeestdéfiniepar �K_=T ssi �MP>T et T`Pa� .
Si bdceQ , on écrira �K�M�Mfg1h��b%	,P$� ssi �?�!b et RiTU��b^�?PjT .

Une basede croyances � repŕesenterales croyances1 d’un agent.Un
ensemblede croyances2 repŕesenterales croyancesdesdifférentsagents
d’un groupe.Le but desopérateursdefusionest,à partir descroyancesdes
agentset descontraintesparticulìeresdu syst̀emes(contraintesphysiques,
réglementations,etc),dedéterminerla croyancedu groupe.Un opérateurde
fusion k estdoncunefonctionqui, à un ensembledecroyances2 et à une
basedecroyancesl repŕesentantlescontraintesd’intégrit́e du syst̀eme,as-
socieunebasedecroyances,notée kMm��n2o� , contenantla croyancedugroupe
d’agents.

Lespropriét́essouhaitablespourun opérateurdefusionsontlessuivantes
[15, 13] :

1Dansla suitedecetarticlenousnommeronscroyancesdemanìeregéńeriquelescroyances
ou lesbutsd’un agent.



Définition 2k estun opérateurdefusioncontraintesi et seulementsi il satisfait lespro-
priét́essuivantes:

(IC0) kMmO�g2I�hL%l
(IC1) Si l estconsistant,alors kMm��n2o� estconsistant

(IC2) Si 2 estconsistantavec l , alors k m �n2o�h� 6 2 : l
(IC3) Si 2 ( G 2 E et l ( G l E , alors kMmqp*�n2 ( � G kMm�r��g2 E �
(IC4) Si �%L%l et �OsOL%l , alors k m �t�;<u�0sv� : �HwyxWz8k m �t�{<u��s|� : ��s�w7x
(IC5) k m �g2 ( � : k m �n2 E �hL�k m �n2 ( <�2 E �
(IC6) Si kMmS�n2 ( � : kMmS�n2 E � estconsistant,alors kMmS�g2 ( <;2 E ��LMkMm��g2 ( � :kMm��n2 E �
(IC7) k m p��n2o� : l E L�k m p~} m rq�g2I�
(IC8) Si kMmqp��n2o� : l E estconsistant,alors kMmqp } m�r��n2o�hL�kMmqp*�n2o� : l E

La significationintuitive de cespropriét́esest la suivante: (IC0) assure
quele résultatde la fusionsatisfait lescontraintesd’intégrit́e. (IC1) dit que
si les contraintesd’intégrit́e sontconsistantesalors le résultatde la fusion
seraconsistant,c’est-̀a-dire que l’on peut toujours extraire une croyance
du grouped’agents.(IC2) demandeque, lorsquec’est possible,le résultat
de la fusion soit simplementla conjonctiondesbasesde croyanceet des
contraintesd’intégrit́e. Donc, lorsqu’il n’y a pasde conflit entreles agents
et lescontraintes,la fusionestsimplementl’union desdifférentescroyances.
(IC3) estle principed’indépendancedesyntaxe, c’est-̀a-direquele résultat
de la fusion ne dépendpas de la forme syntaxiquedes croyancesni de
cellesdescontraintesmais simplementdesopinionsexprimées.(IC4) est
la propriét́ed’équit́e.Elle assurequelorsquel’on fusionnel’opinion dedeux
agents,l’opérateurne peut pasdonnerde préférences̀a l’un d’eux. (IC5)
exprime l’id éesuivante: si un groupe 2 ( semetd’accordsurun ensemble
d’alternativesqui contientQ , etsi unautregroupe2 E semetd’accordsurun
autreensembled’alternativesqui contientégalementQ , alorssi l’on joint les
deuxgroupesQ fera encorepartiedesalternativesacceptables.Et (IC5) et
(IC6) ensemble,exprimentle fait que,dèsquel’on peuttrouver deuxsous-
groupesqui s’accordentsurau moinsunealternative, alorsle résultatde la
fusion seraexactementl’ensembledesalternativessur lesquellescesdeux
groupess’accordent.(IC7) et (IC8) sontunegéńeralisationdirectedespos-
tulats(R5) et (R6) dela révisiondecroyances[1, 10, 11]. Ils exprimentdes



conditionssur lesconjonctionsdecontraintesd’intégrit́e et s’assurentdece
fait que la notion de proximité est bien fondée,c’est-̀a-dire,par exemple,
quesi unealternative Q estpréféréeparmiun ensembled’alternativespos-
sibleset si on restreintle nombred’alternativestout engardantl’alternativeQ , celle-ciseratoujourspréféréeparmilesalternativesrestantes.

Nousallonsà présentdéfinir deuxsousclassesd’opérateursdefusion,les
opérateursdefusionmajoritaireset lesopérateursd’arbitrage.

Un opérateurde fusion majoritaireestun opérateurde fusion contrainte
qui satisfait la propriét́esuivante:

(Maj) ��1\kMmI�n2 ( <M2 /E ��L�kMmO�g2 E �
Ce postulatexprime le fait que si une opinion a une large audience,ce

seraalorsl’opinion dugroupe.Onpeutremarquerquecettepropriét́eesttrès
géńerale,ellenedit pasexactementle nombrederéṕetitionsnécessaired’un
ensemblede croyancespour s’imposer(cela dépendde l’opérateur),mais
elle imposesimplementl’existenced’un tel seuil.Celasembleêtrel’expres-
sionla plusfaiblepossibledela notiondemajorité.Lesopérateursdefusion
majoritairetententdoncdesatisfaireaumieuxle groupedanssonensemble.
D’un autrecôté, les opérateursd’arbitragetententde satisfaire chacundes
élémentsdu groupepris individuellementdu mieux possible.Un opérateur
d’arbitrageestunopérateurdefusioncontraintequi satisfait la propriét́esui-
vante:

(Arb)

kMmqp*��� ( � G kMm�rq��� E �kMmqp�����m�r���� ( <%� E � G ��l ( G�� l E �l ( w�l El E w�l (
� ������ z�kMmqp���m�r��t� ( <�� E � GkMmqp*��� ( �

Ce postulatdit que si un ensembled’alternativespréféréessousun en-
semblede contraintesd’intégrit́e l ( pour unebasede croyance � ( corres-
pondà l’ensembledesalternativespréféréesparla base� E souslescontrain-
tes l E , et si lesalternativesqui n’appartiennentqu’àun desdeuxensembles
decontraintesd’intégrit́esonttoutesaussicrédiblespourle groupe( � ( <;� E ),
alorslesalternativespréféréespour le groupeparmi la disjonctiondesdeux
ensemblesdecontraintesserontcellespréféréesparchacunedesbasessous
leur contraintesrespectives.Ce postulatest bien plus intuitif lorsqu’il est
exprimé sousla forme d’assignementsyncŕetique(voir condition8). Il ex-
prime le fait quecesontlesalternativesmédianesqui sontfavorisées.Ten-
tonsd’illustrer celasurun exemple:



Exemple1 TometDavid ontrat́ele matchdefootballd’hier entrelesrouges
et lesjaunes.Ils neconnaissentdoncpasle résultatdumatch.Tomaentendu
cematin à la radioqueles rougesont fait un trèsbonmatch.Il pensedonc
qu’unevictoiredesrougesestpluscrédiblequ’unmatchnul, etqu’unmatch
nulestpluscrédiblequ’unevictoiredesjaunes.Un amiadit àDavid qu’apr̀es
cematch,les jaunesont toutesles chancesde remporterle championnat.Il
déduit de cette information que les jaunesont très certainementgagńe le
match,ou sinon,aumoinsobtenuun matchnul. En confrontantleurspoints
devue,TometDavid semettentd’accordsurle fait quelesdeuxéquipessont
dela mêmeforceetqu’ellesavaientdonclesmêmeschancesderemporterle
match.Cequedemandela propriét́ed’arbitrageestqu’aveccesinformations
Tom et David doivent semettred’accordsur le fait qu’un matchnul est le
résultatle pluscrédible.

A présentquenousdisposonsd’une définition logiquedesopérateursde
fusioncontrainte,nousallonsdonnerun théor̀emederepŕesentationqui per-
met de définir cesopérateursde manìerebien plus intuitive. Ce théor̀eme
montrequ’un opérateurde fusion contraintecorrespond̀a une famille de
pré-ordressurlesinterpŕetations.

Définition 3
Un assignementsyncŕetiqueestunefonctionqui associèa chaqueensemble
de croyances2 un pré-ordre P;� sur les interpŕetationstelle quepour tous
ensemblesde croyances2%	@2 ( 	�2 E et pour toutesbasesde croyances��	.� s
lesconditionssuivantessoientsatisfaites:

1. Si �%" �j2 et T�" �W2 , alors �I_H�&T
2. Si �%" �j2 et T�]" �W2 , alors �?Y � T
3. Si 2 ( G 2 E , alors P;�ip,�IP;��r
4. RS�K" �j�I��T�" �a� s TUP$�����,�)�
5. Si �?P;�ip;T et �?P;�Vr$T , alors �?P;�ip � ��r�T
6. Si �?Y � p;T et �?P � r$T , alors �?Y � p5� � r�T

Un assignementsyncŕetiquemajoritaireest un assignementsyncŕetique
qui satisfait la conditionsuivante:

7. Si �?Y;��r�T , alors ��1%�?Y;�ip � ��r��%T
Un assignementsyncŕetiquejusteestun assignementsyncŕetiquequi sa-

tisfait la conditionsuivante:



T s�T
(a) ��� T�

T�s
(b) �*�

�T T�s
(c) ���O�H�*�

FIG. 1 – Arbitrage

8.
�?Y � p T�?Y � r T sT[_ � p ��� r T s

� �
� z��%Y � p ��� r T

La condition 1 dit que deux mod̀elesde l’ensemblede croyancessont
équivalentspourle pré-ordreassocíeet lacondition2 assurequ’unmod̀elede
l’ensembledecroyancesesttoujourspréféré à un contre-mod̀ele.La condi-
tion 3 dit quesi deuxensemblesdecroyancessontéquivalentsalorslesdeux
pré-ordresassocíessontidentiques.Cestroisconditionssontunegéńeralisa-
tion desconditionsde l’assignementfidèle pour les opérateursde révision
[11]. La condition4 demandequepour le pré-ordreassocíe à un ensemble
decroyancescompośe dedeuxbasesdecroyances,pourchaquemod̀elede
l’une, il existeunmod̀eledel’autrequi estaumoinsaussibon.La condition
5 dit quesi uneinterpŕetationestaumoinsaussibonnequ’uneautrepourun
ensembledecroyances2 ( , etquecetteinterpŕetationestégalementaumoins
aussibonnepour un ensemblede croyances2 E , alors elle seraau moins
aussibonnequel’autrepourla réuniondesdeuxensemblesdecroyances.La
condition6 renforceun peucerésultatenexigeantquesi uneinterpŕetation
eststrictementmeilleurequ’uneautrepour un ensemblede croyances2 ( ,
et que cetteinterpŕetationest au moins aussibonnepour un ensemblede
croyances2 E , alorscetteinterpŕetationdoit êtrestrictementmeilleureque
l’autre pour la réuniondesdeuxensemblesde croyances.Les conditions5
et 6 sont trèsprochesdesconditionsde Paretoen théoriedu choix social
[3, 12, 21]. La condition7 dit quesi l’on rép̀eteun groupe2 E suffisamment
defois alorslespréférencesstrictesdecegroupeserontrespect́ees.La condi-
tion 8 dit quecesontleschoix médiansqui sontpréféréspourle groupe.Ce
comportementest illustré figure 1 (les interpŕetationsles plus bassessont
les interpŕetationspréférées,parexemplepour � ( : T s Y$� p �!Y$� p T ). L’in-



terpŕetation � , qui n’est jamaisaussimauvaiseque T et T s est préférée à
celles-cipourle résultatdela fusion.

Nouspouvons à présenténoncerle théor̀emede repŕesentationpour les
opérateursdefusioncontrainte[15, 13] :

Théorème1
Un opérateur k est un opérateurde fusion contrainte(respectivementun
opérateurmajoritaireou un opérateurd’arbitrage)si et seulementsi il existe
unassignementsyncŕetique(respectivementunassignementsyncŕetiquema-
joritaireouunassignementsyncŕetiquejuste)qui associèachaqueensemble
decroyances2 un pré-ordretotal P � tel que�������nk m �n2o���h�a�  ¢¡i�£�����O��lV��	,P � �

Pourla preuve, voir [16, 13]. La partiesi estunesimpleverificationdes
propriét́es.Pourlapartieseulementsi l’id éeestdeconstruireunerelation P �
sur les interpŕetationsde la façon suivante: ��P � T ssi ��" �¤k���¥g¦5§ ¨-©���ªF� .
Où �h«5¬, ®°¯ estuneformule ayant � et T commeseulsmod̀eles.Il resteen-
suite à vérifier que cetterelation est un pré-ordretotal, que l’ équationdu
théor̀emeestvérifiéetquel’assignementainsidéfini estbienunassignement
syncŕetique.

Ce théor̀emeprésenteplusieursavantages.Tout d’abord il estbeaucoup
plus simplede vérifier qu’un opérateurde fusion vérifie les conditionsdes
assignementssyncŕetiquesplutôt quede vérifier directementles propriét́es
logiques.Ensuite,le fait qu’un opérateurcorrespondèa unefamille depré-
ordres(unpré-ordreparensembledecroyances),peutdonnerdesidéespour
concevoir de nouveauxopérateurs.En particulier, beaucoupd’opérateurs
sont définis de la sorte,en utilisant une fonction qui associeun pré-ordre
à l’ensembledecroyancespasśeenparam̀etre,c’estle casdetouslesopéra-
teursbaśessurdescalculsdedistances.Nousendécrivonsquelquesunsdans
la sectionsuivante.

3 QUELQUES OPÉRATEURS DE FUSION

Nousdonnonsdanscettepartiela définitiondetrois famillesd’opérateurs.
Touscesopérateurssontbaśessurunenotiondedistanceentreinterpŕetations
à partir de laquelleon définit le pré-ordreassocíe à chaqueensemblede
croyances.Nous définissonśegalementune nouvelle famille d’opérateurs,
géńeralisationdela famille kM± .



Onsupposequel’on disposed’unedistance2 entreinterpŕetations,c’est-̀a-
dire unefonction �?²q�#³��µ´¶ IN telle que:· �����O	-TV���j�O��T
	5���· �����O	-TV���j� ssi �I��T

Un exempled’une telle distancegéńeralementutiliséeest la distancede
Dalal [9], qui est la distancede Hammingentre les interpŕetations,c’est-
à-direquela distancede Dalal entredeuxinterpŕetationsest le nombrede
variablespropositionnellessurlesquelleslesdeuxinterpŕetationsdiffèrent.

Toute distanceentreinterpŕetationsinduit de manìerenaturelleune dis-
tanceentreuneinterpŕetationet unebasedecroyances� :�����O	5���h�a�  ¸¡®0¹ º � �O�t�0	,TV�

Lesquatrefamillesquenousallonsdéfinir divergentparla façondontelles
calculentladistanced’uneinterpŕetationàl’ensembledecroyancèapartirde
cettedistanceentreuneinterpŕetationet lesbasesdecroyances.C’estdonc
danscetteétaped’agrégationdespréférencesindividuellesenunepréférence
collectivequevont seforgerlesdifférencesdecomportement.

La premìere famille d’opérateursest la famille k�» ¼�½ [23, 24, 13]. Ces
opérateursne sontpasdesopérateursde fusion contraintemais ils ont un
comportementprochedecelui quel’on attendd’un opérateurd’arbitrage.

Définition 4
Soientun ensembledecroyances2 et unedistance� , la distanceentreune
interpŕetation� et l’ensembledecroyancesest:��¾  »o¼-½ ���O	@2o�h�a�?¿�À��Á � �����O	5���
Onobtientalorsle pré-ordresuivant:�KP ¾  »o¼-½� T ssi ��¾  » ¼�½ �t�0	�2F�{P7�°¾  » ¼�½ �~T
	�2I�
Et l’opérateurk ¾  » ¼�½ estdéfini par:�������nk ¾  » ¼�½m �g2I�5���e�  ¸¡i���M�����£lV�-	,P ¾  » ¼�½� �

2On peutnoterquel’identité triangulairen’estpasrequise,on a donc,à strictementparler,
despseudo-distances.



La famille k GMax [15, 13] estcompośeed’opérateursd’arbitrage.Cettefa-
mille estun raffinementdela famille k�» ¼�½ .
Définition 5
Soientun ensembledecroyances2Â�>�*� ( 	,+,+�+-	5� /  et unedistance� . Pour
chaqueinterpŕetation � on construitla liste �t� ¬ ( 	,+�+,+,	.� ¬/ � desdistancesentre
cetteinterpŕetationet les 1 basesde l’ensemblede croyances,c’est-̀a-dire
que � ¬Ã �Ä�����O	5� Ã � . Soit Å �¬ la liste obtenueen triant ��� ¬ ( 	,+,+�+,	.� ¬/ � dans
l’ordre décroissant.Soit PÇÆ¢È ½ l’ordre lexicographiquesurdeslistesd’entiers.
Onobtientalorsle pré-ordresuivant:�KP ¾  É » ¼�½� T ssi Å �¬ PÇÆ¢È ½ Å � ®
Et l’opérateurk ¾  GMax estdéfini par:�M�����nk ¾  GMaxm �g2I�5���e�  ¸¡i���M�����£lV�-	,P ¾  GMax� �

Commenousle verronsdansle prochainthéor̀emeles opérateursk GMax

sontdesopérateursd’arbitrage.Lesopérateursk GMax sontplussélectifsque
lesopérateursk » ¼�½ , c’est-̀a-direquel’on a le résultatsuivant:

Théorème2
Pourtoutedistance� , tout ensemblede croyances2 , et toutebasel , on ak ¾  GMaxm �n2o��LMk ¾  » ¼�½m �g2I� .

La famille kM± [15, 24, 18, 19] estcompośesd’opérateursmajoritaires:

Définition 6
Soientun ensembledecroyances2 et unedistance� , la distanceentreune
interpŕetation� et l’ensembledecroyancesest:� ¾  ± ���O	@2o���¤Ê��Á � �����O	5�S�
Onobtientalorsle pré-ordresuivant:�?P ¾  ±� T ssi � ¾  ± ���O	@2o�ËP7� ¾  ± ��T
	@2I�
Et l’opérateurk ¾  ± estdéfini par:�����O�gk ¾  ± m �n2o�����a�  ¢¡i�£�����O��lV��	,P ¾  ±� �



Cesfamillesd’opérateursvérifientlespropriét́essuivantes[15, 13] :

Théorème3
Lesopérateursk » ¼�½ vérifientlespropriét́es(IC1-IC5),(IC7),(IC8)et(Arb).
Lesopérateursk GMax sontdesopérateursd’arbitrage.Lesopérateursk ± sont
desopérateursmajoritaires.

Onpeutgéńeraliserla famille k ± préćedenteenla famille k ± � :

Définition 7
Soientunensembledecroyances2 , unedistance� etunentier 1 , la distance
entreuneinterpŕetation� et l’ensembledecroyancesest:� ¾  ± � ���O	@2o�h�¤Ê��Á � �O�t�0	.��� /
Onobtientalorsle pré-ordresuivant:�?P ¾  ± �� T ssi � ¾  ± � ���O	@2o�ËP7� ¾  ± � ��T
	@2I�
Et l’opérateurk ¾  ± � estdéfini par:�������nk ¾  ± �m �g2I�5���e�  ¸¡i���M�����£lV�-	,P ¾  ± �� �

Onprouvefacilementalorsque:

Théorème4
LesopérateurskM± � sontdesopérateursmajoritaires.

Voyonsàprésentsurunexemplele comportementdecesdifférentsopéra-
teurs(on utilise la distancede Dalal, notée ��Ì , commedistanceentrein-
terpŕetations):

A une réunionde copropríetairesd’une résidence,le présidentpropose
pour l’année à venir la constructiond’une piscine,d’un court de tenniset
d’un parkingprivé. On noterarespectivement ÍN	�Î;	.Ï la constructionde la
piscine,ducourtdetennisetduparking. � dénoteral’augmentationdu loyer.
Le présidentsoulignele fait quesi deux destrois items sontconstruitsle
loyeraugmenterasignificativement: l[�\�5�tÍ : Î���Ð��tÍ : Ï���ÐÑ��Î : Ï��5��¶�� .

Il y a quatrecopropríetaires2��4� ( <U� E <U�OÒ�<[�OÓ . Deux d’entreeux
veulentconstruireles trois items et ne se soucientpasde l’augmentation



de loyer : �S(X��� E ��Í : Î : Ï . Le troisièmepenseque construirela
moindrechosese répercuterainexorablementun jour sur les loyers et ne
tient absolumentpasà voir sonloyer augmenter, il estdoncoppośe à toute
construction: � Ò � � Í : � Î : � Ï : � � . Le derniertrouvequela résidencèa
réellementbesoind’un courtdetennisetd’un parkingprivémaisnevoudrait
passubiruneforteaugmentationdeloyer : �
Ó��aÎ : Ï : � � .

On consid́ererales quatrevariablespropositionnellesÍN	5Î;	5Ï{	.� danscet
ordrepourlesinterpŕetations:�������£lV���j�ÕÔ$�����
	��q	��q	5�°��	����q	.�
	��q	5�°��	����q	��q	.�
	5�°��	����q	���	,��	5�q����������� ( �h���°����	,��	,�q	����-	�����	,��	,�q	.����Ö�����O�t� E �h�>������	,�q	��q	�����	�����	,�q	��q	.���@����������Ò��h���°���0	5�0	5�
	.���� �����O�t�0Ó*�h�>������	,�q	��q	.����	����0	,�q	��q	.���@

Lescalculssontrésuḿesdansle tableau1, pourchaqueinterpŕetationon
donnela distanceentrecelle-ciet lesquatrebasesdecroyanceset la distance
entrecetteinterpŕetationet l’ensemblede croyancesselonles 3 opérateurs
quel’on a défini k ¾�×  » ¼�½ , k ¾�×  ± et k ¾�×  GMax. Les lignesgriséescorres-
pondentauxinterpŕetationsrejet́eesparlescontraintesd’intégrit́e.Le résultat
dela fusiondoit doncêtrecherch́eparmilesinterpŕetationsnongrisées.��Ø ��Ù ��Ú ��Û Ü
ÝßÞ�à5á�âiã äHå5æ Ü
Ý¢Þ~à.á�âNã ç Ü
Ý¢Þ~à.á�âNã èéäHå.æê|ë�ìnë�ìgë�ìnë-í

3 3 0 2 3 8 (3,3,2,0)ê|ë�ìnë�ìgë�ì�î5í
3 3 1 3 3 10 (3,3,3,1)ê|ë�ìnë�ì5î�ìnë-í
2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1)ê|ë�ìnë�ì5î�ì�î5í
2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2)ê|ë�ì�î�ìgë�ìnë-í
2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1)ê|ë�ì�î�ìgë�ì�î5í
2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2)ê|ë�ì�î�ì5î�ìnë-í
1 1 2 0 2 4 (2,1,1,0)ê|ë�ì�î�ì5î�ì�î5í
1 1 3 1 3 6 (3,1,1,1)êtî�ìnë�ìgë�ìnë-í
2 2 1 2 2 7 (2,2,2,1)êtî�ìnë�ìgë�ì�î5í
2 2 2 3 3 9 (3,2,2,2)êtî�ìnë�ì5î�ìnë-í
1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1)êtî�ìnë�ì5î�ì�î5í
1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)êtî�ì�î�ìgë�ìnë-í
1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1)êtî�ì�î�ìgë�ì�î5í
1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)êtî�ì�î�ì5î�ìnë-í
0 0 3 0 3 3 (3,0,0,0)êtî�ì�î�ì5î�ì�î5í
0 0 4 1 4 5 (4,1,0,0)

TAB. 1 – Distances

Avec k ¾�×  »o¼-½ commeopérateurde fusion, la distanceminimum entre
uneinterpŕetationet l’ensembledecroyancesest2, et lesinterpŕetationssui-



vantessontdoncretenues: �����O�gk ¾�×  » ¼�½m �)2o�5�Ë�W�����0	5�
	��q	.����	����0	5�0	,�q	����-	�t�
	��q	5�0	5�°��	
���0	,��	5�
	����-	����q	.�
	5�0	5�°�@ . La décisionqui estconformeauxvœux
du groupeestalorsde ne pasaugmenterle loyer et de construirel’un des
trois items,ou d’augmenterle loyer et de construiresoit le court de tennis,
soit le parkingprivé.

Onpeutvoir surcetexemplepourquoilesopérateurk » ¼�½ nesontpasdes
opérateursdefusioncontrainte.Onvoit parexemplequeles2 interpŕetations�t�
	.�
	,��	5�°� et �t�
	5�0	,��	,��� font partiesdes interpŕetationssélectionńeespark ¾�×  » ¼�½ , bien que l’interprétation ���0	5�0	,�q	.��� contente� Ò et � Ó plus que
l’interprétation �t�
	5�0	,��	,��� , alorsquecesdeuxinterpŕetationssontaussisa-
tisfaisantespour � ( et � E . Il semblealorsnaturelde préférer �t�
	.�
	,��	5�°� à�t�
	.�
	,��	,�*� . L’opérateurk ¾ ×  GMax précisejustementles choix de k ¾ ×  » ¼�½ .
Avec k ¾ ×  GMax, on a commerésultat �M�����nk ¾ ×  GMaxm �n2o���a�ï�°�t�
	5�0	,��	5���-	�t�
	��q	5�0	5�°�@ , la décisionprisedanscecasseradoncdeconstruiresoit le court
detennis,soit le parkingetdenepasaugmenterle loyer.

Par contre,si on choisit k ¾ ×  ± pourrésoudrele conflit enserangeantau
vœuxdela majorité, le résultatestalors �������nk ¾ ×  ± m �n2o�����>�°���q	,��	,��	,���� ,
et la solutionadopt́eeestdeconstruirelestrois itemsetd’augmenterle loyer.

Le “vote” majoritaire,à la kM± , sembleplus démocratiquequeles autres
méthodesmaisparexemple,danscecas,celanemarchequesi � Ò acceptede
seconformeràcettedécisionqui vacompl̀etement̀a l’encontredesesvœux.
Il sepourraittrèsbienque,fâch́edecettedécision,il décidedenepaspayer
sonaugmentationdeloyeretaucundestrois itemsnepourraitêtreconstruit.

Doncsi unedécisionnécessitel’adhésiondetouslesparticipants,unopéra-
teurd’arbitragesembleplusad́equatqu’unopérateurmajoritaire.

4 OPÉRATEURS D’ARBITRAGE ET OPÉRATEURS

MAJORITAIRES

Nous montronsdanscettesectionqu’il est possibled’être à la fois un
opérateurd’arbitrageet un opérateurmajoritaire.Tout d’abordnousdéfinis-
sonsunedistancedrastiqueentreinterpŕetations.Lesopérateursk GMax et kM±
définis à partir de cettedistancecöıncident.Ensuite,nousmontronsque,
quelleque soit la distancechoisie,certainsopérateursk ± � sont à la fois
desopérateursd’arbitrageet desopérateursmajoritaires.



4.1 Distance drastique

La distancela plussimplequel’on peutdéfinir entredeuxinterpŕetations
estcelledonnant0 si lesdeuxinterpŕetationssontégaleset1 sinon.

��ðÑ�t�0	,T��'�Âñ � si �I�>T� sinon

La distanceentreune interpŕetationet une basede croyancesest alors
également0 ou 1 suivant que l’interprétationsatisfait ou non la basede
croyances.

Il est facile de voir alorsqueles opérateursobtenusà partir desfamillesk GMax et kM± etdecettedistancecöıncident.Ona doncle résultatsuivant:

Théorème5
L’opérateurk ¾�ò  ±j�4k ¾�ò  GMax satisfait les postulats(IC0)-(IC8), (Maj) et
(Arb).

Un aspectintéressantdecetopérateurestquel’on calculela distanced’une
interpŕetationàunebasedecroyancesparuntestdesatisfiabilit́e.La distance
obtenuéetantla plussimplepossible,il n’a qu’uncomportementtrèssimple
mais cettedéfinition peut semblermoins arbitrairequecellesqui utilisent
unedistanceplusévoluéecommela distancedeDalalparexemple.

4.2 Etude graphique

NousallonsmontrerdanscettesectionquecertainsopérateurskM± � peu-
vent, lorsquela cardinalit́e desensemblesde croyancesestfixée,être à la
fois desopérateursmajoritairesetd’arbitrage.Pourexpliquercelafacilement
nousallonsexaminergraphiquementle comportementdecesopérateursex-
plorantl’espacedessolutions.Pourquela repŕesentationsoit simple,on se
limiteradanscettesectionà la fusiondedeuxbasesdecroyances.

Touslesrésultatsdecettesectionnedépendentpasdela distancechoisie,
on consid́ereradoncunedistance� quelconqueet on omettracettedistance
danslesnomsdesopérateurspourdesraisonsdelisibilit é.

Onplacelesinterpŕetationsdansle planaveccommeabscisseleurdistance
à la base� E etcommeordonńeeleurdistancèa la base� ( . Ainsi, le but dela
fusion estde déterminerl’ensembledesinterpŕetationsles plus prochesdu
point (0,0).La différenceentrelesdifférentsopérateursdefusionrésidedans
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FIG. 2 – Fusiondedeuxbasesdecroyances

la définition de la “distance”utiliséeet dansla définition decettenotionde
“proximité”.

Sur la figure2 on a repŕesent́e lescourbesqui dénotentles interpŕetations
à une distance3 de l’ensemblede croyancesselonles opérateursk »o¼-½ ,kM± et kM± E . k�» ¼�½ estrepŕesent́eparun carŕedecot́e ó , kM± parunedroite
d’équationô��Âó ·�õ et kM± E parun arcde cerclederayon ö ó , ó étantla
distancepar rapportà l’ensemblede croyances.L’opérateurk GMax estdiffi-
cilementrepŕesentablegraphiquementmaisil faut imaginerunecourbequi
suitcellede k » ¼�½ maispréférantlesinterpŕetationsprochesdesaxes.Nous
verronsensuitecommentapproximergraphiquementl’opérateurk GMax.

Ainsi, le résultatde la fusionpourcestrois opérateursestl’ensembledes
interpŕetationsrencontŕeesenpremierparcescourbeslorsquel’on fait varieró de0 à l’infini.

Surcetexemple,le résultatpour k�» ¼�½ et kM± E seral’interprétationplaćee
en (2,2) et pour kM± le résultatserales interpŕetationsplaćeesen (3,0) et
(0,3).

De la même manìere on peut reconstruireles pré-ordres P$» ¼�½� , P;±� etP;± r� en consid́erantl’ordre danslequelsontrencontŕeesles interpŕetations
(lorsqueó variede0 à l’infini).

Surle graphique,onpeutserendrecomptedel’insuffisancede k » ¼�½ qui
nepermetpasdefairela distinctionentrelespoints(3,0)et (3,3).C’estpour



cetteraisonque k�» ¼�½ n’estpasun opérateurdefusioncontrainte.
D’un autrecôté, kM± nefait aucunedistinctionsurl’origine dumécontente-

ment. En effet, la distancede l’interprétation à l’ensemblede croyances
peutêtrevuecommeunemesuredu mécontentementqu’engendrecettein-
terpŕetationsurl’ensembledecroyances,et l’opérateurkM± n’estabsolument
pasconsensuelcar il permetde choisir desinterpŕetationssatisfaisanttota-
lementl’une desdeuxbases(par exemplecelle situéeen (3,0)), alorsque
d’autresinterpŕetationsseraientplus“ égalitaires”(commeparexemplecelle
situéeen(2,2)).

Celapeutsemblernormalpour un opérateurmajoritairemais,contraire-
mentà ce quel’on pourraitpenser, ce n’est passyst́ematique.En effet, les
opérateurskM± � avec 1W÷9� préférerontdeschoix plus consensuels,c’est-
à-direceuxsitués à proximité de la droite ôa� õ . Et donc,sur la figure 2
l’interprétationsituéeen �tø
	.øq� serapréféréeà cellesituéeen ��ù0	5�°� .

L’opérateurk ± E estun repŕesentantparticulierdela classedesopérateurskM± � puisqu’il utilise la distanceeuclidiennepourcalculerlesdistancesentre
les interpŕetationset l’ensemblede croyances.Cettevolonté d’êtreproche
de l’ensemblede croyancespeut justifier l’utilisation de l’opérateur kM± E
puisqu’il donneunedistancesph́eriqueasseznaturelle,qui estmajoritaire
sansavoir lesexcèsde kM± .
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FIG. 3 – La famille kM± �
De plus,on peutremarquersur la figure3 que,lorsquel’on augmentela



valeurde 1 , la courbede kM± � s’approchedecellede k�» ¼�½ . Donc,à partir
d’un 1 suffisammentgrand,on peutprendrek�» ¼�½ commeapproximation
dela courbede kM± � . Mais,quellequesoit la valeurde 1 , uneinterpŕetation
plaćeeen �£ôi	 õ � seratoujourspréféréeàuneinterpŕetationplaćeeen ��ôV	 õ0ú �*�
ou en �£ô ú ��	 õ � . Mais ce parcoursde la courbe k�» ¼�½ , en préférant les
interpŕetationsles plus prochesdesaxes,estexactementcelui de la courbe
de k GMax. Donc,àpartir d’un certain1 , kM± / = k GMax. Plusformellement,on
a le résultatsuivant:

Théorème6
Pourtoutensembledecroyancesfini 2 , ��1)û tel queRS1ü÷71 û kM± �m �n2o�h�Wk GMaxm �g2I�

Ce résultatestuneautresolutionau problèmede la partition opérateurs
d’arbitrage- opérateursmajoritaires,puisquelesopérateurskM± / , pourtout
ensembledecroyancesfixé et pourtout 1 suṕerieurà un certain 1)û fixé par
la distancemaximaleentreuneinterpŕetationet unebasedecroyances,sont
à la fois desopérateursd’arbitrageet desopérateursmajoritaires.Cesdeux
ensemblesnesontdoncpasdisjoints.La frontièreentremajoritéetarbitrage
estassezfloueet il estpossible,dansun sens,depassercontinûmentdel’un
à l’autre.

Notonstoutdemêmequecerésultatn’estvalablequepourtoutensemble
decroyancesdecardinalit́eborńe(voir enappendicepourla démonstration),
cequi n’estpasunecontraintetrèsfortepuisqueenpratiqueonpeuttoujours
donnerun majorantdu nombredebasesdel’ensembledecroyances.

Mais si le nombrede basesde l’ensemblede croyancesn’est pasborńe,
le résultatpréćedentn’est plus valable.En effet, on a commecorollairedu
théor̀emepréćedent:

Théorème7
Pourtoutedistance� nondrastique,l’opérateurk ¾  GMax estdifférentdel’opé-
rateur k ¾  ± � .
5 DISCUSSION

Une conclusionque l’on pourrait tirer des résultatspréćedentsest que
(Arb) n’exprimepeut-̂etrepasexactementcequel’on entendpararbitrage.



Nousesṕeronsavoir apport́e suffisammentd’élémentsen faveur de (Arb),
maisvoyonsdanscettesectionsi nouspouvonstrouverd’autrespossibilit́es.

Certainsauteurs(voir e.g.[20]) prennentla propriét́esuivantecommeex-
pressiondel’arbitrage:

(MI) R�1=k m �g2 ( <�2 E / � G k m �n2 ( <�2 E �
Toutd’abordil fautremarquerquecettepropriét́en’estpascoh́erenteavec

lespropriét́esdesopérateursdefusioncontrainte(voir [16]). Et, indépendem-
ment,nousnepensonspasquecettepropriét́eexprimel’id éedetenterd’être
le plusprochepossibledesvoeuxdechacundesmembresdugroupe.Elle dit
simplementquelesréṕetitionsn’entrentpasencomptepourla fusion(c’est-
à-direquenousnetravaillonsalorsplusavecdesmulti-ensemblesmaisavec
desensemblesclassiques),c’est-̀a-direque l’on perd desinformationssur
la localisationdesinformations,puisquenousn’avonsplus unebasepour
chaqueagent.

Uneautreapprocheconsistèaconsid́ererlesopérateursd’arbitragecomme
lesopérateurspermettantauxdifférentsagentsd’userd’un droit devetosur
certainschoix.L’id éeestd’exprimerle fait quelesplusmauvaischoix pos-
siblespourchacundesagentsneserontpasdansle résultat(si possible).Cela
peutêtreexprimédela façon suivante:

(ArbV) Si RS�
ýS��l ý R�l?kMm�þ���mF�t�Oýg�hL%l
et R�f�l s : l ý L�x ,
alors k m � ��ÿ�m þ �g<é� ý �hL%l s

Chaquel ý correspondauxplusmauvaischoixpossiblespourl’agent � ý . Et
cettepropriét́edit doncquesi onpeuttrouveruneinterpŕetationqui n’appar-
tient à aucundes l ý , alorsaucunmod̀eled’un des l ý neserachoisicomme
résultatdela fusion.

Cettepiste sembleintéressante,mais la propriét́e (ArbV) est trop com-
plexe. On ne pourradoncvraisemblablementpasvérifier directementsi un
opérateurla satisfait ou pas.De plus, il sembledifficile d’en trouver une
expressionentermedecondition(s)surl’assignementsyncŕetique.

6 CONCLUSION

Nousavonspropośe danscetarticle l’utilisation desopérateursde fusion
de croyancescommecadreformel pour la concertationentreagents.Nous



avons défini logiquementcesopérateurset nousavons donńe deux sous-
classesd’opérateurs,lesopérateursmajoritaireset lesopérateursd’arbitrage,
permettantd’accorderla concertationau type de comportementvoulu pour
un syst̀emeparticulier.

Une questionouvertejusqu’alorsétait de savoir si cesdeuxsous-classes
étaientdisjointesoupas.Nousavonsmontŕequecen’étaitpasle casetqu’il
étaitdoncpossibled’êtreà la fois majoritaireet d’arbitrage.Cesopérateurs
semblentformerunboncompromisentrela volontédémocratiquevéhicuĺee
parlesopérateursmajoritaireset le comportementconsensueldesopérateurs
d’arbitrage.

Nousavons,enparticulier, introduit unenouvelle famille d’opérateursde
fusion, la famille kM± � , qui permetde choisir le niveaude “consensus”de
l’opérateurmajoritaireenfonctiondel’application.

Unequestionouverteestalorsdesavoir si onpeutcaract́eriserexactement
quelssontlesopérateursqui appartiennentsimultańementauxdeuxclasses.
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Appendice : Preuves

Preuvedu théorème6 : Nousmontronsque,étantdonńesunensemblede
croyances2 compośe de � basesdecroyances,et unedistance� , il existe1 û tel quepourtout 1X÷71 û lesdeuxpré-ordresP ¾  ± �� et P ¾  GMax� cöıncident.
Et onconclutparle théor̀eme1.

Soit 1 û �a�U+ � , où � estla valeurmaximaledonńeeparla distance� , nous
allonsmontrerque R�1U÷y1 û RS�;RiT\�?P ¾  GMax� T ssi �?P ¾  ± �� T .

� Soient � et T telsque �%P ¾  GMax� T . Montronsque �%P ¾  ± �� T . Consid́erons
deuxcas:� �I_ ¾  GMax� T , alorslesdeuxlistesordonńees�t� ¬��� (�� 	�+,+�+,	5� ¬����� � � et �t� ®��� (	� 	+,+,+�	)� ®����� � � sont identiques.Ainsi les deux distances� ¾  ± � ���O	@2I�[�
 ý º (���� � � ¬��� ý � / et � ¾  ± � �~T
	�2o� sont les mêmespour tout 1 . Donc si�I_ ¾  GMax� T , alorspourtout 1%�I_ ¾  ± �� T .



� �?Y ¾  GMax� T . Celasignifiequepourlesdeuxlistesordonńees�t� ¬��� (�� , +�+,+ ,� ¬����� � � et ��� ®��� (�� 	,+,+�+-	5� ®����� � � il existe �7Pd� tel que RSfFY��K� ¬��� ý � �� ®��� ý � et � ¬����� � Y4� ®����� � . Consid́eronsle pire cas,où �&��� et tel que��� ¬��� (�� 	,+,+�+,	.� ¬����� � �Ñ�4�£ôi	,+�+,+�	�ô�� et ��� ®��� (	� 	,+�+,+-	.� ®����� � �H�9� õ 	5�
	�+,+�+-	5�°�
avec ôUY õ . Lesautrescasserontretrouv́esdirectementgrâceauxpro-
priét́es de la somme.Notons alors qu’avec 1 û �Ä�X+ � (et puisqueôjY õ et ôjY�� ) on a �U+ ô /�� Y õ /�� . On a donc


 ý º (���� � � ¬��� ý � / � Y
 ý º (���� � � ®��� ý � /�� . Donc �?Y ¾  ± � �� T .� Supposons�üP ¾  ± �� T , montronsalors �UP ¾  GMax� T . Remarquonssimple-

mentquela contrapośeeest: si T`Y ¾  GMax� � , alors T`Y ¾  ± �� � , c’est-̀a-dire
ce que l’on a montŕe dansle secondcasdu point préćedent(on montre
celapour 1)û��a�X+ � , puison dérive le résultatpourtout 1X÷�1)û ).

�

Preuve du théorème 7 : Cettepreuve est implicite dansla preuve du
théor̀eme6. Il suffit detrouver �O	-T et � telsquele vecteurdedistancesde �
à � soit ��ôV	5ôV	,+¸+¸+¢	5ô�� ; celuidedistancesde T à � soit �£ô ú ��	5�0	5�
	�+¢+¸+¸	5��� et �
(le nombredebasesdecroyancesde � ) soith tel que � ÷��¢��ô ú ������ô�� / . Or,
il estclair quel’on peuttoujourstrouverdetels �O	-T et � .

�
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