
Chapitre1

Dela révisionà la fusiondebasesdecroyances

Unedeshypothèsesdebasedela révisiondecroyancesestla primautédela nou-
velle information(primacy of update). Or la nouvelle informationn’est pastoujours
plusfiablequelescroyancesactuelleset il peutêtreutile,danscertainscas,derelâcher
cettehypothèse.Onpeutdistinguertroiscas:

– la nouvelle informationestplus fiable queles croyancesactuelles: c’est l’hy-
pothèsedebasefaitedansle cadredela révision.On peutdoncréviserlescroyances
actuellesparla nouvelle information.

– la nouvelle informationestmoinsfiable queles croyancesactuelles: un point
devuedrastiqueseraitsimplementde refusercettenouvelle informationinsuffisam-
mentfiable. Mais si on veut êtreplus constructif,il peutêtresenséd’intégrercette
informationdanslescroyancesmaisavecmoinsd’importancequepourunerévision
classique.Unepossibilitéestd’inverserle processusderévision,c’est-à-direderévi-
serla nouvelle informationpar lescroyancesactuelles,cequi donnedoncla priorité
aux croyancesactuelles.Une autrepossibilitéestd’utiliser desopérateursde “révi-
sionnonprioritaire” qui relâchentl’hypothèsedeprimautédela nouvelle information
[HAN 98, MAK 98, FER99, SCH98].

– la nouvelle informationestaussifiablequelescroyancesactuelles: ici on doit
donnerla mêmeconsidérationauxdeuxinformations.Vue l’asymétrieinhérenteaux
opérateursderévision,unepossibilitéestdeprendrecommerésultatla disjonctionde
la révisiondescroyancespar la nouvelle informationet de la révisionde la nouvelle
informationparlescroyances,pourrétablirla symétrie(idéedirectricedans[LIB 98]).
Mais pourgagnerun peuengénéralité,il faut remarquerquele problèmeserésume
alors à combinerdeux informationsen une seule.Plus généralement,le problème
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estdoncde savoir commentcombinerplusieursinformationsayanttoutesla même
fiabilité. C’estle champd’applicationdesopérateursdefusiondecroyancesquenous
étudieronsdanscechapitre.

Les opérateursde fusion de croyances[BAR 91, BAR 92, REV 97, KON 99b,
CHO97, CHO98] permettentdedéterminerlescroyances(ou lesbuts)d’un groupe
d’agentsà partir de leurscroyances(buts) individuelles.Cesopérateurssont indis-
pensablespour un grandnombred’applicationsoù l’on doit combinerun ensemble
d’informationscontradictoiresprovenantde sourcesdifférentescommeles basesde
donnéesdistribuées,lessystèmesmulti-agentsou lessystèmesd’informationsdistri-
buésengénéral.

Ce processuspermetdoncd’obtenir uneinformationcohérenteà partir d’un en-
sembled’informationscontradictoires,maiségalementde fairesurgir descroyances
qu’aucunedesinformationsinitiales ne permettaitd’inférer. Par exemplesi unedes
sourcesd’informationssaitque � estvrai et qu’uneautresourcesaitque ����� , alors
l’information synthétiséesait que � estvrai alorsqu’aucunedesdeuxsourcesne le
sait.Cetypedecroyancea étéappelécroyanceimplicite dans[HAL 92].

Nousdonneronsunecaractérisationaxiomatiquedesopérateursde fusion,c’est-
à-dire,commepourla révision,un ensembledepropriétéslogiquessouhaitablespour
les opérateursde fusion. Nous identifieronségalementdeux sous-classesmajeures
d’opérateursdefusion: lesopérateursmajoritairesqui résolventlesconflitsensefiant
à la majorité,et les opérateursd’arbitragequi ont un comportementplusconsensuel
ententantdesatisfaireaumieuxchacunedessources.Un théorèmedereprésentation
montreraensuiteque chaqueopérateurde fusion correspondà une famille de pré-
ordressur les interprétations.Ce théorèmemontreque fusionnerdescroyancesest
très prochedu problèmede l’agrégationde préférences,sujet abondammentétudié
en théoriedu choix social [ARR 63, KEL 88, SEN79, MOU 88]. Nousillustrerons
le comportementdesdifférentstypesd’opérateurssur un exemple.Nousétudierons
ensuitela frontièreentrelesopérateursmajoritaireset lesopérateursd’arbitrageet les
liensforts qui existententrefusionet révisiondebasesdecroyances.

1.1. Préliminair es

Onconsidèreun langagepropositionnel� surunalphabetfini � devariablespro-
positionnelles.Une interprétationestunefonction de � vers �� "!�#�$ . L’ensemblede
toutesles interprétationsestnoté % . Une interprétation& estun modèled’une for-
mule si et seulementsi elle rendcetteformule vraie. Soit ' une formule, (*)�+-,.'0/
dénotel’ensembledesmodèlesde ' , c’est-à-dire(*)�+-,.'0/213��&546%7&98 1:';$ . Soit
un ensembledemodèles<>=?% , on note '"@ la formule(à équivalencelogiqueprès)
dontlesmodèlessontlesélémentsde < .
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Unebasedecroyances' estun ensemblefini deformulespropositionnelles.

Soient 'BA�!�C�C�C�!D'FE , G basesdecroyances(nonnécessairementdifférentes),on ap-
pelleensembledecroyancesle multi-ensembleH constituédecesG basesdecroyan-
ces: HI1>��' A !�C�C�CJ!D' E $ . On noteraKLH la conjonctiondesbasesdecroyancesde H ,
c’est-à-direKLHM1N'-APOQC�C�C�OR'FS . Ondiraquel’ensembledecroyancesH estconsis-
tant, si K H estconsistant.L’union sur les multi-ensemblesseranotée T . Par abus,
si ' estunebasede croyances,' dénoteraaussil’ensemblede croyancessingletonHU1V��'W$ .

Soitunentierstrictementpositif G , onnoteraH E le multi-ensemblecomposéde G
fois le multi-ensembleH : H E 1X��HY!�C�C�C�!ZH[ \Z] ^E $
DÉFINITION 1.1.– Deuxensemblesde croyancesH A et H S sontéquivalents,notéH AQ_ H S si et seulementsi il existeunebijection ` de H A 1a��' AA�!�C�C�C�!D' AE-$ versH S 1>��' S A !�C�C�C�!�' SE $ , telle que bc`P,.'-/ _ ' .

Un pré-ordred sur % estunerelationréflexiveet transitive sur % . Un pré-ordre
esttotal si eB&F!JfN4?%g&6dhf ou fVdi& . Soit un pré-ordred , on définit j comme&RjXf ssi &cdXf et f?kdl& . De la mêmemanièrela relationd’équivalencem associée
estdéfiniepar &Ym:f ssi &nd>f et f�dN& . On écrira &c4Q(copGq,�(*)�+-,.'B/Z!�dr/ ssi &58 1X'
et esft8 1N'u&Ydlf .

1.2. Opérateurs de fusion contrainte

Nouspouvonsà présentdéfinir les opérateursde fusion de croyances.Une base
decroyances' représenteralescroyancesd’un agent(d’unesource).Un ensemblede
croyancesH représenteraungrouped’agents.

Lebut desopérateursdefusionest,àpartirdescroyancesdesagentsetdescontrain-
tesparticulièresdusystème(contraintesphysiques,réglementations,etc),dedétermi-
nerlescroyancesdugroupe.

Un opérateurdefusion v estdoncunefonctionqui,àunensembledecroyancesH
etàunebasedecroyancesw représentantlescontraintesd’intégritédusystème,asso-
cieunebasedecroyances,notéevnxB,yHz/ , contenantlescroyancesdugrouped’agents.

Lespropriétéslogiquessouhaitablespourunopérateurdefusionsontlessuivantes
[KON 99b, KON 99a] :

DÉFINITION 1.2.– v estunopérateurdefusioncontraintesi etseulementsi il satisfait
lespropriétéssuivantes:
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(IC0) vnxF,pHz/qbYw
(IC1) Si w estconsistant,alors v x ,yHz/ estconsistant

(IC2) Si H estconsistantavecw , alors v x ,pHz/;1 K HlOcw
(IC3) Si H A _ H S et w A _ w S , alors vnx�{�,yH A / _ vnx�|�,pH S /
(IC4) Si 'RbRw et '"}BbYw , alors vnxF,~'uTc'"}�/
On'��L�N�avnxB,.'zTY'F}�/�OR'F}��L�
(IC5) v x ,pH A /
O*v x ,yH S /qbnv x ,yH A TnH S /
(IC6) Si v x ,yH A /�O2v x ,yH S / estconsistant,alors v x ,yH A TrH S /;b*v x ,pH A /�O�v x ,pH S /
(IC7) vnx�{�,yHz/
Ocw S b*vnx�{���x�|�,pHz/
(IC8) Si vnx�{�,yHz/WOcw S estconsistant,alors vnx�{���x�|�,yHz/;bnvnx�{�,yHz/
Ocw S

La significationintuitive decespropriétésestla suivante: (IC0) assurequele ré-
sultatde la fusionsatisfait lescontraintesd’intégrité. (IC1) dit quesi lescontraintes
d’intégrité sontconsistantesalors le résultatde la fusion estconsistant,c’est-à-dire
quel’on peuttoujoursextrairedescroyancescohérentesdugrouped’agents.(IC2) de-
mandeque,lorsquec’estpossible,le résultatdela fusionsoit simplementla conjonc-
tion desbasesdecroyancesetdescontraintesd’intégrité.Donc,lorsqu’il n’y apasde
conflit entreles agentset les contraintes,la fusionestsimplementl’union desdiffé-
rentescroyances.(IC3) estle principed’indépendancedesyntaxe,c’est-à-direquele
résultatdela fusionnedépendpasdela formesyntaxiquedescroyancesmaissimple-
mentdesopinionsexprimées.(IC4) estla propriétéd’équité.Elle assurequelorsque
l’on fusionnel’opinion dedeuxagents,l’opérateurnepeutpasdonnerdepréférence
à l’un d’eux. (IC5) exprimel’idée suivante: si un groupeH A semetd’accordsurun
ensembled’alternativesqui contientl’alternative < , et si un autregroupe H S semet
d’accordsurun autreensembled’alternativesqui contientégalement< , alorssi l’on
joint les deuxgroupes< fera encorepartiedesalternativesacceptables.Et (IC5) et
(IC6) ensembles,exprimentle fait que,dèsquel’on peuttrouver deuxsous-groupes
qui s’accordentsur aumoinsunealternative, alorsle résultatde la fusionseraexac-
tementl’ensembledesalternativessurlesquellescesdeuxgroupess’accordent.(IC7)
et (IC8) sontunegénéralisationdirectedespostulats(R5) et (R6) de la révisionde
croyances[ALC 85, GÄR 88, KAT 91]. Ils exprimentdesconditionssurlesconjonc-
tionsdecontraintesd’intégritéet s’assurentdece fait quela notiondeproximitéest
bienfondée.C’est-à-dire,parexemple,quesi unealternative < estpréféréeparmiun
ensembled’alternativespossibleset si on restreintle nombred’alternativespossibles
tout en gardantl’alternative < , celle-ci seratoujourspréféréeparmi les alternatives
restantes.

Nousallonsà présentdéfinir deuxsousclassesd’opérateursdefusion,lesopéra-
teursdefusionmajoritaireset lesopérateursd’arbitrage.
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Un opérateurde fusionmajoritaire estun opérateurdefusioncontraintequi satis-
fait la propriétésuivante:

(Maj) ��GUvnx�,yH A T*H ES /;b*vnxF,pH S /
Cepostulatexprime le fait quesi uneopiniona unelargeaudience,ceseraalors

l’opinion du groupe.On peutremarquerquecettepropriétéesttrésgénérale.Elle ne
dit pasexactementle nombrederépétitionsnécessairesd’un ensembledecroyances
pour s’imposer(cela dépendde l’opérateur),mais elle imposel’existenced’un tel
seuil. Les opérateursde fusion majoritaire tententdonc de satisfaire au mieux le
groupedanssonensemble.D’un autrecôté,lesopérateursd’arbitragetententde sa-
tisfaire chacundesélémentsdu groupepris individuellementdu mieux possible.Un
opérateur d’arbitrage estun opérateurde fusion contraintequi satisfait la propriété
suivante:

(Arb)

vnx�{�,.'BA�/ _ vnx�|�,.'FS�/vnx�{�����x�|�,.' A Tc' S / _ ,�w A _�� w S /w A �6w Sw S �6w A
� ������ �avnx�{���x�|�,.'BAqTc'"S�/ _ vnx�{�,.'BA�/

Ce postulatdit quesi un ensembled’alternativespréféréessousun ensemblede
contraintesd’intégrité w A pourunebasedecroyances'BA correspondà l’ensembledes
alternativespréféréespar la base' S souslescontraintesw S , et si lesalternativesqui
n’appartiennentqu’àundesdeuxensemblesdecontraintesd’intégritésonttoutesaussi
crédiblespourle groupe( 'BA�T�'"S ), alorslesalternativespréféréespourle groupeparmi
la disjonctiondesdeuxensemblesdecontraintesserontcellespréféréesparchacune
desbasessousleurscontraintesrespectives.Cepostulatestbienplusintuitif lorsqu’il
estexprimésousla formed’assignementsyncrétique(voir condition8). Il exprimele
fait quecesontlesalternativesmédianesqui sontfavorisées.

Nousallonsillustrer celasurl’exemplesuivant:

EXEMPLE.– Tom et David ont ratéle matchdefootball d’hier entrelesrougeset les
jaunes.Ils ne connaissentdoncpasle résultatdu match.Tom a entenduce matin à
la radioqueles rougesont fait un trèsbonmatch.Il pensedoncqu’unevictoire des
rougesestpluscrédiblequ’un matchnul, et qu’un matchnul estpluscrédiblequ’une
victoire desjaunes.Un ami a dit à David qu’aprèscematch,les jaunesont a présent
toutesleschancesderemporterle championnat.Il déduitdecetteinformationqueles
jaunesont trèscertainementgagnéle match,ou au moinsobtenuun matchnul. En
confrontantleurspointsdevue,Tom et David semettentd’accordsur le fait queles
deuxéquipessontde la mêmeforce et qu’ellesavaientdoncles mêmeschancesde
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remporterle match.Ce quedemandela propriétéd’arbitrageestqu’avec cesinfor-
mationsTom et David doivent semettred’accordsur le fait qu’un matchnul est le
résultatle pluscrédible.

Certainsopérateursnesontpassuffisammentfinspoursatisfairela propriété(IC6).
Dansce cas,on peut tout de mêmeleur demanderde satisfaire la propriété(IC6’)
suivante,qui estun affaiblissementde(IC6) :

(IC6’) Si vnxB,pH A /�O�vnx-,yH S / estconsistant,alors vnx-,yH A T�H S /qb*vnxF,pH A /���vnxF,pH S /
Cettepropriétédemandesimplementques’il existeunealternativecommunelors

de la fusion de deuxsous-groupes,alors les alternativesrésultatsde la concertation
généralesontaumoinsinclusesdanslesalternativesconvenablespour l’un desdeux
groupes.On appelleradetelsopérateurs– vérifiant (IC0-IC5), (IC6’), (IC7) et (IC8)
– desopérateursdequasi-fusion.

Unedernièrepropriétéquenouspouvonsnoterestla propriétéd’indépendanceà
la majorité:

(MI) e-GUvnx�,pH A T*H S E / _ vnx-,yH A TnH S /
Cettepropriétéest très forte puisqu’elleindique que le résultatde la fusion ne

dépendquedesopinionsdifférentesexprimées,en ne tenantpasdu tout comptede
la popularitéde chacune.Une conséquencede cettepropriétéestquepour les opé-
rateursvérifiant(MI) lesensemblesdecroyancesdoiventêtreconsidéréscommedes
ensemblessimpleset pasdesmulti-ensembles.Ceci n’est passouhaitable,comme
nousl’illustreronssurl’exempledela section1.3.4.

Cettepropriétén’estpascompatibleaveccellesd’unopérateurdefusioncontrainte
[KON 98, KON 99a] :

PROPOSITION 1.1.– Il n’y a pasd’opérateurdefusioncontraintesatisfaisant(MI).

A présentquenousdisposonsd’une définition logiquedesopérateursde fusion
contrainte,nousallonsdonnerun théorèmede représentationqui permetde définir
cesopérateursdemanièrebienplusintuitive.Cethéorèmemontrequ’unopérateurde
fusioncontraintecorrespondàunefamilledepré-ordressurlesinterprétations.

DÉFINITION 1.3.– Un assignementsyncrétiqueestunefonctionqui associeà chaque
ensembledecroyancesH un pré-ordre d�� sur lesinterprétationstelle quepour tous
ensemblesdecroyancesHR!ZH A !�H S et pour toutesbasesdecroyances'�!�'"} lescondi-
tionssuivantessontsatisfaites:
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1) Si &R8 1�H et f68 1�H , alors &zm2�?f
2) Si &R8 1�H et f�k8 1�H , alors &Yj��?f
3) Si H A _ H S , alors d��s{J1ud��
|
4) eB&Y8 1N'u�-f�8 1l'F}"ftdr������ W&
5) Si &¡d � {�f et &¡d � |rf , alors &¡d � {�� � |rf
6) Si &¡j � {�f et &¡d � |rf , alors &¡j � {�� � |rf

Un assignementsyncrétiquemajoritaireestun assignementsyncrétiquequi satisfait
la conditionsuivante:

7) Si &¡j � |�f , alors ��Gc&¡j � {�� � |�¢Rf
Un assignementsyncrétiquejuste est un assignementsyncrétiquequi satisfait la
conditionsuivante:

8)
&¡jr� { f&¡jr� | fW}f£m � { ��� | f
}

� �
� �¤&¡jr� { ��� | f

Un assignementquasi-syncrétiqueestun assignementvérifiant lespropriétés1 à 5 et
la propriété6’ suivante:

6’) Si &Yj � {�f et &¡j � |�f , alors &¡j � {�� � |�f
La condition 1 dit que deux modèlesde l’ensemblede croyancessont équiva-

lentspour le pré-ordreassociéet la condition2 dit qu’un modèlede l’ensemblede
croyancesest toujourspréféréà un contre-modèle.La condition 3 dit que si deux
ensemblesdecroyancessontéquivalentsalorslesdeuxpré-ordresassociéssontéqui-
valents.Cestrois conditionssontunegénéralisationdesconditionsde l’assignement
fidèle pour les opérateursde révision[KAT 91]. La condition4 dit quepour le pré-
ordreassociéà un ensembledecroyancescomposédedeuxbasesdecroyances,pour
chaquemodèledel’une, il existeun modèledel’autre qui estaumoinsaussibon.La
condition5 dit quesi uneinterprétationestau moinsaussibonnequ’uneautrepour
unensembledecroyancesH A , etquecetteinterprétationestégalementaumoinsaussi
bonnepour un ensemblede croyancesH S , alorselle seraau moinsaussibonneque
l’autre pour la réuniondesdeuxensemblesdecroyances.La condition6 renforceun
peucerésultatenexigeantquesi uneinterprétationeststrictementmeilleurequ’une
autrepourunensembledecroyancesH A , etquecetteinterprétationestaumoinsaussi
bonnepourun ensemblede croyancesH S , alorscetteinterprétationdoit êtrestricte-
mentmeilleurequel’autrepourla réuniondesdeuxensemblesdecroyances.Il s’avère
quelesconditions5 et 6 correspondentauxconditionsdeParetoenthéoriedu choix
social[ARR 63, KEL 78]. La condition7 dit quesi l’on répèteungroupeH S suffisam-
mentdefois alorslespréférencesstrictesdecegroupeserontrespectées.La condition
8 dit quece sont les choix médiansqui sontpréféréspour le groupe.Ce comporte-
mentestillustré figure1.1 (les interprétationslesplusbassessontles interprétations
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préférées,parexemplepour '-A : f
}Wj � { &Yj � { f ). L’interprétation& , qui n’estjamais
aussimauvaiseque f et fW} estpréféréeàcelles-cipourle résultatdela fusion.

J’
I

J

(a) ¥�¦ J
I

J’

(b) ¥�§
I

J J’

(c) ¥�¦-¨�¥�§
Figure1.1. Arbitrage

La condition6’ estclairementplus faible quela condition6 énoncéeprécédem-
ment.Cetteconditionexigesimplementquesi uneinterprétationeststrictementmeil-
leure qu’une autrepour un ensemblede croyancesH A et si cetteinterprétationest
strictementmeilleurequel’autre pour un ensemblede croyancesH S , alorscettein-
terprétationdoit êtrestrictementmeilleurequel’autre pour la réuniondesdeuxen-
semblesdecroyances.

Nouspouvonsàprésenténoncerle théorèmedereprésentationpourlesopérateurs
defusioncontrainte[KON 99b, KON 99a] :

THÉORÈME 1.1.– Un opérateur v estun opérateurde fusioncontrainte (respecti-
vementun opérateurmajoritaire, un opérateurd’arbitrageouun opérateurdequasi-
fusion)si etseulementsi il existeunassignementsyncrétique(respectivementunassi-
gnementsyncrétiquemajoritaire, unassignementsyncrétiquejusteouunassignement
quasi-syncrétique)qui associeà chaqueensembledecroyancesH un pré-ordre totald�� tel que (*)�+F,pvnxB,yHz/�/;1l©�ª¬«s,�(*)�+F,.w�/Z!�d���/

Cethéorèmeprésenteplusieursavantages.Toutd’abordil estbeaucoupplussimple
de vérifier qu’un opérateurde fusion vérifie les conditionsdesassignementssyn-
crétiquesplutôt que de vérifier directementles propriétéslogiques.Ensuite,le fait
qu’un opérateurcorrespondeà unefamille depré-ordres(un pré-ordreparensemble
decroyances),peutdonnerdesidéespourconcevoir denouveauxopérateurs.En par-
ticulier, beaucoupd’opérateurssontdéfinisde la sorte,en utilisant unefonction qui
associeun pré-ordreà l’ensemblede croyancespasséen paramètre.C’est le casde
touslesopérateursbaséssurdescalculsdedistances.Nousendécrivonsquelquesuns
dansla sectionsuivante.
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1.3. Quelquesopérateursde fusion contrainte

Nousdonnonsdanscettepartie la définition de trois famillesd’opérateurs.Tous
cesopérateurssontbaséssur unenotion de distanceentreinterprétationsà partir de
laquelleondéfinit le pré-ordreassociéà chaqueensembledecroyances.

On supposeque l’on disposed’une distanceentreinterprétations.Intuitivement
unetelle distance+-,.&F!Jf�/ indiqueà quelpoint un mondepossible(uneinterprétation)f estcrédiblelorsquel’on setrouvedansle monde& .
DÉFINITION 1.4.– Unedistance1 entre interprétationestunefonction+U­�%¯®*%±°��²´³ telle que:

– +F,~&"!�f
/µ1?+-,�f¶!D&�/
– +F,~&"!�f
/µ1? ssi &u1>f

Un exemplede distanceusuellementutiliséeest la distancede Dalal [DAL 88],
notée +¸· , qui est la distancede Hammingentreles interprétations,c’est-à-direque
la distancedeDalalentredeuxinterprétationsestle nombredevariablesproposition-
nellessurlesquelleslesdeuxinterprétationsdiffèrent.

Toutedistanceentreinterprétationsinduit demanièrenaturelleunedistanceentre
uneinterprétationetunebasedecroyances' :+-,.&F!D'B/q1?©�ª¹«º"» ¼ � +F,~&"!�f�/

Lestroisfamillesquenousallonsdéfinirdivergentparla façondontellescalculent
la distanced’une interprétationà l’ensemblede croyancesà partir de cettedistance
entreuneinterprétationet lesbasesdecroyances.C’estdoncdanscetteétaped’agré-
gationdespréférencesindividuellesen unepréférencecollective quevont seforger
lesdifférencesdecomportement.

1.3.1. La famille v*½�¾Z¿
Lapremièrefamilled’opérateursprésentéeestla famille v ½�¾Z¿ [REV 93, REV 97,

KON 99a]. Cesopérateursnesontpasdesopérateursdefusioncontraintemaisils ont
un comportementprochedecelui quel’on attendd’un opérateurd’arbitrage.

À
. Onpeutnoterquel’identité triangulairen’estpasrequise,onadonc,àstrictementparler, des

pseudo-distances.
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DÉFINITION 1.5.– Soit + une distanceentre interprétations.Soit un ensemblede
croyancesH et uneinterprétation & , la distanceentre l’interprétation et l’ensemble
decroyancesest: +¸Á�Â ½�¾Z¿ ,.&F!�Hz/q1l©�Ã�Ä��Å � +-,.&F!D'B/
Onobtientalors le pré-ordresuivant:&Yd Á�Â ½z¾J¿� f ssi + Á�Â ½z¾J¿ ,.&F!�Hz/ÆdÇ+ Á�Â ½�¾Z¿ ,�f¶!ZHu/
Et l’opérateur v Á�Â ½�¾Z¿ estdéfinipar :(*)�+-,yv Á�Â ½�¾Z¿x ,pHu/D/q1?©�ª¹«�,�(*)�+-,�w�/Z!�d Á�Â ½�¾Z¿� /
PROPOSITION 1.2.– Lesopérateurs v*½�¾Z¿ sontdesopérateurs de quasi-fusion(ils
vérifientlespropriétés(IC1-IC5),(IC6’), (IC7) et (IC8)) et ils vérifient(Arb) et (MI).

1.3.2. La famille v GMax

La famille v GMax [KON 99b, KON 99a] est composéed’opérateursd’arbitrage.
Cettefamilleestun raffinementdela famille v ½�¾Z¿ .
DÉFINITION 1.6.– Soit un ensemblede croyancesHa1È��' A C�C�C�' E $ . Pour chaque
interprétation & on construit la liste ,.+¸ÉA C�C�C�+�ÉE¶/ desdistancesentre cetteinterpréta-
tion et les G basesde l’ensemblede croyances,c’est-à-dire que + ÉÊ 13+-,.&F!D' Ê / . SoitË �É la liste obtenueen triant ,~+�ÉA C�C�CD+¸ÉE / dansl’ordre décroissant.Soit d�Ì¹Í ¿ l’ordre
lexicographiquesurdeslistesd’entiers.Onobtientalors le pré-ordresuivant:&¡d Á�Â GMax� f ssi

Ë �É d�Ì¬Í ¿ Ë � º
Et l’opérateur v Á�Â GMax estdéfinipar :(n)�+-,yv Á�Â GMaxx ,pHu/D/q1?©�ª¹«�,�(*)�+-,�w�/Z!�d Á�Â GMax� /

Lesopérateursv GMax sontplussélectifsquelesopérateursv ½z¾J¿ , c’est-à-direque
l’on a le résultatsuivant:

PROPOSITION 1.3.– Pour toutedistance+ , tout ensemblede croyancesH , et toute
basedecroyancesw , on a v Á�Â GMaxx ,yHz/qb*v Á�Â ½�¾Z¿x ,yHz/ .

Encequi concernelespropriétéslogiquesdecesopérateurs:

PROPOSITION 1.4.– Lesopérateurs v GMax sontdesopérateursd’arbitrage.
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1.3.3. Les familles vnÎ et vnÎ ¢
La famille vnÎ ¢ donnedesopérateursmajoritaires:

DÉFINITION 1.7.– Soitun ensembledecroyancesH et uneinterprétation & , la dis-
tanceentre l’interprétationet l’ensembledecroyancesest:

+ Á�Â Î ¢ ,.&F!�Hz/;1 ¢Ï Ð��Å � +-,.&F!D'B/ E
Onobtientalors le pré-ordresuivant:&¡d Á�Â Î ¢� f ssi + Á�Â Î ¢ ,.&F!�Hz/Æd�+ Á�Â Î ¢ ,�f¶!�Hz/
Et l’opérateur v Á�Â Î ¢ estdéfinipar :(*)�+-,yv Á�Â Î ¢x ,pHu/D/q1?©�ª¹«�,�(*)�+-,�w�/Z!�d Á�Â Î ¢� /

Onprouvefacilementalorsque:

PROPOSITION 1.5.– Lesopérateurs vnÎ ¢ sontdesopérateursmajoritaires.

Lorsquel’on prend GI1Ñ# on obtient la famille vnÎ bien connueen fusion de
croyances[KON 99b, REV 97, LIN 95, LIN 99].

1.3.4. Un exemple

Voyonsàprésentsurunexemplele comportementdecesdifférentsopérateurs(on
utilise la distancedeDalal commedistanceentreinterprétations):

A uneréuniondecopropriétairesd’unerésidence,le présidentproposepour l’an-
néeà venir la constructiond’unepiscine,d’un courtde tenniset d’un parkingprivé.
On noterarespectivement ÒP!�Ó�!�Ô la constructionde la piscine,du court de tennis
et du parking. & dénoteral’augmentationdu loyer. Le présidentsoulignele fait que
si deuxdestrois itemssontconstruitsle loyer augmenterasignificativement: wU1,�,~Ò£OcÓ�/B�t,~Ò£OcÔ�/
�t,�Ó6OnÔ�/�/;��& .

Il y a quatrecopropriétairesHÕ1Ö'BA�TQ'FSrT5'F×rTØ'¶Ù . Deux d’entreeux veulent
construirelestrois itemsetnesesoucientpasdel’augmentationdeloyer : 'BA�1l'FSr1ÒnOcÓ�OnÔ . Le troisièmepensequeconstruirela moindrechoseserépercuterainexo-
rablementun jour surlesloyersetnetientabsolumentpasàvoir sonloyeraugmenter,
il estdoncopposéàtouteconstruction: ' × 1 � Ò¡O � ÓQO � Ô6O � & . Le derniertrouve
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quela résidencea réellementbesoind’un courtde tenniset d’un parkingprivé mais
nevoudraitpassubiruneforteaugmentationdeloyer : ' Ù 1?Ó6OnÔLO � & .

OnconsidéreralesquatrevariablespropositionnellesÒ0!�Ó�!�ÔÚ!D& danscetordrepour
lesinterprétations: (*)�+-,�w�/;1l%ÑÛr��,. ¶!�#�!�#�!D ¸/Z!�,�#�!� ¶!�#�!D ¸/Z!�,�#�!�#�!� ¶!D ¸/Z!�,�#�!�#�!�#�!D �/Z$(n)�+-,.' A /q1>�¸,�#�!�#�!�#�!�#�/J!�,�#�!�#�!�#�!D �/Z$ (n)�+-,.' S /q1>�¸,�#�!�#�!�#�!�#�/Z!�,�#�!�#�!�#�!D ¸/�$(n)�+-,.'-×�/q1>�¸,~ ¶!D "!D "!D �/Z$ (n)�+-,.'FÙ�/q1>�¸,�#�!�#�!�#�!D ¸/Z!�,~ ¶!�#�!�#�!D ¸/�$

Lescalculssontrésumésdansle tableau1.1,pourchaqueinterprétationon donne
la distanceentrecelle-ci et les quatrebasesde croyanceset la distanceentrecette
interprétationet l’ensemblede croyancesselonles opérateursv ÁZÜ´Â ½�¾Z¿ , v ÁZÜPÂ Î etv Á Ü Â GMax. Leslignesgriséescorrespondentauxinterprétationsrejetéesparlescontrain-
tesd’intégrité.Le résultatdela fusiondoit doncêtrecherchéparmilesinterprétations
nongrisées. '-Ýn'-Þ*'"ß£'¶à5á´â.ã�ä�åçæ Â è¡é�ê ásâ~ã�ä�å�æ Â ë ásâ~ã�ä�å�æ Â ìÆè¡é�ê,. "!D ¶!� ¶!� �/ 3 3 0 2 3 8 (3,3,2,0),. "!D ¶!� ¶!�#�/ 3 3 1 3 3 10 (3,3,3,1),. "!D ¶!�#�!� �/ 2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1),. "!D ¶!�#�!�#�/ 2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2),. "!�#�!� ¶!� �/ 2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1),. "!�#�!� ¶!�#�/ 2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2),. "!�#�!�#�!� �/ 1 1 2 0 2 4 (2,1,1,0),. "!�#�!�#�!�#�/ 1 1 3 1 3 6 (3,1,1,1),�#�!D ¶!� ¶!� �/ 2 2 1 2 2 7 (2,2,2,1),�#�!D ¶!� ¶!�#�/ 2 2 2 3 3 9 (3,2,2,2),�#�!D ¶!�#�!� �/ 1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1),�#�!D ¶!�#�!�#�/ 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1),�#�!�#�!� ¶!� �/ 1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1),�#�!�#�!� ¶!�#�/ 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1),�#�!�#�!�#�!� �/ 0 0 3 0 3 3 (3,0,0,0),�#�!�#�!�#�!�#�/ 0 0 4 1 4 5 (4,1,0,0)

Tableau1.1. Distances

Avec v Á Ü Â ½�¾Z¿ commeopérateurdefusion,la distanceminimumentreuneinter-
prétationet l’ensemblede croyancesest2, et les interprétationssuivantessontdonc
retenues: (*)�+F,pv ÁZÜ0Â ½�¾Z¿x ,�Hz/�/í1î��,. ¶!� ¶!�#�!D ¸/Z!q,~ ¶!D "!�#�!�#�/J!;,. "!�#�!D ¶!� �/J!q,. ¶!�#�!� ¶!�#�/Z!,�#�!� ¶!� ¶!D ¸/�$ . La décisionqui est conformeaux vœuxdu groupeestalorsde ne pas
augmenterle loyer et deconstruirel’un destrois items,ou d’augmenterle loyer et de
construiresoit le courtdetennis,soit le parkingprivé.
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On peut voir sur cet exemplepourquoi les opérateursv ½�¾Z¿ (c’est également
le problèmede tousles opérateursvérifiant (MI)) ne sontpasdesopérateursde fu-
sioncontrainte.On voit parexemplequeles2 interprétations,. ¶!� ¶!�#�!D ¸/ et ,~ ¶!D "!�#�!�#�/
font partiesdesinterprétationssélectionnéespar v Á Ü Â ½�¾Z¿ , bienquel’interprétation,. ¶!� ¶!�#�!D ¸/ contente' × et ' Ù plus quel’interprétation ,~ ¶!D "!�#�!�#�/ , alorsquecesdeux
interprétationssontaussisatisfaisantespour ' A et ' S . Il semblealorsnatureldepré-
férer ,. "!D "!�#�!� �/ à ,. "!D "!�#�!�#�/ .

L’opérateurv GMax précisejustementleschoixde v ½z¾J¿ . Avecl’opérateurv ÁZÜPÂ GMax,
onacommerésultat(n)�+-,yv Á Ü Â GMaxx ,yHz/�/;1X�¸,~ ¶!D "!�#�!D �/J!�,. "!�#�!D ¶!� �/Z$ , la décisionprise
danscecasseradoncdeconstruiresoit le courtdetennis,soit le parkinget denepas
augmenterle loyer.

Par contre,si on choisit v ÁZÜPÂ Î pour résoudrele conflit en serangeantau vœux
de la majorité,le résultatestalors (*)�+-,yv Á Ü Â Î x ,yHz/�/ï1ð�¸,�#�!�#�!�#�!�#�/�$ , et la solution
adoptéeestdeconstruirelestrois itemset d’augmenterle loyer.

Le “vote” majoritaire,à la vnÎ , sembleplusdémocratiquequelesautresméthodes
maispar exemple,dansce cas,celane marchequesi 'F× acceptede seconformerà
cettedécisionqui va complètementà l’encontredesesvœux.Il sepourraittrèsbien
que, fâchéde cettedécision,il décidede ne paspayerson augmentationde loyer
et aucundes trois items ne pourrait être construit.Donc si une décisionnécessite
l’adhésiondetouslesparticipants,unopérateurd’arbitragesembleplusadéquatqu’un
opérateurmajoritaire.

1.4. Opérateurs d’arbitrage et opérateursmajoritair es

Unequestionimportanteestdesavoir si lesdeuxsous-classesmajeuresd’opéra-
teursdefusiondecroyances,lesopérateursmajoritaireset lesopérateursd’arbitrage,
sontdesclassesdistinctes.En exercice,le lecteurpourravérifier quesur l’exemple
dela section1.3.4,lesopérateursmajoritairesv ÁZÜPÂ Î ¢ avec GíñVò donnentle même
résultatquel’opérateurd’arbitragev ÁZÜPÂ GMax. Cetexemplenepermetévidemmentpas
deconcluremaisnousmontronsdanscettesectionqu’il estpossibled’êtreà la fois un
opérateurd’arbitrageet un opérateurmajoritaire.

Nous définissonstout d’abord une distancedrastiqueentre interprétations.Les
opérateursv GMax et vnÎ définis à partir de cettedistancecoïncident.Ensuite,nous
montronsque,quellequesoit la distancechoisie,certainsopérateursvnÎ ¢ sontà la
fois desopérateursd’arbitrageet desopérateursmajoritaires.

La distancela plussimplequel’on peutdéfinirentredeuxinterprétationsestcelle
donnant0 si lesdeuxinterprétationssontégaleset 1 sinon.
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+�ó�,.&F!Jf�/q1iô  si &u1>f# sinon

La distanceentreuneinterprétationet unebasedecroyancesestalors0 ou 1 sui-
vantquel’interprétationsatisfait ou nonla basedecroyances.

Il estfaciledevoir alorsquelesopérateursobtenusà partir desfamilles v GMax etvnÎ et decettedistancecoïncident.Decefait :

PROPOSITION 1.6.– L’opérateur v ÁZõsÂ Îi1öv ÁZõsÂ GMax satisfait les postulats(IC0)-
(IC8), (Maj) et (Arb).

Onadoncunrésultatquinousmontrequ’il estpossibled’êtreàla fois unopérateur
d’arbitrageet unopérateurmajoritaire.

Ceci estdû à l’extrêmesimplicité de la distanceutilisée.Mais, dansle casoù le
langageestfini 2, on aun résultatsimilairequelquesoit la distanceutilisée:

PROPOSITION 1.7.– Soitunedistance+ , ��GW÷ tel queeBGQø�G ÷ v Á�Â Î ¢x ,yHz/q1�v Á�Â GMaxx ,yHz/
L’intérêt desopérateursvnÎ ¢ par rapportaux opérateursvnÎ qui constituentles

opérateursmajoritairescanoniques,estqu’enchoisissantun G plusoumoinsgrand,on
peutchoisirle degrédeconsensualitédel’opérateur. PlusG seraélevé,plusl’opérateurvnÎ ¢ seraconsensuel.

La propositionci-dessusmontrequ’à partir d’un certain G ÷ les opérateursv Î ¢
sontà la fois desopérateursmajoritaireset d’arbitrage.

1.5. Fusion et Révision

Nousmontronsdanscettesectionquelesopérateursdefusioncontraintesontune
généralisationdesopérateursderévisionAGM à plusieursbasesdecroyances.Nous
montronségalementcommentconstruiredesopérateursde fusion contrainteà par-
tir d’opérateursde révision.Nousmontronsque les opérateursde révisiondonnant
desopérateursde fusion avec de bonnespropriétéssontceuxdéfinisà partir d’une
distance.

Intuitivement,en paraphrasantles théorèmesde représentation,les opérateursde
révision sélectionnentdansune formule (la nouvelle information), l’information la
plusproched’uneinformationdebase(l’anciennebasedecroyances).Identiquement,

ù
. enfait, il suffit quela distanceentredeuxinterprétationssoit bornée.
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les opérateursde fusion contraintesélectionnentdansune formule (les contraintes
d’intégrité),l’information laplusproched’uneinformationdebase(unmulti-ensemble
debasesdecroyance).Ensuivantcetteremarque,il estfacilededonnerla correspon-
dancesuivanteentreopérateursdefusioncontrainteet opérateursderévision:

PROPOSITION 1.8.– Si v estun opérateurdefusioncontrainte, alors l’opérateur ú ,
définipar 'ûúswQ1NvnxB,.'-/ estunopérateurderévisionAGM (il satisfaitlespropriétés
(R1-R6)de[KAT 91]).

CerésultatmontredoncquelesopérateursderévisionAGM sontuncasparticulier
d’opérateursdefusioncontrainte(lorsquel’ensembledecroyancesestunsingleton).

Inversement,on peutsedemanders’il estpossiblede construireun opérateurde
fusioncontrainteà partir d’un opérateurderévisionAGM donné.

Tout d’abord, en examinantles théorèmesde représentationdesdeux familles
d’opérateurs,il estimportantdenoterqu’un opérateurderévisionseuln’estpassuf-
fisantpour définir un opérateurde fusion puisqu’il ne fournit pasd’information sur
la manièredecombinerlespréférences(croyances)individuelleset qu’il n’y a pasde
méthodecanoniquedele faire.

En fait, un opérateurderévisionfournit un moyendedéterminerles relationsde
préférencesindividuellesassociéesà chaquebasede croyances,c’est-à-direles pré-
ordresdonnéspar l’assignementfidèle. Mais la définition d’un opérateurde fusion
nécessiteégalementune méthoded’agrégationde cespréférencesindividuellesen
unerelationdepréférenceglobale.

Il estdoncnécessaired’examinerlespropriétésdecouplesü opérateurderévision,
méthoded’agrégationý . Cetteméthoded’agrégationpeut,par exemple,êtreunemé-
thodeà la vnÎ ou v GMax.

Onpeutdoncconstruireun opérateurdefusionà partir d’un opérateurderévisionú et d’uneméthoded’agrégationdonnésdela façonsuivante:

DÉFINITION 1.8.– Soit un opérateur de révision ) et uneméthoded’agrégation þ ,
l’opérateurdefusion v*ÿ Â � estdéfinidela façonsuivante:

– On définit `Wÿ� ,.&�/21IG où G estle niveauoù l’interprétation & apparaît dansle
pré-ordre d � . Plus formellementG estla taille de la plus longuechaîned’inégalités
strictes & ÷ jVC�C�C"jL& E avec& ÷ 8 1N' et & E 1?& .

– Ondéfinit `Wÿ� ,~&¸/q1?þW,~`Wÿ� { ,.&�/Z!�C�C�C�!�`Wÿ� ¢ ,.&�/�/ , où HU1X��' A !�C�C�C�!D' E $
– Ondéfinit &Yd��?f ssi `Wÿ� ,.&�/ÆdÇ`Wÿ� ,�f
/ .
– Finalement(*)�+F,pv*ÿ Â �x ,pHu/D/;1Ç©�ª¹«s,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ .
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La questionestalorsdetrouverquellessontlesconditionssurl’opérateurderévi-
sionetsurla méthoded’agrégationpourassurerdebonnespropriétésà l’opérateurde
fusionainsidéfini.

Par exemple,si l’on choisit `Wÿ� ,~&¸/�1 � ��Å � ,y`Wÿ� ,~&¸/D/ , c’est-à-direuneméthodede
fusionà la vnÎ etsansaucunepropriétésupplémentairesur ú , ona le résultatsuivant:

PROPOSITION 1.9.– Siunopérateurdefusion v*ÿ Â Î estdéfinià partir d’un opérateur
de révision AGM ú et de la méthoded’agrégation `Wÿ� ,~&¸/91 � ��Å � ,~`Wÿ� ,.&�/�/ alors
l’opérateur v*ÿ Â Î satisfait(IC0-IC3), (IC5-IC8) et (Maj).

Malheureusement,la propriété(IC4) n’estpastoujourssatisfaite.

Onpeutétendrela définitionde `Wÿ� ,.&�/ auxbasesdecroyancesnaturellement:` ÿ� ,~' } /q1?©�ª¹«W��` ÿ� ,.&�/9­�&c8 1N' } $
PROPOSITION 1.10.– Si un opérateurdefusion v*ÿ Â Î estdéfinià partir d’un opéra-
teur de révisionAGM ú et de la méthoded’agrégation `Wÿ� ,.&�/�1 � ��Å � `Wÿ� ,~&¸/ , alors

l’opérateur v*ÿ Â Î estunopérateurdefusionmajoritairesi etseulementsi la condition
suivantedesymétrieestsatisfaite: `Wÿ� ,.'F} /q1N`Wÿ�   ,.'B/ (symétrie)

En fait, cetteconditiondesymétrieestégalementvalablepourd’autresméthodes
de fusion. En particulier, si on utilise uneméthoded’agrégationà la v GMax on peut
prouverdemanièresimilaireauthéorème1.10le résultatsuivant:

PROPOSITION 1.11.– Siunopérateurdefusion v*ÿ Â GMax estdéfinià partir d’un opéra-
teur de révision AGM ú et de la méthoded’agrégation ���X��� , alors l’opérateurv*ÿ Â GMax satisfait(IC0-IC3), (IC5-IC8) et (Arb).
De plus, l’opérateur v*ÿ Â GMax estun opérateurd’arbitrage si et seulementsi la condi-
tion (Sym)estvérifiée.

En fait, commenousle montronsici, la condition(Sym)n’estsatisfaitequesi et
seulementsi l’opérateurderévisionestdéfiniàpartir d’unedistance.

DÉFINITION 1.9.– Un opérateurderévisionestdéfinipar unedistance+ ssi:

– + estunedistance3

– soientunebasedecroyances' et uneinterprétation & :+-,.&F!D'B/q1?©�ª¹«W��+-,.&F!Jf�/9­çf68 1l'
$
– &¡d � f ssi +-,.&F!D'F/�d�+-,�f¶!D'B/

�
. voir définition1.4
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– (*)�+F,~'uúµw�/;1?©zª¹«s,.(n)�+-,�w�/J!�d � /
PROPOSITION 1.12.– Soit ú un opérateurde révision.Alors la condition(Sym)est
satisfaitessi ú estdéfinià partir d’unedistance.

Donc,commecorollairedespropositions1.10,1.11et 1.12on a :

PROPOSITION 1.13.– Un opérateur de fusion v*ÿ Â � défini à partir d’un opérateur
derévision ú et de la méthoded’agrégation � ou �û(*�	� estun opérateurde fusion
contraintesi et seulementsi ú estdéfinià partir d’unedistance.

Cerésultatestintéressantpuisqu’il montrequepourdéfinirunopérateurdefusion
à partir d’un opérateurde révision, il faut quece derniersoit suffisammentnormé.
Ceciafinderemplir uncritèred’agrégationimportant.

En particulier, puisqu’il existedesopérateursderévisionqui nesontpasdéfinisà
partir d’unedistance,lesopérateursv*ÿ Â � correspondantsneserontpasdesopérateurs
defusioncontrainte.

1.6. Conclusion

Nousavonsévoquédanscechapitrelesopérateursdefusioncontraintedebasesde
croyances.Cesopérateursserventà extrairedescroyancescohérentesd’un ensemble
decroyancescontradictoiresprovenantdesourcesdifférentes.

Nousavonsmontrélesliensétroitsentrefusionet révisiondebasesdecroyances.
Nousavonsmontréquelesopérateursderévisionsontuncasparticulierd’opérateurs
defusion.Nousavonségalementmontréquesi l’on désireconstruireun opérateurde
fusioncontrainteàpartird’un opérateurderévisionil estnécessairequecetopérateur
soit définiàpartir d’unedistance.

D’autresfamillesd’opérateursd’agrégationde croyancesont étéproposéesdans
la littérature.Lesopérateursdefusioncontraintesontuneextensiondesopérateursde
fusion pure(i.e. sanscontraintesd’intégrité) définisdans[KON 98]. Cettegénérali-
sation,permettantd’introduiredescontraintesd’intégritépour la fusion,estun point
clef pour pouvoir donnerle théorèmede représentationsousforme de familles de
pré-ordressurlesinterprétations.

Revesza défini desopérateursd’adéquationsémantique(model-fitting) [REV 97,
REV 93] prochesde nosopérateursde fusion contrainte.Malheureusementsadéfi-
nition desensemblesdecroyancescommedesimplesensembles(et pascommedes
multi-ensembles),nepermetpasdefaireunedistinctionentreopérateursd’arbitrage
et majoritaires.Cesopérateurssontassezprochesdenosopérateursdequasi-fusion.
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Lin et Mendelzonont étudiéun opérateurde fusion contrainte[LIN 98, LIN 99]
(l’opérateurv ÁZÜPÂ Î ) etontproposéuneméthodedecalculsyntaxiquedecetopérateur
lorsquelesformulessontexpriméesenformenormaledisjonctive(DNF).

Liberatoreet Schaerfont proposéunecaractérisationdesopérateursde révision
commutative[LIB 95, LIB 98], qui sonttrèsprochesdesopérateursderévisionAGM.
Lesdeuxprincipauxproblèmesdecesopérateurssontquele résultatde l’agrégation
desdeux basesdoit toujoursimpliquer la disjonctiondes2 bases,ce qui n’est pas
toujourssouhaitable[KON 99a] ; et que l’on ne peutagrégerque2 bases.Or il est
possiblede généralisercettedéfinition grâceaux opérateursde fusion contrainteen
obligeantle résultatdel’agrégationde G basesà impliquerla disjonctiondecesbases
(i.e. enprenantv � { ��
�
�
 � � ¢ ,.'BAqTØC�C�C�Tn'FE¶/ commedéfinitiondela “révision commu-
tative”) [KON 99a].

Annexe: preuvedu théorème1.1

PREUVE : i. opérateursdefusioncontrainte

(Seulementsi) Soit v un opérateursatisfaisantles propriétés(IC0-IC8). On définit
unassignementdela façonsuivante: pourchaqueensembledecroyancesH ondéfinit
unerelation d � par eB&F!Jf?4�% &9d � f si et seulementsi &�8 1ðv*��
���� ����,yHz/ . Nous
allonsmontrerque la relation d � estun pré-ordretotal et que l’assignementainsi
définiestun assignementsyncrétique.

Nousmontronsd’abordque d�� estunpré-ordretotal :
Total : eB&F!Jf945% , de(IC1) v ��
���� ��� ,pHz/ûk1�� et de(IC0) v ��
���� ��� ,yHz/Æbn'�� É Â º	� , d’où&¡d��?f ou fØd���& .
Réflexif : De (IC0) et (IC1) onobtientque v ��� ,yHz/;1?' � É � . Donc &¡d��í& .
Transitif : Supposonsque &¡d � f et ftd � Ë . Par l’absurde,supposonsque &�� � Ë .
Doncpardéfinitionet de(IC0) et (IC1) v*��
���� ����,yHz/�1V'��� � . Par (IC7) on peuttrou-
ver v � 
���� �!� ����,pHz/WOc' � É Â  � bcv � 
���� ����,pHu/ . Onconsidèredeuxcas:
Cas1 : v ��
���� �!� ��� ,pHu/POQ' � É Â  � estconsistant,alors v ��
���� �!� ��� ,pHu/POQ' � É Â  � _ ' �� � .
On a donc &ik8 1 v ��
"�!� �!� ��� ,yHz/ . Mais par (IC1) v ��
���� �!� ��� ,yHz/�k1#� donc par (IC0)(n)�+-,yv*�$
���� �!� ����,´Hz/D/û1h��f¶! Ë $ ou (*)�+-,yv*��
"�!� �!� ����,yHz/�/ï1Ö� Ë $ . Dansle premiercas
par (IC7) et (IC8) on conclut que v*��
���� �!� ����,pHz/ÆO�' � É Â º	� _ v*��
���� ����,yHz/ et alors&*k8 1�v ��
"�!� ��� ,pHu/ . Contradiction.Dansle secondcaspar(IC7) et(IC8) v �$
���� �!� ��� ,yHz/�O'�� º Â  � _ v ��
!�!� ��� ,pHu/ mais f:k8 1ðv ��
"�!� �!� ��� ,yHz/ donc fMk8 1hv ��
%�!� ��� ,yHz/ . Contradic-
tion.
Cas2 : v � 
���� �!� ��� ,yHz/¶O�' � É Â  � n’estpasconsistant,donc v � 
���� �!� ��� ,pHz/;1?' � º�� . Alorsv*��
���� �!� ����,pHu/sOP'�� É Â º	� 1N'�� º�� . Par (IC7) et (IC8) il s’ensuitque v*�$
���� ����,pHu/µ1?'�� º�� ,
cequi pardéfinitionest fØj � & . Contradiction.

Nous montronsà présentque (n)�+-,yvnxB,pHu/D/61 ©zª¹«s,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ . Premièrement
pour l’inclusion (n)�+-,yvnxB,yHz/D/ï=X©�ª¬«�,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ supposonsque &t8 1Ivnx-,yHz/ et
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parl’absurde,supposonsque &'&4n©�ª¹«�,�(*)�+-,�w�/Z!�d���/ . Donconpeuttrouverun f98 1lw
tel que f?j��X& , alors &�k8 1 v ��
���� ��� ,yHz/ . Comme vnx-,yHz/PO£'�� É Â º	� estconsistant,de
(IC7) et (IC8) on a v x ,yHz/;Ot' � É Â º�� _ v*��
���� ����,yHz/ . Mais &>k8 1Õv*��
���� ����,yHz/ donc&*k8 1�v x ,yHz/ . Contradiction.

Pourl’autre inclusion (n)�+-,yvnxB,pHu/D/)(X©�ª¬«´,�(*)�+F,.w�/Z!�d���/ supposonsdoncque &54©zª¹«�,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ . On désiremontrer que &î8 1¯vnx-,yHz/ . Or, commeon a &Ö4©zª¹«�,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ , esfX8 13wØ&�d�� f et donc &í8 1hv ��
���� ��� ,yHz/ . Comme vnxF,pHu/0O' � É Â º	� estconsistant,de (IC7) et (IC8) on déduit v x ,yHz/qOØ' � É Â º	� _ v*��
���� ����,yHz/ .
Mais &R8 1Vv*��
���� ����,yHz/ donc &R8 1�v x ,yHz/ .
Il resteà vérifier lesconditionsdel’assignementsyncrétique:

1) Si &c8 1>H et f�8 1>H , alorspar(IC2) on a v ��
���� ��� ,yHz/Æ1�' � É Â º�� , donc &cd���f
et fØd���& pardéfinitionet alors &um2�lf .

2) Si &?8 1 H et f k8 1 H , alorspar (IC2) v*��
���� ����,yHz/z1h' � É � , donc &�d � f etf*���í& , i.e. &¡j��?f .

3) Directementde(IC3)

4) On désiremontrer eB&:8 1 '��-fî8 1 '"}Æf d ������  & . On montred’abord que�-fÖ8 1�v � � �   ,.'£T9' } /µO9' } . Si ce n’est pasle cason a v � � �   ,~'*T9' } /ÆO9' } bM� ,
de (IC0) et (IC1) on a alors v � � �J  ,.'RTQ'"}�/�bL' , à présentpar (IC4) on obtientquev � � ��  ,.'uTc'"}�/
On'"}���� . Contradiction.

Soit & un modèlede ' et prenonsf tel que fÇ8 1Uv*� � �J D,.'¡T*'"}�/sO*'-} . On obtient
de(IC7) et (IC8) que f98 1Vv*��
���� ����,.'uTR'"} / . Donc fØdr������ B& .

5) Si &Yd � {�f et &¡d � |�f , alors &R8 1Vv*��
���� ����,yH A /¸Ozv*�$
"�!� ����,yH S / . Doncde(IC5)&R8 1�v � 
"�!� ����,pH A TcH S / et pardéfinition &¡d��s{ � �
|�f .

6) Supposonsque &Mj��s{íf et &Ud��
|Lf . On veut montrer &Uj��s{ � �
|Lf . Par
hypothèse&N8 1Õv ��
"�!� ��� ,pH A /;O�v ��
���� ��� ,pH S / et fÖk8 1Èv ��
���� ��� ,yH A /;O6v ��
"�!� ��� ,yH S / .
Doncde(IC5) et (IC6) v ��
���� ��� ,yH A TQH S /�1>' � É � . Alors &Ø8 1Iv ��
���� ��� ,yH A T£H S / etfík8 1�v*��
���� ����,pH A TnH S / et pardéfinition &¡j � {D� � |�f .

(Si) Soit un assignementsyncrétiquequi associeà chaqueensemblede croyancesH un pré-ordretotal d�� . On définit alorsl’opérateur v en posant(n)�+-,yvnxB,pHu/D/ï1©zª¹«�,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ . Onmontreque v satisfait lespostulats(IC0-IC8).

(IC0) Pardéfinition (*)�+F,pvnx-,pHz/�/Ú=L(n)�+-,�w�/ .
(IC1) Si w est consistant,alors (*)�+-,�w�/ík1+� et, commeil n’y a qu’un nombrefini
d’interprétations,il n’y a pasdechaîneinfinie descendanted’inégalitésstrictes,donc©zª¹«�,F(n)�+-,�w�/J!�d � /�k1,� . Donc v x ,pHz/ estconsistant.

(IC2) Supposonsque HMOØw estconsistant.On veut montrerque ©zª¹«�,.(n)�+-,�w�/J!�d � /17(n)�+-, K HÈO´w�/ . On peut noter d’abord que si & 8 1 H alors des conditions1
et 2, &a4 ©�ª¹«�,.%I!�d � / . Donc si & 8 1 H O�w alors &ö4 ©�ª¹«s,.(n)�+-,�w�/J!�d � / .
Donc ©�ª¹«s,�(*)�+-,�w�/Z!�d���/-(ð(*)�+F,pHIOQw�/ . Pour l’autre inclusionon considère&Ç4©zª¹«�,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ . Par l’absurde,supposons&Ik8 1 HiO9w . Puisque&Ik8 1öH par la
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condition2 on a que e´f?8 1 H fÇj��X& . En particulier e´fl8 1 HVO£w9f?j��X& . Donc&.&4c©�ª¹«s,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ . Contradiction.

(IC3) Directementparla condition3 et la définitionde v .

(IC4) Supposonsque '?bLw , 'F}ÚbÇw , et v x ,~'RTØ'"}�/qOt'*� � , on veut montrerquev x ,~'uTc'F}�/
On'"}���� . Considérons&c8 1Vv x ,~'uTc'F}�/
On' . Alors eB&¸}s8 1lwR&Ydr�����J 
&¸} .
Maisparla condition4 onaque �Bf98 1l'F} tel que ftdr�����   & . Alors eW&�}
8 1lw*fØdr�����  &�} . Alors f68 1Vv x ,.'uTc'"}�/ et donc v x ,.'�Tc'F}�/WOn'F}���� .

(IC5) Si &c8 1Vv x ,yH A /�O;v x ,pH S / alors &¡4n©�ª¬«´,�(*)�+F,.w�/Z!�d � {J/ etdoncesft8 1lw�&Yd � {f . De la mêmefaçonon a esfI8 1îw6&ld��
|Øf . Donc par la condition5 on obtientesf�8 1iw5&9d��s{ � �
|Rf . Donc &94í©�ª¹«�,�(*)�+F,.w�/Z!�d��s{ � ��|�/ . Donc pardéfinition &�8 1vnxF,pH A T*H S / .
(IC6) Supposonsque vnx-,yH A /�O�vnx-,yH S / estconsistant.Onveutmontrerque vnx-,yH A TH S /;b£vnx-,yH A /
O5vnxF,pH S / . Prenons&c8 1XvnxF,pH A T*H S / , donc esf98 1Nwc&Rd��s{ � ��|2f .
Versunecontradiction,supposonsque &Qk8 1MvnxB,yH A /
O5vnxB,yH S / . Donc &Øk8 1UvnxF,pH A /
ou &9k8 1IvnxF,pH A / . Supposonsque &9k8 1:vnxB,pH A / (l’autre casestsymétrique).CommevnxF,pH A /�Oûvnx-,pH S / estconsistant�-f68 1�vnx-,yH A /�O2vnx-,yH S / . Donc fØj��s{µ& et ftd��
|& alorsparla condition6 fØj � {D� � |Ú& et donc &*k8 1Vv x ,pH A T*H S / . Contradiction.

(IC7) Considérons&L8 1 v x {�,yHz/0OØw S . On a e´f>8 1ðw A &íd � f . Donc esfM8 13w A Ow S &¡d � f , alors &c8 1Vv x { ��x |�,yHz/ .
(IC8) Supposonsque v x {�,yHz/�O*w S estconsistant,alors �BfÇ8 1Uv x {�,pHu/´Onw S . Consi-
dérons&L8 1hv x { ��x |�,yHz/ et supposonsque &?k8 1 v x {�,yHz/ . Donc fXj � & et commef98 1?w A O�w S alors &.&4*©�ª¬«s,�(*)�+F,.w A Ouw S /J!�d���/ . Et &*k8 1�vnx�{���x�|�,pHz/ . Contradiction.

ii. opérateursdequasi-fusion

(Seulementsi) Soit v un opérateurvérifiant les postulats(IC0-IC5),(IC6’),(IC7) et
(IC8). On définit un assignementde la façonsuivante: pour chaqueensemblede
croyancesH on définit unerelation d�� par eB&F!JfV4l% &�d��ðf si et seulementsi&R8 1�v � 
"�!� ����,pHu/ .
En examinantla preuve de (i.) on peutvoir quesi v vérifie les postulats(IC0-IC5),
(IC7) et (IC8), l’assignementcorrespondantà v satisfait les conditions1-5. Il reste
simplementà prouver la condition 6’. Supposonsque &Uj � {íf et &Uj � |Lf . On
veut montrerque &�j � {D� � |*f . Par hypothèse&L8 1 v*��
���� ����,pH A /0O9v*��
���� ����,yH S / etf?k8 1>v � 
���� ����,pH A /s�5v � 
���� ����,yH S / . Doncde(IC6’) v � 
���� ����,yH A TnH S /Æ1V'/� É � . Alors&R8 1�v ��
"�!� ��� ,pH A TcH S / et fík8 1�v ��
���� ��� ,pH A TnH S / et pardéfinition &¡j��s{ � �
|�f .

(Si) Soit un assignementvérifiant les conditions1-5 et 6’ qui associeà chaqueen-
semblede croyancesH un pré-ordretotal d � . On définit l’opérateur v en posant(n)�+-,yv x ,yHz/D/c1î©zª¹«s,.(n)�+-,�w�/J!�d � / . Graceà (i.) noussavonsque v vérifie (IC0-
IC5),(IC7)et (IC8). Il resteàprouver(IC6’).

On veut montrerque si vnx-,yH A /ÆO�vnx-,pH S / est consistant,alors vnx-,yH A T�H S /5bvnxF,pH A /��ÇvnxF,pH S / . Supposonsque vnx-,yH A /�O�vnxB,yH S / est consistantet prenons
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&t8 1 vnx-,yH A T5H S / , donc e´f?8 1:w5&Ød��s{ � �
|¡f . Par l’absurde,supposonsque &ík8 1vnxF,pH A /;��vnx-,yH S / , c’est-à-dire &>k8 1ÈvnxB,yH A / et &Xk8 1Õvnx-,yH S / . Ce qui peutêtre
réécriten �-f A 8 1Iw9f A j��s{ï& et �-f S 8 1Iw9f S j��
|�& . Mais vnxB,pH A /POØvnx-,yH S / est
consistant,donc �-f × 8 1Nw tel que eB& } 8 1Nw£f × d��s{�& } et f × d��
|�& } . Enparticulieron
a f × d � {�f A et f × d � |�f S . Par transitivité on trouve f × j � {Æ& et f × j � |Ú& , et parla
condition6’ on conclut f × j � {�� � |Ú& . Donc &*k8 1Vv x ,pH A T*H S / . Contradiction.

iii. opérateursmajoritaires
(Seulementsi) Soit v un opérateurvérifiant les postulats(IC0-IC8) et (Maj). On
définit un assignementde la façonsuivante: pourchaqueensemblede croyancesH
ondéfinitunerelation d�� par eW&"!�fQ4£%a&¡d��?f si etseulementsi &R8 1�v � 
���� ��� ,yHz/ .
Par (i.) c’estunassignementsyncrétique.Il restesimplementàprouverla condition7.

Supposonsque &Mj��
|Lf . Alors v �$
���� ��� ,pH S /Q1 ' � É � . De (Maj) on a que �çG tel
que v �$
���� ��� ,yH A TQH S E /2b�v ��
���� ��� ,yH S / , donc ��Gnv ��
���� ��� ,pH A TQH S E /û1I' � É � , i.e.��GR&¡j��s{ � �
| ¢ f .

(Si) Soit un assignementsyncrétiquemajoritairequi associeà chaqueensemblede
croyancesH unpré-ordretotal d�� . Ondéfinitl’opérateurv enposant(n)�+-,yvnxB,yHz/D/;1©zª¹«�,.(n)�+-,-w�/Z!�d���/ .
Par (i.) on saitque v vérifie (IC0-IC8). Il resteà montrer(Maj).

Desconditions6 et 7 on déduitdirectementla conditionsuivante:

&¡j��
|�f � ��G ÷ e-GQñLG ÷ &¡j��s{ � ��| ¢ f
PuisquepourchaqueH , d � esttotal la contraposéedecetteconditionpeuts’écrire

e-G ÷ �çGØñLG ÷ &¡d��s{ � �
| ¢ f � &¡d��
|�f ,10�/
A présent,par l’absurde,supposonsque e-GQv x ,yH A T6H S E /��hv x ,pH S / . Par cette
hypothèseon obtientque eBG*�ç&Ø8 1MwResfL8 1Mwn&£d��´{ � �
| ¢ f et �BfW}µ8 1Mwtf
}0j��
|û& .
Puisquele nombred’interprétationsestfini, il existe & tel que &¡d��s{ � ��|�¢Rf pourtoutf�8 1�w et uneinfinité d’entiersG 4. Celaestexactementlesprémissesdela condition,10�/ , ona donc &¡d��
|�f pourtout f98 1?w , cequi contreditle fait f
}Wj���|�& .
iv. opérateursd’arbitrage

(Seulementsi) Soit v un opérateurvérifiant les postulats(IC0-IC8) et (Arb). On
définit un assignementde la façonsuivante: pourchaqueensemblede croyancesH
ondéfinitunerelation d�� par eW&"!�fQ4£%a&¡d��?f si etseulementsi &R8 1�v ��
���� ��� ,yHz/ .
Par (i.) on sait quecet assignementestun assignementsyncrétique,il ne restedonc

2
. Nousappliquonsici le “principe du tiroir”, i.e. si l’on remplit un nombrefini detiroirs avec

uneinfinité dechaussettes,il y auranécessairementun tiroir avecuneinfinité dechaussettes.
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plusqu’à montrerla condition8. Supposonsque f6j � { & , f6j � | f
} et &�m � { ��� | f
} .
D’abordsi &z1Uf
} alors f9j � { ��� | & sedéduitdela condition6. A présentsi &Qk1Uf
} ,
alors v �$
���� ��� ,~'BA�/ _ v ��
%�!� �   � ,~'"S�/µ1�' � º�� . De plus v ��
���� �   � ,~'-A;Tc'FS�/Æ1V' � É Â º   � , et' � É Â º	� O � ' � É Â º   � et ' � É Â º   � O � ' � É Â º	� sonttousdeuxconsistants.Alors par(Arb) on
a que v*��
"�!� �!� �   ��,~'-AÆTn'"S�/Ú1M' � º	� . Et par(IC7) et (IC8) on enconclut v*��
"�!� ����,~'-A;T'"S�/µ1?' � º�� , c’est-à-dire fØjr� { ��� | & .
(Si) Soitunassignementsyncrétiquejustequi associeàchaqueensembledecroyancesH un pré-ordretotal d�� . On définit alorsl’opérateur v en posant(n)�+-,yvnxB,pHu/D/ï1©zª¹«�,.(n)�+-,�w�/J!�d���/ .
Noussavonsgrâceà (i.) que v satisfait (IC0-IC8), il estdoncsuffisantde montrer
(Arb).

Supposonsque vnx�{�,.' A / _ vnx�|�,~' S / , vnx�{�����x�|�,.' A TØ' S / _ ,�w A _ � w S ), w A O� w S �í� et w S O � w A �í� . Onveutmontrerque vnx�{���x�|�,~'-AqTc'"S�/ _ vnx�{�,~'BA�/ .
Onmontred’abord vnx�{�,~'BA�/qb*vnx�{���x�|�,~'BA
Tz'FS�/ . Soit &c8 1Vvnx�{�,~'-AJ/ , supposonsvers
unecontradictionque &*k8 1�v x { ��x |�,.' A Tc' S / . Alors �Bf98 1?w A �cw S fØjr� { ��� | & .
Nousconsidérons3 cas: f98 1lw A Ocw S , f�8 1Çw A O � w S ou f68 1 � w A Ocw S .
cas1 : fV8 1 w A OQw S . Puisque&�8 1Övnx�{�,.'BAJ/ , &9d � { f . Par hypothèsevnx�{�,.'WAJ/ _vnx�|�,.'FS�/ . Donc &Ö8 1 vnx�|�,.'FS�/ et alors &ðd � | f . Alors par la condition 5 on a&¡dr� { ��� | f . Contradiction.

cas2 : f>8 1 w A O � w S (le cas3, f>8 1 � w A OQw S , estsymétrique).PuisquefUk8 1ð'"S
et vnx�{�,.'BAJ/ _ vnx�|�,.'"S�/ on a f>k8 1 vnx�{�,~'-A�/ , donc &Øj � { f . Par hypothèseon peut
trouverun f
}�8 1?w S O � w A etavecunargumentanalogue&Yj � | fW} . Onsaitégalement
que vnx�{�����x�|�,.'BA2T�'"S�/ _ ,.w A _ � w S / , cela implique fðm � { ��� | f
} . Et par la
condition8 onobtient &¡j � { ��� | f . Contradiction.

A présent,montronsv x { ��x |�,~' A Tû' S /qb*v x {�,.' A / . Supposonsque &R8 1�v x { ��x |�,.' A T'"S�/ et, par l’absurde,supposonsque &�k8 1îv x {�,.'WAJ/ . On considèreles trois cassui-
vants:

cas1 : &�8 1iw A O£w S alors �BfV8 1ðvnx�{�,.' A / , donc f�j � { & . Et, comme vnx�{�,.' A / _vnx�|�,.'FS�/ , f¤j � | & . Donc par la condition 6 on a que f¤j � { ��� | & , donc & k8 1vnx�{���x�|�,~'BA0Tc'"S�/ . Contradiction.

cas2 : &�8 1ðw A O � w S (le cas3, où &�8 1 � w A OQw S , estsymétrique).Par hypothèse
on saitque �¶&�}Æ8 1 � w A O*w S . Puisquevnx�{�,.'WAJ/ _ vnx�|�,.'FS�/q�BfÇ8 1ivnx�{�,.'WAJ/ tel quefØj � { & et fØj � | &¸} . Ondéduitégalementde vnx�{�����x�|�,~'BA�Tµ'-S�/ _ ,.w A _�� w S / que&¡m � { ��� | &¸} , doncpar la condition8 on a que f6j � { ��� | & . Donc &Øk8 1Uvnx�{���x�|�,~' A T'"S�/ . Contradiction. 3
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