Chapitrel

Delarévisionala fusiondebaseslecroyances

Unedeshypothésesle basedela révisionde croyancesestla primautéde la nou-
velle information (primag/ of updatg. Or la nouwelle informationn’est pastoujours
plusfiablequelescroyancesactuellestil peutétreutile, danscertainscas,derelacher
cettehypothéseOn peutdistinguertrois cas:

— la nouwelle information estplus fiable que les croyancesactuelles: c’estl’hy-
pothéseale basefaite dansle cadrede la révision.On peutdoncréviserles croyances
actuellegarla nouwelleinformation.

— la nouwelle information estmoinsfiable que les croyancesactuelles: un point
devue drastiqueseraitsimplementde refusercettenouwelle informationinsufiisam-
mentfiable. Mais si on veut étre plus constructif,il peutétre senséd’intégrercette
informationdansles croyancesmaisavec moinsd’importanceque pour unerévision
classiquelUne possibilitéestd’inverserle processusle révision,c’est-a-direde révi-
serla nouwelle informationpar les croyancesactuellesce qui donnedoncla priorité
aux croyancesactuellesUne autre possibilité estd'utiliser desopérateursle “révi-
sionnonprioritaire” qui relachent’hypothésede primautédela nouelle information
[HAN 98, MAK 98, FER99, SCH98].

— la nouwelle informationestaussifiable que les croyancesactuelles: ici on doit
donnerla mémeconsidératioraux deuxinformations.Vue I'asymétrieinhérenteaux
opérateurslerévision,unepossibilitéestde prendrecommerésultatia disjonctionde
la révisiondescroyancesparla nouwelle informationet dela révisionde la nouwelle
informationparlescroyancespourrétablirla symétrie(idéedirectricedandLIB 98]).
Mais pourgagnerun peuen généralitéjl fautremarqueiquele problémeserésume
alors a combinerdeux informationsen une seule.Plus généralementie probléme
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estdoncde savoir commentcombinerplusieursinformationsayanttoutesia méme
fiabilité. C’estle champd’applicationdesopérateurslefusionde croyancesjuenous
étudierongdanscechapitre.

Les opérateurgde fusion de croyances[BAR 91, BAR 92, REV 97, KON 99b,
CHO 97, CHO 98] permettentle détermineres croyancegou les buts) d’'un groupe
d’agentsa partir de leurs croyances(buts) individuelles.Ces opérateursontindis-
pensablepour un grandnombred’applicationsou I'on doit combinerun ensemble
d’'informationscontradictoiregprovenantde sourcedifférentescommeles basesde
donnéedlistribuéeses systemesnulti-agentsou les systemesl’informationsdistri-
buésengénéral.

Ce processugpermetdonc d’obtenir uneinformation cohérentea partir d'un en-
sembled’informationscontradictoiresmais égalementle faire suigir descroyances
gu’aucunedesinformationsinitiales ne permettaitd’inférer. Par exemplesi unedes
sourcesd’informationssaitquea estvrai etqu’uneautresourcesaitquea — b, alors
information synthétiséesait que b estvrai alors qu’aucunedesdeuxsourcese le
sait. Cetype decroyancea étéappelécroyanceimplicite dans[HAL 92].

Nousdonneronsine caractérisatiormxiomatiquedesopérateursle fusion, c’est-
a-dire,commepourla révision,un ensemblele propriétédogiquessouhaitablepour
les opérateurgle fusion. Nous identifieronségalementeux sous-classemajeures
d’'opérateurslefusion: lesopérateursnajoritairesqui résolhentlesconflitsensefiant
a la majorité, et les opérateursl’arbitragequi ont un comportemenplus consensuel
ententantde satishire aumieuxchacunedessourcesln théoréemeadereprésentation
montreraensuiteque chaqueopérateurde fusion corresponda une famille de pré-
ordressur les interprétationsCe théorémemontre que fusionnerdescroyancesest
trés prochedu problemede I'agrégationde préférencessujetabondammenétudié
enthéoriedu choix social[ARR 63, KEL 88, SEN79, MOU 88]. Nousillustrerons
le comportementesdifférentstypesd’opérateursur un exemple.Nous étudierons
ensuitda frontiéreentrelesopérateursnajoritairesetlesopérateursl’arbitrageetles
liensforts qui existententrefusion et révisionde basesle croyances.

1.1. Préliminair es

On considerain langagepropositionnell surun alphabefini P devariablespro-
positionnellesUne interprétationestune fonction de P vers{0,1}. L'ensemblede
toutesles interprétationsestnoté V. Une interprétation/ estun modéled’'une for-
mule si et seulemensi elle rend cetteformule vraie. Soit ¢ une formule, mod(p)
dénotel’ensembledesmodélesde ¢, c'est-a-diremod(p) = {I € W I = ¢}. Soit
un ensemblelemodélesA C W, onnotey, la formule (& équivalencdogiquepres)
dontlesmodélessontlesélémentgle A.
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Une basede croyancesy estun ensembldini deformulespropositionnelles.

Soientyy, . . ., ¢,, n basegle croyancegnonnécessairementifférentes)pn ap-
pelle ensemblale croyancede multi-ensemblel constituéde cesn baseslecroyan-
ces: ¥ ={¢,...,p,}. Onnotera/\ ¥ la conjonctiondesbasesle croyancesle ¥,

c'est-a-dire\ ¥ = ¢, A... A g,. Ondiraquel’ensembledecroyancest estconsis-
tant,si A ¥ estconsistantL'union surles multi-ensembleseranotéel!. Par akus,
si p estune basede croyances,p dénoteraaussil’ensemblede croyancessingleton

¥ = {p}.

Soitunentierstrictemenpositif n, on noteral ” le multi-ensembleomposélen
fois le multi-ensemblel : ¥" = {¥,..., ¥}
N——r

n

DEFINITION 1.1.— Deuxensemblesle croyances¥, et ¥, sontéquivalentshoté
¥, « ¥, sietseulemensiil existeunebijection f de ¥; = {¢l,...,¢L} vers

U, ={,..., 2} tellequek f(p) < ¢.

Un pré-ordre< surWV estunerelationréflexive et transitive sur)V. Un pré-ordre
esttotalsiVI,J € W I < JouJ < I. Soitun pré-ordre<, on définit < comme
I < Jssil < .JetJ £ I. Delamémemanierda relationd’équivalence~ associée
estdéfinieparl ~ Jssil < JetJ < I.0nécriral € min(mod(p),<) ssil E ¢
etvJ = oI < J.

1.2. Opérateurs de fusion contrainte

Nous pouwonsa présentdéfinir les opérateurgle fusion de croyancesUne base
decroyancesp représenterkescroyancesd’'un agent(d’'une source) Un ensembleale
croyances? représenteran grouped’agents.

Le butdesopérateurslefusionest,apartirdescroyancesiesagentstdescontrain-
tesparticulieresdu systemecontraintephysiquesréglementationstc),dedétermi-
nerlescroyancesdu groupe.

Un opérateudefusion A estdoncunefonctionqui, aunensemblelecroyancesy
etaunebasedecroyancesu représentariescontraintesd’intégrité du systemeasso-
cieunebasedecroyancesnotéeA , (¥ ), contenantescroyancesiugrouped’agents.

Lespropriétédogiquessouhaitablepourun opérateudefusionsontlessuivantes
[KON 99h KON 997 :

DEFINITION 1.2.— A estunopérateurdefusioncontraintesi etseulemensiil satisfait
lespropriétéssuivantes
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(IC0) Au(®) F p

(IC1) Siu estconsistantalors A, (%) estconsistant

(IC2) Si¥ estconsistantvecy, alorsA,(¥) = AT A p

(IC3) Si®; > Uy etu; ¢ pg,alors Ay, (¥q) < Ay, (T2)

(IC4) Sipt pety b p,alorsA,(eU) Al L= A (pUd)ANGF L

(IC5) AL(T1) AAL(Ta) F AL(T UTY)

(IC6) SiA,(T1)AAL(T,) estconsistantalors A, (T LUT,) F AL (T1)AAL(T2)
(IC7) Dy (B) A iz F Dy ()

(IC8) SiA,, (T) A us estconsistantalors Ay ap, (¥) F Ay, (B) A po

La significationintuitive de cespropriétésestla suvante: (IC0) assurequele ré-
sultatde la fusion satishit les contraintesd’intégrité. (IC1) dit quesi les contraintes
d’intégrité sontconsistanteslorsle résultatde la fusion estconsistantc’est-a-dire
quel’on peuttoujoursextrairedescroyancesohérentedugrouped’agents(IC2) de-
mandeque,lorsquec’estpossibleJe résultatde la fusionsoit simplementa conjonc-
tion desbasesle croyancestdescontrainted’intégrité.Donc,lorsqu’il n'y apasde
conflit entreles agentset les contraintes|a fusion estsimplement’union desdiffé-
rentescroyances(IC3) estle principed’indépendancée syntae, c’est-a-direquele
résultatdela fusionnedépendhasdela forme syntaxiquedescroyancesnaissimple-
mentdesopinionsexprimées(IC4) estla propriétéd’équité.Elle assurequelorsque
I'on fusionnel’opinion de deuxagents)'opérateurne peutpasdonnerde préférence
al'un d'eux. (IC5) exprimel'idée suivante: si un groupe¥,; semetd'accordsurun
ensemblal’alternativesqui contientl’alternative A, et si un autregroupe¥, semet
d’accordsur un autreensemblal’alternatvesqui contientégalement4, alorssiI'on
joint les deuxgroupesA fera encorepartie desalternatvesacceptablestt (IC5) et
(IC6) ensemblesexprimentle fait que,désquel’on peuttrouver deuxsous-groupes
qui s’accordensur au moinsunealternatve, alorsle résultatde la fusion seraexac-
tement’ensembledesalternatvessurlesquellexcesdeuxgroupess’accordent(IC7)
et (IC8) sontune généralisatiordirectedespostulats(R5) et (R6) de la révisionde
croyancedALC 85, GAR 88, KAT 91]. Ils exprimentdesconditionssurles conjonc-
tions de contraintesd’intégrité et s’assurentle ce fait quela notion de proximité est
bienfondée.C’est-a-dire parexemple,quesi unealternatve A estpréféréegparmiun
ensemblal’alternativespossibleset si on restreintle nombred’alternativespossibles
tout en gardanti’alternative A, celle-ci seratoujourspréféréeparmiles alternatves
restantes.

Nousallonsa présendéfinir deuxsousclasses’opérateursle fusion, les opéra-
teursdefusionmajoritairesetles opérateursl’arbitrage.
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Un opérateude fusionmajoritaire estun opérateude fusion contraintequi satis-
fait la propriétésuivante:

(Maj) 3n A, (T, UTZ) FAL(T,)

Ce postulatexprime le fait quesi uneopiniona unelarge audiencece seraalors
I'opinion du groupe.On peutremarquequecettepropriétéesttrésgénéraleElle ne
dit pasexactemente nombrede répétitionsnécessaired’'un ensembleale croyances
pour s'imposer(celadépendde I'opérateur),mais elle imposel’existenced’un tel
seuil. Les opérateurgde fusion majoritaire tententdonc de satishire au mieux le
groupedanssonensembleD’un autrec6té,les opérateursl’arbitragetententde sa-
tisfaire chacundesélémentsdu groupepris individuellementdu mieux possible.Un
opémteur d’'arbitrage estun opérateurde fusion contraintequi satishit la propriété
suivante:

Apy(p1) © Dy ()

(Arb) Apyrpn (o1 Upy) & (1 < —pa2)
1 ¥ oo
po ¥

= Dpyvus (01 Un) < Ay, (o)

Ce postulatdit que si un ensembled’alternatves préféréesousun ensemblede
contrainted’intégrité u; pourunebasedecroyancesp, correspond 'ensembledes
alternatvespréféréegarla baseyp, sousles contraintesu., et si lesalternatvesqui
n'appartiennengu’aundesdeuxensembledecontraintesl’'intégritésonttoutesaussi
crédiblegpourle groupe(y; L, ), alorslesalternatvespréféréepourle groupeparmi
la disjonctiondesdeuxensemblesle contraintesserontcellespréféréegpar chacune
desbasessousleurscontraintesespecties.Ce postulatestbienplusintuitif lorsqu'il
estexprimésousla forme d’assignemensyncrétiquevoir condition8). Il exprimele
fait quece sontlesalternatvesmédianesjui sontfavorisées.

Nousallonsillustrer celasurl’exemplesuivant:

EXEMPLE.— Tom et David ontratéle matchde football d’hier entrelesrougesetles
jaunes.lls ne connaissentlonc pasle résultatdu match. Tom a entenduce matin a
la radio quelesrougesont fait un tresbon match.ll pensedoncqu’unevictoire des
rougesestpluscrédiblequ’un matchnul, et qu’'un matchnul estpluscrédiblequ’une
victoire desjaunesUn ami a dit a David qu’'aprésce match,lesjaunesonta présent
toutesleschancesleremportere championnatll déduitde cetteinformationqueles
jaunesont tres certainemengagnéle match,ou au moins obtenuun matchnul. En
confrontanteurspointsde vue, Tom et David se mettentd’accordsur le fait queles
deuxéquipessontde la mémeforce et qu’ellesavaientdoncles mémeschancesle
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remporterle match.Ce que demandda propriétéd’arbitrageestqu’avec cesinfor-
mationsTom et David doiventse mettred’accordsur le fait qu’'un matchnul estle
résultatle pluscrédible.

Certainsopérateursesontpassuffisammentins poursatishirela propriét&(1C6).
Dansce cas,on peuttout de mémeleur demandede satishire la propriété(IC6’)
suivante,qui estun affaiblissementle (IC6) :

(IC6") SiAL(T1)AAL(T,) estconsistantalorsA , (T, UTy) B AL (T1)VAL(T,)

Cettepropriétédemandeimplemenques'il existe unealternatve commundors
de la fusion de deux sous-groupesalorsles alternatvesrésultatsde la concertation
généralesontau moinsinclusesdansles alternatvescornvenablegpourl’'un desdeux
groupesOn appellerade tels opérateurs- vérifiant (ICO-IC5), (IC6"), (IC7) et (IC8)
— desopérateursle quasi-fusion

Une dernierepropriétéque nouspouvonsnoterestla propriétéd’indépendanca
la majorité:

(Ml) vn AN (‘I’l L l];'Qn) s A“(\Ijl (N \1’2)

Cettepropriétéesttrés forte puisqu’elleindique que le résultatde la fusion ne
dépendque desopinionsdifférentesexprimées,en ne tenantpasdu tout comptede
la popularitéde chacuneUne conséquencee cettepropriétéestque pour les opé-
rateursvérifiant(MI) lesensemblesle croyancesddoiventétreconsidérésommedes
ensemblesimpleset pasdes multi-ensemblesCeci n’est pas souhaitablecomme
nousl’illustreronssurl’exempledela sectionl.3.4.

Cettepropriétén’estpascompatibleaveccellesd’'un opérateudefusioncontrainte
[KON 98 KON 999 :

PropPosITION 1.1.— Il n'y a pasd’opérateurdefusioncontrainte satisfaisan{Ml).

A présentgue nousdisposondd’une définition logique desopérateursie fusion
contrainte,nousallons donnerun théoremede représentatiomui permetde définir
cesopérateurgle maniérebienplusintuitive. Cethéoremeamontrequ’un opérateude
fusioncontraintecorrespondi unefamille de pré-ordressurlesinterprétations.

DEFINITION 1.3.—Un assignemergyncrétiqueestunefonctionqui associea chaque
ensemblelecroyances? un pré-ordre <y surlesinterprétationstelle quepourtous
ensembledecroyancesV, ¥y, ¥, et pour touteshasesde croyancesy, ¢/ lescondi-
tionssuivantesontsatisfaites
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1)SiI=¥et]}|=¥,alors] ~g J

2)SiI =W et] [~ T,alors] <g J

3) Si¥; & ¥y, alors <y, =<y,

WVI = pdJ =y J <qup I

5)Sil <y, Jetl <y, J,alorsI <y, w, J
6) Sil <y, Jetl <y, J,alorsI <y, w, J

Un assignemensyncrétiquemajoritaireestun assignemensyncrétiquegui satisfait
la conditionsuivante:

7)SiI <y, J,alors3n I <y, g, J

Un assignemensyncrétiquejuste est un assignemensyncrétiquequi satisfait la
conditionsuivante:
I<, J
8) I <¢2 J! =1 <(p1u¢2 J
J Z, U, J!

Un assignememnjuasi-syncrétiquestun assignementérifiantles propriétésl a 5 et
la propriété6’ suivante:
6") SilI <y, Jetl <g, J,alorsI <g, v, J

La condition 1 dit que deux modélesde I'ensemblede croyancessont équiva-
lentspour le pré-ordreassociéet la condition 2 dit qu’'un modélede I'ensemblede
croyancesest toujours préféréa un contre-modeleLa condition 3 dit que si deux
ensemblesle croyancessontéquivalentsalorsles deuxpré-ordresassociésontéqui-
valents.Cestrois conditionssontune généralisatiordesconditionsde I'assignement
fideéle pour les opérateursle révision[KAT 91]. La condition4 dit que pourle pré-
ordreassocié un ensemblale croyancescomposéle deuxbasesle croyancespour
chaquemodeledel’'une, il existeun modeledel'autre qui estaumoinsaussibon.La
condition5 dit quesi uneinterprétationestau moinsaussibonnequ’une autrepour
unensemblalecroyances?, etquecetteinterprétatiorestégalemenaumoinsaussi
bonnepour un ensemblale croyances¥,, alorselle seraau moinsaussibonneque
I'autre pourla réuniondesdeuxensemblesle croyancesLa condition6 renforceun
peuce résultaten exigeantquesi uneinterprétationeststrictemenimeilleurequ’une
autrepourunensemblelecroyances?, etquecetteinterprétatiorestaumoinsaussi
bonnepourun ensembleale croyances¥,, alorscetteinterprétationdoit étrestricte-
mentmeilleurequel’autre pourlaréuniondesdeuxensembledecroyancesll s’avére
quelesconditions5 et 6 correspondenaux conditionsde Paretoenthéoriedu choix
social[ARR 63, KEL 78]. Lacondition7 dit quesil’on répéteungroupe¥, sufiisam-
mentdefois alorslespréférencestrictesdecegroupeserontrespectéed.a condition
8 dit que ce sontles choix médiansqui sontpréféréspour le groupe.Ce comporte-
mentestillustré figure 1.1 (lesinterprétationdes plus bassesontlesinterprétations
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préféréesparexemplepoury, @ J' <, I <, J).Linterprétationl, quin’estjamais
aussimauaiseque.J et J' estpréféréea celles-cipourle résultatdela fusion.

J J J J
I I I

(@) ¢ (0) ¢, (©) @1 Uy

Figure 1.1. Arbitrage

La condition6’ estclairementplus faible quela condition6 énoncéerécédem-
ment.Cetteconditionexige simplementjuesi uneinterprétatioreststrictementneil-
leure qu’'une autre pour un ensemblede croyances¥; et si cetteinterprétationest
strictementmeilleurequel’autre pour un ensemblede croyances¥,, alorscettein-
terprétationdoit étre strictementmeilleurequel’autre pour la réuniondesdeuxen-
semblesiecroyances.

Nouspouvonsaprésengnoncete théoremealereprésentatiopourlesopérateurs
defusioncontraintef K ON 99b KON 994 :

THEOREME 1.1.— Un opérateur A estun opérteur de fusion contrainte (respecti-
vemenun opémteurmajoritaire, un opérateurd’arbitr age ou un opémteurde quasi-
fusion)si etseulementi il existeunassignemergyncrétiqgugrespectivementn assi-
gnemensyncrétiquamajoritaire, un assignemergyncrétiqugusteou unassignement
quasi-syncrétiqueui associea chaqueensembla&le croyances? un pré-ordre total
<y telque

mod(A,(¥)) = min(mod(u), <w)

Cethéoremeprésent@lusieursavantagesToutd’abordil estbeaucouplussimple
de vérifier qu'un opérateurde fusion vérifie les conditionsdes assignementsyn-
crétiquesplutdt que de vérifier directementes propriétéslogiques.Ensuite,le fait
qu’un opérateuicorrespondé unefamille de pré-ordrequn pré-ordrepar ensemble
decroyances)peutdonnerdesidéespourconceoir de nouveauxopérateurskEn par
ticulier, beaucoupd’opérateursontdéfinisde la sorte,en utilisant unefonction qui
associeun pré-ordrea I'ensemblede croyancespasséen parametreC’estle casde
touslesopérateurbasésurdescalculsde distancesNousendécrvonsquelquesins
dansla sectionsuivante.
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1.3. Quelquesopérateursde fusion contrainte

Nousdonnonsdanscettepartie la définition de trois familles d’opérateursTous
cesopérateursontbaséssur une notion de distanceentreinterprétations partir de
laguelleon définitle pré-ordreassocié chaqueensemblale croyances.

On supposeque l'on disposed’une distanceentreinterprétationsintuitivement
unetelle distanced(!, J) indiquea quelpoint un mondepossible(uneinterprétation)
J estcrédiblelorsquel’on setrouve dansle mondel.

DEFINITION 1.4.—Unedistancel entre interprétationestunefonction
d : W xW— Rt telleque:

—d(I,J) =d(J,I)
—d(I,J)=0ssiI=J

Un exemplede distanceusuellementitilisée estla distancede Dalal [DAL 8§],
notéedy, qui estla distancede Hammingentreles interprétations¢’est-a-direque
la distancede Dalal entredeuxinterprétationestle nombrede variablesproposition-
nellessurlesquelledesdeuxinterprétationglifferent.

Toutedistanceentreinterprétationsnduit de manierenaturelleunedistanceentre
uneinterprétatioret unebasedecroyancesy :

d(I,p) =mind(I,J
(I.¢) = mind(1, )

Lestroisfamillesquenousallonsdéfinirdivergentparla fagondontellescalculent
la distanced’une interprétationa I'ensemblede croyancesa partir de cettedistance
entreuneinterprétatioret lesbasegle croyancesC’estdoncdanscetteétaped’agré-
gationdespréférencesndividuellesen une préférencecollective que vont seforger
lesdifférencesle comportement.

1.3.1. Lafamille AMaz

Lapremiéregamilled’opérateurprésentéestlafamille AM+* [REV 93, REV 97,
KON 994. Cesopérateursie sontpasdesopérateursiefusioncontraintemaisils ont
un comportemenprochede celuiquel’on attendd’un opérateud’arbitrage.

1. Onpeutnoterquel’identité triangulairen’estpasrequise pn adonc,a strictemenparler des
pseudo-distances.
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DEFINITION 1.5.— Soitd une distanceentre interprétations.Soit un ensemblale
croyances¥ et uneinterprétationl, la distanceentre I'interprétation et 'ensemble
decroyancesst:

dd,Ma:I: (I, ‘I’) = ma‘\ff d(Iu 90)

pE
Onobtientalorsle pré-odre suivant:
d,M :
I S\I; o J SSldd,Maw(I;‘I’) S dd,Maw(JalI’)
Etl'opérateur AL-Maz estdéfinipar :

mod(A%Mo (%)) = min(mod(u), <&™**)

PROPOSITION 1.2.— Lesopémteurs AM* sontdesopérateurs de quasi-fusion(ils
vérifientles propriétés(IC1-IC5), (IC6’), (IC7) et (IC8)) etils vérifient(Arb) et (MI).

1.3.2. Lafamille A&

La famille A [KON 99b, KON 994 est composéead’opérateursd’arbitrage.
Cettefamille estunraffinementdela famille AMe@,

DEFINITION 1.6.— Soitun ensemblale croyances¥ = {¢y, ..., }. Pour chaque
interprétation on construitla liste (d! . ..d~) desdistancesentre cetteinterpréta-
tion etlesn basesde I'ensemblede croyancesc’est-a-die quedf = d(I, ;). Soit

L} la liste obtenueentriant (d} .. .d%) dansl'ordre décoissant.Soit <;., I'ordre
lexicographiquesur deslistesd’entiers. On obtientalorsle pré-odre suivant:

I <& JsSiLY <iex LY
Et 'opérateur A%-c¥ estdéfinipar :

mod(Aj**(¥)) = min(mod(u), <G=*)

Lesopérateurs\ "> sontplus sélectifsquelesopérateurs\ 4 c’est-a-direque
I'on ale résultatsuivant:

ProPOSITION 1.3.— Pour toutedistanced, tout ensembleale croyances?, et toute
basedecroyanceg:, ona AL () - Ad-Maz(g),

Encequi concerndespropriétédogiquesde cesopérateurs

PROPOSITION 1.4.— Lesopérateurs A sontdesopérateurs d’'arbitrage.



Delarévisionalafusiondebasegiecroyances 11

1.3.3. Lesfamilles A* et A"
Lafamille A" donnedesopérateursnajoritaires.

DEFINITION 1.7.— Soitun ensembl@le croyancesl et uneinterprétationl, la dis-
tanceentre I'interprétation et'ensemblede croyance®st:

disn (I, %) = Z d(I, )"
(/ o

Onobtientalors le pré-ordre suivant:
1<% Jssidgsn(I,9) < dgsn(J,0)
Etl'opérateur A%>" estdéfinipar :

mod(AL®" (¥)) = min(mod(p), <)

On prouwe facilementalorsque:
PROPOSITION 1.5.— Lesopéateurs A>" sontdesopérateurs majoritaires.

Lorsquel’on prendn = 1 on obtientla famille A* bien connueen fusion de
crayancegKON 99h REV 97, LIN 95, LIN 99].

1.3.4. Un exemple

Voyonsa présensurun exemplele comportementle cesdifférentsopérateurgon
utilise la distancede Dalal commedistanceentreinterprétations)

A uneréunionde copropriétairesi’'une résidencele présideniproposepourl’an-
néeavenir la constructiond’une piscine,d’un courtde tenniset d’un parkingprivé.
On noterarespectrementS, T, P la constructionde la piscine,du court de tennis
et du parking.I dénoterd’augmentationdu loyer. Le présidentsoulignele fait que
si deux destrois items sont construitsle loyer augmenteraignificatvement: p =
((SAT)V(SAP)V(TAP)) — I

Il 'y aquatrecopropriétairest = ¢; Ll ¢, Ll 5 L ;. Deux d’entre eux veulent
construirdestroisitemsetnesesoucienpasdel’augmentatiordeloyer: ¢; = ¢, =
S AT A P. Le troisiemepensejueconstruirda moindrechoseserépercuteranexo-
rablemenunjour surlesloyerset netientabsolumenpasa voir sonloyeraugmenter
il estdoncopposé touteconstruction ¢; = =S A—T A—P A —I. Le derniertrouve
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quela résidencea réellementesoind’un courtde tenniset d’'un parking privé mais
nevoudraitpassubiruneforte augmentatiomeloyer: o, =T A P A —1.

Onconsidéreréesquatrevariablesgpropositionnelless, T', P, I danscetordrepour
lesinterprétations mod(u) =W \ {(0,1,1,0),(1,0,1,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0)}
mOd((pl) = {(la 1: ]-7 1)7 (17 1: ]-7 0)} mOd(QD2) = {(lu 1; ]-7 1)a (17 ]-a ]-7 0)}
mOd((pB) = {(0) 07 07 0)} mOd(QD4) = {(1) 1; ]-a O)a (Oa ]-a ]-a 0)}

Lescalculssontrésuméslansle tableaul.l, pourchaquéanterprétatioron donne
la distanceentrecelle-ci et les quatrebasesde croyanceset la distanceentre cette
interprétationet I'ensemblede croyancesselonles opérateurs\ds:Maz - Adn.> gt
Adrva | eslignesgriséescorresponderduxinterprétationsejetéeparlescontrain-
tesd’intégrité.Le résultatdela fusiondoit doncétrecherchéparmilesinterprétations
nongrisées.

01 Yo 3 @4 distay Max distay, s dista, cMax

(0,0,0,0) 3 3 0 2 3 8 (3,3,2,0)
(0,0,0,1) 3 3 1 3 3 10 (3,3,3,1)
(0,0,1,0) 2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1)
0,0,1,1) 2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2)
(0,1,0,00 2 2 1 1 2 6 (2,2,1,1)
0,1,0,1) 2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2)
0,1,1,0)0 1 1 2 0 2 4 (2,1,1,0)
0,1,1,1) 1 1 3 1 3 6 (3,1,1,1)
(1,0,0,0) 2 2 1 2 2 7 (2,2,2,1)
(1,0,0,1) 2 2 2 3 3 9 (3,2,2,2)
(1,0,1,0) 1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1)
(1,0,1,1) 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)
(1,1,0,00 1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1)
(1,1,0,1) 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)
(1,1,1,00 0 0 3 0 3 3 (3,0,0,0)
(1,1,1,1) 0 0 4 1 4 5 (4,1,0,0)

Tableaul.l. Distances

Avec Adu-Maz commeopérateude fusion, la distanceminimum entreuneinter-
prétationet 'ensemblede croyancesest2, et les interprétationsuivantessontdonc
retenues mod(Ar-Maer( ¥)) = {(0,0,1,0), (0,0,1,1), (0,1,0,0), (0,1,0,1),
(1,0,0,0)}. La décisionqui estconformeaux voeuxdu groupeestalors de ne pas
augmentete loyer etde construird’un destroisitems,ou d’augmentete loyer etde
construiresoitle courtdetennis,soitle parkingprivé.
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On peut voir sur cet exemple pourquoiles opérateursAMe® (c’est également
le problémede tousles opérateursrérifiant (MI)) ne sontpasdesopérateursle fu-
sioncontrainte On voit parexemplequeles2 interprétationg0, 0,1,0) et (0,0,1,1)
font partiesdesinterprétationsélectionnéepar A%#-Maz  hien quel'interprétation
(0,0,1,0) contenteps et 4 plusquelinterprétation(0,0,1, 1), alorsquecesdeux
interprétationsontaussisatishisantegour p; etps. Il semblealorsnaturelde pré-
férer(0,0,1,0) a(0,0,1,1).

L'opérateurA\ "> précisgustementeschoixde AMe® Avecl’opérateurAd# Ve
onacommerésultatnod(AZ#-*(¥)) = {(0,0,1,0), (0,1,0,0)}, la décisionprise
dansce casseradoncde construiresoitle courtde tennis,soitle parkinget de ne pas
augmentete loyer.

Par contre,si on choisit A%#+> pour résoudrde conflit en se rangeantu veeux
dela majorité, le résultatestalorsmod(A*> (¥)) = {(1,1,1,1)}, etla solution
adoptéeestde construirdestrois itemset d’augmentete loyer.

Le “vote” majoritaire,ala A*, sembleplusdémocratiqueuelesautresméthodes
mais par exemple,dansce cas,celane marchequesi ¢; acceptede seconformera
cettedécisionqui va complétemené I'encontrede sesvaeux.ll sepourraittrésbien
que, fachéde cette décision,il décidede ne paspayerson augmentatiorde loyer
et aucundestrois items ne pourrait étre construit. Donc si une décisionnécessite
I'adhésiondetouslesparticipantsunopérateud’arbitragesembleplusadéquagu’un
opérateumajoritaire.

1.4. Opérateurs d’arbitrage et opérateurs majoritair es

Une questionimportanteestde savoir si les deuxsous-classesajeuresd’opéra-
teursde fusionde croyances|esopérateursnajoritaireset les opérateursl’arbitrage,
sontdesclassedistinctes.En exercice,le lecteurpourravérifier que sur'exemple
dela section1.3.4,les opérateursnajoritairesA?#->" avecn > 2 donnente méme
résultatquel’opérateurd’arbitrageA?# %>, Cetexemplene permetévidemmenpas
deconcluremaisnousmontronsdanscettesectionqu’il estpossibled’étrealafois un
opérateud’arbitrageet un opérateumajoritaire.

Nous définissongtout d’abord une distancedrastiqueentre interprétationsLes
opérateursA\®"> et A* définis a partir de cette distancecoincident.Ensuite,nous
montronsque, quelle que soit la distancechoisie, certainsopérateursA™" sonta la
fois desopérateursl’arbitrageet desopérateursnajoritaires.

La distancda plussimplequel’on peutdéfinirentredeuxinterprétationestcelle
donnan® si lesdeuxinterprétationsontégaleset 1 sinon.
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0 siI=J
dD(I’J)Z{ 1 sinon

La distancesntreuneinterprétatioret unebasede croyancesestalors0 ou 1 sui-
vantquel'interprétationsatishit ou nonla basede croyances.

Il estfacile de voir alorsqueles opérateur®btenusa partir desfamilles A et
A* etdecettedistancecoincidentDe cefait :

PROPOSITION 1.6.— L'opérateur A4 = Adp.ovax gatisfaitles postulats(IC0)-
(IC8), (Maj) et (Arb).

Onadoncunrésultatqui nousmontrequ’il estpossibled’étrealafois unopérateur
d’'arbitrageet un opérateumajoritaire.

Ceciestdi al'extrémesimplicité de la distanceutilisée.Mais, dansle casou le
langageestfini 2, on aun résultatsimilaire quelquesoit la distanceutilisée:

PROPOSITION 1.7.— Soitunedistanced, Ing tel que
Vn > ng AL (T) = Adev(F)

L'intérét desopérateursA>" par rapportaux opérateursA> qui constituentes
opérateursnajoritairescanoniquesgstqu’enchoisissantinn plusoumoinsgrand,on
peutchoisirle degrédeconsensualitdel’'opérateur Plusn seraélevé, plusl’'opérateur
A*" seraconsensuel.

La propositionci-dessusmontrequ’a partir d’un certainng les opérateursA>"
sontala fois desopérateursnajoritaireset d’arbitrage.

1.5. Fusion et Révision

Nousmontronsdanscettesectionquelesopérateursle fusion contraintesontune
généralisatiordesopérateursle révisionAGM a plusieursbasesle crayancesNous
montronségalementommentconstruiredesopérateurgle fusion contraintea par
tir d’opérateurde révision. Nous montronsque les opérateursie révision donnant
desopérateursle fusion avec de bonnespropriétéssont ceux définis a partir d’'une
distance.

Intuitivement,en paraphrasaries théoremesle représentatiorles opérateursie

révision sélectionnentlansune formule (la nouwelle information), I'information la
plusproched’uneinformationdebase(’anciennebasedecroyances)ldentiguement,

2. enfait, il suffit quela distanceentredeuxinterprétationsoitbornée.



Delarévisionalafusiondebasesiecroyances 15

les opérateurde fusion contraintesélectionnentlansune formule (les contraintes
d’intégrité),l'information la plusproched’'uneinformationdebasgunmulti-ensemble
debaseglecroyance).En suivantcetteremarqueil estfacilededonnerda correspon-
dancesuivanteentreopérateursle fusioncontrainteet opérateursie révision:

PROPOSITION 1.8.— Si A estun opérateurde fusioncontrainte, alors I'opérateuro,
définipar o p = A, (p) estunopérateurderévisionAGM (il satisfaitlespropriétés
(R1-R6)de[KAT 91]).

CerésultatmontredoncquelesopérateurglerévisionAGM sontun casparticulier
d’'opérateurslefusioncontrainte(lorsquel’ensemblede croyancesestun singleton).

Inversementpn peutsedemandes’il estpossiblede construireun opérateuide
fusioncontraintea partir d'un opérateude révisionAGM donné.

Tout d’abord, en examinantles théoremedle représentatiordes deux familles
d’opérateursil estimportantde noterqu’un opérateude révisionseuln’est passuf-
fisantpour définir un opérateurde fusion puisqu’il ne fournit pasd’information sur
la manierede combinerespréférencegcroyancesjndividuellesetqu’il n'y apasde
méthodecanoniquedele faire.

En fait, un opérateude révisionfournit un moyen de déterminelesrelationsde
préférencedndividuellesassociées chaquebasede croyancesc’est-a-direles pré-
ordresdonnéspar I'assignemenfidele. Mais la définition d’'un opérateurde fusion
nécessiteégalemenune méthoded'agrégationde ces préférencesndividuellesen
unerelationde préférencealobale.

Il estdoncnécessaire’examinerles propriétésle couples(opérateuderévision,
méthoded’agrégation. Cetteméthoded’agrégationpeut, par exemple,étreune mé-
thodeala A* ou A%

On peutdoncconstruireun opérateude fusiona partir d’un opérateuderévision
o etd’'uneméthoded’agrégatiordonnésdela fagonsuivante:

DEFINITION 1.8.— Soitun opérteur de révision o et une méthoded’agrégationg,
I'opérateurdefusion A°+9 estdéfinidela fagonsuivante:

—On définit f5(I) = n oln estle niveauou l'interprétation I apparit dansle
pré-ordre <. Plusformellement: estla taille dela pluslonguechained’inégalités
strictesly < ... < I, avecly = petl, = 1.

—ondéfinit £ (1) = g(f3,(I), ..., 3, (1), 00 ¥ = {g,...,0,}

—Ondéfinit] <g Jssify () < f$(J).

— Finalementnod(A};9(¥)) = min(mod(u), <w).
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La questiorestalorsdetrouver quellessontlesconditionssurl'opérateurderévi-
sionetsurla méthoded’agrégatiorpourassuredebonnespropriétésal'opérateurde
fusionainsidéfini.

Par exemple,sil'on choisit fg (I) = 3° g (f3 (1)), C'est-a-direuneméthodede
fusionala A* etsansaucuneoropriétésupplémentairsuro, onale résultatsuivant:

PROPOSITION 1.9.— SiunopémateurdefusionA°:* estdéfinia partir d’un opérateur
de révision AGM o et de la méthoded'agrégation f (1) = >_ g (fo(1)) alors
I'opérateur A°* satisfait(ICO-IC3), (IC5-IC8) et(Maj).

Malheureusemenlka propriété(IC4) n’estpastoujourssatishite.

On peutétendrda définitionde f¢ (1) auxbaseslecroyancesaturellement

fo(¢) = min{fo(I) : I = ¢}

PROPOSITION 1.10.— Siunopérteurdefusion A°> estdéfinia partir d’'un opéra-
teur derévisionAGM o etdela méthoded’agregationfy (I) = >° g fo(1), alors
I'opérateur A°> estun opérateurdefusionmajoritaire si et seulemensi la condition
suivantede symétrieestsatisfaite: fol¢) = fo (p) (symétrie)

Enfait, cetteconditionde symétrieestégalementalablepour d’autresméthodes
de fusion. En particulier, si on utilise une méthoded’agrégationa la A% on peut
prouverde manieresimilaireauthéoremel.10le résultatsuivant:

PROPOSITION 1.11.— Siunopémteurdefusion/A®:c“>estdéfinia partir d’'un opém-
teur de révision AGM o et de la méthoded’'agrégationGM az, alors I'opérateur
A° ¥ satisfait(IC0-1C3), (IC5-1C8) et (Arb).

De plus,'opérateur A°-°"> estun opérateur d’arbitr age si et seulemensi la condi-
tion (Sym)estvérifiée

En fait, commenousle montronsici, la condition(Sym) n’estsatishite quesi et
seulemensi I'opérateurderévisionestdéfini a partir d’'unedistance.

DEFINITION 1.9.— Un opérateurderévisionestdéfinipar unedistanced ssi:
—d estunedistancé
— soientunebasede croyancesp etuneinterprétation! :
d(I,¢) = min{d(1,J) :J E ¢}
—I <, Tssid(I,g) < d(J, )

3. voir définition1.4
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—mod(po ) = min(mod(), <)

PROPOSITION 1.12.— Soito un opémteurde révision.Alors la condition (Sym)est
satisfaitessio estdéfinia partir d’'unedistance

Donc,commecorollairedespropositionsl.10,1.11et1.120na:

PROPOSITION 1.13.— Un opérateur de fusion A°-9 défini a partir d’un opérateur
derévisiono etde la méthoded’'agrégationY: ou Gmax estun opérateurde fusion
contrainte si et seulemensi o estdéfinia partir d'unedistance

Cerésultatestintéressanpuisqu’il montrequepourdéfinir un opérateudefusion
a partir d’'un opérateurde révision, il faut que ce derniersoit sufisammentnormé.
Ceciafinderemplir un critéred’agrégationmportant.

En particulier, puisqu'il existe desopérateursle révisionqui ne sontpasdéfinisa
partir d’'unedistancelesopérateurg\®9 correspondantse serontpasdesopérateurs
defusioncontrainte.

1.6. Conclusion

Nousavonséwoquédanscechapitrelesopérateurslefusioncontraintedebasesle
croyancesCesopérateursenenta extraire descroyancescohérentesi’un ensemble
decroyancesontradictoireprovenantde sourcedifférentes.

Nousavonsmontrélesliensétroitsentrefusionetrévisionde basesle croyances.
Nousavonsmontréquelesopérateursierévisionsontun casparticulierd’opérateurs
defusion.Nousavonségalemeninontréquesil'on désireconstruireun opérateude
fusioncontraintea partird’'un opérateuderévisionil estnécessairguecetopérateur
soitdéfini a partird’'unedistance.

D’autresfamillesd’opérateursd’agrégationde croyancesont été proposéesians
la littérature.Les opérateursle fusion contraintesontuneextensiondesopérateursle
fusion pure (i.e. sanscontraintesd’intégrité) définisdans[K ON 98]. Cettegénérali-
sation,permettant’introduire descontrainteg’intégrité pour la fusion, estun point
clef pour pouwir donnerle théorémede représentatiorsousforme de familles de
pré-ordressurlesinterprétations.

Revesza défini desopérateursl’adéquatiorsémantiquémodel-fitting [REV 97,
REV 93] prochesde nos opérateursie fusion contrainte.Malheureusemerga défi-
nition desensemblesle croyancescommede simplesensembleget pascommedes
multi-ensembles)ye permetpasde faire unedistinctionentreopérateursl’arbitrage
etmajoritaires Cesopérateursontassezprochesde nosopérateursle quasi-fusion.
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Lin et Mendelzonont étudiéun opérateude fusion contrainte[LIN 98, LIN 99|
('opérateurA?#->) etontproposéuneméthodede calculsyntaxiquede cetopérateur
lorsquelesformulessontexpriméesenforme normaledisjonctive (DNF).

Liberatoreet Schaerfont proposéune caractérisatioresopérateursie révision
commutatve[LIB 95, LIB 98], qui sonttrésprochesdesopérateurslerévisionAGM.
Lesdeuxprincipauxproblémesie cesopérateursontquele résultatde I'agrégation
desdeux basesdoit toujoursimpliquer la disjonctiondes?2 basesce qui n'est pas
toujourssouhaitabldKON 994 ; et quel'on ne peutagrégerque 2 basesOr il est
possiblede généralisecette définition graceaux opérateurgle fusion contrainteen
obligeantle résultatdel'agrégationden basesaimpliquerla disjonctionde cesbases
(i.e.enprenantA,, v. vy, (¢ U ... Ug,) commedéfinitiondela “révision commu-
tative”) [KON 994.

Annexe: preuvedu théorémel.l

PREUVE : i. opérateurslefusioncontrainte

(Seulementsi) Soit A un opérateursatishisantles propriétés(IC0-1C8). On définit
unassignemendela fagonsuivante: pourchaquesnsemblelecroyances? ondéfinit
unerelation<y parvIl,J € WI <y J sietseulemensil = A, . (¥). Nous
allons montrerquela relation <y estun pré-ordretotal et que I'assignementinsi
défini estun assignemengyncrétique.

Nousmontronsd’abordque <y estun pré-ordretotal:

Total : VI, J € W,de(IC1) Ay, ,(¥) # 0 etde(IC0) Ay, ,, (¥) F ¢fp 5y, d'OU
I<g JoulJ <y I.

Réflexif: De (IC0) et(IC1) onobtientque A, (¥) = ¢r;. Doncl <y I.

Transitif : Supposonguel <y J etJ <y L. Parl'absurde supposonsguel %y L.
Doncpardéfinitionet de (IC0) et (IC1) AW{I,L}(‘I’) = 13- Par (IC7) on peuttrou-
verBAg, (O) Aoy B Ay, (F). Onconsidéredeuxcas:

Casl: Ay, ., (¥) Ay esteonsistantalors Ay, () Aoy ¢ 9Ly
OnadoncI = A, (¥). Mais par (IC1) A, (¥) # @ doncpar (ICO)
mod(Ay,, , ., (¥)) = {J,L} oumod(A (¥)) = {L}. Dansle premiercas
par (IC7) et (IC8) on conclutque Ay, (¥) A oy ¢ Dy, ,,(¥) etalors
I Ay, ,,(2). ContradictionDansle secondcaspar(IC7) et(IC8) Ay, , |\ (¥)A
?{J,L} © Dy, (T) maisJ E A, (F) doned = Ay, L (). Contradic-
ion.

Cas2: Ay, , ., (¥) Ay NestpasconsistantdoncA,,, ,  (¥) = ¢y,3. Alors
A (¥) A1,y = ¢pay- Par(IC7) et(IC8) il s'ensuitqueA,,, ;. (V) = @3,

Prr gLy o
cequi pardéfinitionestJ <g I. Contradiction.

¥{1,7,L}

Nous montronsa présentque mod(A,(¥)) = min(mod(p), <w). Premiérement
pourlinclusion mod(A,(¥)) C min(mod(u), <w) supposongiuel = A,(¥) et
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parl'absurde supposonguel ¢ min(mod(u), <w). DonconpeuttrouverunJ = u
telqueJ <y I, alorsI = A, (¥). CommeA,(¥) A ¢y, 5y estconsistantde
(IC7) et (IC8) ona AL(¥) A ¢y € Dy, ,, (¥). Mais T = A, (¥) donc
I = A, (). Contradiction.

Pourl’autreinclusionmod(Au(\I!)) o) min(mod(u), <y ) supposonsloncquel €
min(mod(p), <w). On désiremontrerque I = A,(¥). Or, commeonal €
min(mod(u),<w),VJ E p I <y Jetdonc! | A% 5 (¥). CommeA,,(¥) A
¢(1,7 estconsistantde (IC7) et (IC8) on deduitA,(¥) A ¢r 5y ¢ Dy, ,, (T).

MaisT |= Ay, ,, (W) doncl |= Ay (F).

Il restea vérifier lesconditionsdel’assignemensyncrétique

1)SiI | ¥ etJ = ¥, alorspar(IC2)onalA,,, (V) = ¢y yy, doncl <g J
etJ <y I pardéfinitionetalors] ~y J.

2)SiI E ¥ etJ [~ ¥, alorspar (IC2) A
Jﬁq; Iiel<glJ.

3) Directementde (IC3)

4) On désiremontrerVI = ¢ 3J = ¢ J <uupy I. On montred’abord que
3T |E Apvp(pU ) A Sicenestpasle casona Ayyy (U @) A¢ L,
de (ICO) et (IC1) onaalors Ay (¢ U ¢) F ¢, aprésentpar (IC4) on obtientque
Aoy (U ) Ay ¥ L. Contradiction.

Soit I unmodélede ¢ etprenons] tel queJ = Ayyy (U ¢) A ¢'. Onobtient
de(IC7) et(IC8) queJ |= Aw{”}(cpl_l ¢).Doncd <,y 1.

5)SiI <y, Jetl <y, J,alorsI = A, (T1)AA
I'E Ay, ,,(¥1UT,) etpardéfinition] <, J.

6) Supposongjue I <y, J etl <g, J. Onveutmontrer! <y, w, J. Par
hypothesel = Ay, (V1) A Dy, ,,(2) et T [ Dy, (1) A Dy, (T2).
Doncde (IC5) et (IC6) Ay, ,, (¥1 U Ts) = ¢y Alors T = Ay, (B U Ts) et
JE A (T U T,) etpardéfinition] <g,,w, J.

(Si) Soit un assignemensyncrétiquequi associea chagueensemblede croyances
¥ un pré-ordretotal <. On définit alorsl'opérateurA enposantmod(A,(¥)) =
min(mod(u), <w). Onmontreque A satishit lespostulat{ICO0-IC8).

(ICO) Par définitionmod(A ,(¥)) C mod(p).
(IC1) Si i estconsistantalorsmod(u) # @ et, commeil n'y a qu'un nombrefini

d'interprétationsil n'y a pasde chaineinfinie descendantd’inégalitésstrictes,donc
min( mod(p), <w) # 0 . DoncA,(¥) estconsistant.

(IC2) Supposongjue ¥ A u estconsistantOn veut montrerque min(mod(u), <)
= mod(A\ ¥ Ap). On peutnoterd’abordquesi I = ¥ alorsdesconditions1
et2, I € min(W,<g). DoncsiI = ¥ A p alorsI € min(mod(p), <w).
Donc min(mod(u), <w) 2 mod(¥ A p). Pourl'autre inclusionon considérel €
min(mod(u), <w). Par 'absurde,supposond [~ ¥ A p. Puisquel [~ ¥ parla

Py, J}( ) = Py doncl <y J et

(1.0, (¥2). Doncde(IC5)

PLr,}
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condition2 onaqueVJ = ¥ J <y I. EnparticuliervJ = ¥ A p J <g¢ I.Donc
I ¢ min(mod(u), <y ). Contradiction.

(IC3) Directemenparla condition3 etla définitionde A.

(IC4) Supposonsjuep - u, ¢ F p, et A, (U @) A g ¥ L, onveutmontrerque
A (U ) A ¥ L. Considérond |= A, (U @) A AlorsVI' = p I <gup I'.
Mais parla condition4 onaquedJ |= ¢ telqueJ <,y I. AlorsVI' = p J <,uy
I''Alors J = A, (pU ¢) etdoncA (U @) A ¥ L.

(IC5) SIiI = AL(T1)AAL(Ts) alors] € min(mod(p), <w, ) etdoncVJ = pI <g,
J. De la mémefacononaVJ = p I <w, J. Doncparla condition5 on obtient
VJ = u I <wg,uw, J.DoncI € min(mod(y), <w,uw,). Doncpardéfinition I =
A,u(‘:[’l L \1’2)

(IC6) SupposongueA ,(¥1)AA,(T2) estconsistantOnveutmontrerqueA , (¥4 LI
Vo) B AL(T1) AAL(T2). Prenond = A, (T U E,y), doneVd = p I <g,uw, J.
Versunecontradictionsupposonsjuel = A, (%) A A, (T5). DoncI = A, (8,)
oul = A,(¥4). Supposongiuel = A, (¥,) (l'autre casestsymétrigue) Comme
AL (T)AAL(T,) esteonsistanBd = A, (1) AA,(T,). Doncd <w, Iet] <g,
I alorsparla condition6 J <, w, I etdoncl = A, (¥, U ¥,). Contradiction.

(IC7) Considérond = A, (¥) A ps. OnaVvd = pu I <g J.DoncVJ = pui A
pe I <g J,alorsI = Ay s, ().

(IC8) Supposongiue A, (¥) A po estconsistantalors3J = A, (¥) A p». Consi-
déronsl = Ay, () etsupposongiuel = A, (¥). DoncJ <y I etcomme
J = p1 A pe alorsI ¢ min(mod(p A p2), <w). EtI = Ay au, (). Contradiction.

ii. opérateursle quasi-fusion

(Seulementsi) Soit A un opérateunérifiant les postulats(IC0-IC5),(1C6’),(IC7) et

(IC8). On définit un assignementle la fagconsuivante: pour chaqueensemblede

croyances¥ on définitunerelation<g parVIl,J € W I <y J si etseulemensi

IE= A%J}(\IJ).

En examinantla preuwe de (i.) on peutvoir quesi A vérifie les postulats(ICO-IC5),
(IC7) et (IC8), 'assignementorrespondanad A satishit les conditions1-5. Il reste
simplementa prouwer la condition6’. Supposongjue I <y, J etl <y, J. On

veutmontrerque! <w,.w, J. Parhypothesd | A, (¥1) A Ay, (T2) et

J ¥ Dy, (B1) V Ay, (U2). Doncde(IC6) Ay, |, (T1 U Ts) = ¢y Alors

I ': A T, U \Ijz) etJ bé AN ¥, U ‘I’z) et pardéf|n|t|0n.[ <@, LW, J.

(Si) Soit un assignementérifiant les conditions1-5 et 6’ qui associea chaqueen-
semblede croyances¥ un pré-ordretotal <g. On définit 'opérateur/A en posant
mod(A,(¥)) = min(mod(u), <w). Gracea (i.) noussaonsque A vérifie (ICO-
IC5),(IC7)et(IC8). Il resteaprouwer (IC6").

On veut montrerquesi A, (¥,) A A,(T2) estconsistantalors A, (¥; U ¥5) -
AL(T1) V AL(T,). Supposongiue A, (T1) A A, (T2) estconsistantet prenons

(p{I,J}( <P{1,J}(
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IE= AL(T UTy), doneVJ = p I <w,uw, J. Parl’absurde,supposonsjuel [
AL(T1) vV AL(E), cest-a-dire I = A, (T1) et] = AL(T2). Cequi peutétre
reécritendJ; = p Ji <w, I etdh = p Jo <w, I. Mais A, (¥1) A A, (T5) est
consistantdonc3Js = ptelqueVI’ = u J3 <y, I' etJ; <y, I'. Enparticulieron
aJs; <y, J1 etJs <y, Jo. Partransitvité ontrouve J; <y, I etJs; <y, I, etparla
condition6’ on conclutJs <w,uw, I. DoncI = A, (¥, U ¥,). Contradiction.

iii. opérateursnajoritaires

(Seulementsi) Soit A un opérateurvérifiant les postulats(IC0-1C8) et (Maj). On
définit un assignemendle la fagonsuivante: pour chaqueensemblale croyances¥
ondéfinitunerelation<y parvI,J € WI <y J sietseulemensi = A ).

Par(i.) c’estun assignemergyncrétiquell restesimplement prouverla condition?.

<ﬂ{1,J}(

Supposonsgjue I <, J. Alors A, (¥2) = ¢f4. De (Maj) on a que3n tel
quely,, (T UT") E Ay, (¥:), doncdn A Ty L") = @y, e
dn I <@, Uwym J.

Pr,53 (

(Si) Soit un assignemensyncrétiquemajoritairequi associea chaqueensemblede
croyancest unpré-ordreotal <y . OndéfinitI'opérateurA enposantnod(A ,(¥)) =
min(mod( p), <w).

Par (i.) onsaitque A vérifie (ICO-IC8). Il restea montrer(Maj).
Desconditions6 et 7 on déduitdirectementa conditionsuivante:

I <w, J = dngVn>ng 1 <, Lw,n J
Puisquepourchaque¥, <y esttotal la contraposéee cetteconditionpeuts’écrire
Vnodn > no I <wyuw,n J = I <w, J (%)

A présentpar I'absurde,supposongjueVn A, (¥, U ¥,") ¥ A, (¥,). Par cette
hypothésen obtientqueVn 3I = uVJ = p I <w,uw,» JetdJ = p J <w, I.
Puisqude nombred’interprétationsestfini, il existe! telquel <, w,» J pourtout
J E p etuneinfinité d’entiersn 4. Celaestexactementes prémissesle la condition
(), onadonc! <y, J pourtout.J |= u, cequicontreditle fait J' <y, I.

iv. opérateursl’arbitrage

(Seulementsi) Soit A un opérateunvérifiant les postulats(ICO-IC8) et (Arb). On
définit un assignemendle la fagonsuivante: pour chaqueensemblale croyances¥
ondéfinitunerelation<g parvl,J € WI <g Jsietseulemensil = A, . (¥).
Par (i.) on saitque cet assignemengstun assignemensyncrétiquejl ne restedonc

4. Nousappliquondci le “principe du tiroir”, i.e. sil'on remplitun nombrefini detiroirs avec
uneinfinité dechaussetted, y auranécessairemenin tiroir avecuneinfinité dechaussettes.
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plusqu'amontrerla condition8. Supposonsjue.J <, I, J <, J'etl ~ 1, J'.
D'abordsi I = J' alorsJ <, u,, I sedéduitdela condition6. A présensi I # .J',
alorSAW{I,J} ((pl) Ans A(P{J)Jl}((p2) = SO{J} De pIUSAW{I,JI} ((Pl U (p2) = (P{I,J’}’ et
err,0y NP,y e gy A ey, gy sonttousdeuxconsistantsAlors par(Arb) on
aquely,, ., (¢ Upy) = ¢y Etpar(IC7) et (IC8) onenconclutA, (¢ U
) = @py, c'est-a-dire J <y, g, 1.

(Si) Soitunassignemergyncrétiqugustequi associeichaqueensembl&ecroyances
¥ un pré-ordretotal <. On définit alorsl'opérateurA enposantmod(A,(¥)) =
min(mod(p), <w ).

Nous saonsgracea (i.) que A satishit (IC0-IC8), il estdoncsuffisantde montrer
(Arb).

SUPPOSONSIUE Ay, (91) ¢4 Ay (#3), Dyires a0y U y) 4 (€ =paa), fur A
—po ¥ L etps A —pq ¥ L Onveutmontrerque v, (¢ U wy) < Ay, ().
Onmontred’abordA ,, (¢;) F Apivp, (01 Ugy). SoitI |= Ay, (¢;), supposonsers
unecontradictionque’ = Ay, v, (0 Uwy). Alors 3J | pa V pe J <gug, 1.

Nousconsidéron8 cas: J |= u1 A po, J = p1 A —pz ouJ = g A pio.

casl: J |= pi A pa. Puisquel = Ay (¢), I <, J.ParhypothéseA, (¢,) ¢
Dy, (py). Donc I = Ay, (py) etalorsI <, J. Alors par la condition5 on a
I <, 1y, J. Contradiction.

cas2:J |= w1 A —p2 (le cas3, J |E - A us, estsymétrique) PuisqueJ (= ¢,
etA, (¢) & Dy () onal [E Ay (g), doncl <, J. Parhypothéseon peut
trouverunJ' |= 2 A -y etavecunargumentanalogud <, J'. Onsaitégalement
que Ay o, (1 U y) < (1 < —pe), celaimplique J ~ 1, J'. Et parla
condition8 onobtient! <, 1, J. Contradiction.

A présentmontronsA v, (¢ U,) - A, (). Supposonsiuel | Ay,yy, () U
) et, parl'absurde,supposongjuel ¥~ A, (¢;). On considérdes trois cassui-
vants:

casl:I |= i A pe alors3J = Ay (), doncJ <, I.Et,commeA, (¢,) <
Ay, (), J <4, I. Doncparla condition6 onaqueJ <y g, I, doncl
A v (1 U y). Contradiction.

cas2:I = pu1 A s (lecas3 ool E —u1 A g, estsymétrique) Par hypothese
onsaitquedl’ = —u1 A po. Puisqued ,, (¢;) <> Ay, () 3T = Ay (¢) tel que
J <y, TetJ <, I'.Ondéduitégalementie A, .-, (¢ Upy) < (p1 ¢ —p2) que
I ~, 1y, I', doncparla condition8 onaqueJ <y, 1y, I.DONCT = Ay vy, (@ U
). Contradiction. O
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