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Résumé

Nous étudions les formules booléennes quantifiées
(QBF) sous différents angles. Tout d’abord, nous mon-
trons qu’en pratique, la résolution du simple probleme
de décision associé & une QBF ne suffit pas, et nous
proposons deux problemes de recherche associés a une
QBF, dont les sorties attendues sont dans le premier
cas une politique solution, dans le second cas une po-
litique saine maximale. Puis nous nous occupons de
la représentation de ces politiques : puisque celles-ci
peuvent étre exponentiellement grandes, il est impor-
tant d’en élaborer des modes de représentation impli-
cites, et nous proposons une telle approche, fondée sur
les diagrammes de décision binaire (BDD). Enfin, nous
évoquons la version “optimisation” des probleémes
QBF.

Mots Clef

Contraintes (CSP, SAT, ordonnancement), Algorith-
mique de I'TA ou de la RF, Planification, QBF, Com-
plexité.

Abstract

We study Quantified Boolean Formulae from different
points of view. We first point out that from the prac-
tical side, solving only the decision problem associa-
ted to a QBF is not sufficient. Then, we propose two
function problems associated to a QBF : one finds a
solution policy, the other one a sound and maximal de-
cision policy. In addition, we investigate the represen-
tation of these policies : as they may be exponentially
large, finding implicit representations is necessary. We
propose a BDD-based representation for such policies.
Finally, the optimization side of QBF is sketched.
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1 Introduction

1.1 Motivations

La résolution de problemes de formules booléennes
quantifiées (QBF) est, depuis quelques années, un su-
jet d’importance en logique propositionnelle : 'intérét
grandissant des industriels pour la vérification formelle
basée sur le raisonnement propositionnel en est 1'une
des explications.

Une formule booléenne quantifiée consiste informelle-
ment en une formule propositionnelle classique a la-
quelle on associe une partition ordonnée de ’ensemble
de ses variables, correspondant & des alternances de
quantificateurs. Ainsi, si ¢ est une formule propo-
sitionnelle sur {a,b,c,d}, (3{a})(V{b,d})(I{c})® est
une QBF. Une QBF est dite positive si ’énoncé cor-
respondant, ol les quantificateurs sur des variables
portent en fait sur les wvaleurs de vérité de ces va-
riables, est valide : ainsi, la QBF précédente est po-
sitive §’il existe une affectation (3 vrai ou a faux) de
la variable a telle que pour toute affectation des va-
riables b et d, il existe une affectation de c telle que ®
soit vérifiée. On voit tout de suite que le probleme SAT
est un probleme QBF particulier, obtenu en n’autori-
sant qu’une seule classe de variables, existentiellement
quantifiées (ainsi, la formule ® précédente est satisfai-
sable si et seulement si (3{a, b, ¢, d}®) est une instance
positive de QBF).

Historiquement, les formules booléennes quantifiées
ont été introduites par Stockmeyer [21] de fagon
conjointe avec la hiérarchie polynomiale, bien connue
en théorie de la complexité. Il y a une excellente rai-
son pour cela : le probleme QBF est le probléme cano-



nique complet pour la classe de complexité PSPACE,
et les problémes QBFy 3 , QBFyy (dont les définitions
sont rappelées plus loin) sont les problemes canoniques
complets pour les classes % et IT; de la hiérarchie po-
lynomiale.

Bien plus récemment, la résolution pratique de proble-
mes QBF est devenu un champ d’investigation impor-
tant en intelligence artificielle. On peut se demander
pourquoi il s’est écoulé 20 ans entre l’introduction de
ces problemes et 'intérét pour leur résolution. On peut
avancer deux types de raison a cela.

La premiere est d’ordre technique : la résolution de
problemes QBF est bien plus complexe que la résolution
du probleme SAT, lequel est déja difficile. Or, les
progres dans la résolution de ce dernier au cours des
cinq dernieres années ont été extrémement significa-
tifs. C’est donc tres naturellement que les chercheurs
se sont alors intéressés a la résolution de problemes
plus généraux et plus complexes.

La seconde est d’ordre pratique. Au cours de années
90, on a identifié la complexité de beaucoup de
problémes majeurs en intelligence artificielle, et il se
trouve qu’une bonne partie de ces problémes se situe
au deuxieme ou au troisiéme niveau de la hiérarchie
polynomiale (de nombreux problémes d’inférence dans
les logiques non monotones, de révision et de mise-
a-jour des croyances, d’inférence tolérante & !in-
cohérence, de raisonnement sur l’action, d’abduc-
tion, de diagnostic, de décision dans lincertain), et
une autre bonne partie au niveau de la PSPACE-
complétude (en particulier, de nombreux probléemes
de planification). Or, les problémes QBF sont les
problemes canoniques pour ces classes de complexité.
Etre capable de les résoudre constitue donc une
avancée importante pour la résolution pratique des
problémes que nous venons d’évoquer.

Par ailleurs, I'intelligence artificielle n’est pas la seule
discipline pour laquelle les problemes QBF ont un
intérét. Ils en ont un en logique mathématique, puisque
le probleme de la satisfaisabilité dans de nombreuses
logiques modales est PSPACE-complet. Ils en ont
également un en vérification formelle : trouver une
anomalie dans une conception peut s’exprimer en
terme d’un probleme d’accessibilité dans un automate,
ou encore d’'un probleme de planification. Enfin, la
proximité évidente de QBF avec les jeux séquentiels &
deux joueurs et & information complete, ainsi qu’avec
les jeux contre la nature, suggere encore un champ
d’application évident. En effet, une fagon naturelle
d’interpréter un probleme QBF en pratique est bien
en terme de jeu. Par exemple, 3{a}V{b}3{c}V{d}®
représente un jeu en quatre coups, & deux joueurs,
dénotés Jy et J3, jouant alternativement en affec-
tant une valeur de vérité & une variable proposition-
nelle : J3 commence en affectant une valeur & a, puis
Jv joue en affectant une valeur & b, puis J3 affecte

une valeur a ¢, et enfin Jy termine le jeu en affec-
tant une valeur & d. Le but de J3 est que la formule
® (formée sur {a,b,c,d}) soit satisfaite & 'issue du
jeu; ainsi, 3{a}V{b}3{c}V{d}® est une instance posi-
tive de QBF si et seulement si il existe une stratégie
gagnante pour J3. On peut classer ici les problemes
de décision séquentielle (ou planification) dans I'in-
certain, qui peuvent etre compris comme des jeux
contre la nature : les affectations de variables univer-
sellement quantifiées correspondent alors aux “coups”
joués par la nature, et les stratégies gagnantes sont
les politiques de décision (les plans conditionnels).
Lorsqu’un seul quantificateur existentiel apparait dans
la formule, on a affaire & des problémes de décision
sous incertitude non séquentiels [10]. En particulier,
dans les formules booléennes quantifiées du deuxieéme
niveau (de la forme (2,3,X,Y,®) et de la forme
(2,V,Y, X, ®)), les variables existentiellement quan-
tifiées (X) représentent les variables de décision et les
variables universellement quantifiées (Y') représentent
les variables d’état (non observables) du probleme.
La forme de ® peut étre plus ou moins complexe, et
dans la forme la plus simple, on peut considérer que
® représente un ensemble de buts, d’objectifs & satis-
faire. (2,V,Y, X, ®) représente donc les problémes de
décision sous observabilité totale (il faut une décision
pour chaque observation possible des variables d’état)
et inversement, (2,3, X,Y, ®) correspond aux cas de
totale inobservabilité des variables d’état (il faut une
décision qui soit satisfaisante quelle que soit la configu-
ration des variables d’état). On représente au troisiéme
niveau les problemes de décision non séquentiels par-
tiellement observables, par une formule de la forme
3,V,Y1,X,Y5,®) : ¥ (resp. Y>) correspond aux va-
riables d’état observables (resp. non observables).

A la lumiere de ces interprétations des probléemes
QBF, on voit que ce que 'on attend de la résolution
d’un tel probléme est souvent davantage qu’une simple
résolution du probleme de décision qui consiste a
déterminer si une instance est positive ou non. En ef-
fet, la résolution du probléme de décision ne permet
que de déterminer s’il existe une stratégie gagnante
(ou en d’autres termes, un plan conduisant au but avec
certitude). En pratique, on voudrait aussi déterminer
un tel plan, ou du moins une approximation ou une
partie de ce plan.

Il s’agit donc de résoudre non plus le probléme de
décision QBF mais le probléeme de recherche associé, que
nous dénotons FQBF. Ce probléme n’a, & notre connais-
sance, pas encore été étudié, sauf dans des cas particu-
liers tres simples. Dans un premier temps, apres avoir
rappelé la définition de QBF, nous nous fixerons comme
objectif de définir formellement ce qu’est une solution
pour un probléeme FQBF. Dans un second temps, nous
aborderons la résolution des problémes FQBF et insis-
terons sur la question de la taille de la représentation



des solutions : en effet, celles-ci sont dans le pire cas
exponentiellement grandes et il est indispensable de
rechercher des facons les plus concises possibles de les
représenter. Enfin, puisque la résolution d’un probleéme
QBF est typiquement trés difficile, nous nous attar-
derons sur la notion d’approximation de QBF, ce qui
nous conduira sur deux pistes différentes. La premiere
consiste a chercher des solutions partielles ; nous nous
focaliserons en particulier sur les problémes QBFyy et
QBF3yv a ce sujet. La seconde piste consiste a pas-
ser a un probléeme d’optimisation en généralisant le
probléme MAXSAT en un probléme MAXQBF.

1.2 Notations et rappels de complexité

Soit PS un ensemble fini de variables propositionnelles
et PROPpg le langage propositionnel construit sur
P’ensemble des constantes booléennes {T, L} et PS de
la facon usuelle.

Nous noterons Z les instantiations des variables de
X C PS et 2X I’ensemble de toutes les instantiations
possibles de X. Ainsi, si X = {a,b,¢}, £ = {a,b,c}
est une instantiation complete de X. Soient X et Y
deux sous-ensembles disjoints de PROPpg, (Z,7) est
la concaténation de ¥ et i : dans cette instantiation,
chaque variable de X (resp. Y) prend la valeur in-
diquée par Z (resp. 7).

Lorsque ® € PROPpg et & € 2%, nous noterons ®; la
formule obtenue en conditionnant ® par Z; cette for-
mule, appelée conditionnement de ® par I est obtenue
en remplacant dans ® chaque occurrence de chaque va-
riable x de X par T (resp. L) si x € ¥ (resp. -z € ).
Pour simplifier certaines notations, lorsque X = {z},
nous noterons ®,—; (resp. ®;—¢) le conditionnement
de ® par & = {z} (resp. T = {—=z}).

Nous utiliserons également les notations suivantes :
Définition 1 (quantificateurs)

On note Q = {3,V}. Si q € Q alors le complément de
g, noté q, est simplement défini par 3 =V et ¥V = 3.
Enfin, si q € Q) et k est un entier positif, on note :

B _ | q sik est impair

last(k, q) = { q stk est pair
% st k est pair

— 3k, @)l =4 L sikest impair et ¢ =3
k=1

2= si k est impair et ¢ =V

- Mk, )| = k- Bk, g))-

last(k,q) représente le quantificateur le plus im-
briqué de la QBF considérée. |A(k, q)| (resp. |V(k,q)|)
représente le nombre de quantifications existentielles
(resp. universelles) de cette QBF.

Dans cet article, nous ferons également référence & cer-
taines classes de complexité de la hiérarchie polyno-
miale construite au dessus de NP et coNP (pour plus
de détails, voir par exemple [18]). Nous supposons que
le lecteur connait les classes P, NP et coNP, ainsi que
les probleme de satisfaisabilité et de validité en logique
propositionnelle (notés respectivement SAT et VAL).

Etant donné un probléeme A, nous dénotons par A
le probleme complémentaire de A, et si C est une
classe de complexité, la classe de complexité coC est
définie comme ’ensemble de tous les langages L dont le
complémentaire L est dans C. Etant donné une classe

de complexité C, la classe NPC est ’ensemble de tous
les langages reconnaissables en temps polynomial sur
une machine de Turing non déterministe munie d’un
oracle C, ou un oracle C résout une instance quel-
conque d’un probléeme dans C en temps unité. Nous
définissons maintenant les classes suivantes :

- X =15 =P;

- pour tout k > 1, XF = NPZE-1, et I} = coXy;

- PH = Ukzo{Ei’,Hi};

— PSPACE est ’ensemble de tous les langages recon-
naissables par une machine de Turing déterministe
utilisant un espace polynomial.

On peut noter les inclusions suivantes : pour tout k,

Ei’ C Ez+17 Ei’ c H2+1> Hi c Zz+1> Hi C H2+1> et
PH C PSPACE.

2 QBF : le probleme de décision
2.1 Définitions

Définition 2 (formules booléennes quantifiées)

Soit k un entier positif et ¢ € Q un quantificateur.
Une formule booléenne quantifiée (QBF) est un (k+3)-
uplet P = {k,q, X, ..., X1, ®) ot {X1,..., X} est une
partition de l’ensemble des variables propositionnelles
de @, une formule de PROPpg.

Notons qu'’il est en théorie inutile de spécifier k, puis-
qu’il est déterminé par le nombre d’éléments de P.
Cependant, pour une meilleure lisibilité, on préfere le
mentionner. Par un méme souci de lisibilité, on no-
tera souvent le probleme P = (k,q, X, ..., X1, ®) de
la maniere suivante :
IXEVXg—1...VX7P sig= et k est pair
AXVXg 1...3X1®  sig= etk est impair
VXp3dXg 1...3X,® sig=V etk est pair
VXkEIkal .- VXI(I) si q = Vet k est impair
C’est la convention d’écriture que nous avons adoptée
dans l'introduction de ce papier.
On appelle formule booléenne quantifiée de rang k
et d’initiateur g (en abrégé QBFp, ) une formule
booléenne quantifiée du type P = (k, q, X, ..., X1, ®).
Il reste maintenant & définir les QBF positives, ou en
d’autres termes les instances positives du probleme de
décision QBF.

Définition 3 (instances positives de QBF)

P = (k,q, X, ..., X1, ®) est une instance positive de

QBF si et seulement si l'une de ces conditions est

vraie :

- k=0et®=T;

-k >1 et q= 3 et il eriste une Xy-instantiation
71, € 2% telle que (k — 1,V, Xj_1,..., X1, 85, soit
une instance positive de QBFp_1yv ;



-k > 1 et q =V et pour toute Xy-instantiation
Tr € 2% ona s (k— 1,3, X5_1,..., X1,Pz) est
une instance positive de QBFp_1 3 .

Une définition équivalente est : P =
(k,q, Xk,..., X1,P) est une instance positive de
QBF si et seulement si

g% € 2%+ qu”y € 2551 L last(k, q)71 (2, ..., 41) = @

Ainsi, par exemple, (3,V, X3, X5, X1, ®) est une ins-

tance positive de QBF si et seulement si pour tout

23 € 2%3 il existe 23 € 2%2 tel que pour tout ; € 2%

on ait (#1,23,23) = ®.

Il est intéressant de s’attarder sur le cas £k = 1 : une

conséquence de la définition précédente est que

- P = (1,3, X,,®) est positive si et seulement si
est satisfaisable : QBF; 5 coincide avec le probleme
SAT.

- P = (1,V, X1, ®) est positive si et seulement si
est valide : QBFy,y coincide avec le probleme VAL.
Plus largement, QBFy 3 (respectivement QBFyy ) est
le probléeme ¥%-complet (respectivement II{-complet)

canonique.

2.2 Résolution pratique de QBF

Il existe au moins deux approches utilisées actuelle-
ment pour résoudre des problémes QBF : la premiere
est fondée sur une transformation du probléme origi-
nal en une instance SAT, la seconde sur 1'utilisation de
prouveurs spécialisés.

Résoudre QBF avec SAT. Cette approche est uti-
lisée actuellement avec succes dans le cadre de la
vérification formelle (model checking) [3]. On dispose
d’une formule propositionnelle quantifiée de la forme
qXpGXg_1...3X1®. L'idée est d’éliminer toutes les
variables quantifiées appartenant & Xy ... X> afin de
retrouver une formule de la forme 3X;®’, c’est-a-dire
un probléme sAT. On utilise pour cela les regles sui-
vantes : une formule du type Vx®(x) est remplacée
par ®,—; A ®,—¢ et une formule du type Jz®(x) par
P,_1VP,_o. On dit que la variable z a été dépliée. Les
quantificateurs sont traités de la gauche vers la droite.
L’inconvénient de cette méthode est de construire une
formule propositionnelle de taille exponentielle par
rapport & celle de départ. Des techniques de substi-
tution et de déplacement des quantificateurs peuvent
étre utilisées pour limiter le nombre de variables &
déplier (voir par exemple [22]). La formule &' est en-
suite transformée en CNF et peut étre traitée par n’im-
porte quel prouveur SAT.

Résoudre QBF comme SAT. Parce que SAT est un
cas particulier de QBF, les méthodes de résolution
dédiées & QBF sont souvent des généralisations des
techniques employées avec succes pour résoudre SAT.
Des algorithmes polynomiaux ont été présentés par
[1] pour des formules 2-SAT quantifiées et par [13]

pour des clauses de Horn. Plus récemment, des prou-
veurs QBF fondés sur la procédure de Davis et Put-
nam (DPLL) [8] sont apparus : le connecteur de bran-
chement (un V dans la procédure originale) devient
dépendant du quantificateur de la variable de bran-
chement (V pour 3, A pour V). Evaluate [5] se foca-
lise sur la généralisation de la propagation des clauses
unitaires et des littéraux purs. Decide [19, 20] incor-
pore des techniques de lookahead pour fixer la valeur
de vérité des variables dans ’esprit de SATZ [16]. Les
tout nouveaux QuBE [11] et SemProp [14] incorporent
le retour arriere intelligent (backjumping) de RELSAT
[2]. Ces algorithmes suivent donc les mémes évolutions
que DPLL pour SAT : on peut penser que la prochaine
génération de prouveurs utilisera les techniques proba-
bilistes (randomization) et d’apprentissage (learning)
utilisées dans les derniers prouveurs SAT [17] (voir [14]
pour plus de détails sur les différentes formes d’ap-
prentissage pour QBF).

SAT versus QBF. Pour linstant, les techniques
basées sur une transformation du probléeme original
en probléme SAT donnent de meilleurs résultats que les
prouveurs spécialisés [20]. On peut avancer plusieurs
raisons pour expliquer cela :

— l'intérét porté au probléme SAT durant les dix
derniéres années a contribué au développement de
prouveurs tres efficaces (voir par exemple le tout
nouveau Chaff [17]) ;

— les heuristiques utilisées pour SAT ne peuvent pas
étre utilisées directement pour QBF car le choix
des variables de branchement est restreint par leur
quantificateur ;

— la transformation en SAT est surtout appliquée avec
succes dans le cadre d’instances QBF structurées,
(vérification formelle, planification conditionnelle)
car il est possible d’utiliser des connaissances du do-
maine pour simplifier ces instances.

3 FQBF : le probleme de re-
cherche

On sait que, lorsqu’un probléme donné se réduit &
un probleme SAT, résoudre seulement le probléeme de
décision SAT ne permet en général que de déterminer
si le probleme de départ admet une solution; si ’on
veut exhiber une solution de ce dernier, il faudra
résoudre le probléeme de recherche! FSAT correspon-
dant, c’est-d-dire trouver un modele (s’il en existe
un) de la formule propositionnelle correspondante. De
la méme facon, lorsqu’un probléme donné s’exprime
comme un probleme QBF, la résolution de ce probléme
(de décision) QBF ne fait que déterminer si le probleme
a ou non une solution. Si I’on veut exhiber une solu-
tion du probléme il faudra résoudre le probléme de
recherche associé a QBF. Dans le cadre de SAT, on

Len anglais, function problem.



ne fait pas vraiment en pratique la différence entre le
probleme de décision et le probléeme de recherche (les
meilleurs prouveurs SAT actuels cherchent un modele
ou un impliquant de la formule). Il n’en est pas de
méme pour QBF.

A notre connaissance, les problemes de recherche as-
sociés & QBF n’ont jamais été étudiés, sauf bien siir
pour (k,q) = (1,3). La premiere chose & faire est
d’identifier les objets jouant le méme role que celui
que les interprétations propositionnelles jouent pour
SAT. Ces objets sont des politiques. Intuitivement, une
politique est une application qui associe a chaque affec-
tation d’un groupe de variables universellement quan-
tifiées une affectation du groupe de variables existen-
tiellement quantifiées qui le suit.

Définition 4 (politiques totales)

L’ensemble TP(k,q, Xk, ..., X1) est défini
récursivement comme suit :
- TP(O7Q) = {)‘} ;

~TP(k,3, Xg, ., X1) =

{.CL'_;;, s Th—1 | Tr—1 € TP(k —1,V, X1, ...,Xl)} ;
~ TP(k,Y, X, ..., X1)

= [2Xk — TP(k — 1,3,Xk,1, ---;Xl)}]2-

La politique A désigne la politique vide. L’opérateur

“.” représente la composition en séquence de poli-

tiques. Par abus de notation, on omet la plupart du

temps A dans les politiques composées : ainsi, m; A est

abrégée en 7.

Par exemple, voici une

TP(3,3,{e, f},{a,b},{c,d}):

m = (e,~f);w ou

7' (=a, =b)) = (¢, d);

7' (=a, b)) = (¢, d);

7' (a,=b)) = (=c, d);

7'(a,b)) = (-c¢,d).

Intuitivement, exécuter 7 consiste & d’abord instancier

e & vrai et f & faux, puis & observer les valeurs que

prennent a et b et d’agir en conséquence, c’est-a-dire

d’instancier ¢ et d & vrai si a est faux, ou ¢ a faux et

d a vrai sinon.

On vérifie que :

— une politique de TP(1,3,X;) a la forme (27;2),
c’est-a-dire 27 ;

— TP(1,V,X;) est réduit & une politique unique : la
fonction constante qui associe A a toute instancia-
tion de X;. On note cette politique Ax, ;

— une politique de TP(2,3,X2,X;) a la forme
(3 5Ax,) 3

— une politique de TP(2,V, X2, X1) est une fonction
de 2%2 dans 2%1.

Une politique 7 de TP(k,q,Xk,...,X1) peut étre

vue comme un arbre dont la profondeur est égale &

|V(k, q)|, dont les feuilles sont étiquetées par des affec-
tations de X silast(k,q) = J et par Asilast(k,q) =V

politique de

2¢’est-a-dire I’ensemble des fonctions totales de 2X* dans
TP(k—1,3, Xf—_1,...,X1)-

et dont les noeuds intermédiaires sont étiquetés par
des affectations de groupes de variables existentielle-
ment quantifiées et dont les branches sont étiquetées
par des affectations de groupes de variables universel-
lement quantifiées.

Définition 5 (satisfaction par une politique)

On définit récursivement la satisfaction d’une instance

P = ({k,q,Xk,..., X1,®) de QBFy, par une politique

7w de TP(k,q, Xg,...,X1) comme suit : 7 satisfait P

(noté m |= P) si et seulement si l'une de ces conditions

est vérifiée :

- k=0etn=Aet®=T;

-k>1etq=3etnm = (a;7") avec 7" = (k —
].,V, Xk—17 =y X17 <I)Z‘7e) ;

~k>1etq=VY et pour tout 7} € 2X* on a 7(a}) E
(k—1,3, Xt 1, X1, Bs).

Donnons quelques exemples.

Exemple 1 (1,3,{a,b},a — b) est satisfait par
m = (a,b).

Exemple 2 Il n’existe pas de politique satisfaisant
(1,¥,{a,b},a — b).

Exemple 3 (2,3,{a,b},{c}, (aVb)A(a— c)A(bVc))
est satisfait par m = (—a,b).

Exemple 4 I n'existe pas de politique satisfaisant
(2,¥,{a,b},{c}, (aVb)A(a = c)A(bVc)) ni de politique
satisfaisant (2,V,{a, b}, {c},(aVc) A (a = —¢)).

Exemple 5 (2,V,{a,b},{c,d},(a = (cVd)) A (b
—¢)) est satisfait par © : w((a,b)) = 7w((—a,bd))
(—¢,d) ; ©((a, b)) = 7((—a, b)) = (¢,d). On notera
une telle politique ainsi :

e

(aa b) = (_'C7 d)
= (na,8) = (e, d) ou encore :
(a7 _'b) = (Ca d) ’
L (_'aa _'b) = (C, d)
[ (a7 )7 (_'a7 b) = (‘!C, d)
"7 (@), (-a,b) = (e,d) ]

Exemple 6 (3,3, {a},{b},{c,d},(a = (cAd))A(b+

—c)) est satisfait par T = —a; Ei)é) 5 E;,cc};l) ]

On vérifie que pour (k,q) = (1,3), 7 = 21 satisfait
P = (1,3, X1, ®) si et seulement si 1 = ® et que pour
(k,q) = (1,V), m = Ax, satisfait P = (1,V, Xy, ®) si
et seulement si ® est valide. Plus généralement, on a
le résultat suivant, qui nous montre que les politiques
satisfaisant P constituent bien le résultat désiré du
probleéme de recherche associé & P. On les appelle des
politiques solutions pour P.

Proposition 1 P = (k,q, X, ..., X1, ®) est une ins-
tance positive de QBFy, o si et seulement si il existe une
politique m € TP(k,q, Xg, ..., X1) telle que w |= P.



La preuve (par récurrence sur k) ne pose aucune diffi-
culté.

Cette proposition nous permet de définir formellement
le probléme de recherche FQBF;,, comme suit :

Définition 6 (FQBF : probléeme de recherche)
Soit P = (k,q, Xk, ..., X1,®) une QBF. Résoudre le
probléme de recherche associé a P consiste d exhiber
une politique 7 telle que w |= P, s’il en existe une. On
appelle FQBF (respectivement FQBFy, , ) le probléme de
recherche associé & QBF (respectivement QBFy, , ).

Il est utile de donner ici une interprétation intuitive

de FQBF dans le cas ou k£ = 2. On a vu en introduc-

tion qu’au second niveau, les problemes QBF peuvent
représenter des probleme de décision non séquentiel
sous incertitude :

— sous absence totale d’observabilité, il faut essayer
de trouver une décision qui satisfasse les buts
de ® quelles que soient les valeurs des variables
d’état, c’est-a-dire trouver une solution a la formule
dXVY ® - en d’autres termes résoudre le probleme
FQBF, 5 associé & (2,3, X,Y, ®).

— sous observabilité totale, il faut préparer, pour
chaque combinaison possible des variables d’état,
une décision qui satisfasse les buts de ®, c’est-a-
dire trouver une solution & la formule VY3IX® - en
d’autres termes résoudre le probléme FQBF2y as-
socié & (2,V,Y, X, ®).

4 Politiques partielles

4.1 Motivations et définitions

En pratique, la définition d’une politique solution
est trop exigeante. En effet, considérons P =
(2,¥,{a,b},{c},(a = ¢) A (b = —¢)). P n’a pas de
politique solution parce que l'affectation (a,b) rend
d insatisfaisable : ainsi, si la nature joue le coup
(a,b), Vagent ne pourra plus rien faire qui puisse le
conduire & satisfaire ®. En revanche, si la nature
joue un autre coup que (a,b) alors l'agent peut faire
quelque chose de satisfaisant, & savoir, (a,—b) — ¢,
(—a,b) = —¢, (—a,—b) — ¢ (ou —¢). Ces politiques ne
sont pas définies pour toutes les affectations possibles
des groupes de variables universellement quantifiées,
d’oli leur nom de politiques partielles, dont nous don-
nons maintenant une définition formelle :

Définition 7 (politique partielle)
L’ensemble PP(k,q,Xy,...,X1) des politiques par-
tielles pour la QBF P = (k,q, Xk,...,X1) est défini
récursivement comme suit :
- TP(1,3,X1) =2%5 U {®};
- TP(LY,X1) = 2% = {\,®});
~ TP(k,3, Xy, ..., X1) =

{.’17-;9;71']9_1 |7l'k_1 € PP(k —1,V, X1, ..,Xl) U {®},
— TP(k,¥, X, ..., X1)

= (2% o PP(k—1,3, X_1,..., X1)).

® représente ’échec (i.e. il n’est pas possible de trou-
ver une politique solution pour la QBF considérée).

Définition 8 (politique partielle saine)

Une politique partielle # € PP(k,q,Xg,...,X1) est
saine pour P = (k,q, Xy, ..., X1, ®) si et seulement si
l'une des conditions suivantes est satisfaite :

lL.g=Fetn=0Q;

2. (k,q)=(1,3), n=21 et 21 EP;

3. (k,q) = (1,Y) et pour tout £1 € 2%t on a soit
m(%1) = Q, soit (n(#1) =X et 21 ED);

4. k>1,qg=3, m=2};m_1 et m_1 est saine pour
(k — l,v,Xk,]_, 7X17¢m7¢)7

5. k>1,q =V, et pour tout £} € 2%, w(z}) est
saine pour (k — 1,3, Xp_1,..., X1, ®uz) ;

Alors qu’il existe des instances de QBF qui n’ont pas
de politique solution, il est clair que toutes les ins-
tances de QBF ont une politique partielle saine. Lors-
qu’un nceud de ’arbre est associé & ®, on renonce &
choisir une affectation (“échec”) pour ce nceud et tous
les suivants. Il s’agit bien évidemment d’éviter autant
que faire se peut les nceuds échec, c’est-a-dire n’asso-
cier “échec” a un nceud que lorsqu’on ne peut pas faire
autrement :

Définition 9 (politiques saines maximales)
Soient w et w deuz politiques partielles de
PP(q,k, Xg,...,X1). On dit que ® est au moins
aussi couvrante que w', noté ® 1 7', si et seulement
si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
—g=3etr' =Q®; .
-q=3, 1= [Thmp-1], T = [T};7)_q], €t Tp—1 I
Th_15
~ q =V et pour tout T} € 2%*, on a w(z}) D 7' (7).
7 est un préordre partiel ; on note 7 > 7' pour w I «’
et non (v' J ).
7 est une politique partielle saine maximale pour une
instance P de QBF si et seulement si w est saine pour
P et il n’existe pas de politique ' saine pour P telle
que 7' > 7' et ' = P.

Définition 10 (SQBF : 2° probleme de recherche)
Soit P = (k,q, X, ..., X1, ®) une QBF. Résoudre le
second probléme de recherche associé ¢ P consiste a
ezhiber une politique © saine maximale pour P. On
appelle SFQBF (respectivement SFQBFy, ) le second
probléme de recherche associé 4 QBF (respectivement
QBFi,q ).

4.2 Résolution de SFQBF;y

Nous nous intéressons ici a la résolution pratique de
SFQBF3y. Il convient d’abord de justifier ce choix de
(k,q) = (3,3) comme sujet d’étude. Premierement, il
est important, avant de se lancer dans la résolution
de problémes SFQBFy , trop complexes, d’essayer de
résoudre les problémes des premiers rangs (ils sont déja



bien assez complexes). Le cas k = 1 a été énormément
étudié; SFQBF» 3 n’est pas nouveau non plus, puisqu’il
se ramene 3 un probléme d’abduction : il suffit en effet
de trouver une affectation 27 telle que @, soit valide;
ce probléme est connu et ne pose aucune difficulté de
taille. Les choses se compliquent avec SFQBF2 v et nous
aurions pu nous fixer ce probleme comme cas d’étude;
cependant, du point de vue de la taille des politiques,
qui est le point qui nous intéresse le plus ici, SFQBF3y
n’est pas bien plus complexe que SFQBF3 v, d’oll notre
choix (notons que la résolution de SFQBF3y nous per-
met o fortiori de résoudre SFQBF2 v qui en est un cas
particulier).

Nous exposons d’abord les limitations inhérentes a
la résolution de ce probléme avant de présenter une
méthode pratique de résolution fondée sur 1’'idée de
compilation.

Position du probleme. Le probleme SFQBF3y

peut étre défini plus simplement ainsi :

— Entrée : une formule VX3YVZ® de QBF3.v;

— Résultat : une fonction totale 7 de 2% dans 2¥ U{®}
qui associe & tout & de 2% un 77 de 2Y tel que (F,7) =
VZ® ¢'il en existe un et ® sinon.

Lorsqu’une QBF3y est utilisée pour modéliser un

probleme de prise de décision dans lincertain, &

représente une observation et ¥ = w(x) est une décision
qui couvre T, c’est-a-dire si la décision § est prise
lorsque Z est observée alors ® est satisfaite.

La résolution de SFQBF3 v est nécessairement au moins

aussi difficile que la résolution de FQBF3y puisque

si une politique solution existe, toute politique saine
maximale est forcément une politique solution.

Maintenant, toutes les politiques saines maximales

sont-elles aussi intéressantes les unes que les autres?

Clairement, la réponse est non. En effet, un critere

important dans le choix d’une politique saine maxi-

male 7 concerne les aspects calculatoires inhérents & sa
représentation et & son utilisation (ressources de calcul
consommeées, temps et espace). 7 en tant que fonction
doit non seulement étre calculable (sinon on ne voit
pas vraiment ce que l’on pourrait en faire) mais I’étre
en temps polynomial en la taille de sa représentation.

Définition 11 (politiques saines efficaces)

Une politique 7 saine pour P = (3,V, XY, Z, ®) est
efficace si et seulement si w est calculable efficacement
en tant que fonction, i.e., il existe un algorithme en
temps polynomial en la taille de 'entrée qui, pour toute
entrée T € 2X | retourne 7(&).

En outre, la taille de la représentation de la politique
doit étre la plus concise possible (de fagon & ce que
Pespace mémoire consommé soit le plus petit possible)
et idéalement polynomiale en la taille de ’entrée.

Malheureusement, il n’existe pas de politique saine
maximale ayant une représentation de taille polyno-

miale qui soit explicite, c’est-a-dire un ensemble de

couples (Z,w (%)) tel que (Z,n(Z)) E ® pour tout
7 € 2X.

Proposition 2 [10] Il existe des formules positives
P = (2,V,X,Y,®) de QBF2y dont toute politique so-
lution est injective.

Preuve : il suffit de considérer la formule
Vor, s}y, s Yok Ny (5 93).

Pour autant, on peut facilement construire une poli-
tique efficace 7 pour cette formule : il suffit de donner
a chaque y; la valeur de vérité prise par x; dans Z.
On peut alors se tourner du coté des représentations
implicites (i.e., m est une fonction calculée et pas une
fonction tabulée (observation, décision)) mais 14 en-
core, il est peu vraisemblable qu’une représentation
de taille polynomiale d’une politique saine maximale
efficace puisse exister en toute généralité, méme dans
le cas plus simple QBF, y.

Proposition 3 Si d toute formule P = (2,V,X,Y, ®)
de QBF2y, on savait associer une structure de données
de taille polynomiale en |P| représentant une politique
efficace © qui soit saine et mazximale pour P, alors
la hiérarchie polynomiale s’effondrerait au deuzriéeme
niveau.

Preuve : si cela était possible, on saurait en particu-
lier associer & toute formule CNF X telle que P =
Var(X) = {p1,...,pn} la formule suivante de QBF3y :

VIAP(E A N\ (HF Vi) A (Sl v -pi)

i=1

avec L =J {l},i;} C PS\P.

Toute politique efficace m pour cette formule permet
de rendre traitable 'interrogation clausale a partir de
3. En effet, pour tout clause v construite sur les va-
riables de P, on a ¥ |= v ssi ¥ A -y est contradic-
toire. Chaque terme non contradictoire —y possible
correspond & un vecteur [ de 2L_‘te1 que Vp; € P si
p; € —vy alors l;r €let -l €l,si -p; €y alors
-lf € I et Iy € [ et si pi & —y et —p; & —y alors
—-l;1r €let -l € [, Par conséquent, pour toute clause
non valide v sur P, on a ¥ | v si et seulement si
SANL, BV p) ATV =pi) A I"est contradictoire
si et seulement si 7r(l-§ = ®. Si 7 est efficace alors le
test W(l_) L peut étre réalisé en temps polynomial,

N
donc la réponse au test ¥ |= v peut également étre
obtenue en temps polynomial. Or, ’existence d’une
forme compilée de taille polynomiale permettant d’as-
surer une interrogation clausale traitable pour toute
formule propositionnelle ¥ entrainerait NP C P/poly,
ce qui est considéré comme peu vraisemblable car cela
provoquerait 1’effondrement de la hiérarchie polyno-
miale au second niveau [12].

On se limite donc en pratique & rechercher des po-
litiques efficaces dont la représentation est la plus



concise possible, sans garantie de polynomialité dans
tous les cas.

Génération et représentation compacte de poli-
tiques. Comment résoudre une instance VX3IYVZ P
de SFQBF3 vy ?

Une méthode simple pour ce faire consiste & remar-
quer tout d’abord que, si 'on considére la formule
U = VZ®, il suffit de résoudre VXIY T, qui est une
instance de SFQBFay. Le principe de cette méthode
est de compiler VZ® sous forme d’une “formule” logi-
quement équivalente comp qui permet, pour n’importe
quel 7, de :

-

1. Conditionner comp par ¥ en temps polyno-
mial pour produire une nouvelle forme compilée
compsz ;

2. Extraire en temps polynomial un modele de
compg sur Y (ou ® s’il n’en existe pas).

Le point important ici est que toute politique
représentée par un tel comp est efficace. En effet,
étant donnée une instantiation Z, le modele retourné
par I’algorithme en temps polynomial (dont ’existence
est postulée ci-dessus) est (s’il existe) une instantia-
tion ¢ telle que ¥ = compz. Or on peut montrer
que § = compz est satisfaisable si et seulement si
(%,9) EVZ® :on a & = JYVZDP si et seulement si
Z | Y comp si et seulement si (IY comp)z est va-
lide (une propriété centrale du conditionnement est en
effet qu’une instantiation & est un impliquant d’une
formule ¥ si et seulement si le conditionnement W3
est valide). Or, (3Y comp)z est valide si et seulement
si Y (compz) est valide (puisque X NY = (). Enfin,
remarquons que JY (compz) est valide si et seulement
si compz est satisfaisable.

Quelles sont les classes “cibles” candidates & considérer
pour comp ? Toute classe acceptable doit permettre de
supprimer les quantifications universelles, condition-
ner (comme une loi interne) et rechercher un modele
en temps polynomial. Parmi celles-ci figurent toutes
les classes polynomiales CNF du probléeme SAT qui
sont stables par simplification (i.e., dans lesquelles
supprimer des littéraux dans les clauses ou des clauses
conduit toujours & une formule de la classe). En effet,
la suppression des quantifications universelles Vz (avec
z € 7Z) peut s’effectuer en temps linéaire & partir d’une
formule CNF ne contenant pas de clauses valides (ceci
est le dual d’une propriété bien connue concernant la
suppression de quantifications existentielles & partir de
formules DNF) : il suffit de supprimer chaque littéral z
ou —z des clauses dans laquelle il apparait. Si la classe
est stable par simplification, la formule résultante est
encore dans la classe. Maintenant, toute formule stable
par simplification l’est aussi par conditionnement (il
suffit de se référer aux définitions pour s’en persuader).
Enfin, pour toute formule appartenant & une classe po-
lynomiale pour SAT stable par conditionnement, il est

possible d’exhiber un modele de la formule en temps
polynomial (et méme d’énumérer tous ses modeles en
temps polynomial en la taille de la formule et en leur
nombre [7]).

Un exemple d’une telle classe de formules est celle
des formules CNF Horn renommables [15], c¢’est-a-
dire il existe une substitution de certaines variables
de la formule CNF par leur négation qui rend celle-ci
Horn (chaque clause comporte au plus un littéral po-
sitif). Notons qu’il ne s’agit pas d’une classe complete
pour la logique propositionelle : certains ® ne sont lo-
giquement équivalents a aucune formule CNF Horn
renommable. De nombreuses autres classes polyno-
miales pour SAT sont completes et stables par condi-
tionnement et conviennent donc comme classes cibles
pour comp : les “formules” DNF, OBDD [4], et plus
généralement DN N F [6], etc. D’un point de vue pra-
tique, ce qui est important est la disponibilité d’algo-
rithmes (en espace exponentiel dans le pire des cas)
permettant de construire une formule équivalente a
VZ® appartenant & 'une de ces classes. C’est le cas
par exemple pour la classe des “formules” OBDD.

Exemple 7 Considérons la formule
(3,V,{a,b}, {e,d}, {e, f} (ane > VAV ) A (b -
—¢) A (-b — «¢)). Cette formule étant wune
CNF (& wune réecriture de — prés), on obtient
Ve, fHane = (cvdV A = —c)A(=b— ¢
par simple suppression des littérauxr  portant
sur e ou sur f. Ce qui donne la formule
U= (a— (cVd)A(b—-c)A(=b—c). Le probléme
4 résoudre est maintenant (2,V,{a,b},{c,d}, ).
La figure suivante décrit deux BDDs ordonnés et
réduits (ROBDDs), associés & lordre sur les variables
a < b < ¢ < d. Celui de gauche représente la
compilation sous forme de ROBDD de la formule ¥ ;
celui de droite correspond au conditionnement ¥z de
U par £ = {a,b}. On peut facilement vérifier que le
seul modéle de Wz sur {c,d} est {—c,d} qui couvre
bien l'observation Z.

Fic. 1 — OBDDs de l'exemple 7



5 MAXQBF : optimisation
5.1 Motivations

Lorsqu’une formule QBF est une instance négative de
QBF, se focaliser sur la recherche d’une politique par-
tielle saine n’est pas toujours satisfaisant. Par exemple,
lorsqu’une instance du probleme QBF3y est prise en
compte, la recherche d’une politique partielle conduit &
ne proposer aucune décision (®) pour les observations
problématiques (c’est-a-dire c’est & dire pour les cas
ou l'on ne peut pas couvrir toutes les configurations
des variables d’état non observables ). Pourtant, il est
évident que, dans une telle situation, mieux vaut une
bonne décision, c’est & dire une décision qui satisfait au
mieux P, que pas de décision du tout. Il s’agit donc ici
d’optimiser la satisfaction de ®. Plusieurs approches
sont possibles pour ce faire; nous les esquissons dans
la suite, en centrant notre propos sur QBF2’33.

5.2 MAXQBFg3

Pour une formule 3XVY® de QBFy 3, une politique
Z; Ax est saine si et seulement si Z |= VY ®. Dans un
contexte d’optimisation, 1’'idée est d’associer a toute
politique une utilité globale qui dépend de la maniere
dont T satisfait VY @, plus précisement de la maniere
dont (Z;7) satisfait & pour chaque 7.

On définit l'utilité d’une instantiation (Z; %) vis-a-vis
d’une formule ® sur X UY comme une fonction ug
de 2XYY dans [0,1] telle que si (#;4) = & alors
ue(Z; %) = 1. 1 et 0 représentent respectivement les
utilités maximale et minimale*. Par exemple, si ® est
une conjonction de n formules (sous-buts) ¢1,..., ¢,
et qu’il peut y avoir compensation entre les satisfac-
tions et les violations des sous-buts, le score d’une ins-
tantiation est le nombre de sous-buts de ® satisfaits
par cette instanciation :

o(Z;9) = Card({p; € ® | (F;9) = »i}).

Ce critere est facilement généralisable de maniere &
tenir compte de buts d’'importances inégales.
L’utilité d’une politique (#; Ax) peut donc étre définie
comme une fonction croissante des ue(Z;¥), maxi-
male si Z = ®. Dans le cadre d’une interprétation
du probleme en termes de décision sous incertitude,
la théorie de la décision permet de proposer plusieurs
critéres (cette liste n’étant pas exhaustive) :
- - . N

- Us(T; )\X) = Ygear ua(T39) : ceci corr:espond a

I’hypothése que tous les mondes ¢ sont d’égale pro-

babilité®.

3La définition de MAXQBFy,, pour k et g arbitraires peut se
faire ensuite par induction de maniere similaire & FQBFy , mais
nous I'omettons par manque de place. Par ailleurs, MAXQBF3 3
est un probléme original et déja suffisamment complexe.

4Ce choix n’entraine pas de perte de généralité. On pourrait
prendre n’importe quel autre intervalle numérique borné.

5Si ce n’était pas le cas, il suffirait d’utiliser la for-
mule plus générale de Dutilité espérée Us(Z;Ax) =

geav ua(Z;9)pr().

~ Us(; Ax) = mingeoy ue (7).

- Us(F;2x) = Card({g | Vi € 2¥,Us(F;9) >
Us(Z;9")})-

Supposons qu’un choix ait été fait pour la définition

de Us. Par analogie avec le probleme MAXSAT, ou il

faut trouver une instantiation qui maximise le nombre

de formules satisfaites, on définit MAXQBF3 3 comme

le probléme d’optimisation défini par :

- Entrée : une formule P = (2,3, X,Y, ®) de QBF> 3
ou ® est une conjonction de sous-formules,

~ Résultat : un # € 2% maximisant Ug(F; Ax).

6 Conclusion

Dans cet article, nous nous sommes attachés au
probléme de recherche associé & QBF et & une approxi-
mation de celui-ci (second probleme de recherche).
Nous avons défini les notions de politique saine, po-
litique solution, politique saine maximale, politique
efficace. Nous avons montré que méme dans des
cas restreints il n’existe vraisemblablement pas de
représentation de taille polynomiale pour les politiques
saines maximales et efficaces. Pour pallier ce probleme,
nous avons proposé une approche de type compila-
tion qui, dans des cas restreints, exploite les classes
cibles pour la compilation de l'inférence clausale, bien
connues dans la littérature. Enfin, nous avons esquissé
une autre famille d’approximation de FQBF.

Les perspectives sont nombreuses. En plus du
développement plus poussé des algorithmes de
résolution (en particulier pour les probléemes MAX-
QBF), nous avons lintention d’expérimenter nos
méthodes sur des instances générées aléatoirement.
Ceci pose plusieurs problemes, en particulier celui
d’établir les parameétres a étudier. En effet, lorsqu’il
s’agit d’étudier le probleme de décision QBF, on se fo-
calise sur la variation de la proportion d’instances posi-
tives, ainsi que sur le temps moyen passé & déterminer
si 'instance est positive ou non; pour ce qui est des
problemes de recherche, les parametres précédents ne
sont plus pertinents : il faudra plutot étudier la varia-
tion de la taille moyenne d’une politique et le tauz de
couverture moyen d’une politique (c’est-a-dire la pro-
portion de branches qui ne conduisent pas & un échec).
Enfin, nous envisageons a plus long terme des appli-
cations a la planification dans I’incertain.
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814 encore, si la vraisemblance des mondes peut étre graduée
par une mesure, des approches plus nuancées, qui s’appuyent sur
la théorie de I’utilité qualitative, peuvent étre suivies.
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